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9. Ubungsblatt ,,Stochastik fiir Lehramt”

Abgabe bis Donnerstag den 08.12, 18 Uhr im Postfach ,,Stochastik fiir
Lehramt” oder auf eCampus.

1. (Exponentielle Abschitzungen)

a) Sei X eine diskrete reellwertige Zufallsvariable auf (€2, A, P). Zeigen Sie, dass fiir alle
c,t >0 gilt:

P[X>c < e“E [etX} )

b) Es seien nun X7, X5, ..., X, unabhéngige Zufallsvariablen mit P[X; = 1] = p und
P[X;=0]=1—p, 0<p< 1. Zeigen Sie, dass fiir a,t > 0 gilt:

1 < n
P [_ Xi > ] < —nat E tX1 ]
- ;:1 >a|l < e [e }
Beweisen Sie mithilfe dieser Abschitzung die Bernstein-Ungleichung

1 n
P[— ZXi >p+ 5] < e~ 2me’ fir alle € > 0.
L

2. (Asymptotische Unabhéngigkeit) Jeder von n Punkten werde mit Wahrscheinlich-
keit A/n griin, und mit Wahrscheinlichkeit p/n rot geférbt, unabhéngig von den anderen
Punkten. Sei G die Anzahl der griin gefarbten ud R die Anzahl dr rot gefarten Punkte.
Zeigen Sie:

a) Die Zufallsvariale (G, R) hat eine Tronomial-Verteilung mit Parametern n, A\/n, u/n
und 1 — (A + u)/n, d.h. es gilt

o n! ANy Atp\"T
P[G—g,R—T]—g!T!(n_g_r)! <ﬁ) (ﬁ) (1_ n )

Insbesondere sind G und R nicht unabhingig.

b) Im Grenzwert n — oo sind G und R asymptotisch unabhéngig und Poisson-verteilt
mit Parametern A und pu.



3. (Zufillige Polynome) Seien U,V Zufallsvariablen mit Werten in {—1,1}, deren
gemeinsame Verteilung bestimmt ist durch

PU=1] = PlU=-1] = -, und

1

PV =1U=1] = P[V=-1U=-1] = 3

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat das Polynom z? + Uz + V mindestens eine reelle
Nullstelle?

b) Berechnen Sie den bedingten Erwartungswert der grofieren Nullstelle von 22+ Uz +V
gegeben es gibt mindestens eine reelle Nullstelle.

c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat das Polynom 2%+ (U + V)x + U + V mindestens
eine reelle Nullstelle?

4. (Coupon Sammler) Aus einer Urne mit n Kugeln werden mit Zuriicklegen Kugeln
gezogen, und zwar so lange, bis jede Kugel einmal gegriffen wurde. Sei T" die Anzahl der
notigen Ziige. Zeigen Sie:

1 1 1
E[T] = n(1+§+§+...+ﬁ) = O(nlogn).
Hinweis: Betrachten Sie dazu die Zufallsvariablen 1 = T7 < Ty < --- < T, =T, die
., Erfolgsmomente”, zu denen eine vorher noch nicht gegriffene, neue Kugel gezogen wird.
Was ist die Verteilung und der Erwartungswert von Ty — T;? Wie bestimmt sich folglich
der Erwartungswert von T ?



