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11. Ubungsblatt ,,Stochastik fiir Lehramt”

Abgabe bis Donnerstag den 22.12, 18 Uhr im Postfach ,,Stochastik fiir
Lehramt” oder auf eCampus.

1. (Unabhingigkeit und Unkorelliertheit)
Seien X und Y Zufallsvariablen mit Werten in {—1,1}.

a) Es gelte

PIX=1Y=1]=a, PX=1Y=-1]=0b,
PIX=-1Y=1=¢, PX=-1Y=-1=d

Wann sind X und Y unkorelliert bzw. unabhéngig ? Geben Sie jeweils notwendige
und hinreichende Bedingungen an die Koeffizienten a, b, ¢, d der Massenfunktion der
gemeinsamen Verteilung an.

b) Seien nun X und Y unabhéngig und gleichverteilt. Zeigen Sie, dass die drei Zufalls-
variablen X, Y, X - Y paarweise unabhéngig sind. Sind sie auch unabhéngig?

2. (Verteilungsfunktionen I) Sei X eine reellwertige (nicht notwendigerweise absolut-

stetige) Zufallsvariable. Wir definieren die Funktion Fx: R — [0, 1] durch
Fx(x) :=PX < x].

Beweisen Sie, dass F'x eine Verteilungsfunktion ist, d.h. dass die folgenden Eigenschaften
erfiillt sind.

a) Fy ist monoton wachsend, d.h. Fx(z) < Fx(y) fur alle z,y € R mit = < y.

b) F ist rechtsstetig, d.h. fiir alle € R und jede monoton fallende Folge (z,,)nen, die
gegen x konvergiert, gilt Fx(z) = lim,, 1o Fx(z,).

c) Es gilt lim, o Fx(z) =1 und lim,, ., Fx(x) = 0.
Zeigen Sie weiterhin die nachfolgenden Relationen.

d) Fiir alle a,b € R mit a < b gilt Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a).



e) Fiir alle x € R gilt P[X = z] = Fx(z) — Fx(z—), wobei Fx(x—) := limy, Fx(y).!

3. (Verteilungsfunktionen IT)

a) Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf (2, .4, P) mit Verteilungsfunktion

0 fir ¢ < —1,
1—»p fir —1<e<0,
Flo) =9, | )
—pt+gep fir0<c<2,
1 fiir ¢ > 2.

Berechne die Wahrscheinlichkeiten P[X = —1|, P[X = 0] und P[X > 1].

b) Sei nun F' die Verteilungsfunktion einer beliebigen reellwertigen Zufallsvariable X.
Bestimme die Verteilungsfunktionen der folgenden Zufallsvariablen in Abhéngigkeit

von F:
Xt = max(X,0), X~ = —min(X,0), | X].

4. (o-Algebren)
a) Sei 2 eine nichtleere Menge, und J C P(£2). Zeige, dass o(J) eine o-Algebra ist.
b) Folgere, dass B(R) alle abgeschlossenen und offenen Intervalle enthilt.

)
c) Zeige B(R) = o ((—o00,c]:ceR).
d) Wie sieht ein moglichst einfaches Erzeugendensystem von B(R?) aus ?

LGenauer ist Fx(x—) der Limes von (Fx (y,))nen entlang einer beliebigen monoton steigenden, gegen
x konvergenten Folge (y,, )nen mit y, < x fiir alle n € N.
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