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0 Einfithrung

0.1 Analysis und gewd6hnliche Differentialgleichungen

Die Erfindung der Analyis (= Differential- und Integralrechnung) durch Newton (1643-
1727) und Leibniz (1646-1716) 1oste den Siegeszug der Mathematik bei der Beschreibung
von Naturphdnomenen und 6konomischen Zusammenhéngen aus und fithrte zur Mathe-
matisierung von Physik, Chemie, Biologie, Technik, Okonomie, ...

Gewohnliche Differentialgleichungen dienen der Modellierung von Phénomenen der rea-
len Welt: dy; = b(t,y¢) dt. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erlaubt
dquivalente Formulierung in differentieller und integreller Form:

T
yr = b(t,y¢) bzw. yr=yo+ [b(t,y) dt
0

0.2 Stochastische Analysis und stochastische
Differentialgleichungen

Die Stochastische Analysis hat die Beschreibung von Naturphinomenen zum Ziel, die
stochastischen (= nicht deterministischen) Einfliissen unterworfen sind.
Dies geschieht z.B. mittels stochastischer Differentialgleichungen der Form

dY; = b(t,Y;) dt + o(t,Y;) dM. (0.1)

Formal fithrt das zu . _
Y, =0b(t,Y:) + o(t,Y;) M. (0.2)

b(t,Y;) bezeichnet hier den Einfluss des (deterministischen) ,,Signals“, o(t,Y;)M; den
Einflul des (stochastischen) ,, Rauschens®.

Fiir (My)e>0 wihlt man ein stetiges Martingal (also einen stochastischen Prozeff ohne
erkennbare Signalkomponente), typischerweise die Brownsche Bewegung (BB).
Problem: fiir solche (M;) ist fast keine Trajektorie differenzierbar! Es gibt keine pfad-
weise stochastische Differentiation! (Lediglich eine Art ,,stochastische Differentiation im
distributiven Sinne“ im Rahmen des sog. Malliavin-Kalkiils, von Paul Malliavin ab 1978
entwickelt.)

Ausweg: Wir vergessen die differentielle Interpretation (0.2) und definieren (0.1) mittels
der folgenden integralen Version

T T
Yy = Yo +/b(t,Yt) dt—i—/g(t,Yt) M, (0.3)
0 0



0 Einfithrung

T
Hierzu miissen wir stochastischen Integralen der Form [ X; dM; eine Bedeutung geben

0
(fiir (M), Martingal, (X;); ,messbarer® stochastischer Proze8 ).
Das geht! Ité Integral (Kyoshi 1t6).

e R. Paley, N. Wiener, A. Zygmund (1933): (X;) deterministisch, (1;) BB
o K. It6 (1942,44): (X;) stochastisch, (M;) BB
e H. Kunita, S. Watanabe (1967): (X;) stochastisch, (M;) Martingal

0.3 Die Idee des It6-Integrals

T
Definition 0.3.1. Y;(w) = [ Xy(w) dM(w) als L?-Limes der Approzimationen
0

Z Xy, 1 Mtk/\T( ) Mtk—l/\T(w)> (0'4)
t,€A(n)

fir Partitionen A(n) von [0,00] mit Feinheit |A(n)| — 0.
Fiir eine grofle Klasse von (M) und (X;) existiert dieser Limes und es gilt:

o (V}); ist stetiges Martingal

t
e E(O) = B[ X2 d(M),
0
mit (M) = Quadratische Variation von M = (M) (z.B. (M) =t fiir BB).

Achtung: Diese Eigenschaften gelten nicht, falls man in (0.4) X;, , durch Xy,
(riickldufiges Ito-Integral) oder 3(Xy, , + Xy, ) (Stratonovich-Integral) ersetzt!
Allerdings gilt fiir das Ito-Integral nicht df(M;) = f/(My) dM; (das gilt fiir klassische
Integrale und fiir das Stratonovich-Integral), sondern die Ité-Formel
1 1
df(My) = f/(My) My + 5 f7 (My) d(M),

(Kettenregel fiir stochastische Integrale)

0.4 Stochastische DGI und partielle DGI

Sei (My); die d-dim BB mit infinitesimalem Erzeuger %A =1

der SDG1 dY; = b(Y;)dt + o(Y;) dM.

d
i=1
Dann hat (Y;); folgenden infinitesimalen Erzeuger

a; und (Y;); die Lésung

92 d
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0.4 Stochastische DGI und partielle DGI

d
mit b (Drift-Vektor) wie oben und a = oo* (Diffusionsmatrix), d.h. a;;(z) = > op(x) -
k=1

ij(a:).
Es gilt also

1
lim ;(Exf(Yt) — f(z)) = (Lf)(2).
= Partielle DGI lassen sich mit Hilfe stochstischer DGI 16sen!






1 Filtrationen und Stoppzeiten

Im folgenden sei stets vorgegeben ein Wahrscheinlichkeits-Raum (Q, F, P).

1.1 Stoch. Prozesse (Wiederholung)

Definition 1.1.1. Sei (E, &) ein Messraum. Eine Familie X = (X;)¢>0 heifft stochas-
tischer Prozess (auf (Q2, F,P) mit Werten in (E,£)), falls

Vt>0: X;:Q — E ist F-messbar

(genauer: F|E-messbar), d.h. eine Zufallsvariable. t € [0, 00] wird als Zeit interpretiert,
E als Zustandsraum (meist E = R? und € = B(RY)).
Fiir fires w € Q) heifit die Abbildung

Xe(w): Ry — E, tr— Xi(w)

Trajektorie.
Wir verwenden folgende dquivalente Interpretationen:

X : Ry xQ—E, (tw)r— Xi(w)

X : Q= E®, we Xo(w) (wufilliges Auswihlen von Trajektorien).

Definition 1.1.2. Zwei stochastische Prozesse X, Y (auf dem selben W.-Raum (2, F,P)
mit dem selben Zustandsraum (E,&)) heiffen

e Modifikationen voneinander, falls
P(X:=Y:) =1 fir allet > 0.

e ununterscheidbar, falls P(X; = Y; fir allet > 0) = 1, mit anderen Worten
P(X,e=Y,) =1.

Bemerkung 1.1.3. Ununterscheidbar = Modifikation voneinander!
Umkehrung gilt i.A. nicht!

1 falls t =
< 2.B. Q= [0,1], P = A\, X;(w) = 0, (Vt,w) und Y;(w) := { ot >

0 , sonst

Lemma 1.1.4. Seien fast alle Trajektorien von X,Y rechtsseitig stetig. Dann gilt: Un-
unterscheidbar <= Modifikation voneinander.

Beweis. Ubung. O
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1 Filtrationen und Stoppzeiten

1.2 Filtrationen

Definition 1.2.1. Eine Familie (F;)i>0 heifit Filtration (=Filtrierung) falls

VO <s<t<oo: Fs, Ft o-Algebren auf Q sind mit Fs C Fy C F.

Intuitiv: Fy enthdlt die bis zum Zeitpunkt t € [0, 0o verfiigbare Information. (Erlaubt
Unterscheidung von Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft.)

Definition 1.2.2. (Q,F,F;, P) heifit filtrierter Wahrscheinlichkeits-Raum oder sto-
chastische Basis. Man setzt:

'-7:t+:ﬂ-7:57

s>t
o Fi_ =o0(Fs:s<t),
o Fo— ={0,9Q} und
o Fo=0(F:t>0)=0(Fp :t>0)=0(F_:t>0).
Offenbar gilt F;— C F; C Fry.
Definition 1.2.3. (F;) heifst rechtsstetige Filtration, falls 7, = Fi (Vt > 0).
Beispiel 1.2.4. Stets ist (Fi4)¢>0 eine rechtsstetige Filtration.

Definition 1.2.5. Der filtrierte Wahrscheinlichkeits-Raum (2, F, Fy, P) heifit
vollsténdig, wenn Fy alle (F,P)-Nullmengen enthilt.
FEine Menge A C Q heifit (F,P)-Nullmenge, falls 3A’ C F mit A’ D> A und P(4’) = 0.

Bemerkungen 1.2.6.

(i) Ist (2, F, F, P) vollstindig, so ist jeder der Wahrscheinlichkeits-Raume (Q, 7, P)
vollsténdig.

(ii) Umkehrung gilt nicht!
Es gibt i.A. mehr (F, P)-Nullmengen als (Fp, P)-Nullmengen.

(iii) Man erhilt einen vollstédndigen filtrierten Wahrscheinlichkeits-Raum durch Aug-
mentieren: Ersetze F und F; durch F' = o(F UN) bzw. F| = o(F UN) mit
N = Menge der (F,P)-Nullmengen.
(Hinweis: Statt (F, P)-Nullmengen verwenden manche Autoren bei obiger Definition
(Feo, P)-Nullmengen.)

Definition 1.2.7. Der filtrierte Wahrscheinlichkeits-Raum (2, F, F;, P) geniigt den
iiblichen Bedingungen (bzw. ist ein standard-filtrierter Wahrscheinlichkeits-Raum), falls
er vollstindig ist und die Filtration (F;) rechtsstetig ist.

Bemerkung 1.2.8. Standard-Erweiterung:
(i) Augmentieren: ' und F’,

(i) Rechte Limiten (F7,) = (0, F;,,F’, P) standard filtrierter Wahrscheinlichkeits-
Raum.

12



1.3 Adaptierte Prozesse

1.3 Adaptierte Prozesse

Definition 1.3.1.

(i) Gegeben: Stochastischer Prozess X auf (Q, F, P) mit Werten in (E,E).
FXi=o0(Xs:5<t)
heifit die von X erzeugte Filtration.
(ii) X heifit an eine vorgegebene Filtration (F)i>o adaptiert, falls
FX Cc RVt >0)
oder, mit anderen Worten, falls Xy Fi-messbar (Vt > 0) ist.
Beispiele 1.3.2.

(i) (X;) ist an (F7X) adaptiert. (Trivial)

(ii) Sei f € LY(Q, F,P) und (F;)i>0 gegeben.
Sei weiter X := E(f|F)
Dann ist (X;)¢>0 an (F¢)¢>0 adaptiert.
Bemerkung 1.3.3. Oft bezeichnet man die von einem Prozess X erzeugte Filtra-
tion (F7%) mit (F°) und ihre Standard-Erweiterung dann mit (7).

(i) Gegeben: (X¢)¢>0 und (Yi)r>o ununterscheidbar, (Xi):>o an (F;) adaptiert und
(Q, F, F, P) vollstandig = (Y:):>0 an (F;) adaptiert.
(Achtung: Hier reicht nicht, da8 (Q, 7, P) vollstiandig ist!)

1.4 Progressiv messbare Prozesse

Definition 1.4.1. FEin Prozess X heifit progressiv messbar bzgl. einer Filtration (Fy)¢,
falls fiir alle t > 0 : die Abbildung

X:[0,t] xQ— E, (s,w)r— Xs(w) messbar bzgl. B([0,t]) @ F; ist.

Proposition 1.4.2. Sei X ein stochastischer Prozess mit Werten im topologischen
Raum E, rechtsstetig (d.h. alle(!) Trajektorien t — Xy (w) sind rechtsstetig) (oder links-
stetig), und adaptiert an (Ft)¢>0. Dann ist X progressiv messbar.

Beweis. Sei X rechtsstetig, ¢t > 0 fix. Wir approximieren X durch X ™ mit
XM(w) = X(py1ymn(w) fiir s € Jkt27", (k+1)t27"],  k=0,1,...,2" —1
und X(()n) (w) = Xo(w).
Dann ist X : (s,w) — ) (w) messbar bzgl. B([0,t]) ® F;.
Wegen Rechtsstetigkeit:
lim X (w) = X,(w) fiir alle (s,w) € [0,] x Q.

n—oo

= X :[0,t] x Q — E ist B([0,t]) ® Fi-messbar. O

13



1 Filtrationen und Stoppzeiten

1.5 Stoppzeiten
Definition 1.5.1. Eine Abbildung T : Q — [0, 0o] heifit Stoppzeit bzgl. (F;), falls ¥t > 0:
{T < t} e F,

wobei {T <t} :={weQ:T(w) <t}.
Sie heifst schwache Stoppzeit (oder Optionszeit) bzgl. (Fi), falls ¥Vt >0

{T <t} e FH.
Bemerkungen 1.5.2.
(i) Jede Stoppzeit ist schwache Stoppzeit, denn

{T<t}:U{T§t—i}€]—}

n
Gft,;Cft
n

(ii) T ist schwache Stoppzeit bzgl. (F;) <= T ist Stoppzeit bzgl. (Fit).
(iii) (F:) rechtsstetig = Jede schwache Stoppzeit ist Stoppzeit.

Beispiel 1.5.3. Jede ,konstante Zeit“ T' = t( ist eine Stoppzeit.

iv) T ist Stoppzeit < X; = Lo7(¢) ist adaptiert, (denn {X; = 0} ={T < t}).
[0,7]
Proposition 1.5.4.
(i) Mit S und T sind auch SANT,SNVT,S+T (schwache) Stoppzeiten.

(ii) Mit T,, (schwache) Stoppzeit (¥n € N) ist auch supT,, eine (schwache) Stoppzeit
n

und inf T}, eine schwache Stoppzeit.
n

(Denn: {sup T, < t} = ({Tw < t} und {i%an < t} =T < t}.)

n n

(iii) Jede schwache Stoppzeit T lafst sich monoton durch Stoppzeiten T,, mit endlichem
Wertebereich approrimieren:

T (k+1)27"  auf{k27"<T<(k+1)2"},k=0,1,...,4",
" +0o0 sonst .

n—oo

=T, = 1,7, >Th41 >T und T,, > T auf {T < co}.

Proposition 1.5.5 (Galmarino’s Test). Sei Q = C(Ry,R%) (oder @ = D(Ry,RY) =
{w:Ry — R? cadlag) ), X¢(w) = w(t) und F; = FX. Dann gilt:

14



1.6 Treffer- und FEintrittszeiten

(i) T ist (schwache) Stoppzeit genau dann, wenn ¥Vt > 0, und Yw,w' € Q gilt:
(T'(w) é) t) und Vs <t: Xs(w) = X5(') = T(w)=T(").
Ist T' Stoppzeit, dann gilt
(i) Ae Fr <= (we AVs<T(w): Xs(w) =X5(w), Tw) =T = €A).
(iii) f ist Fp-messbar < f(w) = f(wr) mit wp(s) =w(s A T(w)).
(iv) Fr =0(XI:5>0).

1.6 Treffer- und Eintrittszeiten
Definition 1.6.1. Sei (X;) ein an (F;) adaptierter Prozeff und A C E.
Ty(w) :=inf{t > 0: Xy(w) € A}  Eintrittszeit von A
Ti(w):=inf{t > 0: Xy(w) € A}  Trefferzeit von A
(jeweils mit inf () := +00.)
Bemerkungen 1.6.2.
(i) Fir I € Ry x Q
Dr(w):=inf{t >0: (t,w) € '} Debut von T
Somit fiir A C E:Tx = Dx-1(4).

(ii) (Q,F,F:, P) geniige den iiblichen Bedingungen
Debut-Theorem: Fiir jedes progressiv messbare I' C Ry x Q ist Dr eine Stoppzeit.
Korollar: X progressiv messbar = T4 ist Stoppzeit VA € £.

(iii) Jede Stoppzeit ist eine Eintrittszeit:
wihle X; := ljgr((t) und A:=0=Ty =T.

Satz 1.6.3. Sei X = (Xi)¢>0 adaptiert (an vorgegebene Filtration (F;):) und rechtsstetig
(d.h. E ist topologischer Raum und alle Trajektorien Xo(w) sind rechtsstetig).

(i) T4 = Ta schwache Stoppzeit (VA offen C E)

(i) Ist X sogar stetig und E metrisierbar, so ist
T Stoppzeit (VA C E abgeschlossen)
und Ta schwache Stoppzeit (VA Fy-Menge, d.h. A =J A, mit A, abgeschlossen).
n

(iii) (ohne Beweis) Gentigt (2, F,F:, P) den tblichen Bedingungen, so ist T4 Stoppzeit
(VAe & =B(E))

15



1 Filtrationen und Stoppzeiten

Beweis.

(i) Stetsist {Tu >t} ={X; € A:Vs € [0,t]} und {T} >t} = {X, &€ A:Vs €]0,t[}.
Daher bei offenem A und rechtsstetigem X:

(Ta>ty={T5 >t} = {X,¢A:Vsel0,tnQ}
= (] {X.¢Aern

s€[0,.[NQ
= T ist schwache Stoppzeit.

(ii) Fiir A abgeschlossen

{Ta>t} = {Xs¢& A:Vsel0,t]}
= {w:d(Xs(w),A) >0,Vs €[0,t]}

1
= U {w td(Xs(w), A) > =, Vs € [O,t}}
neN "
[wegen Stetigkeit von X(w) und damit von s — d(Xs(w), A)]

_ U{Wa&wpaz;weMﬂﬂQ}

neN

-U N {d(Xs('),A)Zi}eft

neN s€[0,t|NQ

Ist A = [JA, mit A, abgeschlossen (= T4, Stoppzeit), so ist T4 = infT4,
n

schwache Stoppzeit (siehe Proposition 1.5.4).
]

Beispiele 1.6.4. Q = C(R,,R%), X Koordinatenprozess (d.h. X;(w) = w(t)) und F;, =
FiX.

Sei ) # A C RY offen.

= T ist schwache Stoppzeit, aber keine Stoppzeit.

= ft 7é ft_;,_

Intuitive Begriindung (Genaueres siche Ubung ”Galmarino’s Test”):

Withle w mit w(0) ¢ A und w(t) € A fiir ein ¢ > 0, d.h. fiir ¢y = T4 (w) gilt: 0 < ¢y < 0.
Wegen Stetigkeit ist w(tg) = 0A.

Definiere neuen Pfad o’ € Q durch '(t) = w(t Atp). Offenbar w’ ¢ A(Vt > 0) und damit
T3 (w') = 400. Nun gilt:

w(t) =w'(t) Vt<tp

=>VeF, wel < ' el (Galmarino)

Aber offensichtlich ist w € {T} < to} und ' & {T% < to}

= {1} <to} & Fi, = T keine Stoppzeit.

= (F:) nicht rechtsstetig.

Weitere Beispiele fiir (schwache) Stoppzeiten:

16



1.7 Die T-Vergangenheit

A, B C FE disjunkt, Ty :=0,n € Ny

Tont1 = inf{t >To, : X; € A}

T2n+2 = inf{t > T2n+1 : X € B}

(z.B. A =R?\ B, schlecht bei BB, dann fast sicher T}, = T} Vn)

Keine (schwache) Stoppzeit

Letzte (oder vorletzte etc.) Austrittszeit aus A

Ly=sup{t>0:X; € A}

Denn (intuitiv): Ist Lg(w) =t so weiB w das zum Zeitpunkt ¢ (und auch unmittelbar
danach) noch nicht!! (sondern erst am Ende seiner Tage.)

1.7 Die T-Vergangenheit

Definition 1.7.1. Fiir Stoppzeit T sei
Fr={AecFo: An{T <t} € F fir allet > 0}

die o-Algebra der T'-Vergangenheit.
Analog lafst sich fiir schwache Stoppzeiten T definieren

Fro={A€ Foo: AN{T < t} € F; fiir alle t > 0}

Beides sind tatséchlich o-Algebren (Beweis wie im diskreten Fall). Jede Stoppzeit T'
ist Fr-mef} bar, jede schwache Stoppzeit Fr-mef bar. Fr besteht aus den Ereignissen,
die bis zum zufilligen Zeitpunkt T eintreten. Stets ist Fpr C Fry. Fir T =t ist Fr = F;
und Fry = Fit.

Bemerkungen 1.7.2. Wie im diskreten Fall gelten folgende Eigenschaften:
(i) S<T=FsCFr
(i)
(iii) E([Fsrr) = E(E(|Fs)|Fr)
) T,

(iv

Fsar = Fs N Fr

n schwache Stoppzeit (Vn € N), T'=inf T,, (T ist also eine schwache Stoppzeit).
n
Dann gilt (\ Fr,,, = Fr+
n

Kurze Wiederholung: Sei G; := F;y. Dann gilt:
T schwache Stoppzeit bzgl. (F;) <= T Stoppzeit bzgl. (G;) und Fry = Gr.

Satz 1.7.3. Sei X progressiv messbar und T eine Stoppzeit.

(i) Xr:{T <oo} = B, wr Xp,(w) ist Fr-messbar.

(i) Der gestoppte ProzeB XT : (t,w) — Xpae(w) ist progressiv mebar. (sowohl
bzgl. (Fi)¢ als auch bzgl. (Fiar)i>0)-

17



1 Filtrationen und Stoppzeiten

Bewets.
(i) T ist Fr-messbar = fiir fixes ¢ > 0 gilt:
T {T <t} - [0,t] xQ, w— (T(w),w)
ist 7t N{T < t}/B([0,t]) ® Fy-messbar, denn fiir B € B([0,t]) und A € F; gilt:
{IT" e BxAYN{T <t} ={TeB}nAN{T <t} e F

Progressive Messbarkeit von X : Ry X — E bedeutet B([0, t]) @ F;/E-Messbarkeit
von X auf [0,¢] x Q.

= FNA{T < t}/E-Messbarkeit von Xp = X o T* auf {T < t}.

Das gilt V¢ > 0

= X ist Fr/E-messbar auf {T' < oo}.

(ii) Fir fixes ¢t > 0 gilt:
Ti: Q —[0,t] x Q, w— (T'(w) AN t,w) ist Fiar/B([0,t]) ® Fi-messbar
= T;:[0,t] x Q@ — [0,¢] x Q ist B([0,t]) ® Fyar-messbar.
Da X progressiv messbar ist, gilt:
XT=XoTr:[0,t] xQ — E, (s,w) — XI(w) ist B([0,t]) ® Firr/E-messbar
O

1.8 Treffer-Verteilung

Korollar 1.8.1. Sei X progressiv messbar und T eine schwache Stoppzeit. Dann defi-
niert

VT(C):P(XT GC,T<OO) (VCEg)

ein MafS vy auf (E,E).
Speziell fir T = Ta heif§ t vy ,Trefferverteilung “. Ist T' < oo f.s., so ist vp ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ , ndmlich das Bildmaf vy = X7(P)=Px, =Po X;l.

Beweis. Sei P*(C) = P(CN{T < oo}) = P* Maf} auf (Q2, F) bzw. dquiv. auf (Q*, Q*NF)

mit Q% :={T < oo} C Q. Auf Q* ist X7 Fri-messbar, also F-messbar.
:>VT:P*OXEI ist Maf} . O

Satz 1.8.2. Sei X stetig und T = T4 mit A C E abgeschlossen. Dann sind die Ver-
teilungen von T und X, also P(T € ) und vp(-) = P(Xp € ,T < o0), durch die
endlich-dimensionalen Verteilungen von X festgelegt.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir vp. Es geniigt z.z. vp(C) ist (VC C E abge-
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1.8 Treffer-Verteilung

schlossen) durch die endlich-dimensionalen Verteilungen festgelegt. Hierfiir gilt

vp(C)

P{Xr e C}N{T < o}

= P{FteR;:Vse[0,t[ Xs¢ Aund Xy € ANCY]
P{3keN:Vn>k:3teQy:Vse |0t X, ¢ By(A), X, € Byn(ANC)}]

= PIUNU N X &Bua(A}n{X; €Byn(AnC)}

keENn>kteQ4 seQ4N[0,¢]
O

Beispiel 1.8.3. Sei X die d-dim. standard BB (d.h. P = Wiener Ma8 , E = R?, X, = 0),
v eRLr2> |2 Ty = Thp, () = T35, (x)- Dann ist

(i) B(T,) = “=FL und

(ii) vr,(-) das zu 1 normierte Oberflichenmafl o, auf 0B, (0).

Beweis. (ii) Sei C eine Borel-Teilmenge von 0B,(0) und A eine orthogonale d x d-
Matrix. Aufgrund der Rotationsinvarianz der BB gilt:

vr(C) = PXreC)=P((AoX)reC)
= P(Xpr e AIC)=vp(A710)

= vy ist rotationsinvariant und normiert = Beh.
Fiir jede beschriinkte oder nicht-negative Borel-Funktion f auf R? folgt:

B(f(Xn,,, o)) = / F(w)or( dy)
)

8B, (0

(i) Offenbar ist Typ (o) = T5p, ) < (z.B. wegen das Satzes vom iterierten Loga-
rithmus).
Nun ist M; := |X; — 2|2 —d -t — |z|? ein Martingal mit My = 0.
= | Xiar — x> —d- (t AT) — |z|? ist Martingal
=d-EtAT)=E(|Xinr —x?) — |z <r?—|2* (Vt)
=d-E(T)<r?—|z?
Umgekehrt folgt aus dem Lemma von Fatou und der Stetigkeit von X:
d-B(T) = lim B( Xy — o)~ [o? > B(lm [Xonr — af?) — |2 = 12 — [
0

Mit aanderen Worten: Fiir die in = startende BB (X, P¥) gilt:
r? —|z|?

d
Im Falle d = 1: Seien a,b > 0, B,(z) =] — a,b[, T = T{_, 4}
=ET)=a-b

E*(Ty) =
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2 Martingale in stetiger Zeit

Stets vorgegeben: Filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, 7, P), E = R%.

2.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

Definition 2.1.1. Ein stochastischer Prozess X = (X¢)i>0 heifft Submartingal (bzgl.
(F1)), falls

o X an (F;) adaptiert
e R-wertig mit E(X;") < 0o (Vt >0)

VO < s <t:E(X|Fs) > X fs. (2.1)

X heiffit Supermartingal, falls —X ein Submartingal ist.

Es heifst Martingal, falls es sowohl Sub- als auch Supermartingal ist.

FEin Sub-/Supermartingal X mit E(|X:|]) < oo (V& > 0) heifst integrierbares Sub-
/Supermartingal bzw. L'-Sub-/Supermartingal.

Jedes (Sub-)Martingal X bzgl. (F:) ist auch ein (Sub-)Martingal bzgl. der von ihm er-
zeugten Filtration (F{X), sowie bzgl. jeder Filtration (G;) mit FiX C G, C F;.

Ebenso bzgl. der augmentierten Filtration (F;), denn E(-|F;) = E(-|F) [.s.

L A. ist jedoch fir Gy D Fi der Prozess X kein (Sub-)Martingal mehr bzgl. (Gy).

Die Submartingal-Ungleichung (2.1) bedeutet: V0 < s < t,VA € Fy :

/Xt dpP > /XS dpP
A A
Beispiel 2.1.2. (trivial)

Sei F; = F (¥t >0). Dann gilt: (X;) Submart. < Vs <t: X;” € L' und X, < X; fs.

Faustregel: Martingale Beschreiben faire Spiele,
Supermartingale beschreiben realistische Spiele:

E(X}|F): was ich aus jetziger Sicht zukiinftig erwarten darf
Xs: was ich jetzt habe.

Proposition 2.1.3 (Standardbeispiele). Sei X die d-dim. BB und F;, = FiX. Fiir z,y €
R? bezeichne x -y das kanonische Skalarprodukt. Dann sind Martingale:

(i) y- X; fiiry € R?, insbesondere die Koordinatenprozesse X! firi=1,....d.
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2 Martingale in stetiger Zeit

(ii) | X —d -t
(iif) exp(y - Xy — 3lyl*t) firy € RY
Beweis. (i) Sei Y; =y - X; und s < t.

EYi|F) =y-E( (Xi—X,) |[Fo)+y-E( X Fs) =y Xs =Y,
— ~~

unabhéngig von Fs messbar bzgl. Fs

=0
(i) E(X]?Fs) = B(IXe — Xo|? +2X, - (Xy — Xs) + | X[*[Fs) = (t — 5) + 0 + | X[?
(iii) Sei Y = exp(y - X; — 144)

E(YH]-‘S) = e 2 .E(ey(Xt—Xs).estu:S)

= e #t ce¥Xs E(ey'(Xt_XS)) =Y
——

ey /2 (t—s)

denn sei Z; eine in 0 startende d-dim. BB:
E(e¥?) = /ey'z dPz,( dz)

22
= /eyz . (27Tt)_d/2 e 2% dz

ly|? (z=yt)?
= ey2t/(27rt)d/2-e o dz

O]

Bemerkung 2.1.4. (i) Seien X,Y Martingale. Dann sind X +Y, X —Y, aX ebenfalls

Martingale (Vo € R)

(ii) Seien X,Y Submartingale. Dann sind X +Y, X VY, aX Submartingale (Va > 0)

(iii) Sei X ein Martingal und ¢ : R — R konvex (oder X ein Submartingal und ¢ :

R — R konvex und isoton) und E(|p(X¢)|) < oo (¥t > 0).
Dann ist (¢(X¢))e>0 Submart.
(Z.B. (Xt—i_)tEO)-

(iv) Sei X ein Martingal <= X ist ein L'-Submartingal mit ¢ — E(X;) konst.

Beweis. a), b) trivial. ¢) Jensen
d) ,<“E(X; — Xs|Fs) > 0und E(X; — X =0)
77:>“E(Xt - Xg’fs) = 0
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2.2 Maximalungleichungen

2.2 Maximalungleichungen

Satz 2.2.1 ((Maximalungleichung)). Sei (X¢)i>0 ein Submartingal, T C [0, o[ abzdhlbar
(oder X rechtsstetiges Submartingal, T = [0, 00[) und X*(w) = sup X;(w). Dann gilt
teT

(i) - P(X* > )) <supE(X;")
te’l

(ii) Ist sogar X >0 oder X ein Martingal, dann gilt Vp > 1:

X <

p
Csup X
teT

Lemma 2.2.2. Fira <b CR gilt unter obigen Voraussetzungen:

(b—a)-E(Dr(a,b, X (w))) < §31T>E((Xt —b")

Hierbei

Dr(a,b,X(w)) = sup{neNp:3t; <ta<---<ty, €T:
th (w) > ba Xt2 (w) <a, Xt3 (w) > bv ) Xt2n (w) < CL}
= Anzahl der absteigenden Uberquerungen von [a,b] durch Xo(w)|r.
Beweis von Satz und Lemma: Aussage bekannt fiir T' endlich. Wahle isotone Folge

(T},) mit T, endlich, |J7T;, = T. Die Behauptungen folgen mit dem Satz von der mono-
tonen Konvergenz.

2.3 Regulierungsresultate

Satz 2.3.1. Sei (X3); ein (Ft)e-Submartingal mit X; € Lt (Vt > 0).
(i) Dann 3Q0* € F,P(Q*) =1:Vw € Q*:
Vit > 0 existiert Xiy(w) = lim Xs(w) und
s\/t,s€Q
Vit > 0 existiert X;—(w) = lim Xg(w).
s,/'t,s€Q
(Fiir w ¢ Q* setze man X+ (w) = limsup Xs(w).)
(ii) Dann sind Xyy, X;— € L' und ¥t >0 :
E(Xt+|ft) 2 Xt f.S. (*)
und Vt > 0:
E(Xt|ft,) Z Xt, f.S. (**)

Dabei gilt Gleichheit in (%) (bzw. (xx)), falls t — E(X}) rechts- (bzw. links-)stetig
1st.
Insbesondere, falls X ein Martingal ist.
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2 Martingale in stetiger Zeit
(iil) (X¢g)e>o0 ist ein Submartingal bzgl. (Fiy) (und (Xi—)i>o eines bzgl. (Fi—).)
Ist (X;) ein Martingal, so sind beides Martingale (bzgl. der jeweiligen Filtration).
(iv) Fast jede Trajektorie von (Yi) = (X¢4) ist rcll , d.h.:

cddldg

Y(w):t +— Yi(w) ist rechtsstetig und besitzt linke (L”z)'miten
(rc)
(cdd) (ldg)

Beweis. (i) Wir zeigen 3X;_. Es gilt:

{w : lim X (w) existiert nicht fiir ein ¢ > 0}
s /'t,s€Q

= U {w : lim X (w) existiert nicht fiir ein ¢ € [0, n]}

neN s/'t,s€Q
= U U {w: liminf X (w) <a <b<limsup fireint e [O,n]}
neN a,bcQ,a<b 8/t,5€Q 5,/t,5€Q

c U U {w:Upunalab X)) =+oo}.

neN a,beQ,a<b

Nun ist

sup E((X¢;—b)")

E (U[O,n]ﬂQ (a) ba X(w))) <
te[0,n]NQ

E((X,—-b)7") < o0

S =

= P({w U (U[O,n]ﬂQ(a7 ba X(w))) = —|—OO}) =0
= P({w: lim X(w) existiert nicht fiir ein ¢ > 0}) = 0.
s,/'t,s€Q
(ii) Fixiere t > 0 und (t,)ne—n € Q mit ¢, \, ¢ fir n — —oo.
Dann ist (X, )pe—n ein Submartingal bzgl. (F;, )ne—n (,riickliufiges Submartin-
gal®) mit

supE(|Xy,|) < 2-supEX; —infEXy,
n n n
< 2-EX; —EX; <0

= Xy € LY, Xy, — Xy in L.

Aus Xt < E(th‘ft) fOlgt daher Xt < E(Xt.i_‘ft)

Ferner (wegen L!'-Konvergenz) E(X;.) = lim, ..o E(Xy,), und falls ¢ — E(X})
rechtsstetig, folgt E(X;) = E(X4).

= Xt = E(Xt+|ft)

(**) analog: th < E(Xt|ftn) = E(Xt7|ftn) < E(Xt|ftn) = X;- < E(Xt|ft7)
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2.4 Konvergenzséatze

(iii) Fixiere s < t und sei s,, eine Folge mit ¢ > s, \, s. Dann gilt
Xso < B(X|Fs,) < B(BE(Xe1[F1)|Fs, ) = B(Xet [ Fs,) = Xop < B(Xet [Forp)-

(iv) Rechtsstetig klar, linke Limiten wegen (i), angewandt auf das Submartingal (X ).
O

Korollar 2.3.2. Sei X rechtsstetiges Submartingal bzgl. (F).
(i) Dann ist es Submartingal bzgl. (Fi+) und bzgl. dessen Augmentierung.
(ii) Fast jede Trajektorie ist cddldg.

Korollar 2.3.3. Sei X (Sub-)Martingal bzgl. (F;), welche die iblichen Bedingungen
erfillt, und sei t — E(Xy) rechtsstetig (z.B. konstant, falls X Martingal).

Dann 3 Modifikation Y von X mit cddlag- Trajektorie und Y ist (Sub-)Martingal bzgl.
(Fp).

Beweis. Wéhle Y; = X;y von vorhin. Bleibt zu zeigen: (Y;) ist Modifikation von (X;),
d.h.
Vi>0: P(Yi=X)=1.

Nun gilt aber nach (ii) aus vorigem Satz:
E(Xt+|ft) == Xt f.s.

und wegen F; = Fpy:
E(Xi|F) = Xer L

2.4 Konvergenzsatze

Satz 2.4.1 (Submartingal-Konvergenz). Sei (X;) rechtsstetiges Submartingal mit
sup E(X;") < cc.

Dann X = tlg& X; fos.

Korollar 2.4.2. Sei (X;); rechtsstetiges, nicht-negatives Supermartingal. Dann existiert
Xoo =lim Xy fos.

Satz 2.4.3. Sei (X;); rechtsstetiges, nicht-negatives Supermartingal (oder rechtsstetiges
Martingal). Dann sind dquivalent:

(i) lim X; ewistiert in L.
t—o0

(i) IXoo € L' : X = Jim X, f.5. mit
(Xt)ie[o,00) 8t Submart. (bzw. Mart.) bzgl. (Fi)ie[o,00]-
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2 Martingale in stetiger Zeit
(i) {X;:t €[0,00[} ist gleichgradig integrierbar.
Bemerkungen 2.4.4. (1) Die Aussagen sind erfiillt, falls sup, || X;||, < oo fiir

ein p > 1. In diesem Fall X, € P und X; — X in LP.

(2) Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) gelten bereits fiir rechtsstetige Submar-
tingale.

(3) Ist X rechtsstetiges Martingal, so ist ferner dquivalent zu (i), (iii):
(iv) 3Xoo € LY 1Vt > 0: Xy = B(Xoo|F).

Bemerkung 2.4.5. {Y; : t € I} gleichgradig integrierbar : <=

M—oo

sup E(|Y;| - Lypyipsnry) — 0.
tel

2.5 Optional Sampling

Satz 2.5.1. Seien X rechtsstetiges Submartingal bzgl. (F;) und S, T beschrdnkte Stopp-
zeiten mit S <T'. Dann gilt

E(Xr|Fs) > Xs  fs.

Beweis. Sei tg > T und zunichst X > 0(=¢€ L'). Approximiere S und 7' durch Stopp-
zeiten Sy, T, < tp mit endlichem Wertebereich, S, \, S, T, \, T

= Xsn — XS)XTn — X7.

Nun gilt (Doob Lemma): Xg, < E(Xy,|Fs,)

= {Xg, : n € N} gleichgradig integrierbar (denn {E(X},|Fs, )} ist gleichgradig inte-
grierbar)

= Xg, — X5 in L', analog X7, — Xrin L.

Ferner gilt

fXSn dPSfXTn dP VA€ Fs, = VAe FsC ) Fs,

A A n

észdPSIXTdP VAG]‘—S
A A

= Behauptung fiir X; > 0.
= analog: Behauptung fiir Xt(n) =X,V (—n)
= Behauptung fiir beliebiges X; mit monotoner Konvergenz. O

Korollar 2.5.2. Sei X rechtsstetig, adaptiert, integrierbar. Aquivalent sind
(i) X ist Martingal.

(ii) V beschrdinten Stoppzeiten T ist E(Xr7) = E(X)).
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2.5 Optional Sampling

Beweis. 7 =7 Optional Sampling.
7«7 Sei s <tund A € Fs. Definiere S :=s-14+t-14¢, d.h.

S(w) = {s yfallsw e A
t , sonst.

Dann ist S Stoppzeit und E(Xy) = E(Xg) = E(X; - 140) + E(Xs-14).
Ebenso ist T = t Stoppzeit und daher
E(Xo) =E(X7)=E(X; -1,4¢)+E(X;-14) = Behauptung O

Korollar 2.5.3. Unter obigen Voraussetzungen sind ebenfalls dquivalent
(i) X ist (Sub-)Martingal.
(ii) V beschrinten Stoppzeiten S < T gilt:
E(Xs) <E(X7).
(Bei Martingalen: 0.B.d.A. S =0.)

Beweis. ,<=*“:Seis <t,A € Fs. Definiere S :=s-1g4+t-1 40 und T =t > S Stoppzeiten.
= BE(X; —X;) -14) =E(Xr— Xg) >0 = Behauptung. O

Korollar 2.5.4 (Optional Stopping). Sei X rechtsstetiges (Sub-)Martingal und T Stopp-
zeit. Dann ist auch XT = (Xar)i>0 ein (Sub-)Martingal.
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3 Stetige Semimartingale und quadratische
Variation

ADb nun stets: (Q, F, F, P) filtrierter Wahrscheinlichkeits-Raum, der den {iiblichen Vor-
aussetzungen gentigt.

3.1 Stetige Semimartingale

Definition 3.1.1. (i) Ein Prozess X heif$t stetig und wachsend (kurz X € A"), falls
er adaptiert ist und fir fast alle w € Q gilt: Die Abbildung

Xe(w) 1 t — Xi(w)
ist stetig und wachsend.

(ii) Ein Prozess X heifit stetig und von endlicher Variation (oder stetig und lokal von
beschrinkter Variation), kurz X € A, falls er adaptiert ist und fir fast alle w €
qgilt:

t — Xi(w) ist stetig und von endlicher Variation, d.h. ¥t > 0 ist die Variation

n
Si(w) = Si(X (w)) = sup {Z | Xp(w) = Xp, (@) :n €N 0<tg <ty <o <ty < t}
i=1
von s — Xs(w) auf [0,t] endlich.
Lemma 3.1.2. X €A < X=Y-ZmitY,Zec A".
Beweis. Y = 3(S+X), Z = 3(S — X), mit S = Variation von X. O

Definition 3.1.3. (i) Ein Prozess X heif§t stetiges, lokales Martingal, kurz X €
Moe, wenn er adaptiert und stetig ist, und wenn Stoppzeiten T, existieren mit
T, / oo f.s. und X™ Martingal (Yn € N).

(ii) Ein Prozess heif$t stetiges Semimartingal, kurz X € S, falls IM € M., A € A :
X=M+A.

Bemerkungen 3.1.4 (zu lokalen Martingalen). (i) X € M (d.h. stetiges Martingal)
= X € M), [Wiéhle T,, = co Vn € N.

(ii)) X € Mjpe, X > 0= X Supermartingal.
Fatou
(denn E(X;|Fs) = E(lim X7, | Fs) < liminf E(Xa7, | Fs) = Xs).
n n
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3 Stetige Semimartingale und quadratische Variation

(ili) X € Mjpe, X beschriankt = X Martingal.

(iv) Xe M e X € Mjpe und Vs > 0 : ist {X7pas : T Stoppzeit} gleichgradig integrier-
bar.

(v) 3 gleichgradig integrierbares X € M, : X ¢ M.

Proposition 3.1.5. Sei MY :={X € My, : Xo =0 f.s.}. Dann ist M9 N A= {0}
und S = MY @ A.

loc

Mit anderen Worten: X € My, N A = X konstant = Xg.

Beweis. (i) Es geniigt zu zeigen: X € M°N A= X =0, denn dann:

XeMl.NnA=3T,), X" e M°NA= X" =0= X =0.
(ii) Geniigt zu zeigen fiir X beschrinkt mit global beschrinkter Variation S, denn:
Sei T, = inf{t > 0: |X;| > n oder S; > n}
= XTne MO'nA
= XI"=0= X =0.

(iii) Seie >0, Ty = 0und T4y = inf{t > T; : | Xt — X1,| > €}. Wegen X stetig: T; — oo
(fiir i — 00).

Nun gilt
n—1

E (X%n) = E (Z (X%iﬂ - X%))
=0

—_

n— n—1
= E ( (XTZ'-H _XTi)2> —|—Z2E E(XTi+1 _XTi|fTi)'XTi
=0 =0
=0

~

IN

n—1
e E (Z | X1, — XTZ.|> < e-E(Sw).

=0

Wegen S, beschriankt und € beliebig gewéhlt war, folgt E (X%n) =0=F (Xgo) =
0 = (mit Doobscher L?-Ungleichung)
E(sup X?) <22 E(X2)=0= X =0 fs.

teRL

3.2 Die Doob-Meyer Zerlegung

Satz 3.2.1 (Doob-Meyer). Sei X stetiges Supermartingal. Dann 3IM € MY® und A €
AT mit
X¢ = M, — At.

Hierbei sind M und A eindeutig (bis auf Ununterscheidbarkeit).
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3.2 Die Doob-Meyer Zerlegung

Beweis. (i) Eindeutigkeit: Sei X; = My — A; = Ny — B; mit M, N € M, A, B € A*.
= AfA*fV:=114*£3GEAAof7¢4::{O}
= Eindeutig!

(ii) Existenz im zeit-diskreten Fall: Sei (X, )nen diskretes Supermartingal,

Y, = E(X, - X,41|Fn) >0, F,-messbar
A, = "Z:l Y, wachsend, F,,_1-messbar
M, = _];;1 + A, Martingal.
Fiir zeit-stetigen Fall folgendes Lemma: O

Lemma 3.2.2. Sei (A,)nen wachsender Prozess mit Ay = 0, Ay, Fn—1-messbar und
E(Ax — An|F,) < K (Vn € Np)
= E(A4%) < 2K?.

Beweis. Sei a, = Apy1 — Ap- O.B.d.A. A, <C,a, <C

= A% = 2i(Aoo —Ap)a, — iai
n=0 n=0

= E(4%) = 2-E (Z E(Ax — An|Fn) -an> —-E (Z ai)
n=0 n=0
< 2.K-E (Z an>
n=0
= 2-K-E(Ay)
S 2'](a
denn E(Ay) = E(E(Ax — Ay|Fo)) < K. O

Lemma 3.2.3. Seien AV = (Aﬁ}))n und A®) = (A7(12))n wie eben und B = A1) — A®),
Ferner sei W eine ZV mit W > 0, E(W?) < co und

|E(Bs — Br|Fi)| < E(W|F).

Dann dc mat:

E(sup B2) < ¢- E(W?) +¢- K - [B(W2)]"?
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3 Stetige Semimartingale und quadratische Variation
Beweis. Sei b, = Bpy1 — Bn,ag) = Aszrl Ag) (i=1,2;n €N)

2. E (i E(Buo — Bn|Fy) - bn> ~E (i bi)
n=0

= E(B2)

< <ZE W|Fn) a} ))>
< 2.B(W. (A +Ago>))
- EW?)] /2 ({E <Ag?2>}1/2 N [E (Agﬂ)rm)

< 4-\@-K-(E(W2))”2

Betrachte schlieflich die Martingale M,, = E(B|F,), W, = E(W|F,) und X,, = M,, —
B,,.
=>\X | = [E(Boo — BulF)| <

= (Doob’sche Unglelchun )

Blsup X2) < Blsup W) < 22 B(VZ) =2 B(W?)
und
Elsup M2] < 22 E[M2] = 22 - E[B2,].
n
Wegen sup | By, | < sup | X,| + sup | M,,| folgt
n n n

E(sup |B,|) < 2°-E(W?) +2° E(BL)

< 2 EW?)+c K- (BW2)).

Fortsetzung des Beweises des Satzes von Doob-Meyer.

(iii) Sei X stetiges und beschrianktes Supermartingal und konstant fiir ¢ > N
= fast alle Trajektorien sind gleichméBig stetig.

(iv) Fixiere k € N. Fiir n € N sei
n—1
frlf - fn,Q—k und AfL = Z E(XJQ—I@ - X(]+1)2—k‘f]k)

(diskrete Doob-Meyer Zerlegung aus (ii)).

Fiir ¢ > 0 mit (n — 1)27% <t <n27F sei FF = F¥ und Zf = Ak

Sei W(d) = sup{|X; — X5 : s < N,s <t < s+ J}. Wegen X beschriinkt, ist auch
W (0) beschriankt. Da die Trajektorien von X fast sicher gleichmiBig stetig sind,
gilt: W(§) — 0 f.s. fiir § — 0.

= W(8) — 0 in L? fiir § — 0.
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3.2 Die Doob-Meyer Zerlegung

(v) Behauptung: Zf konvergiert in L? fiir k — oo, gleichmiBig in ¢. Mit anderen

(vi)

Worten, E(sup |Zf —Zi|2) — 0 fiir k,1 — oo.
t

Denn: Sei I > k. Die Prozesse A" und A' sind jeweils konstant auf den Intervallen
n2=t (n+1)271.
—k —k —l
= sup ‘At — At} = sup ‘AnQ,z — A )
t n
Seit=mn-2""und v = inf{m-27% >t :m € Ny}
= B (A~ M) = B - AL F,)
= E(Xt - Xoo’j:t)
und

B (AL - A1) = B(AL - At

= B(B(4k - 4%7)|7)
= E(E(Xy — Xoo|Fu)|F)
— E(X, - Xoo|F)
= [B(A -4 A7) - e (AL - | A)| = BIX - X 17)

< EW(@2M)|F).
Mit Lemma 3.2.3 folgt:

E (Sup ‘Zf - AiD <c-EWER ™M)+ -BWE Y2 50 ik — oo
t

Behauptung A := klim A" st stetig.
Denn A" hat Spriinge AZ? = E(X(—1)2-% — Xno-#[F(n_1)2-+) an den Stellen
t = n2F, die beschrinkt sind durch

E(W(27)|Fp_1)2-+) (¥neN)

Daher

2
Elsup(AX)*) < BlsupBOV (2 )| Fu1yo-1)]

Martingal in n

22 E(W(27%)?) =0

IN

Ubergang zu Teilfolgen:

sup AZ? —0fs.  (kj — o0)
t

= A stetig.

33



3 Stetige Semimartingale und quadratische Variation

(vii) Behauptung: M := X + A ist Martingal.

(viii)

Denn Vk € N,Vs,t € Dy, = 27*No,VB € F,, s < t

/ M, dP = / M, dP  nach Teil (ii) (3.1)
B B

=Vs,t € D=\JDg,s <t, VB e Fy gilt (3.1).
=Vs,t e Ry, s <t:dsp,tp€D,s<sp <tp,s,— sty —=t:VBeF, CFs :

/Mt dP = lim/Mtk dP = lim/Msk dP = /MS dP (3.2)
B B B B

denn M ist stetig und beschrinkt in L2

Allgemeiner Fall: X beliebiges stetiges Supermartingal.

Definiere Ty := inf{t > 0 : |X;| > N}. Fiir alle N € N ist T eine Stoppzeit, und
Tn /" oo fiir N — co. Ferner ist XV ein stetiges und beschrinktes Supermartingal
und konstant fiir ¢t > N.

= IMN AN XTV = MN — AN (mit MV € Mg, AN € A,).

Wegen Eindeutigkeit VK > N :

(MK)TN _ (AK)TN — (XTK)TN — XTn — pfN _ AN

= MK = MV, AK = AN auf [0, N]

= 3IM,A: MV = (M), AN = (AT~ (VN)
=>MeM* Ac A, X =M— A

Korollar 3.2.4. Jedes stetige Supermartingal ist stetiges Semimartingal.

3.3

Quadratische Variation

Satz 3.3.1. (i) VM € M) :3(M) € Ay : M? — MZ — (M) € M.

(ii) VM, N € Mype: (M, N) € Ag: M - N — MoNy — (M, N) € My,

Es gilt: (M,N) = 1 ((M + N) — (M — N)).

Beweis. Trivial. (M € My, = M? lokales Submartingal = (Doob-Meyer-Zerlegung)

M? =

N+A) O

Definition 3.3.2. (M) = (M, M) = ((M)¢)¢>0 heifst zu M gehoriger wachsender Pro-
zef oder quadratische(r) Variation(sprozess) von M.

(M,N) = ((M,N));~, heifst Klammerprozef zu M und N oder quadratische Kovaria-
tion von M und N.

Fiir M, N € My, sei (M, N) := (M — My, N — No)

Proposition 3.3.3. VM, N € M,.:
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3.3 Quadratische Variation

(i) (M, N) hingt symmetrisch, bilinear und positiv semidefinit von M und N ab.

(ii) Fiir jede Stoppzeit T gilt:
(M,N)" = (M,NT) = (M",NT).

(if) (M) = (M — My).
(iv) (M) =0« M konstant.
Beweis. (i) Trivial.

(ii) Optional Stopping = (M? — (M) = (MT)? — (M)T € Mype = (M)T = (MT).
Rest mit Polarisation.
Bei (iii) und (iv): Nach (ii) 0.B.d.A. M — My beschriankt, = € M

(i) (M) Mo) My € M, denn E((M; — Mo) Mo|Fy) = MoE(M; — Mo|Fy) = My - (M, —
(M — Mp)? — (M) = M? — M§ — (M) = 2(M — My) My € Mioc

(iv) (M) =0 auf [0,¢] = (M — My)? Martingal auf [0,t]

= E( sup (M, — My)?) < 4-B((M;, — My)*) =0
0<s<t
= M konstant auf [0, ¢].

O]

Beispiel 3.3.4. Es sei X stetiger, zentrierter, quadrat-integrierbarer Prozess mit un-
abhéngigen Zuwéchsen. Dann ist X € M und (unabhingig von w)

(X)¢ = Var(X; — Xo) = B((X; — X0)?) fs.

Beispiel 3.3.5. Sei M eine eindimensionale Brownsche Bewegung = (M); =t (Vt >
0).

Fiir eine Partition A = {to,t1,...} mit tx /" oo und 0 = ¢y < ¢t; < ... und einen
stochastischen Prozess M definiert man die quadratische Variation von M auf A durch

Qf = Qp (M Z|Mtk/\t My, pel?.

k=1

Als Feinheit von A definiert man ||Al|| = sup |ty — tg—1]-
k

Satz 3.3.6. Seien M € My, undt > 0. Dann gilt
Q2 — (M), P — stochastisch fiir | A|| — 0.

D.h. ¥e > 0,n>0,¥t € R:36 > 0:V Partitionen A mit ||A]| <9 :

P < sup ]QSA —(M)g| > 6) <.

0<s<t
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3 Stetige Semimartingale und quadratische Variation

Beweis. Seien M und t fest, und fiir § > 0
A= {to,tl,...,tk,...} mit ||A] < 6.

Annahme: M und (M) beschrankt.
Sei CL(l) = (Mt — Mt.)Q, (1(2) = <M>t

1 141 7 1
k—1 k—1 k-1
1 1 2 2 1 2
A,g) — Z,Oal() — Qﬁ(“), Al(c) — -Z,Oaz() = (M), By = Z,Obi — Aé) _Aé) —

QA (M) — (M), Fi, = o(M,

(= ag), a,(f) messbar bzgl. Fy).

Da 0.B.d.A. M und (M) beschrinkt, sind die Voraussetzungen von Lemma 3.2.3 erfiillt.
Da M und (M) gleichméfig stetig auf [0, ¢], gilt

i1 <M>ti7 b; = az('l) - az@)'

i< k).

i+1

W(6) = Slip (‘Ms—s-s — M|* + [(M)s4e — <M>SD —0
=
P-f.s. (und in L?, da beschrinkt!) fiir § — 0.

Nun gilt Bo — By = Y b; und E(b;|F) =0 fiir i > k
i=k

= |E(Bo — Bi|Fi)|

|bk|

) (2)

0, + a;
= B(@, +a|7)
B(W (5)|7)

IN

IN

Mit Lemma 3.2.3:
E(sup BY) < c¢-B(W()Y) + - E(W ()Y -0
k

fiir 6 — 0.
= E(sup |Q2 (M) — (M)4]?) < 2E(sup B?) + 2 - E(W()?) — 0 fiir § — 0.
k

s<t
= L2- und stochastische Konvergenz (gleichmifig in s € [0,1]) von Q5 (M) gegen (M),.
Lokalisierungsargument:
Ist M oder (M) nicht beschrénkt, dann definiere T}, := inf{¢t > 0 : |M;| > n oder (M); >
n}
= P(sup QS (M) — (M)s] > ¢)

s<

<P(sup| QF(M™)—(M™)|>e )+ P(T,<t) (Vn,e) O
s<t ———

fiir n fest: <n/2 fiir ||A|| hinr. klein <n/2 fiir n hinr. grof§

Korollar 3.3.7. VM, N € M., Vt > 0,V Partitionen A,, mit |Ay,| — 0:
Q2" (M, N) — (M, N); stochastisch (n — co),

wobei QP (M, N) = 3= (My,, nt — Mype) - (Neyyine — Neoat)-
t; €Ay
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3.3 Quadratische Variation

Satz 3.3.8. (i) Flir fast allew € Q,Va < b:

(M)a(w) = (M)p(w) & Mi(w) = Ma(w) (V1 € [a, b]).

(ii) Fiir fast alle w mit (M)oo(w) 1= sup(My)(w) < oo gilt:
t
tlim M (w) ezistiert (und ist endlich).
— 00
Beweis. (i) 7 <7 klar (My konstant = Var. = 0 = Quadratische Variation = 0).
7 =7 Fiir ¢ € Q betrachte
Ny = Mg — My (Fiyq)t>0-Martingal

(N)e = (M)¢1q — (M)
T :=inf{t > 0: (N); > 0} ist Stoppzeit, NT € M, mit

(NT)y = (N)iar =0 (V¢ >0)

= N7 ist f.s. konstant auf [0, oo,
= N ist f.s. konstant auf [0, 77,
= M ist f.s. konstant auf [¢,q+T] T =T(q),

= M ist f.s. konstant auf {J [¢,q + T(¢)]-
9€Q
Aber: (M) konstant auf [a,b] = [a,b] C [a,T(a)]

=3 €Q:a,b] C ‘gN{QiaT(Qi)]'

(ii) O.B.d.A. My =0,T, = inf{t > 0: (M), >n} =
E(sup Mjrp,) < 2?supE(Mjp,)
t

>0
= 4. sgp E(M) 1,

< 4n

= (Martingalkonvergenzsatz): 3 f.s. Mp, = tlim Miat, € R auf Q,
—00
My, = tlim My = My, auf {T,, = oo}.
—00

= 3dfs. My = tlim M, auf | {T), = oo} = {{(M) oo < 00}
! O

Definition 3.3.9. Fir X, Y e Smit X =M+A, Y =N+B, M,N € My,., A,B € Ay
definiere (X,Y) :== (M, N) und (X) := (M).

Satz 3.3.10. Dann gilt VX,Y € §,Vt > 0,V Partitionen A,, mit |Ay| — 0

QtA" (X,Y)— (X,Y); P-stochastisch.
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3 Stetige Semimartingale und quadratische Variation

Beweis. Wir zeigen QtA”(M, A) — 0 und QtA” (A, A) — 0. Es gilt

QM (M, A)| = | Y (My e — Mynt) - (Arine — Arne)

t; GAn

< Sltlp | M, nt — Miael - Z | At int — Abinel
i

t;
< sup My, ar — Mgl - Si(A) — 0
} ——

1
<o

wegen der gleichméBigen Stetigkeit von M auf [0,¢] und da die Variation S; = Si(A)

endlich ist.
Analog fiir Q2" (4, A).

Korollar 3.3.11. VX,Y € S, Vt > 0:

((X)e - (Y))'/?
< % (X)) + (Y)).

<X7 Y>t

IN

N

Beweis. Folgt aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fiir Q2 (X,Y).

3.4 Stetige L>-beschrinkte Martingale

Definition 3.4.1.
H?:= {M € M :supE(M?) < oo}
t

ist der Raum der stetigen L?-beschrinkten Martingale.

Proposition 3.4.2. (i) H? ist ein Hilbert-Raum bzgl. der Norm

|52 = (BMZ)" = lim (BM2)"7.

(ii) Aquivalent zu dieser Norm ist die Norm
1/2
Il =B (swplar?l)
(iii) Fir M € H3 = {X € H?: Xo = 0} gilt

1M ]| g2 = (B(M)o0) .
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3.4 Stetige L?-beschrénkte Martingale

Beweis. (i), (ii): Zunéchst ist klar:
MecH? = M:O:SI:p|Mt‘ € L?
= IM, € L?: M; = E(Xo|F)
und
E(MZ) = Jim E(M;)

= sup E(M)

< Blsup M)

= EB(M?)
< 22, SLtlp E(M?)

= 22| M.

(iii) Ferner gilt V¢ : E(M?) = E(M); + E(M2), also
E(M3) = Jim E(M)
= li{n E(M),
= E(M)q, falls My = 0.

Seien nun M™ € H?, mit |[M™ — M*||2 — 0 fiir n, k — oo
= IM7, ME € L? mit M} = E(M|F;), MF = E(ME|F)

1M, — M2 = |M" — MF[| 2 — 0
= (Vollstindigkeit von L? = L?(), F, P)):
IMy € L% : M2 — M, in L.
Def. M; := E(M|F;) Martingal
= (Doob):
E(sup |M{' = Mil*) < 4-E(Mg — Moof)
= 4-||M" = M|z —0
= 3 Teilfolge (ng)x:

sup |[M/"™ — M;| — 0 f.s. fiir k — oo
t

=t +— M, f.s. stetig
= MeM= M e H>
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4 Stochastische Integration

4.1 Das Lebesgue-Stieltjes-Integral
Betrachte g : R, — R rechtsstetig.
Satz 4.1.1. Aquivalent sind:
(i) g ist von endlicher Variation.
(ii) V£ >0:Si(g) < oo mit
Si(g) == sup{StA(g) A = {to,t1,...,tn},0=tg <t1 < - <t, < t}

und

5209 = 3 lgtin) — gt
1=0

(iii) 3 g1, g2 rechtsstetig und wachsend, sodass g = g1 — ga.

(iv) 3 signiertes Radon-Maf i auf Ry mit
u([0,2]) = g(t) (Vt € Ry) (4.1)

Beweis. (i) <= (i1) per def., <= (ii7) klar
(7i1) <= (iv): Sei 0.B.d.A. g wachsend, p > 0.
Dann ist g die Verteilungsfunktion von pu. O

Bemerkung 4.1.2. Durch (4.1) ist p bzw. g eindeutig bestimmt.

Definition 4.1.3. Sei g : Ry — R rechtsstetig und von endlicher Variation und f :
R4+ — R lokal beschrinkt und Borel-messbar. Dann ist das Lebesgue-Stieltjes-Integral

O/tfdgo/tf@ dg(s) Ojf(S)g( ds) won f bagl. g

definiert durch

/ F(s)u( ds)
10,2]

mit = pd = signiertes Radon-Maf§ zu g.
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4 Stochastische Integration

Bemerkungen 4.1.4. (i) Ist g € CY(Ry), so gilt:

dg(s) = g'(s) ds,

d.h. das Lebesgue-Stieltjes-Integral

/t f(s) dg(s)
0

ist ein gewoOhnliches Lebesgue-Integral

]f(S)g’(S) ds
0

mit der Dichte ¢'.

(ii) Sind g und h stetig und von beschriankter Variation, so gilt die Produktregel

d(gh)(s) = g(s) dh(s) + h(s) dg(s).

Satz 4.1.5. Sei g rechtsstetig und wachsend, f linksstetig und lokal beschrdnkt undt > 0.
Dann ist

[All=0

t
/fdg— lim I2(f.g)
0

mit I (f, g) = Z f(te) - (9(trs1) — g(tr))-
Bem.: Hierbei kann man f(tr) durch f(txy1) ersetzen, falls f stetig ist.

Beweis. Sei
n—1

12 = Z k) Lyt

k=1

und

sup |f(s)| =C < 0.
s€0,t]

Dann gilt fiir ||A]| — 0:
fA(s) — f(s) (Vs €]0,t]) (wegen Linksstetigkeit von f).

Ferner: [f2(s)] < C (Vs €]0,1])

t

= 17U /fA ) 1520 /f /fdg

10,4 10,4
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4.2 Das It6-Integral fiir Elementarprozesse

t
Wir wollen nun Integrale [ X, dA; definieren mit A € A und
0
X € B:={X : X adaptiert, linksstetig, pfadweise lokal beschrankt}.
Definition 4.1.6. Fir A € A und X € B heifit die pfadweise definierte ZV

t

(XoA)t:/tX dA:/th dA, : WH/XS(M) dA,(w)
0 0

0

stochastisches Integral von X bzgl. A (auf [0,t]). Dabei ist X der Integrand und A der
Integrator.
Der Prozess X @ A = ((X o A)¢)i>0 heifit unbestimmtes stochastisches Integral.

Satz 4.1.7. Fir Ac A und X,Y € B gilt:
(i) XeAc A
(ii) X e A ist bilinear in A und X.
(iii) (X @ A)T = X @ AT fiir alle Stoppzeiten T (Stopp-Formel).
(iv) ¥

Beweis. (ii), (iii), (iv) einfache Ubungen.

e(XeA)=(YX)e A (Assoziativitit)

¢
(i) Klar: (X @ A)p =0 und ¢ — f X dAg pfadweise stetig (da A stetig).

Adaptiertheit: f Xy dAs = hm IA"(X, A) € % fiir eine Folge von Partitionen

A, mit [|A,| — 0.
Endliche Variation:

Si((X @ A)(w)) < sup | Xs(w)|- Si(A(w)) < 0.

0<s<t

4.2 Das Ito-Integral fiir Elementarprozesse

Ziel: Definition von (X e M). fX dM; fir M € H> und X € €.

Definition 4.2.1. X : Ry x Q — R heifst Elementarprozess, kurz X € &, falls: 3 (t;);,
(Zi)i, 0 < tg < t1 < ...,t; /" oo, Zi Fi,-messbar, Z_1 Fo-messbar, Z; gleichmdfig
beschrinkt, sodass

00
X=7Z_4- ]1{0} + Z Zi - ]l]ti7ti+1]'
=0
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4 Stochastische Integration

Definition 4.2.2. Fir M € § und X € & definieren wir das stochastische Integral
(X e M). = [ X dM = [ X, dM; pfadweise wie folgt:
0 0
o0
(XoM), = Y Zi- (Mintiyy — Min,)
i=0

n—1
= > Zi(Myy, = My) + Zn - (M, = My,)
i=0

fir t € [tn, tnil.

Bemerkung 4.2.3. Fiir M € A stimmt das mit der bisherigen Definition (Lebesgue-
Stieltjes) iiberein.

Satz 4.2.4. Fir M € H? und X € & gilt:

(i) X oM <€ H2.

(i) | X o M|%, = E (ZOX2 d(M>5>.

Beweis. (i) Offenbar X e M adaptiert, stetig, (X e M)y = 0.
Ferner fiir s € [ty_1,tx[, t € [tn, tn+1[:

(XeM), = (XeM),

My,) + Zp(My — My,) + Zi—1 (Mg, — M)

i+1 i

= Z;(My

I
ol

= E(XeM),— (X eM)|F)

n—1
= E (Z Zi - E(My,, — My |F,) + Zn - E(M; — Mtn\ftn)fs>
i=k
+Zk—1 . E(Mtk - M5|fs)
= 0.
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4.2 Das It6-Integral fiir Elementarprozesse

(ii) O.B.d.A. s = tg,t = tp41 (ergénze {t;} um zwei Punkte).
E((X e M); — (X o M)|F)
= E([(X e M) — (X o M),*Fs) +
+2E[(X e M),) - [(X ¢ M); — (X o M),]|F]

=0 nach (i)

= E([(X o M); — (X o M),]?|F,)

= E ( iZ’i(Mti-‘rl _Mti)] ‘7:5)
i=k

= E (Z Z’?(MtiJrl - My,)° fs) +

+2E (Z ZiZj(Mtz'H - Mti)(Mtj+1 - Mtj) ‘7:8)

1<J

= E (/Xf d(M), }"s) +

+2E | ) ZZ;(M,,,, — M,,) E(M,

i G+1

_Mt]'|~7:tj) ~7:s

=0

1<J

= E (/txf d(M), }"S) .

(i) | X @ M2, = E(X ¢ M)o = E [ X2 d(M),.
0

Korollar 4.2.5. Sind X, € £, n € N, Elementarprozesse mit
o
E/(X;l — XM (M), — 0 fiirn, k — oo,
0

so gilt:
[(X™ & M) — (X" o M)|%, = E(sup[(X" e M), — (X" e M);]*) =0 fiir n,k — oo.
t
Beweis. Mit

X" xkeg
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4 Stochastische Integration

ist auch
Xr_xkeg
und
X"eM—X"eM=(X"- X" e Mc H.
Ferner

E(sup[(X™ o M), — (X*F e M) %) = E(sup[(X™ — X%y oM7)

< 4 |I(XT = XF) o M2

= 4E/(Xt" — X5 d(my; — 0.
0

Satz 4.2.6 (Kunita-Watanabe-Identitit und -Ungleichung). Fir M, N € H? und
X, Y €& gilt:

(i) (XeM,YeN)= szYS d(M,N)s; = (XY )e(M,N)
0
und

mHEunMﬂuNMAgETMﬁwd@&N%bﬂETXE«MnET?EMNMV?
0 0

Beweis. (ii) folgt aus (i), denn [(M, N)| < ((M)(N);)'/2.
(i) Im wesentlichen wie Teil (ii) aus Satz 4.2.4:

((X e M) (Y eN) — (X o M)s(Y @ N)s| Fs)
(X e M), — (X ¢ M)y]-[(Y e N); — (Y o N),J|Fy)

=)

thY;fz Mt;+1 Mti)(Nti+1 - Nti)

= (XeM),(YeN) — fXTY,, d(M, N), ist Martingal
= Beh. "
(ii) Wir verwenden [(A, B)oo| < ((A)oo - (B)oo)'/? fiir A, B € H>.
= |E(X o M,Y o N)o|
E(((X o M)oo - (Y o N)oo)/2)
(B(X o M)s - E(Y & N)y )/
= [E((X* e (M))oo) - E((Y* 0 (N))oo)]"/.

VARVAN
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4.3 Das It6-Integral fiir vorhersagbare, messbare Prozesse

4.3 Das Ito-Integral fiir vorhersagbare, messbare Prozesse

Definition 4.3.1. Die auf Ry x Q definierte o-Algebra P = o(E) heifit vorhersagbare
o-Algebra (,predictable o-field” ). Sie ist die kleinste o-Algebra auf Ry x Q, beziiglich
der die Abbildungen (t,w) — Xi(w) messbar sind fir alle X € £.

Ein P-messbarer Prozess X heifst vorhersagbar.

Proposition 4.3.2.

o) = o({X :Ry xQ — R adaptiert, X. linksstetig auf |0, 00[})
= o({X : Ry x Q — R adaptiert, X. stetig auf [0, 00[}).

Beweis. Seien o1, 09,03 obige o-Algebren. Offenbar o3 C o9. Ferner o9 C o1, da fiir
linksstetiges X:

Xi(w) — Xi'(w) = Xo(w) - Loy (¢ +2Xk/n Lk ey (7).

Schliefllich o1 C o3, denn 3f,, € C(Ry) mit [fn| < Tjg141/n und fr, — Ty ;) und
Jgn € C(R4) mit |g,| < 1jg 1/ und gn — Loy und daher

Xt = Z_1 : ]].{0} (t) + Z ZZ : ]l]ti,tprl](t)
1=0

X' = Z_1-ga(t +ZZ fn<t+1—t>
T 1

d

Korollar 4.3.3. Jeder vorhersagbare Prozess ist progressiv messbar. Mit anderen Wor-
ten:

P C  Prog :=oc({X : Ry x Q — R progressiv messbar})
C B(Ry)® Foo.

Sei nun wieder (Q, %, P, (%;)t>0) mit den iiblichen Bedingungen und M € H? (d.h.
M ist stetiges Martingal mit ||M|%,, = sup E(M}) < c0.)
t

Wir definieren ein endliches Mafl Pjs (,,Doléans-Maf” “) auf (Ry x Q,B(Ry) ® Foo)
durch

o0

E/]lp(t,w) A(M)(w) (T € BRy) ® Foo).
0

Ferner sei
L2(M) ={X : Ry x Q — R vorhersagbar, | X||y < oo}
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4 Stochastische Integration

und
L2(M) ={X : Ry x Q — R progressiv messbar, || X||y < oo}
sowie eine Pseudo-Norm

IXlas = (B(f X7 a2 = [ X* apy)?
0 Ry xQ

auf dem Raum der progressiv messbaren Prozesse X : Ry x 0 — R. Schliefilich seien
L*(M) und L?(M) die Réume der Aquivalenzklassen von £2(M) bzw. L2(M) bzgl. ||| ps-

Proposition 4.3.4. (i) & liegt dicht in L2>(M).
(ii) L?(M) und L?(M) sind Hilbert-Réiume

(iii) und als solche isomorph bzw. stimmen im folgenden Sinne dberein:
Zu jedem Prozess X € L2(M) existiert ein vorhersagbarer Prozess Z mit || X —
Zllm = 0.

(iv) Falls t — (M) absolut stetig f.s., so ist ferner L>(M) = L2, (M) mit
L2(M)={X : B(Ry)® Fuoo-messbar, adaptiert, || X||n < oo}.
(v) Offenbar & C L2(M) C L2(M) C L2, (M) C L2, (M) mit
L2 (M) ={X : B(R})® Fuoo-messbar, nicht notwendig adaptiert, | X || < oo}.

Beweis. (ii) L2(M) = L*(Ry x Q, Prog, Pys) und
L*(M) = L*(Ry x Q,P,Py) = Hilbert-Riume.

(i) Jeder Prozess X € £2(M) wird in || - ||»s approximiert durch P-einfache Prozesse
n
Y:zai']lAi (nEN,O&iER,AZ’E’P).
i=1
Jeder P-einfache Prozess Y wird in | - ||ar approximiert durch einfache Prozesse Z

(Monotone Klassen-Argument), denn VA € P,Ve > 0:

JA" € ring(€) = ring ({Is,t] x F:s<t,F e ZJU{{0} x F: F € %y})

= {endliche disjunkte Vereinigungen von solchen Mengen},
sodass [|[14 — 1 ala <e.

(iii) Ohne Beweis (vorldufig).
O

Satz 4.3.5. VX € L?(M) : 3(X e M) € H? mit der Figenschaft: ist X" € £,n € N, mit
|IX — X"||pr — 0, so gilt [[(X e M) —|X" @ M|g2 — 0, und daher X™ - M — (X o M)
(gleichmdfig in t) in L?. Bez: I = X o M.

Die Abbildung L*(M) — HZ, X — X e M, ist eine Isometrie, d.h. || X|ar = || X M| 2.

48



4.3 Das It6-Integral fiir vorhersagbare, messbare Prozesse

Beweis. Definition von X ¢ M: zu X € L?(M) existieren X" € £, n € N, mit | X —
X"™||ap — 0. Folglich

|X" 0 M — X* o M2 = | X" = X¥[l5 — 0 fitr n,k — .

(Isometrie fiir X", X* € &).
Also ist {X™ @ M},cn Cauchy-Folge in H?
= !X eMec HZ: X"oM — X M in H2 Dabei ist X @ M unabhiingig von der Wahl
der Folge {X™},, denn (wegen Isometrie):

|X"™ 0 M — % 0 M = | X" — K75 — 0.
Schlieflich

E(sup{(X" o M)y = (X o M)J2) < 4-sup E((X" ¢ M); = (X ¢ M), J?)
= 4| X" = X||p — O.
O]

Korollar 4.3.6 (Kunita-Watanabe-Identitit und -Ungleichung). VM, N € H? X €
L2(M) Y € L}(N) :

(i) (XeM)=[X2d(M)s=X?e(M).
0
(ii) (X e M,Y @ N) = [ X,Ys d(M,N)s = (XY) e (M, N).
0

t t t
(iii) |E(X e M,Y e N)| < E [|XsYs|| d(M,N)|s < (E [ X2 d(M),-E [Y2 d(N),)V/2.
0 0 0

Beweis. Folgt durch L?(M)-Approximation von X durch X" € &:

(i) VM,N € H? (bzw. sogar € M), ¥X € L*(M),Y € L*(N) (bzw. > 0, oder
beschrinkt, Z(Ry) ® Foo-messbar):

T

T
sup/X Y, d(M, N), /X d(M 1/2(/Yj3 d(N),) 2
0

0
o0

< /|XY||dMN)|
0

Wegen Dichtheit und Monotonie Argument:
X,Y beschréankt, > 0,
X =Xo- Loy +Xey - Ly + 4+ Xty - Lty )y Foo-messbar, beschrankt, >
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4 Stochastische Integration

(M,N)sy = (M,N); — (M, N),
¥

(M,N)sy| < (M)YZ (NP (Ws,t) fose

Y
/XSY;| d<M,N>s| < ZXtY;f M N>ti717ti|
1/2 1/2
S ZXt }/t ti_ 1, < > ti— 17
1/2 1/2
< (Zth tz 15t > ’ Zni<N>ti—l,ti)
' 1/2 . 1/2
= | [xoaon. ) | [roaw
0 0
T 12 1/2
< | [xaon.) [ [yoam.
0 0
(iii)
E 1/2 1/2
sup(X e M,Y e N); < E(sup(X e M),"" (Y e N),’")
t<T t<T
- 1/2
< |Esup(X e M); - Esup(Y oN)t]
t<T t<T
T T 1/2
Y e [x2aon. B [v2aw).| (e )
L 0 0
und
T T 1/2
Esup/XYdMN / /de<N>s
t<T J /

(ii) Zundchst Y =1€ &, X, € £, X, — X in L?(M):
= (X" e M,N); — (X e M, N); gleichmiBig integrierbar in L!
= Nach Ubergang zu Teilfolge  (V?) f.s.
Ferner:

t
/ngMN —>/X d(M, N) glm. int. in L
0
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4.3 Das It6-Integral fiir vorhersagbare, messbare Prozesse

= (X -M,N); = ftXS d(M,N) (Vt) fs.
0

Schliefilich

t
(Yo N, X o M), — /Y (N, X o M),
0

t
= /YSXS d(N, M),
0

Satz 4.3.7. VM € H*, X € L*(M) : 3] € H? :
(I,N)=X e (M,N) (¥N € H?).
Namlich: I = X o M.

Beweis. FExistenz: obiges Korollar mit Y = 1.

Eindeutigkeit: Seien I, I’ € HZ mit (I, N) = (I')N) (VN € H?)

S {I-IY=0=1=1T.

Bemerkung zur alternativen Definition: VM, N € H3,VX € L2,,

EICXC e (M N)))l = (B[ X, AN,
0
< (B[ X7 dM)s-E [ d(N),)"/?
[oon-x]
= || X|la - 1N 72
\
N +— E[(Xe(M,N)s)] stetige Linearform
H: — R
\
3 I € H: E[IoNy] =E[(X e (M N))u)

XeM

Fir M € H?>: X o M := X o (M — Mj).

Aus (4.2) folgt:

B((I, N)oo) = B((X o (M, N))xe) (VN € H})

= (ersetze N durch NT):

E((I,N)r) = E((X ¢ (M,N))r) V Stoppzeiten T,VN € H?
= (I,N) — (X e (M, N)) ist Martingal (== 0)

= (I,N)=X e (M,N) (VN € H?)

(M):

(4.2)
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4 Stochastische Integration

Bemerkungen 4.3.8. (i) Die Assoziativitit fiir Stieltjes-Integrale ist offensichtlich:
¢ t
(Folgomi= [ £ dlgen).= [ fug. dh = ((fo)sh);
0 0
(denn d(geh)s = gs dhs).
(ii) Die Assoziativitét fiir [to-Integrale kann man in symbolischer Kurzschreibweise wie

folgt formulieren:
d(X L M)t = Xt th

I
d(Y. (X.M))t = }/i d(X.M)t = )/%Xt th
(iii) Durch (4.2) wird X e M definiert VX € L2, (M). Sei X die Projektion von X auf
L?(M). Dann gilt X e M = X e M.

Bemerkung 4.3.9. Alternative Definition von X e M, sogar fiir X € L...(M) ={X :
Ry xQ—=R| X B(R}) ® Foo-messbar |, || X ||y < oo}
Aber Achtung! Hier ist stochastisches Integral 7é Stieltjes-Integral.

Beispiel 4.3.10. X;(w) = Z(w) Vt>0,Z € Fs \ Fo
t
= Stieltjes-Integral [ Xy dM; = Z(M; — My) nicht adaptiert.
0
Aber: Stochastisches Integral adaptiert (= Stieltjes-Integral [ X dM mit X» = Z7 ).

Beispiel 4.3.11. (siehe Beispiel 4.3.10)
Xi(w) = Z(w),
= Xi(w) = Z;— (w) mit Z; Cadlag-Version von E(Z|.%;)
X, vorhersagbar, Z; progressiv messbar.
¢ t

= (XeM), = [ZdM, := [E(Z|Fs) dM; # Stieltjes-Integral
0 0
Proposition 4.3.12. X € L}(M) undY € L*(XoeM) =YX € L*(M) und (Y X)oM =
Ye(XeM).
Korollar 4.3.13. In obiger Situation: dPxen = X2 dP .

Beh. Wegen (X e M) = X2 e (M) und Y € L?(X e« M), d.h. E(Y? e (X & M)),, < 00,
gilt E(YX)? @ (M))oo < 00, dh. YX € L*(M).
Ferner gilt VN € H? :
(YX)e M,N) = (YX) (M, N)
= Ye(Xeo(MN)) Assoziativitit von Lebesgue-Stieltjes
= Ye(XelM, N) vorheriger Satz
= (Ye(XeM),N) vorheriger Satz

Wegen Eindeutigkeit: (YX)oe M =Y o (X o M).
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4.4 Erweiterung durch Lokalisation

Proposition 4.3.14. VX € L*(M),V Stoppzeiten T:
(XeM)' =XeoM" = (X1s)e M
Beweis. Folgt aus voriger Proposition wegen

MT = ]l[O,T] .M.

4.4 Erweiterung durch Lokalisation

Sei nun M € M, stetiges lokales Martingal.

Definition 4.4.1. £2

loc
oo P-fs.}
und entsprechend L? (M).

loc

¢
(M) = {X messbar, vorhersagbar mit Vt > 0 : [ X2 d(M), <
0

Lemma 4.4.2. X € L? (M) <= X vorhersagbar und 3 Stoppzeiten T,, /" oo :

loc
Ty
E /X§ d(M)s | < o0
0

(d.h. X1y 7, € L2(M) bzw. X € L2(M™)).

¢
Beweis. ,=* Wiéhle T,, = inf {t >0: [X2d(M)s > n} /oo
0

Ty
:>/X§ d(M), < n

0

Ty
=E /X§d<M>S < n

=P (tAanX2 d(M)s < oo) =1 (Vt,n) und P(T, >t) -1 (n— o0)
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4 Stochastische Integration

Definition 4.4.3. Fir M € My, und X € L2 (M):

loc

X oM := lim X e M™" = stochastisches Integral

n—oo

FirV=M+AeS und X € B:
XeV=XeM+XeA €8.
Bemerkung 4.4.4. Der Limes in Definition 4.4.3 exitsiert, denn Vk > n gilt:
XoeMTr = (X oMk
= XeM™
auf ¢t < T,
Proposition 4.4.5. YV, W € §, VX,Y € B:
(i) X oV bilinear in X,V.

(i) X oV € My joc, falls V € My,
X eV e Ay, falls V € A.

(iii) (XY)eV =Xe(YeV).

(iv) (X o V.Y e W)= XY o (V, W)
(=0, falls V oder W € A).

(V) (X e V)T = (X1pq) eV =X eV V Stoppzeiten T.

(vi) Fir fast jedes w € Q,Va,b € R:
X(w) =0 auf [a,b] oder V(w) konstant auf [a, b]
= (X o V)(w) konstant auf |a,b].

Beweis von (vi)). Klar fir V € A. Sei also V' € Mj,.. Aus der Voraussetzung folgt:
Xo(w) = 0 auf [a,b] oder (V)(w) konstant auf [a, b]
= (X?e(V)) = (f X2 d<V>S> (w) konstant auf [a, b]

0
= (X o V) konstant auf [a, b]. O
Satz 4.4.6 (Stochastischer Integralkonvergenzsatz). Seien V € S und X, X ¢
B, |XM™| < X (Yn) und X — 0 punktweise (d.h. fir jedes t) f.s.
Dann X™ .V — 0 gleichmifig P-stochastisch auf jedem kompakten Intervall C R..

Beweis. Zu zeigen: Vi, Ve

P <sup ’(X(”) o V)

s<t

>¢) =0 (1 o)

Fir V € A ist das der Satz von der majorisierten Konvergenz. Sei V € M, und T
Stoppzeit mit VT € H?, XT beschriankt
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4.4 Erweiterung durch Lokalisation

= (X")T = 0in L*(VT)  (Satz von der majorisierten Konvergenz)

= (X e« V)T - 0in H?> (L*-Isometrie)

= (X o V)T — 0 gleichmiBig auf R,  P-stochastisch

= X() o V' — 0 lokal gleichmiBig  P-stochastisch. O

Satz 4.4.7 (Approximation durch Riemann-Summen). Sei V € §, X € B,t > 0 und A"
beliebige Folge von Partitionen von [0,t] mit |A™|| — 0. Dann

V) = Y X Vit vi,) — / X, av;
t; EA™

gleichmdfig in s € [0,t] P-stochastisch.

Beweis. Sei 0.B.d.A. Xy = 0 und zunéchst X beschrinkt. Wegen Linksstetigkeit von
X € Bist X punktweise Limes von X4 =3~ X, Ly (auf Ry x ).

Ferner [2+(X,V) = [ X2 dV,.

i+1]
0
Also gilt nach dem stochastischen Integralkonvergenzsatz 4.4.6:

I2(X,V) — /Xr dV, gleichméBig auf [0,¢] P-stochastisch.

Fiir allgemeines X existieren T}, /" oo mit X’ beschrinkt. O

Bemerkung 4.4.8. Stets 3 Teilfolge (ny)x mit

127 (X, V) / X, dV, gleichmiiBig in s € [0,4] P — f.s.

(fiir k:—»oo

Satz 4.4.9 (Partielle Integrationsformel). VX, Y € S :
XYy = XoYo + /Xdes + /quXs + (X, Y)e.

Insbesondere

X2 =X2+ 2/XSdXS + (X))t

Beweis. Allgemeiner Fall folgt durch Polarisation aus Spezialfall X = Y. Fiir jede Par-
tition A = {to,tl, e ,tn} von [O,t] gilt (mit 0 =tg < -+ <ty = t):

Z (th‘+1 - th‘)Q = Xt2n -2 Z X, (Xti+1 - th‘)
i

i
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4 Stochastische Integration

Fiir ||A|| — 0 gilt:

t
<X>:X§—X§—2/Xsdxs
0

(nach dem Approximationssatz fiir stochastische Integrale).

In differentieller Schreibweise lautet das:
d(XY) = X, dVi+Y, dX;+ d(X,Y),
bzw. = X;dY;+Y; dX;+ dX; dYs,

falls man definiert: dX; dY; :== d(X,Y),.

Hierbei gilt dX; dX; = d(X); und dX; dY; =0, falls X oder Y € A.
Folglich: VX,Y,Z € S: (dX; dY;) dZ; = dX,( dY; dZ) = 0, denn
dX; dY; = d(X,Y); = 0 wegen (X,Y) € A.

Beispiel 4.4.10. X = B = Brownsche Bewegung.
t

= BE_B(%H/BS dB, +t
0

bzw. dB? =2B, dB; + dt.

Hier gelten folgende fundamentalen Regeln:

(dBy)? = dt  (,dB, = Vdt¥)
dBidt = dtdB; =0
(dt)? = o.

4.5 1to-Differentiale

Ito-Differentiale sind als Abbildungen {(a,b) € R?;a < b} — R? zu interpretieren:

b
av; : [a,b]e/dvtzvz,—va

b
Xt dV}/ [a,b]—>/Xt dVVt

| |
d(X eV), (XeV)y—(XeV),

Assoziativitat: d(Y e (X eV)) =Y, d(X V), = Vi X; dV}.
Definiere ferner: dV; dW; := d(V,W);, (dV;)?= dV; dV; = d(V),

= d(XeV), dY eW), = X;V;dV; dW; (Kunita-Watanabe-Identitét)
(A(X e V))* = XP(adV)?
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4.5 Ito-Differentiale

Beispiel 4.5.1. X; = B?. Gesucht: (X);.

d(X): = (dXy)? = (dB})* = (2B, dB; + dt)?
4B} (dBy)? + 4By dB; dt + (dt)?
4B7 dt

t
é@ﬁ:4/%®.
0

Beispiel 4.5.2.

d(XY Z),

XY dZ, + ZX dY, + Y Z dX,

+ XdY;dZ;+ 7 dX; dY; +Y dZ; dX;

_I_

Ad(f(X)e = f/(Xe) dXe + 3 f7(Xe)(dXe)? + 57 (Xe) (dXp) +
——

..
=0 =0

(Taylor-Formel ~~ Ito-Formel).

dX; dY: dZ; + dZ; dX; dY; + dY: dZ; dX,

Bemerkung 4.5.3. Fiir M € My : M% — Mg — (M) € M, (per Definition von (M)).
t

Nach der partiellen Integrationsformel: =2 f M, dMs.
0
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5 Ito-Formel und Anwendungen

5.1 Die Ito-Formel

Satz 5.1.1 (It6-Formel). Sei F' € C?(RY, R) und X = (X',..., X%) mit X1, ...

Dann ist F(X) € S mit

d t
POX) = P(Xo)+ / gf ) dx
0

,X%esS.

Beweis. (i) Gilt die Behauptung fiir ein F' € C?(R?% R), so gilt diese auch fiir G mit

G(zr) = EakﬂﬁkF( )-

k=
Denn nach partieller Integration gilt:

G(Xy) - G(Xo) = Y opXFF(Xy) = Y ap X§F(Xo)

Part Int. /Zaka dF /ZakF ka—l—ZOlk Xk F(X)>s

0? F 0?F(Xs) o
— k i k i J
/§ pX T2 dX / > XE S, Ad(X?, X7,

kﬂ,J

d(Xk,X’)s

+ /ZakF ) dxF + /
0G(X i i v
- /Z oz axi+ / Z 8%18% X", X7)s

denn
F,
83@1
0°G —Za T 7—1-0(‘ 8—F+a-a—F
al‘iaiﬂj N K ka.’L’Za:BJ J 81’1 Za:Bj'

(ii) Die Behauptung gilt also fiir alle Polynome auf R? (vollstindige Induktion).
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5 Ito-Formel und Anwendungen

(iii) Die Behauptung gilt VF € C%(R%,R) mit kompaktem Triger.
Denn: 3 Polynome F}, mit F,, — F punktweise.

0 0
_— Fn
0? 0?
F, F
8:(}1' ox 7 - (9.%'26.% 5

F

(z.B. Taylor-Entwicklung von F', Weierstrass‘scher Approximationssatz)
Damit folgt die Behauptung mit Konvergenzsétzen fiir gewohnliche und stochas-
tische Integrale.

(iv) Die Behauptung gilt VE € C2.
Denn: Wihle K,, kompakt, K, / R?% und

Tp:=inf{t>0: X, ¢ K,} =T, / .

Wihle F,, mit F,, = F auf K,, also hat F,, kompakten Trager
= F(X})=F(Xo)+... auf{t<T,}
= F(X;)=F(Xo)+... aufQ.
]

Bemerkungen 5.1.2. (i) Fiir X = (M',... . M* Al .. A) M ¢ M°° AT ¢ A
und F € C2(RF! R) gilt:

Zax (X;) derZ

J ) 1
(X;) dA] + Z amlax] A(M?, M7,

3 T
+‘7 7.7_

(ii) Fir X = Xo+ M + A, M € MP, A€ Ay und F € C?(R,R) ist F(X) = F(Xo) +
N+ B €S mit

t
N, = / F'(X,) dM, € M*
0

t
B, = /F’(XS) dAs +
0

It6-Formel in Differentialform:

d=1:
1
dF(X;) = F'(Xy) dX; + §F"(Xt)(dXt)2

allgemein:

1 ) :
dF(Xy) =) 0iF(X,) dX] + 3 > 0, F(Xy) dX} dx]
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5.1 Die Ito-Formel

d=1und X = BB: ]
dF(By) = F'(By) dB; + §F”(Xt) dt.

Korollar 5.1.3. Sei X € C%, F € C%. Dann gilt:

(AF(X))? = (... dX! +...dX} dX])2 = ...
Korollar 5.1.4. Sei B eine d-dimensionale BB, F € C?. Dann gilt:

(i) (F(B)): = Of VE(B,) ds.

(i) En((F(B))) =t [ [VF[*(z)dz =:t-E(F) =t|VF|3.
Rd

Beweis. (i) (B, B7); = §;j - t, denn B’ und B’ sind unabhingig (Vi # j).
E(B{B] - B{Bl|%;) = E(B{(B] - B)| %) + E((B - B))B| %)
= E(Bj|%) E(B] - BI|F) +...
= 040
= B'BJ — B} B} Martingale
= (B, BJ) = 0.

(ii)
/Em (/tvzﬂ(Bs) ds) dr = /t/Ex (IVF*(X,)) dz ds
0 0
= /t//VF%y)ps(x,y) dy dz ds
0

Wiederholung: It6-Formel fiir d-dimensionale BB:

F(B) = (B + [ iB.) B+ [ s ds

0 0

und
t

£(t,B) = £(0, Bo) + / V (s, B) dBs + /
0

0

t

(5, By) ds + ;/Af(s,Bs) ds.
0

2|2
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5 Ito-Formel und Anwendungen

Bemerkung 5.1.5.
Moe = {X adaptiert , X — Xy € Mloc} o Me
= {Xj ist Fo-messbar} @ Mc.

Proposition 5.1.6. (i) Sei B d-dimensionale BB, f € C*(R, x R?%) und

Af:} Zan

Dann ist

M, = f(t.B,) — (0, By) - / Af(s, By) ds € MP*

Insbesondere: (f(t, Bt))yo € Mbc falls Af =0 auf Ry x R?.
(ii) Sei f € C*(R?), dann gilt:

M= §(B) - (Bo) 5 [ Af(B) ds € ML, (1)
0

Insbesondere f(B) — f(By) € M, falls f harmonisch auf R

(iii) f(BT) — f(Bo) € MY, falls f harmonisch auf D C R mit T = inf{t > 0: X, ¢
D}.

Beweis. (i) und (ii): It6-Formel und (B?, B7); = §;; - t
(iii) Stoppen von (5.1) bei T. Wichtig: f € C?>(R%) oder zumindest f € C%(D?) mit
D' > D.
O

¢
Bemerkung 5.1.7. Bei (i) gilt: (M), = [ |V f(s, Bs)|* ds.
0

Proposition 5.1.8. Sei B eine d-dimensionale BB, o(x) = (04j(x))i j=1,...a eine Matriz
mit stetigen Koeffizienten x — o0yj(x) und X ein stetiger, adaptierter d-dimensionaler
Prozess mit

j=1

d t
= Z/a ) dB! + X{. (5.2)
0

Dann ist X' ein lokales Martingal und auferdem ist Vf € C2(R; x R%)

t
M = FX0) = £0.X0) - [ Af(s.X.) ds
0
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5.1 Die Ito-Formel

ein lokales Martingal, wobei

d 2
Af(tz) = %(t,x} +% S ay(a )aag(a%) (5.3)
ij=1
d
mit a;j(x) = (U(l’)UT(«’E))ij = kgl oir(z) - ojp(x).

Beweis. Zunéchst gilt

(X', X7 = ) (oir(z) - B¥,oju(x) - B,

k
t
= /ai](Xs) ds
0
Dann
t
f&, Xy) = f(o, XO)—i—/Vf(s Xs) dX; —|—/ T (s, Xs) ds+
t
T / ) (X7, X9),
2 81’]
0
t
= f(0,Xo) + lokales Martingal +/Af(s,XS) ds.
0
O
Anwendungen:

Satz 5.1.9 (L2-Liouville-Theorem). Sei f € L? harmonisch auf R = f = 0.
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5 Ito-Formel und Anwendungen

Beweis. f harmonisch = f(X;) — f(Xo) = [ Vf(X,) dX,.

0
B, [(f(X) — F(X0))2] = En |( / V/(X,) dX,)?
L O
= E,, IV £I2(Xs) ds]
/
En [(f(X:) — f(X0))?] < FA(X0) + f2(Xo)]

= // f2 +f2 ] pi(z,y) dy dz.

Insgesamt folgt:

co>4-|IfI2 = 2B, [FAX) + FA(X0)]

/ VP(X,) ds]

0
=t |VfE (vt>0)

v

Also ist ||V f|| = 0 und damit f konstant, also f = 0. O

5.2 Exponentielle Martingale

Proposition 5.2.1. Sei F € C?(Ry x R,R) mit aF + %(821; 0 und M € Mj, .. Dann
1st Nt = F(<M>t, Mt) S M?oc'

F 10°F
Beweis. dN; = 83: dM; + % d(M); + 22 d(M)y;. O
=0 nach Vor.

Korollar 5.2.2. VA € C,VM € M;j st Ex(M) € Mj,. + iMj,. mit Ex(M), =
exp(AM; — ’\2—2<M)t) Ex(M) heifst ,exponentielles lokales Martingal®.

(Hierbei bedeutet Ex(M) € M, +iMj 0 Re Ex(M) € Mj,. und Im Ex(M) € M3,..)
Beweis. F(t,x) = exp(Az — 4 ) 16st (% + %8%22) F=0. O

Beispiel 5.2.3. Fiir A =i = /—1 gilt: VM € My _ ist
cos(My) - ezM)e ¢ M, und sin(M;) - ex(M)e ¢ M.
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5.3 Lévy’s Charakterisierung der BB

Frage:
Ist £\(M) ein richtiges Martingal, also nicht nur lolales Martingal?

Antwort:
Im Allgemeinen: NEIN!

Proposition 5.2.4. Es gilt £\(M) € M +iM unter jeder der folgenden Voraussetzun-
gen:

(i) M beschrinkt, A € R
(ii)) A €iR, (M) beschrinkt.
(iii) Mo =0 und E[Ex(M)] =1 (Vt) und A € R

)\2
Beweis. (i) M beschrinkt und A € R = E\(M) = exp(AMy) - exp(—;(M}t) ist

| S—
<1

beschrénkt und ein lokales Martingal
= E\(M) ist ein Martingal (gleichgradig integrierbar).

(ii) analog.

(iii) A € R = &(M) € Ry und lokales Martingal = £\(M) ist Supermartingal =
(Ex(M) ist Martingal < E(E\(M)) =1).
0
Beispiel 5.2.5. Sei A € R und M eine 1-dimensionale BB. Dann ist
2
X = E\(M) geometrische BB, X; = | X 10st

dXt == )\Xt dBt

5.3 Lévy’s Charakterisierung der BB

Satz 5.3.1 (P. Lévy). Gegeben sei X stetig, R -wertig und (F)¢-adaptiert mit Xo = 0.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) X ist BB (bzgl. (F)).
(i) X € MY und (X*, X7y =6t (Vhk,j=1,...,d).

loc

(iii)) X € MO und ¥f = (f1,..., fa) mit fr € L>(R;,R):

loc

t t

M, := exp iz/fk<s)dxf+;§:/f,3(s)ds EM+iM=C M
k0

L)
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5 Ito-Formel und Anwendungen

Beweis. (i) = (ii): siehe vorherigen Beweis.

(ii) = (iii): My = & (f ¢ X) € M + iM exponentielles Martingal zu Martingal f e X
mit Parameter A =i =+/—1

(iii) = (i): Sei z € R4, 7> 0und f=2-1p,
= My = exp [i(z, Xenr) + 52[2(EAT)] € M +iM
:>‘V’A€]:sunds<t<r:WegenfMth:st dP gilt:
A A

B (Lyexp i Xi — X)) = P(A) exp |~ a1t )

= X; — X unabhingig von .#,; und Gauf-verteilt nach v;_g
= E (exp [i(z, Xy — X)) |Fs) = exp [— 5 2[2(t — s)] = E (exp [i(z, X; — X,)])
O

Wichtig hierbei: X stetig!
Ansonsten sind die Voraussetzung auch erfiillt fiir X; = Ny — ¢ mit N Poisson-Prozess.

Korollar 5.3.2. Sei X € M}  mit (X); =t. Dann ist X eine BB.

loc

Korollar 5.3.3. Sei X € M} mitt— X} —t € M; . Dann ist X eine BB.

Beispiel 5.3.4 (Brown’sche Briicke). Sei B eine Brown’sche Bewegung mit By = 0.
Definiere
X;=(1—1t)B;1—4 Brownsche Briicke fiir t € [0,1]

¢

und V; = Xy + [ 2= ds, t€[0,1]
0

Dann ist X € § mit (X); =t.

Denn sei By = By/1_4 = B’ Martingal bzgl. # = F,/1_, und (B'); = =
t t

X;=(1—-t)Bj=—[B.ds+ [(1—s) dB,
0 0

t

<X>t:0f(1_5)2 d(sZ5) = =t
Aber X ist nicht die BB! X ist kein Martingal.
Schliefllich

t

t t
Vt:Xt+/1)iSS ds:(l—t)Bé—l—/B; ds:/(l—s) dB. € M.
0 0 0

Ferner gilt (V); = (X); =t.
Also ist (V})sejo,1] eine 1-dimensionale BB bzgl. (/) = #;/1_4. Aber V; # B;.

Beispiel 5.3.5 (Ornstein-Uhlenbeck-Prozess). Sei Y; = e B, t € R. Dann ist
Definiere W; =Y; — Yy + A [ Y, ds. Es gilt W € M und (W), = t. Also ist (W;);>0 eine
BB bzgl. (Z.2xt)t>0. Aber Wy # Bs.
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5.4 Bessel-Prozesse

5.4 Bessel-Prozesse
Sei (P?, By),cgn eine N-dimensionale BB auf RY und R; = || B sowie Q; = R? =
s

Vorbemerkung

(i) Va,y € RY mit ||z|| = ||y|| gilt: P*(R; € -) = PY(R; € -) denn sei y € Qz mit Q
orthogonale Transformation des RY
= P*(Ro € -) = P*(||Bo|| € ) = P*(||QBo|l € -) = P¥Y(Rg € ).
Daher: Vr > 0: 3 W-MaB P" mit P"(Ry € -) = P*(Ry € -) (Va mit ||z|| =r).
(P, Ry)r>0 heifit N-dim Bessel Prozess auf [0, co[= R4
(f”", Q) heifit N-dim Bessel-Quadrat-Prozess.

(ii) Nach It6-Formel ist @) ein Semimartingal mit

N
dQ: = 2> BY daB + N at
=1
= 2B, dB,+ N dt

Satz 5.4.1. Sei B N-dimensionale BB, startend in x € RN N > 2, und R = || B||
N-dim Bessel-Prozess, startend in r = ||z|| > 0.

N I .

(i) Dann ist X = > X© mit Xt() = % dB" eine stand. 1-dim BB.
i=1 0

(ii) Der Bessel-Prozess erfillt die SDG

-1
dt + dX;
t

dR; =

(i.8.v. Ry = Ro + bf St ds+ Xi).
Beweis. Wegen
N ({s€[0.4]: By =0} <A ({s € [0.4]: BY) =0}) =0
ist Xt(i) wohldefiniert und ebenso die SDG.

(i) ) e M

t
(x® x 0y, / ), ds = 6y -
0

= (X)e =23 (XD XDy, =1t
ij
= X = 1-dim BB, X, = 0.

67



5 Ito-Formel und Anwendungen

(ii) Sei F: RN - R, F(z) = |jz|| = /22 + - + 23 und Vk € N:

F,:RY - R F, €C®, F, = F auf {z:||z| > 1/k}.
Sei Ty, = inf{t Z 1By < 1/k}. Dann folgt fiir k — oo
Ty — T = {t > 7 : | B = 0} = 400 (wegen N > 2!) fs.
Nach der It6-Formel gilt auf {(t,w) : Tjy(w) >t > 1}:

A JE A
F(B) = F(Bl/zH/ZHBS [ ngZ)+2/ZIIB [

11 =1 11
t
1 BYBY .
—= d(BY. B
| ST o &
/1"
p N
1 —1
= F(B X — X d
(Bij) + Xy 11+ 9 R. S,
1/1
denn 2F — = O*°F  _ i mimy _ N)
Ox; — lzf]? 9z0z; — Tl T[la® ’

= F(Bt) = F(Byy) + Xe — X1 +

(Vi
{t 1dsame{Tk,>t>l} =]1, 0o[x Q.

= Stetigkeit von F'(Bp) und Xo
F(B) = F(Bo) + X; — Xo+ 1

Proposition 5.4.2. (i) N=1,a>0: P*(||B]| =«a,3t >0)=1
(i) N>2:P*(| B =0,3t >0)=0

(i) N =2,a>0: P*(|B] = a,3t >0) =1
N—-2
N >3,a>0:P*(|By =a,3t>0) = (ﬁ A 1)

(iv) N > 3: Px(tingo | Be|| = o0) =1

Bemerkungen 5.4.3. ad (iii) LHS:Px(}n(f)HBtH < a).
>
Stets gilt P¥(sup | By|]| > o) =1 (Voo > 0,YN > 1) und
t>0

P*(limsup || B¢|| = 00) = 1 (Satz vom iterierten Logarithmus)

(iv’) Fir N < 2 gilt:
P*(liminf | B;|| = 0) = 1.
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Beweis. von d) und d’):

Seia>0,5=1y=0

Sk =inf{t > Ty_1 : | Be]| < o}

T, = inf{t > Sy : | B¢|| > k}

= P*(T}, < 00) = P*(Si < 00)  (iterierter Logarithmus z.B.)
P7(Sp41 < 00) = P*(Ty < 00) - (¢ A1)V

Im Fall N = 2:
P*(Sy <o0)=1 (Vk)
= P*(Sp <oo,Vk)=1
= x(hmmf |Bi|| <a)=1 (Ya>0)
= P?(liminf ||B|| =0) =1
Im Fall N > 3:
k—1
T(Sk < 00) <
I(5)
= (Sk < OO,Vk) =0
= P¥(liminf ||B| <a)=0 (Va >0)
= PY(liminf ||Bi|| =00) =1

Also: Die BB in RY ist
e transient, falls N > 3

e rekurrent, falls V < 2
(sogar ,,punkt-rekurrent®, falls N = 1).

Punkte des RN sind polar fiir die BB < N > 2.

5.4 Bessel-Prozesse

69






6 Brownsche Martingale

6.1 Zeitwechsel

Wir nehmen an, dass (€, (#;):er., , P) filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum mit den iiblichen
Bedingungen (also vollstéindig und rechtsstetig) ist.

Definition 6.1.1. Ein Zeitwechsel (T})ier, st ein wachsender rechtsstetiger Prozess
T : Q — Ry, t € Ry mit T jeweils Stoppzeit.

Beispiele 6.1.2. (i) T; := o At (Stoppung durch Stoppzeit o)
(ii) T} := o +t (Shift um Stoppzeit o)
(i) T3 := inf{s > 0 : A; > t}, wobei (A;) adaptiert, rechtstetig und wachsend (inf () =
+00)
Bemerkung 6.1.3. Jeder Zeitwechsel ist von der Form (iii) mit
Api=inf{s >0:Ts >t}, R -wertig.

Lemma 6.1.4. Sei a: R, — R, wachsend, rechtsstetig — a* : Ry — R :

a*(t) = inf{s:a(s) >t} = sup{s:a(s) <t} = Leb{a <t} links- bzw. rechts-

o . _ _inf{s:a(s) >t} p stetige Verteilungs-
a.(t) = a*(t—) = Leb{a < t} = sup(s: als) < £} ] funktion von a

*

(i) ax ist linksstetig, a* ist rechtsstetig.

(i) {a =t} = [a«(t),a*(t)] oder [a.(t),a*(t)] NR4 Vit € Ry Insbesondere gilt: {a =t}
abgeschlossen. = {a =t} = [a.(t),a*(t)] N R4.
= ay kleinste, a* grofste Rechtsinverse von a : Ry — a(Ry)
(iii) a(t) =inf{s:a*(s) >t} (= a™(t) falls a" < x)
d.h. a /00
Insbesondere ist die Rolle von a und a* symmetrisch, falls man fir a auch den
Wert oo zuldsst.
Beweis. (i) {a =t} = 0: Dann ist a.(t) = a*(¢t) und somit {a =t} = [a.(t),a*(t)[= 0
{a =1t} # 0: Dann ist a.(t) < co und {a = t} ist ein Intervall der Linge

Leb({a =t}) = Leb({a < t}) — Leb({a < t}) = a*(t) — a.(t)
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6 Brownsche Martingale
Graph von a

Abbildung 6.1: Darstellung der Rechts- und Links-Inversen von a

Sei s := linker Endpunkt von {a = t}. Bleibt zu zeigen: a(s) =t und

Klar, da a rechtsstetig

=t} @ rechisstetig inf{r :a(r) >t} = a.(t)

s = ax(t), aber s = inf{r : a(r)
(iii) [{r:a(r) > s} =a*>t = a(t) <s, daa(t) <inf{s:a*(s) > t}.
Umgekehrt ist a*(a(t)) >t Vt.
Insbesondere a*(a(t +€)) > t+e>t. = a(t+€) > inf{s : a*(t) >t} Ve>0.

a reclgstetig a(t) > inf{s : a*(t) > t}
]

Definition 6.1.5. Seib: R, — R, wachsend und rechtsstetig. Eine Funktion f : R, —
R heifst b-stetig, wenn fljpu—)pe) fiir alle t mit b(t) < oo konstant ist.

Beispiel 6.1.6. Sei a : R, — R, wachsend, stetig (somit ist a* : R, — R, wachsend

und rechtsstetig). Dann ist a a*-stetig.

Lem 6.1.4 (ii
Denn: Sei a*(t—) a.(t) < s < a*(t) <oo = (i)
——

a(s) = a(a*(t))

Definition 6.1.7. Sei X ein adaptierter Prozess mit Werten in R (oder R). Wir nennen

(T)¢ einen endlichen Zeitwechsel, falls Ty < oo f.s., bzw. (13) einen beliebigen Zeitwech-

sel, falls Xoo = tlim X; in R P-f.s. existiert. Dann ist X : X; = X1, adaptiert an
—0Q

Ty = Fr, ={A€ Foo : AN{T, <1} €.F, VreRy}.

Bemerkung 6.1.8. (%)t@g . erfiillt wieder die iiblichen Bedingungen.

Denn:
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6.1 Zeitwechsel

Volistindigkeit: v/

Rechtsstetigkeit: Sei A € | Zr,. Zu zeigen: A € Fr,.
s>t

Aﬂﬁn<r}Tmm¥MMdLJAm{ 1 <THEF,

rechtsstetig

nach Vor Ae /T 1

An{Ty <r} = ﬂkAﬁ{Tt <r+5} €71 VkeN,
n>
d.h. Am{ﬂ ST’} Gtg‘\r,«_;_:yr
Bemerkung 6.1.9. Offensichtliche Probleme:

(i) Lokale Martingale sind nicht invariant unter Zeitwechsel:
Z.B.: Sei X eine Brown’sche Bewegung, A; = fnax Xs, Ty :=inf{s > 0: As > t}.
<s<

Dann R
Xt = XTz =1
(ii) Sei (T}) rechtsstetig, aber nicht stetig. Dann ist X im Allgemeinen nicht stetig,
obwohl X stetig.

Definition 6.1.10. Sei (T;) ein Zeitwechsel. Ein Prozess X heifst (Ty)-stetig, falls
X.(w) T(w)-stetig fir fast alle w € Q.

dh. t — Xi(w) konstant

auf allen Sprungintervallen

[Ti— (w), Te(w)] mit Ti(w) < o0

Beispiel 6.1.11. Sei X € Mj,.. Dann ist T; := inf{s > 0: (X), > t}.

= (x) ist (T})-stetig <= X ist (T})-stetig.

Denn: Zu X € Mo 3 Nullmenge N: Vw & N,7r < s (X),(w) = (X)s(w) <= X.(0)|pq
konstant.

Bemerkung 6.1.12.

<X>Tt =tA <X>oo
Bemerkung 6.1.13. Sei X € .#? := { stetige L?-beschriinkte Martingale}.
Dann folgt:

(i) Xoo := tlim X, existiert f.s. und in L?, und X1 = E[X|.Z#7] V Stoppzeiten T.
— 00

(ii) X*:= sup |X;| € L? und (X) € L.
teR,
Satz 6.1.14. Sei (Tt) ein beliebiger Zeitwechsel. Ferner sei X € M*? und X Ty-stetig.
Dann ist Xen? = {stetigen L?-beschrinkten Z,- -Martingale} (d.h. Xy = X,, € M>
(bzgl. Fi= Fr,)) und
(X)e = (X)), = (X)m,.-
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6 Brownsche Martingale

Beweis. Sei X (T;)-stetig <= (X) Tj-stetig, insbesondere )?, (/X\> stetige Prozesse.
Dann ist

X, = E[Xoo|Zrp], dh. X € .47

X? —(X) € A majorisiert durch (X*)? + (X)o € L.
= X7, —(X)1, = E[(X2—(X))so|:Z1,], d.h. X2— (X)) € .4, ebenso X% —((X)—(X)7,) €
M.

—

= (X) — (X)7, ist quadratische Variation von X. O

Satz 6.1.15. Sei (1}) ein endlicher Zeitwechsel, X € My, und X Ty-stetig. Dann ist
X € My := {stetige lokale (%) Martingale} und <X> =(X) — (X)o

Dafiir zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 6.1.16. Seia: Ry — Ry wachsend und rechtsstetig und f : Ry — R a-stetig.
Dann ¥Vt € Ry :

f(sAa(t)) <= s>a(0)

fla(ax(s) Nt)) = {f(a(O)) — 0<s<a(0)

Beweis. Sei a.(s) := inf{r : a(r) > s}. Dann ist s < a(t) <= as(s) < ¢ (Denn: 7 "=*
nach Definition und ” "<, da a(t +¢) > s Ve * rechigsteti a(t) > s)

Es gilt

a(a(s)—) < s <a(a(s)) Vs € [a(0),a(c0)] NRy
N——
=sup{a(r):1 < ax(s)}
N——

a(r)<s

Nun ist f aber a-stetig, somit f(s) = f(a(a«(s))) fiir jedes solche s.
Damit

O]

des Satzes 6.1.15. Sei ohne Einschrinkung Xo = 0, o eine Stoppzeti mit X € .#? und
o:=inf{te Ry : T} > o}.
Dann ist ¢ eine (.%)-Stoppzeit, denn {¢ < t} = {0 < T}} € %, N Fp, C P, Vt.

Xf = Xoat
= Xr

oAt

2 {X(,/\Tt auf {o > Ty}

[\

X1, auf {o < Ty}
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6.1 Zeitwechsel

Somit
(auf {o > Ty} geméiB obigem

Yo _ Yo _ vOo
X7 = Xy = X7 = Xq, auf {o < Tp} mit 0 =0)

(6.1)

Ebenso (X) (T})-stetig

Rechnung in Fuinote mit f = (X).(w) N0 =
fr—

(X) = (X)n = (X7) = (X1, (6.2)

Wiihle nun eine Folge (o), mit X" € .#?, 0, /' 00. Z.B. 0y, := inf{t : | Xz| > n}.
Dann 7,, / oo f.s. (Denn: {7, <t} = {0, < T;} \, 0, da T} endlich und o,, /" ).

X e UMM Xow e 42 und (Xon) = (X\M — @0
—_—— \ , —~ ]
6135 _ 5 PN 0
SAEAT X R (X,
——
=(X)on
Damit X € My, und (X) = (X) — (X)7, O

Definition 6.1.17. Sei X € . und F linksstetiger, adaptierter, lokal-beschrinkter
Prozess. Dann

FeXecY: (FeX) ::/FdX

Satz 6.1.18. Sei (T}) ein endlicher Zeitwechsel, X und F wie oben, (T})-stetig. Dann
18t
FeX=FeX—(FeX)

Beweis. (i) X € o/ (pfadweiser Fall):

Lemma 6.1.19 (Transformations-Lemma). Sei a : Ry — Ry wachsend und
rechtsstetig, g : Ry — R wachsend und stetig, g a-stetig, dann gilt: g o a ist stetig.

Mit diesem Lemma gilt dann:
t a(t)
/ foa)dpfoq = / fdpg Vf:Ry — Ry messbar.
0

a(0)

(Dabei ist fir h : Ry — R wachsend und rechtsstetig, py, das durch p([0,¢]) :=
h(t) — h(0) festgelegte Borelmafl auf .2 (R4 ” "Mafl mit Verteilungsfunktion h*)

?Denn: Mit Lemma 6.1.16 mit f = X.(w),a = T'(w) : Ry — Ry rechtsstetig, 5(w) = a.(o(w)) und
nach Voraussetzung f a-stetig, s = o(w):
fsAa(t)) = Xoar, (w) , fallso(w) > To(w)

X1, = flalax(s) A L)) = {f(a(())) = X1, (w) sonst
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6 Brownsche Martingale

Transformations-Lemma mit a = T'(w), g = X.(w), f = F.(w):

a(t)

t
Joa due= [ £,
0

a(0)
—_—
t
Cbs s T T
=/ FdX [ Fdx= deX [y
To

(i) Sei X € Mo, linke Seite gleich ' o X und rechte Seite gleich F o X — (F o X)7,
Dann bleibt zu zeigen, dass (1.S.—1.S.) = 0. Dafiir fithren wir die Funktion ((X) :=
X ein.

(LS. — 1.8.) = (C(F

=(%) =(1)

(+) = < 2) 0 (¢(X)) MM ((F2) 0 ¢((X))
pfadwei:ser Fall < X>) ( < X> )TO
= <<F-X>> (FeX)g,
Satzg.1.15 < (F o X)>

() = (C(F)e((X),¢(FeX))=C((F)e(((X),((FeX))
Satzg.l.lf) C(F) o (<X,F.X>)
pladwelser Fall - 7 o (X FeX))— (Fe(X,FeX))p
= (((FeX))—(FeX)p,
Satzg.l.lS <C(FOX)>

6.2 Lokale Martingale und zeittransformierte BBen

Satz 6.2.1. Sei (X;) eine d-dimensionale BB bzgl. (F;) und T eine endliche Stoppzeit.
Dann ist By = X4+ — X, eine BB bzgl. (Frit).

Beweis. Sei T —t = 7 + t ein endlicher Zeitwechsel. Dann ist (B;); ein d-dimensionales
Martingal und

(B(i),B(j)>t - <X(i),X(j))T+t _ (X(i),X(j)>T =0, (T41) =it

Somit ist (By); eine BB. O
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6.2 Lokale Martingale und zeittransformierte BBen

Satz 6.2.2 (Dubins-Schwarz). Sei X € M}, mit Xog = 0 und (X)oo = o0 f.5. und
sei 7y = inf{s > 0 : (X)s > t}, dann ist B, = X,, eine 1-dimensionale, standard
Brown’sche Bewegung beziiglich (Fr,) und Xy = B xy,.

Beweis. (T}) ist ein endlicher Zeitwechsel, da (X)o, = oo f.s. und (Xy); ist (T})s-stetig
(, Wenn (X); konstant, dann auch X;*).

= B ist somit (%1, )-lokales Martingal mit By = 0 und (B); = (X)), =1

= B ist 1-dimensionale standard BB O

Definition 6.2.3. Sei T eine Stoppzeit. Ein Prozess (Bi)i>o0 heifit bei T gestoppte stan-
dard BB, falls

e Be M?

loc
o (B)y=tAT

Satz 6.2.4. (i) Sei X € M, . und definiert durch

o
loc

B, — XTt < <X>oo
=
Xoo,, sonst
(wobei X = tlim Xt auf {(X)o} existiert!).
— 00
Dann ist (By)i>o eine bei T = (X)oo-gestoppte standard BB, d.h. B € M . und
<B>t =tAT.

(ii) Fiir jede bei einer Stoppzeit gestoppte BB B (auf einem filtrierten Wahrscheinlich-
keitsraum (2, (%), P)) existiert eine Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsraumes

(€, (:?Et), P) und darauf eine BB B mit Bor = B™, wobei 7 : Q0 — Q die Projektion

151.
Beweis. (i) Sei (13) ein beliebiger Zeitwechsel, Tt(n) = Ty An endlich Vn. Bt(n) =X m-
t
Dann ist

(B™)y = (X)ripn = t A{X)n /7t A (X)oo

(ii) Wihle Einen Wahrscheinlichkeitsraum (€', (%), P’) mit BB B’ und bilde Q =
Q x Q/,Ft :ﬁt@)ﬂt’, P:P®P/
~ , Bi(w) , falls t < 7(w)
Bi(w,w') = ) .
B:(w) + Bj(W') — B’T(w) (W) , falls t > 7(w)
¢

t
= /]l[O,T(w)} dBS(w) +/0 ]l]T(w),oo[(S) dBé(w,)

0
= Be M;, . und
t t 1
(B)t(w,w) = /]I[O,T(W)] d8+/]1]7(w)700[(5) d5+2/]1]T(w),OO[ d (B,B)s
——
0 0 0 =0, da unabh.

=t
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6 Brownsche Martingale

— Bist BB.

6.3 Darstellung als stochastische Integrale

Gegeben (und im folgenden fix): B = (B)¢>¢ 1-dimensionale stand. BB mit Filtration
(Ft)t>0-

Definition 6.3.1. (i) (By) heifit (F;)-BB, falls B eine an (F;) adaptierte BB ist und
Vt > 0 der Prozess X = (X;)s>0 mit Xy = Byys — By unabhingig von Fy ist.

(ii) (F:) heifst Brown’sche Filtrierung, falls es die kleinste Filtrierung ist, die die
tiblichen Bedingungen erfillt, und bzgl. der B messbar ist.
Also Fy = f& mit F;® = 0(Bs : s < t).

Es sei nun J die Menge der deterministischen Elementarprozesse f : R — R der Form
f= é Aj Ly (1)
ef 'le_)ezeichne das exponentielle Martingal zu
F,=f B = 'i1 Aj(Bt;jat — Bt;_ at)- Also insbesondere
j=

n n
. 1
£/*B = exp E Aj(Bint, — Bint;_,) — 3 E MN(EAt; —t Atj_1)
j=1 j=1

und

. 1 -
gc]:oB = exp Foo — 5 Z )\]2(25] — tjfl) = const - eXp(Foo)
j=1

Lemma 6.3.2. Sei (F;); Brownsche Filtration. Die Menge {ELP : f € J} ist total in
L2(, Fao, P), d.h. der Abschluss der linearen Hiille Tn{ELP : f € J} = L2(Q, Fuo, P).

Beweis. Annahme: Die Behauptung gilt nicht.

(i) Wir fixieren ein 0 £ Y € L2(, Foo, P) mit Y orthogonal zu jedem L7 fiir f € J.
Wir wollen zeigen: Y - P ist Null-MaB auf (Q, F,) (<= Y =0in L?).
Dazu geniigt es zu zeigen:
Y - P ist Null-Ma$ auf (2, 0(By,, ..., By, )) fir jede endliche Folge (t1,...,t,).
Fixiere eine solche Folge mit g = 0.
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6.3 Darstellung als stochastische Integrale

(ii) Die Funktion ¢ : C" — C
o(z1y...,2n) =E (exp (i zj(By, — Btj_1)> -Y> ist holomorph.
Denn: -
o(z1,...,2n) = E (exp(z 2j(By, — By,_,)) - E(Y|By,, .. .,Btn)>

= /exp sz(xj—xj_l) cg(zy, .. ) p(day, ..., doy)
Rn Jj=1

mit g = (B, ..., By, )P = P, ,..B,) gemeinsame Verteilung von (Btyy ..., Bt,)

,Push-Forward“

und geeignetem ¢ (faktorisierter bedingter Erwartung) mit E(Y|By,,...,By,) =
g(Bt17 ey Btn)

(iii) Nach Voraussetzung ist Y orthogonal zu jedem ELP fir f € J, d.h. insbesondere
WA, 5 An) =0 YA, ER
= ¢ =0 auf C"
=E (exp [i > zj(By, — Bi,_,)] - Y) =0 (V2= (z1,...,20) €C")
Dieses entspricht der Fourier-Transformation der Verteilung von

(Bt = Bty ..., B, — By, ;)

unter dem Maf3 Y - P.
= das Mafl Y - P ist Null auf

o (By, — Biy,...,Bt, — By, _,) =0(By,,...,By,)

(denn By, = By = 0).

]
Proposition 6.3.3. VF € L?(Q, Fu, P) : 3'H € L*(Ry x Q, Pred, A ® P) mit
F =E(F)+ /H dB, (6.3)
0

Hier Pred =P = vorhersagbare o-Algebra.

Beweis. (i) Sei™ = {F € L*(Q, Fuo, P) mit der Darstellung (6.3) fiir ein H € L?(R x
Q,Pred, \@ P)}.
Fir F € 'H gilt:

E(F?) =E(F)’+E /H2 dB, (6.4)
0
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6 Brownsche Martingale

Folglich: Ist (F(™),, Cauchy-Folge in H C L?(Q, Fuo, P), so ist die zugehdrige Folge
(H™),, Cauchy-Folge in L*(Ry x Q,Pred, A @ P).
Also H® — H € L*(R; x Q,Pred, A ® P).
Ferner gilt
E(F™) - E(F)

und damit F = E(F) + [ Hy; dBs, d.h. F € H und damit:
0
H ist abgeschlossen (in L?(Ry x Q,Pred, A ® P)).

(ii) Andererseits gilt: H D {Ec]:(;B : f € J}, denn mit der It6-Formel folgt:

ELB = 1+/5§'Bf(s) dB,
0
EELD) + / H, dB,
0

(iii) Ferner: H = linH und E{S&B : f € J} = L? (nach Lemma)
= H = L*(Q, Fo, P), d.h. H in (6.3) existiert stets.

(iv) Eindeutigkeit: folgt aus (6.4).
O

Satz 6.3.4 (It6). Jedes lokale (Fi)-Martingal M besitzt eine stetige Version mit der
Darstellung

t
Mt:Mo—i—/HS dB, (VteR,)
0

mit eindeutig bestimmtem, vorhersagbarem H = L%OC(R+ x §, Pred, \ ® P) und konstan-
tem M.
Fiir stetiges M gilt:

d
H, = E(M, B): (Radon-Nikodym-Ableitung),

wobei (M, B); = f(f Hy ds ist.

Beweis. O.E. sei M stets rechtsstetig und My = 0.

(i) Sei zuniichst M ein L2-beschriinktes Martingal
Dann gibt es - nach dem Martingalkonvergenzsatz 2.4 - ein My, € L? und - nach
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6.3 Darstellung als stochastische Integrale

Proposition 6.3.3 - ein H € L*(R; x Q, Pred, A ® P) mit:

M, = B(Mo|F) = E(Ma)+E /H dB,| 7
0

t [ee)
= E(Mx) +/Hs dB, + E /H dB,| F;
0 t
—_—

| =0, da ftoo Hs dBs unabh. von F |

t
= E(Ms) +/Hs dB,
0
Damit folgt die Behauptung (insbesondere M stetig).

(ii) Sei nun M ein gleichgradig integrierbares Martingal. Es gibt also ein M, € L!.
Da L? dicht in L', gilt:
3 Folge (M™),, von L2-beschriinkten Martingalen mit E HMOO - M(”)H — 0 (bzw.
3 Folge (M™) in L% E HMOO M| = o).
Aufgrund der Doobschen Maximal-Ungleichung

1
P <sup|Mt—Mtn| > )\n> < " E(|Mo—MZL]),\p — 0
t n

und wegen Borel-Cantelli () P(A,) < oo = P(limsup 4,,) = 0), gibt es eine Teil-
folge (M™*), die f.s. gleichmiflig gegen M konvergiert
Daraus folgt M ist f.s. stetig!

(iii) Sei nun M ein beliebiges rechtsstetiges lokales Martingal bzgl. (F%).
= 3 Stoppzeiten T}, mit M rechtsstetiges Martingal
= M7 " gleichgradig integrierbares, rechtsstetiges Martingal = f.s. stetig
= M f.s. stetig.

Wihle nun T, = inf{t > 0 : |M;| > n}, dann ist M beschrinkt und nach
nach Teil (i) folgt: Vn : 3! H" € L*(R; x Q,Pred, A ® P):
M™ = H"eB
Ym>n: (MTNT = (H™eB)T = (H™y,)) e B
= Hn - ]1[07T7L]Hm

=3 H e Ll (RyxQPred, \®@P) mit H" = Loz, H (Vn)
und M = H e B.

81



6 Brownsche Martingale

O]

Korollar 6.3.5. Sei B eine d-dimensionale stand. BB und (F;); die davon erzeugte
minimale Filtration, die den tblichen Bedingungen geniigt. Dann gilt:

V lokale Martingale M bzgl. (F;): 3 stetige Version und IH]} € L2 (Ry x Q, Pred, \' ®
P),i=1,...,d, und eine Konstante C, so daf§

d
My=C+) HjeB=C+(HeB),
=1

Beweis-Idee: O.B.d.A. My = 0.
Sei F* die von (B{) erzeugte Filtration mit den {iblichen Bedingungen, dann

M} = E(M;|F}) = M} Martingal bzgl. (F})
= 3H;: M} =H} e B}
Ferner

(B') unabhingig = (F') unabhingig
d d
= M, =E(M|F)=> EM|F)=>Y M
=1 =1

Bemerkung 6.3.6. Offensichtlich

t

(M, BY), = <ZHJ‘.BJ‘,BZ’> :Z(H1.<Bi,3i>)t:/ﬂi(s) ds

J J 0

und damit H'(t) = CKM#F% (Radon-Nikodym).

6.4 Der Satz von Girsanov

Im folgenden sei (2, F,P) ein (F;)-filtrierter W-Raum mit den {iblichen Bedingungen
und (Wy)i>0 = (Wi, ..., W}¥) sei eine N-dimensionale Standard-Brown’sche Bewegung.
Ferner sei Z € M und Z > 0, d.h. wirklich ein Martingal (s. Abschnitt 6.5) mit

E(Zr)=1, Y0<T < .

Definition 6.4.1. Vt € [0, o[ definiere W-Mafi Q = Z;P auf (2, F), d.h.

Qi(A) = /Zt dP (VA € 7).
A

Wegen Z € M gilt fir alle 0 < S < T < c0: Qg = Qr auf Fs ("Konsistenz”).
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6.4 Der Satz von Girsanov

Achtung: i.A. existiert kein Mafl Q auf Fo, mit Qg = Q auf Fg (V.9).

Lemma 6.4.2. Fiir alle Z > 0,Z € M¢ gibt es ein eindeutig bestimmtes L € M!c
mit

Z =EF = exp <L — ;<L>>

Ndamlich:

und somit

t
1 1 1
].Oth = IOgZ()—F/ZS dZs—2/52 d<Z>S
0 0

Beobachtungen Sei Z > 0 und Q = ZP

(i) Ist S eine Semimartingal bzgl. (Q, F;, P) so auch bzgl. (Q, F;, Q) mit derselben
quadratischen Variation (S).

(ii) Allerdings #ndern sich die Doob-Meyer-Zerlegungen:
S = M+4+A in (Q,ft,P)
= N+B in(QF,Q)

Ziel: Berechnung von N (aus M und 7).
Annahme: Z € M, T € [0, 00[ fix und Qr = ZPr.

Lemma 6.4.3. Sei 0 < s <t <T,Y Fi-messbar und Eq,(|Y]) < co. Dann gilt mit
dem Satz von Bayes:

1
Eq,(Y|F) = 7EP(YZt|}'s) f.s. bzgl. P und Qr
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6 Brownsche Martingale

Beweis. VA € Fs:

Ep (Y Z|Fs) dP

1
[ JEevziz) dQr —
A

YZ, dP

Y dQr

Il
B B

Bezeichnungen: M5, = {stetige lokale MartingaleM = (M;)o<i<T
. bzgl. (Q, Fr, P, (ft>0§t<T) mit My = 0}
und M%)OCT = {stetige lokale Martingale M = (M;)o<i<T
bzgl. (Q, Fr, Qr, (Fi)o<t<r) mit My = 0}

Proposition 6.4.4. Sei M € Mé‘f‘fp, dann ist My == M, — (M, L), € Méo% und (M) =
(M) auf [0,T] x Q f.s. bzgl. P und Qr.

Beweis. O.B.d.A. M, (M) und (L) beschrénkt (in ¢,w). Dann ist auch M beschréinkt.
Mit partieller stochastischer Integration folgt:

t t
th\Z:/Zu d]\7u+/]\7u dz,
0 0

also ist (Zt]\Z)ogth Martingal unter P.
Mit dem Lemma 6.4.3 folgt: Fiir alle 0 < s <t < T gilt:

— 1 — —
EQT(Mt‘]:s) = 7EP(ZtMt‘f5) = M, fs.
S
Somit ist M € M5 O

Korollar 6.4.5. Fiir M, N € ./\/léOCT gilt (M, ]v> = (M, N).

Bewess.
(OLN) = (0T +8) - (07 - )
_ i((l\?fm—(z\?i?\w)
= TUM 4Ny~ (M~ N))
= (M,N)
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6.4 Der Satz von Girsanov

Satz 6.4.6 (Girsanov, Cameron&Martin, Maruyama). Sei (W;)i>0 eine d-dimensionale
BB und (Ft)i>0 die von (W) erzeugte Filtration mit den dblichen Bedingungen. Sei
(Xi)is0 = (X}, ... ,XtN)t>0 € L2 (Ry x Q, Pred, \' @ P)N und
t
Zy =&V = exp <Z [XEawi =5 []1X]2 ds>.
i=10 0

_ . . t .
Definiere ferner W = W} — [ Xt ds, i=1,...,N,0<t< .
0

Falls Z ein Martingal ist, dann ist fir alle T < oo der Prozefs W = (Wt)QStST eine
N-dimensionale BB auf (0, Fr, Qr, (Ft)o<t<T)-

Beweis. Fir allei =1,..., N gilt:
Wi —(WiL)yy = Wi— (WY X7 W),
J

= W= (X7 (W W),

J
= W;—/X;ds:Wti

also Wi = W — (Wi L) € MIOC nach Proposition 6.4.4 und ferner (Wi,WN/j)t =
(WE WYy =65+t
Also ist W eine N-dimensionale BB (Satz von Lévy). O

Bemerkung 6.4.7. Sei Q = C(Ry, E), E ein polnischer Raum und V' = (V});>0 mit
V; : Q — E Projektion. Sei F? = o(V; : s < t) die von V erzeugte Filtration enthalten
in -7:t-

Dann gibt es ein W-MaB Q auf (2, F)) mit VI’ < oo : Q = Qr auf F2  (C Fr).
Denn: Fiir I = {t1,...,t,} definiere ein W-Maf} Q; auf (B!, B(E!)) durch

Qr(A) = Qr(w € Q: (Vi (w),., Vi, (w)) € A)

fiir beliebige 7' > ¢, und alle A € B(E™).
Dann ist {Q 1,1 end. C Ry} eine projektive Familie
Es gibt demnach ein W-Maf Q QR . auf (E®+, B(E)R+), den projektive Limes.

Also gilt fiir T < oo : Q = Qr auf (C(Ry, E), F2) und Q := Q]C (Ry,E) leistet das

Gewlinschte.

Bemerkungen 6.4.8. (i) Das kanonische Modell ist der Wiener-Raum, dort gibt es
ein Q auf (2, F2).

In dieser Situation gilt:

Wy =W, — /XS ds ist N-dimensionale BB auf (2, F2., Q, (F2)o<t<oo)
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6 Brownsche Martingale

(ii) Warum haben wir in der allgemeinen Situation nur W-Mafie Q, P mit Q = ZrP
auf (Q, Fr) fiir alle T betrachtet, wobei Z € M und E(Zy) = 17
Antwort: Da Q < P auf (2, Fr) gibt es ein (F;)-messbares Zp, Zr : Q = Z7P
auf (Q, FT).
Wegen der Konsistenz gilt, dass Z = (Z7)r>0 ein Martingal ist mit E(Zp) = 1.

(iii) Im Allgemeinen folgt aus Obigem nicht Q < P auf (Q,F2) (und natiirlich nicht
auf (Q, Feo)).
Bsp: Sei W eine 1-dimensionale BB, Y = 7}V, X; = a # 0 und Z; = eO‘Wt_%t
(also Zy Martingal!)
Dann ist Wt = W; — at eine 1-dimensionale BB bzgl. Q mit Q = Z;P auf F?.
Sei A = {%1_1()1(1) %Wt = a}

Dann ist Q(A) = Q ({%m(l) %Wt = 0}) =1 (<« iterierter Logarithmus fiir W;)
aber P(A) =0 (<« iterierter Logarithmus fiir ;)
= Q ist nicht absolut stetig bzgl. P.

(iv) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Q < P auf F2.
(2) Z ist gleichgradig integrierbar.

(v) Warum 148 t sich in (i) Q nicht zu einem W-Maf} auf (Q, ) fortsetzen?
—FP
Hier (typischerweise): F; = F2,.  und Foo = NF;.
Antwort: Gegegeben sei A € F mit P(A) = 0 und Q(A) > 0.
Dann sind alle A’ C A in Foo
= man setzt P(A4") = 0 aber Q(A4’) # 0.

Dieses Problem tritt nicht auf, wenn man f:(po) statt fé‘.?) und Q7 statt Q betrach-
tet. Denn es gilt stets Qr < P auf Fr.

6.5 Die Novikov-Bedingung

Wir betrachten nun wieder allgemein (€2, F,P) mit einer Filtration (F;)i>0, die den
iiblichen Bedingungen geniigt. Sei L € Mg und Z = £F = exp (L — %(L))
Wir wissen bereits:

e 7 c M Z >0, Z Supermatingal, E(Zy) = 1
e (ZeMeEZ)=1 Vi)

Satz 6.5.1 (Novikov '72). Z = £ ist ein Martingal, falls

E (exp <;<L>t>> <o (V1)
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Beweis.

(iii)

(iv)

6.5 Die Novikov-Bedingung

B = (Bt)tzo auf (Q, g, P, gt) mit
Ly = B

T

Fiir n € N definieren wir folgende Stoppzeiten bzgl. (G;)

Sp=inf{s >0: By —t < —n}

Nach der Wald-Identitéit gilt E [exp (Bsn — %Sn)] =1. Also E [exp (%Sn)]

Betrachte nun die lokalen Martingale bzgl. (G;)

Y; = exp (Bt—;t> = (EB)t

und Y;" = Yipg,, .

Es gilt
Bl = Blexp(B, — 1)
22

= /exp(m - 1t) - (2mt) /2 exp(—ﬂ) dz

R

o — )2

= (27rt)_1/2/exp( ( 2tt) ) dz
= 1

Dann ist (Y;)i>0 ein Martingal und folglich auch Y = (Y")¢>o.

Ferner ist S, < oo f.s., also

Y2 = lim Y/

t—o0

n

1
= exp(BSn - isn)

und E(Y2) = Blexp(Bs, — 182)] = 1 = B(YJ)
Somit ist (Y;")o<t<oo €in Martingal.

Optional Sampling: V Stoppzeiten R bzgl (G;):

E [exp <BSMR - %(sn A R))] — 1

(i) Nach einer eventuellen Erweiterung von (Q,F,P,F;) existiert eine BB

n
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6 Brownsche Martingale

Fiir fixes t € [0, 00[ wéhle R = (L); (= (Gs)s>0-Stoppzeit), dann

1
L = Elexp(Bs,nwy, — 550 AL)))]
1 1
= E[lys, <)} eXP(isn —n)] + E[ls,>r),) exp(Lt — §<L>t)]
"= 0+E[Z]

denn E[l{sn><L>t} exp(Lt — %<L>t>] < e_NE[eXP(%U/)t)] -0
[

Beispiel 6.5.2. Ist speziell L = X - W mit einer d-dimensionalen BB W, so lautet die
Novikov-Bedingung

¢
1
E epr/des <oo (Vt>0)
0

N t
Dann ist Z = £EX'W ein Martingal und W; = W, — f X, ds eine d-dimensionale BB bzgl.
0

Q=2P. N
(Hierbei ist X progressiv messbar bzgl. (F}V) und damit W eine BB bzgl. (2, 7V, Q)).

6.6 Wiener-Raum und Cameron-Martin-Raum

Zur Vereinfachung betrachten wir nur Prozesse mit ¢ € [0, 1].
Wiener-Raum: Q2 = Co = {u € C([0,1],RY) : u(0) = 0} versehen mit:

(i) der Norm ||.]|eo der gleichméBigen Konvergenz ~— Banach-Raum

(ii) dem Wiener-Mafl P — W-Raum.
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Cameron-Martin-Raum: H = {u € Co : u¥) absolut stetig ,||ul|g < oo} Hilbert-
1 1N

Raum mit Norm [[ul|Z, = [|u/(s)|? ds = [ 3 |[u (s)|? ds, H liegt dicht in Co.
0

0 =1
Der Projektionsproze W = (W;)o<t<1 auf dem Wiener-Raum (9, A, P) ist eine

stand. BB.
Fiir h € Q kann man eine Translationsabbildung 7, in €2 definieren:

Th - Q — QO
u — u+h
Sei PP =Po T, ! das Bildma8 von P unter 7, und W" der ProzeB definiert durch

Wi (u) = Wi(u) — h(t).
Wh:WOTgl =WorT_p.



6.7 Grofle Abweichungen

Dann gilt also, daB die Verteilung von W" unter P* gleich der Verteilung von W
unter P ist. Somit ist W" unter P” eine BB.
Sei nun h € H, dann ist ' € L2([0, 1], RY).

N ot ;
Wie definieren das Martingal L} = (B'-W), = 3. [ h®'(s) dw? und Zh = (&1,
=10

1=
Nach Novikov ist Z" ein Martingal mit E(Z]') = 1. Also folgt mit Grisanov, daf
W eine BB unter Z"P ist.

Satz 6.6.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) P> P" und P < P"
(i) he H

In diesem Fall: P = Z"P.

6.7 GroBe Abweichungen

Seien (2, A,P), (Wi)o<t<1 und H wie zuvor.

Definition 6.7.1. Das Wirkungsfunktional I auf 2 ist definiert durch

1,112
_J sl sucH
I(“)_{o ue O\H
und fir AC Q:1(A) = ingf(u).
ue

Bemerkung 6.7.2. (i) u+ I(u) ist nach unten halbstetig auf {2

(ii) VA>0:
VA {u: I(u) < A} kompakt C Q

Satz 6.7.3 (Schilder '66). Fir alle Borel-Mengen A C Q gilt:

—1(A)

IN

lim iélf e2logP(eW € A)

IN

limsupe?log P(eW € A)
e—0

—I(A)

IN

Anschaulich:
1 —
PeWeA)~ e~ 21 also P(eW € A) = exponentiell schnell, falls I(A) > 0.
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Ziel: Existenz und Eindeutigkeit fiir Losungen X der SDG
dX; = b(t, Xt) dt + O'(t,Xt> dWw,, Xg==¢. (71)

Hier und im Folgenden seien:
b(t,z) = (bi(t,z));—y 4 Drift-Vektor,
o(t,x) = (0ij(t, )=y gj=1.. ., Dispersionsmatrix,

a(t,z) = o(t,z)ol (t,z) = (ai(t,z)),_, k=1, q Diffusionsmatrix,

(W;) Brown’sche Bewegung in R",n € N,¢ zufilliger Vektor in R? und (X;) ein R9-
dimensionales Semimartingal;
T

das heifit: a;,(t, ) = > 04;(t, x)ow;(t, ).

j=1
Stets gelte fiir alle i, j, k:
b; : Ry x R — R? Borel-messbar,
o Ry X R? — R Borel-messbar,
a;r : Ry X R? — R Borel-messbar.

Definition 7.0.4. Man definiere fir alle (t,x) € Ry x R%:
1

ol = (£ 0.0))

D=

lo(t,2)] = (é 5 3 x>>

7.1 Starke Lésungen

Vorgegeben:
e W-Raum (Q, F, P),
e n-dim stand. BB W = (W;);>0 und die davon erzeugte Filtration (7} );>0,
e von W unabhingig, R%wertige ZV &.

Bezeichne dann mit (F3):>¢ die folgende den iiblichen Bedingungen geniigende Filtration:
Firt > 0:
F; '= Augmentierung von o (£, Wy : s < t) := o (&) V 7.
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Definition 7.1.1. Fine starke Losung der SDG (7.1) ist ein auf (2, F, P) definierter
Re-wertiger Prozess X = (Xt)e>0 mat

(i) X ist an (Ft)e>0 adaptiert.
(i) Xo=¢ P-fs.

(iii) X st stetiges Semimartingal mit Vt < oo:
t
[ 106Xl + s, X ds < o0 Pofs
0
(iv) X lost die stoch. Integralgleichung

t t
X, = X, +/b(s,Xs) ds—{—/o(s,XS) awv,, (7.2)
0 0

0<t<+o0, P-fs., d.h. koordinatenweise Vi = 1,...,d:

r t

Z/Uij(SaXs) dawy),

t
x=x 4 / bi(s, Xs) ds +
0 =17

0<t< 40, P-fs.

Bemerkung 7.1.2. (iv) entspricht der SDG, (ii) ist die Anfangsbedingung, (iii) ist
technische Vorraussetzung damit (iv) formuliert werden kann, (i) bedeutet: X; ist (im
Wesentlichen) Funktion von £ und {Wy : 0 < s < t}. Dies bezeichnet man als ,,Kausa-
litdtsprinzip“: Output zur Zeit ¢ hangt nur ab vom Input bis zur Zeit t.

Definition 7.1.3. Fiir SDGen zum Paar (b, o) gilt starke Eindeutigkeit, falls Folgendes
qilt: N

Sind X und X zwei starke Losungen von (7.1) auf einem W-Raum (Q, A, P), zu einer
BB W und einer Startvariable §, so sind X und X wununterscheidbar, d.h. P(X; =
X, vt>0)=1.

Beispiel 7.1.4. 0 =0, b(t,z) = |z|*: Damit ist (7.1) eine gewthnliche DGL 1. Ordnung.
Anfangsbedingung: Xy = 0.

Falls o > 1 : Eindeutigkeit gilt: X; = 0.

Falls 0 < a < 1 : keine Eindeutigkeit: VT € [0,00] 3 Lsg. X := X7 mit

o fir 0 <t<T
Xp = /l-a g ‘
[(1—a)(t—T) fir T <t<oo

Satz 7.1.5 (Eindeutigkeit). Sind b und o lokal Lipschitz-stetig in z, so gilt starke Ein-
deutigkeit fiir SDGI zum Paar (b, o).
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7.1 Starke Loésungen

Bemerkung 7.1.6. Die Voraussetzung lautet explizit:
Vn € N 3K, < oo sodass Vt > 0 und Vz,y € R? mit ||z|| < n,||y| < n gilt:

16, ) = b(t, y)l| + llo(t, 2) = o(t,y)|| < Kn - |lz = yl|

Lemma 7.1.7 (Gronwall). Seien g : [0,7] — R stetig und h : [0,T] — R integrierbar,

6 >0.
Aus .
0< g(t) < h(t) + / g(s) ds (vt € [0,7))
0
folgt

t
g(t) < h(t)+ 8 / h(s)e® =) ds (vt € [0,T])
0
und falls h isoton ist, folgt
g(t) < h(t)eP.

Beweis. Aus Voraussetzung folgt:

Bemerkung 7.1.8. Falls g(¢t) < 3 [ g(s) ds, so ist bereits g = 0.

Beweis von Satz (7.1.5). Gegeben seien (Q,F,P), W = (Wi)i>0, & (Fi)i>0 und zwei
starke Lisg. X, X von (7.1).

~

Definiere Stoppzeiten 7y, 7, S durch (7'Nk) := inf {t >0: || Xy

> k‘} und Si == 7. A .
Dann gilt: S /' oo P-f.s. und

Xt/\Sk - Xt/\Sk

tAS), tAS),
= / [b(u,Xu) — b(u,)?u)] du + / [U(U,Xu) — J(u,)?u)] dW,.
0 0
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Dies impliziert fiir ¢ € [0, T:

~ 2
g(t) = E [mesk — Xins, ] - [bi(u, X.) — by, K,)]
n tASk 2
+ / [am u, X,) = o3y (u, X,)| aw )
J=1 9
tASk 9
Cauchy-Schwarz-Ung]l. ~
< 2% . E /Hb(u,Xu)—b(u,Xu)H du
Ito-Isometrie
0 <Ko || X=X
tASk 9
+ oOF /||a(u,Xu)—a(u,)~(u)|| du
0 <Ko || XK
t
< AT +1)- K2+ | B (| Xuns, — Xuns, |12) du
—_———
=f 0 Zg(w)

Aus dem Gronwall-Lemma folgt nun die Gleichheit:
E (HXt/\Sk - )N(mskHQ) =0 (Yt<T,Vk)
=X S’:, XSt sind ununterscheidbar (V)
= X, X sind ununterscheidbar. O
Bemerkung 7.1.9. Aus lokaler Lipschitz-Stetigkeit folgt nicht globale Existenz.
Beispiel 7.1.10. 0 =0, b(t,x) =| z ||?, Xo =1
= X; = %_t fiir ¢ € [0, 1] ist Lsg. der zugehérigen DGL, Explosion fiir t — 1.
Im Folgenden seien (Q, F,P), W = (W), &, (F:) gegeben.

Satz 7.1.11 (Existenz). Sei E(||¢||?) < co. Es existiere eine Konstante K > 0, so dass
fir alle t,x,y gelte:

[o(t, z) = b(t, y)|| + llo(t,z) —o(t,y)| < K - [lz —y]
(“globale Lipschitz-Bedingung”) und

16, 2)[| + [lo(t, 2) || < K (L + []])
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7.1 Starke Loésungen

( “lineare Wachstumsbedingung”).
Dann existiert eine starke Lsg. X der SDG (7.1).
Ferner gilt: VT AC Y0 <t < T':

E(|X[*) < C- (1 +E(l]*)).

Beweis. (i) Idee: Picard-Lindelof-Iteration, d.h. def. X% = ¢,

(i)

t t
X = ¢4 [o(s, Xy ds + [ o(s, x) aw,
0 0

X = ¢ P-ts.

Durch Induktion beweisen wir nun, dass X*) wohldefiniert, stetig und an (F;)
adaptiert ist:

Induktionsanfang: Fiir £ = 0 stimmt diese Aussage.

Induktionsschritt: Aus der Induktionsannahme und der linearen Wachstumsbedin-
gung folgt:

(Ib(s, XEN + llo(s, X&) |*)ds

S L O~

¢
K(1+[IXP]) d8+/K2(1 + | x k)
0
t
= 2K} (T +1) /1+||X(k 1)2ds
0
Aus der Stetigkeit von X(®) (Induktionsannahme) folgt nun:
t
/ 16(s, XN || + [Jo(s, X3 |[?)ds < 0o P-fs.
0
= X *+1) wohldefiniert, stetig, adaptiert

VT 3C = Cgr Vt < T,Vk:

E(|1xV|1?) < C(1+ E(¢]?). (7.3)

Denn: Fiir £ = 0 und alle ¢ gilt:

E(1x7 %) = B(lg]?) < 1+ E(¢]?).
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Fir £ > 1 und alle t < T gilt:

t t
B OR) < 3B + 3t [ B (I XO)7) dutse [ B (ol XO)) du
0 0

t
< BE(|¢)?) + 3(T + 1)K2/E (y\ng)H?) du + 3(T + 1)K°T.
0

Es existiert also eine Konstante Cy = Cy(K,T) > 1, so dass fiir alle ¢ < T und alle
k > 1 die folgende Iterationsformel gilt:

t
E(| X)) < Co(1 + E(|€]?) + Co / E(|XP)?) du.
0

2 k+1
= E(IX1) < Go(1+E(€)?) (1+Cot+(c§f) %)

< Co- T+ E(IE)?)
C-(1+E(g]*)

mit C' := CKT = CoecoT.

(iii) Nach Konstruktion gilt (fiir fixes & € N): X*+1) — x (k) — B 1 M mit
t
B - / bs, XH)) — (s, XE-DY] ds
0

t
M, = / lo(s, X®) — (s, XE)] dW,
0

Aufgrund der linearen Wachstumsbedingung und der Abschétzung aus dem Ab-
schnitt (i) ist M = (MM, ... M) e (Mg)? mit

t
Maximal-Ungl.
B sw 0| S 0B [oex0) ot XED)R
0<s<t Ito-Isometrie 5

t
< C1-K?-E /\|X§’“) — X112 gs
0

wegen Lipschitz-Stetigkeit (mit einer geeigneten Konstanten C; > 0).
t

Ferner gilt: || B:||> < KT [ HXS(k) - Xék_l)]]2 ds.
0
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7.1 Starke Loésungen

=E [ sup || B, HQ] <K?.T.E [fHX — x D)2 ds].
0<s<t
Dies impliziert:

0<s<t

t
E [ sup || X+ gwﬂ < 02/E 1X® - xED2] as (1.4)
0

Iteration ergibt: Vk € N,Vt € [0,7T] :

t
Cot)*
B s X040 - x| < G m ] [ -epas
EILX,I) + 2EJ¢)
<oo
k
< @ 6 <n (75)

mit C3 = sup E [\Xs(l) - §|2} <oound Cy = 4(Cy +T)K?2.
0<s<T

Aus (7.5) und der Chebyshev-Ungleichung folgt fiir alle £ € N:

(4CyT)*

P k!

sup || X
0<s<T

> oo (7.6)

Dabei gilt: Die Summe iiber die rechte Seite von (7.6) ist konvergent in k. Also
folgt mit dem Lemma von Borel-Cantelli:

1
P | sup HXS(kH) X(k | > —— fiir unendlich viele k € N

0<s<T 2k+1

Es existiert also ein stetiger Prozess X = (X;)o<s<7, so dass P-f.s. gilt:
X®) — X in Sup-Norm auf [0, 7]

Damit existiert ein stetiger Prozess X = (X;)o<s<7 mit der Eigenschaft:
X®) — X glm. auf [0,T] P-fs.

Aus dem Lemma von Fatou folgt: V¢ € [0, T:

E(|X[I*) < C(1 + E[l¢]?])  mit C = C(T, K) (7.7)
Behauptung: X 16st SDG (7.1).
Denn: Nach Konstruktion gilt: X; = klim Xt(k) mit

t t
Xt(k;+1) —cq /b(s,Xs(k)) ds + /a(s,Xs(k)) dWs (%)
s 0
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Fiir fixiertes T gilt: Fiir P-fast alle w € Q existiert ein NV := N(w) € N, so dass fiir

alle Yk > N(w) gilt: sup || Xs(w) — X (w)|| < 27*.
0<s<T
Die globale Lipschitz-Bedingung impliziert:

¢ ¢ 2 T
/b(s,Xs)ds - /b(s,Xs(k)) ds|| < K2T/ X5 — XF2 ds — 0
0 0 0

fiir £k — oo P-fs..
Nun zum stoch. Integral: Aus (7.5) folgt V¢ € [0, T]:

(XM)gen ist Cauchy-Folge in L(2, F, P).

Aus der P-fast sicheren Konvergenz Xt(k) — X, folgt Xt(k) — X¢ in L2

Ferner: sup E [||Xt(k)]|2} < 0.
0<t<T,keN

Mit dem Lemma von Fatou folgt daraus: sup E [||X;|?] < o0
0<t<T
Damit gilt schlieflich:

¢ 2

t
E /J(S,XS) dWS/a(s,Xg’f)) dwy|| | =
0 0
t

- E /Ha(s,xs)—a(s,x<k>)H2 ds

s

0
t
< K?’.E /|]XS—X§k)||2ds —0 (k— o0)
0

wegen L2?-Beschriinktheit (auf [0, 7] x ©) und punktweiser Konvergenz.
Zusammen erhélt man mit (x):

t t
X§’“+1):5+/0 b(s, X{F) ds+/0 o(s, X*)) A,

t t
e [ b X)) ds+ [ ol X0) AW, = Xe
0 0
O

Korollar 7.1.12 (Verallgemeinerung). Voraussetzungen an b,o wie zuvor (global Lip-
schitz, lin. Wachstum), keine Einschrdinkung an §. Dann existiert eine eindeutig be-
stimmte starke Losung.
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Beweis. Idee: Vk € N sei § = Elfj¢<x) und X&) die eindeutige starke Lisung zur

Anfangsbedingung &.
Dann folgt fiir alle T und alle | > k:

sup | XV —XPF| =0 P-fsauf {w:|¢(w)] <k}

Also existiert ein Prozess X mit X = lim X&), O

k—o0

7.2 Beispiele

(i) BB mit Drift: d =7,v € R, 6 > 0
dXt =vdt+o th,
Losung: Xy = Xo + vt + oW, = E(X;) = E(Xy) + vt
Allgemein: d,r bel., v € R% o0 € R¥" W, = r-dim BB
dXt =vdt+o th,
X =Xo+vt+ oW,
E(X;) = E(Xp) + vt
Falls X konstant ist, gilt:

Cov(X!,X]) = Cov (ZUikWtk’ZUjthl>
k l

.
= Y oot (L,j=1,...,d)
k=1

= a;-t mit a = oo’

(ii) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess: d = r,a > 0
dXt = —O[Xt dt + th

Langevin 1908: X, ist Geschwindigkeit(!) eines Molekiils unter Beriicksichtigung
von Reibung

t
Losung: X; = Xoge *t 4 fe*a(tfs) dW;
0

Falls Xy GauB-verteilt, E(X() = 0, Var(Xy) = i, so ist auch X; GauB-verteilt,

E(X;) =0, Var(X;) = 5 und Cov(X,, X;) = 5=eolt=sl,
Interpretation: Die Drift b(t, 2) = —ax in Richtung des Ursprungs 0 € R? bewirkt,
dass X stationdr ist (d.h. Vert. ist unabh. von ¢), in dem Sinne:

E(X;) — 0,

t—o00

1
E(X?) — — = const.

t—oo 2
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Im Gegensatz hierzu gilt fiir freie BB (o = 0):

d.h. X breitet sich im Laufe der Zeit immer mehr im Raum aus.

(iii) Brownsche Briicke: a,b € R4, d=7,0<t < T

b— X
dXt:T_ttdt—i— dW,, Xo=a
Losung:
t
t dWs
X, =a+ —(b— _ < :
¢ a+T(b a)+ (T t)/T—s’ 0<t<T
0
Setze X7 = b.

X = (Xt)o<t<r ist GauB-Prozess mit f.s. stetigen Pfaden und

E(X;) = a+ 4(b—a) sowie Cov(X,, X;) =s At — .

Interpretation: Die Drift b(t,z) = bT;_ﬁ in Richtung b (mit Stidrke — oo fiir t — 7))
treibt den Prozess nach b.

(iv) Bessel-Prozess: d=r=1,a€R;, N e N:

1
dt + dW,, Xp=
Xt + ts 0 a

dX; =

Die Drift b(t, x) = % dréngt den Prozess X vom Ursprung 0 € R weg. Fiir N > 2
ist die Drift stark genug, um zu gewéhrleisten, dass X; > 0 P-f.s., falls Xy > 0.

(v) Geometrische BB:
dX; =aX, dW, Xo=¢&¢>0.

Losung: X; = &0V = Eexp(alV; — 3|al?t).
Dispersion proportional zur Auslenkung. Fiir X — 0 ist Dispersion — 0, keine
Bewegung, Null wird nie erreicht.

(vi) Lineare Gleichungen: b(t,x) = A(t)x + a(t), o(t,z) = S(t)x + o(t)
dX; = [A)X¢+a(t)] dt+ [S(H) X +o(t)] dW; (7.8)
= Xt d}/t + dZt7 XO = 5)

t t t t
mit V; = [A(s) ds+ [ S(s) dWs und Z; = [a(s) ds+ [ o(s) dWs.
0 0 0 0
Hierbei W = r-dim BB, s, S, messbar, beschriinkt in t, A(t) € R¥4 a(z) € R,
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S(t) c Rdxdxr7 O'(t) c Rdxr7

X = d-dim stet. Semimartingal,
Y = d-dim stet. Semimartingal,
7 = d-dim stet. Semimartingal.

Proposition 7.2.1. (i) (7.8) hat eine eindeutig bestimmte starke Lsg.

(ii) Im Falle d =1 ist die Lsg. durch

X, =& ¢+ /(53)1( dZ, — S(s)ot (s) ds)
0

¢ ¢ ¢
gegeben, wobei &Y = exp (f S(s) AW, — % [ S(s)ST(s) ds + [ A(s) ds> .
0 0 0

Beweis. (i) Vorheriger Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

(ii) Nach der It6-Formel und partieller stochastischer Integration gilt:

0

t t t s
/Xs av, — s/é’! dn+/5§/<5f>—1<dzr— A2, Y)s)
0 0 0
t

T / (€)1 (dZ, — d(Z,Y),)
0

_ /eX(eX)—l(dzr— A(Z,Y),)
0

t

- e / €N dZ — dZ.Y))):
0

t
= —g—Zt+Xt+(Z,Y>t—/5X(5TY)1 d(Z,Y),
0

= -7+ X,

Bemerkung 7.2.2. (i) Seid =1 und S =0, d.h.
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Dann ist
-1

Xe= o0 | Xo+ [ (as) ds -+ as) W)
¢
mit ¢, = exp <f A(s) ds).
0
Fiir die Lsg. z; der gewohnl. (= nicht-stoch.) DGl @, = A(t)xy + a(t) gilt:

¢
Ty = @y - [azo +f o5 ta(s) ds} ,, Variation der Konstanten“.
0

(ii) Dieselbe Formel gilt fiir allgemeines d, falls man

¢ ~ t k
¢ 1= exp /A(s) ds | := i /A(s) ds
/ !

als d x d-Matrix interpretiert (s. Ubung).

7.3 Lokale L6ésungen, Maximallésungen

Wir wollen das Bisherige in zweifacher Hinsicht verallgemeinern:

(i) SDG mit lokal (nicht: global) Lischitz-stetigen Koeff. — Existenz der Lsg. nur fiir
gewisse Zeit

(ii) SDG auf offenem U C R? — Existenz der Lsg. nur fiir gewisse Zeit

Definition 7.3.1. Eine Stoppzeit 7 : Q — R, heifit vorhersagbar, falls eine Folge
(Tn)nen von (,ankindigenden®) Stoppzeiten 1, mit 7, /7 f.s. und 7, < 7 auf {0 < 7 <
oo} f.s. existiert.

Schreibweise: 7, /' T.

Beispiel 7.3.2. X stetiger Prozess, R%-wertig, U C R? offen, # 0.

Dann ist 7y := inf{t > 0: X; € U} (,Austrittszeit aus U*) vorhersagbare Stoppzeit.
Denn: Wihle 7, := inf{t > 0 : d(X;,0U) < 1}. Aus 7y(w) > 0 folgt Xo(w) € U und
damit 7,,(w) > 0 fiir ein hinreichend grofies n. Hieraus folgt wiederum 7, (w) < 7,41 (w) <
.-+ < 7(w). Ferner sup 7, = 7.

Definition 7.3.3. Seien U # 0,U C R? offen, ¢ > 0 wvorhersagbare Stoppzeit. Ein
Prozess Y = (Yy)o<i<¢ heifst stetiges Semimartingal mit Werten in U und Lebenszeit C,
falls

(i) Yi(w) € U fiir alle (t,w) € Ry x Q mit t < ((w).

(ii) Es existiert eine ankindigende Folge ((n)nen von Stoppzeiten ¢, mit ¢, /" (, so
dass der gestoppte Prozess Y = (Yinc,) ein stetiges Semimartingal ist.
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¢ heifit Explosionszeit, falls zusdtzlich gilt: Y, (,)(w) € OU fiir P-f.a w mit ((w) < oo.

Beispiel 7.3.4. Seien (Y;)o<i<oo stetiges Semimartingal mit Werten in R? und U C R?
offen. Definiere ¢ := 7y := Austrittszeit aus U.

Dann ist (Y;)o<t<c stetiges Semimartingal mit Werten in U und Explosionszeit (.
Denn: Wegen Stetigkeit von Y gilt ¥; — Y, € OU fir t — 1y auf {7y < oo} P-fs.

Annahme:
Sei im Folgenden §) # U C R? offen.
Wir betrachten nun die SDG

dX; = b(t, Xt) dt + O'(t, Xt) dW; auf U,

Xo=tel. (7.9)

mit Borel-messbaren, lokal beschrinkten R% bzw. R4*"-wertigen Funktionen b bzw. o
auf Ry x U.

Definition 7.3.5. Eine (starke) Maximallosung der SDG (7.9) auf U ist ein Semimar-
tingal (Xi)i<c mit Werten in U und Ezplosionszeit ¢ > 0 (f.i.), so dass fir eine
ankiindigende Folge ((n)nen von Stoppzeiten C, gilt: X ist Lsg. der gestoppten SDG

dX; = b(t, Xy) d(t A &) + o(t, Xy) AW auf RY,
Xo =¢&.
Bemerkung 7.3.6. o ¢ heiflt auch Lebenszeit der Lsg. X.

e Fiir jede Maximallosung gilt f.s. auf {¢ < co}:

Xy — Xe€eoU firt—(

e Der Begriff Maximallosung ist unabhiingig von der Wahl der Folge ((,).

Satz 7.3.7. Gegeben seien U C R%, offen, U # 0, eine ZV & mit Werten in U, eine
R"-wertige BB sowie stetige Koeffizienten b(t,x),o(t,x), die in x lok. Lipschitz-stetig
seien: VK C U VT 3C

‘b<t7'x) - b<t7y)‘ + ’O’(t,l’) - U(tay)’ <C- ’(L’ - y’ (Vx,y € K,Vt e [O’T])

Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Mazimallosung X = (X;)o<t<¢c von (7.9). (Ins-
besondere ist auch ( eindeutig bestimmit).

Beweis. Wihle Ausschopfung U,, / U mit U,, C U,41, U, offen, U, C U. Fiir n € N
seien (™ und o™ gobal Lipschitz-stetig, global beschrinkt und so, dass b = b, g =
o™ auf U, gelte. Dann existiert eine eindeutig bestimmte starke Losung X (™ zu den
Koeffizienten 5™, (™ und der Anfangsbedingung &. Nun gilt fiir m > n: Bis zum
Austritt aus U, ist x™ = x™ f5 und:

(o =G i=inf{t > 0: X™ ¢ U,
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Denn:

tACn

CaAt
XM= e [ b (@, XM ds + / o™ (2, X{™) AWy
0

— (n)
= Xineo-

= (y ist unabh. von m > n

= X; = Xt(n) ist auf {t < (,} unabh. von n

= X ist auf {¢ < ¢} wohldefiniert mit ( = sup(, = sup7y, und Xy — X € 9U fiir
t — ¢ auf {¢ < oo}.

Es folgt die Eindeutigkeit. O

Korollar 7.3.8. Seien f € C([0,00[xU) NCH2(]0,00[xU) und

t
M = f(t, X)) — £(0, Xo) —/ <g§ ~|—Asf> (5, Xs) ds
0

. 82 B -
mat Atf(x) = %Z’L,k‘ aik(t,x) 8xzfa(ii + Zz bz(t7aj‘) ggf) und Qi = (UUT)ik = Z O'Z'ja'kj.
i=1
Dann ist MT = (Mf)t<< ein stetiges, lokales Martingal mit Lebenszeit C.

Korollar 7.3.9. (Verschirfung/Erginzung) Seien U = R? und b, o wie vorher (Lipschitz-
stetig in x € U), zusdtzlich beschrinkt, zeitunabhingig. (Q, A,P), W = (Wy)i>0 seien
vorgegeben.

Fiir x € U sei X* = (X})t>0 die Lsg. der SDG (7.9) mit Startbed. x, d.h. X§ = x f.s.
Dann ezistieren Modifikationen, so dass die Abbildung (t,x) — X[ (w) stetig in (t,x)
ist fir P-f.a. w. Der Prozess (X{,P,&%) eu >0 ist ein Feller-Prozess (also ein starker
Markov-Prozess).

Problem: Unter welchen Vor. gibt es zu geg. a = (a;) ein lok. Lipschitz-stetiges o = (0y;)
mit a = oo’

Eine Antwort: Sei a symmetrisch (das ist keine Einschrénkung, a;; =
semidefinit

= 3 symm. d x d-Matrix o := a'/? mit 02 = a. Ist a € C2, so ist o lok. Lipschitz.

aij+aj;
=5=%) und pos.

7.4 Schwache Losungen

Sei zur Vereinfachung nun wieder U = RY und b(t, z) = b(x), o(t,x) = o(x) unabhingig
von t, Borel-messbar, lokal beschriinkt in = € R?. Betrachte die SDG

dX; = b(Xy) dt +o(Xy) AWy, Po X' = p. (7.10)
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7.4 Schwache Losungen

Definition 7.4.1. Gegeben b, o, u. Eine schwache Losung der SDG (7.10) ist ein Paar
(X, W) auf einem filtr. W-Raum (2, A,P,F;), so dass gilt:
o W ist r-dim. (F;)-BB

e PoXy'=y
¢ ¢

o X ist stetiges (F)-Semimartingal mit X, = Xo + [ b(Xs)ds + [ o(Xs)dWs.
0 0

Definition 7.4.2. (i) Fir Lisungen von (7.10) gilt Verteilungseindeutigkeit, wenn
fiir je zwei schwache Lisungen (X, W) und (X', W') (auf filtrierten W-Rdumen
(Q, AP, F) bzw. (U, A, P\ F)) 2u derselben Startverteilung p gilt:
X und X' besitzen die gleichen Verteilungen.

(ii) Fiir Losungen von (7.10) gilt pfadweise Eindeutigkeit, wenn fiir je zwei schwa-
che Lisungen (X, W) und (X',W) mit einer BB W auf einem filtr. W-Raum
(Q, A, P, F;) und mit gleicher Startvariable Xo = X|, gilt: X und X' sind ununter-
scheidbar.

1, x>0

Beispiel 7.4.3. b=0,0(x) = sgn(z) = ,
p (z) = sgn(x) 1 <0

d=v=1, dX;=sgn(X;) dW;, Xg=0

t
(i) Dann ist X ein stetiges Martingal mit (X); = [(sgn(X5))? d(W)s =t
0

= X BB (stand.)
= Es gilt Verteilungseindeutigkeit.

¢
(ii) Sei X stand. 1-dim BB. Def. W; := [ sgn(X,)dX,. Dann ist W eine 1-dim stand.

0
BB.
= X schwache Losung zu Anfangsvert. u = 0.

(iii) Sei (X, W) schwache Losung auf (22, 4, P, F)
= (=X, W) schwache Losung auf (Q2, A, P, F;)
= keine pfadweise Eindeutigkeit.

Korollar 7.4.4. Es seien b und o lokal Lipschitz-stetig. Dann gilt die pfadweise Ein-
deutigkeit.

Satz 7.4.5. Aus der pfadweisen Eindeutigkeit folgt die Verteilungseindeutigkeit.

Beweis. (i) Gegeben seien zwei schwache Losungen (X @), W0)) auf W-Réumen (Q0), AG) p0) | F,0)),
j=1,2, von (7.10) mit

p=10xPe)y=vOxP e auf RLBRY).
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Setze YV = xW) _ Xéj) und ZU) = (X(()j), W(j),Y(j)), Letzteres mit Werten in
0 := R x C([0,00[,R") x C(]0, o[, R?) = R x C" x C.

Sei PU) Verteilung von ZU) unter vU) = PU) W-MaB auf (0, B(0)).

Elemente von © seien mit v = (x,w,y) bezeichnet.

= Randvert. von PU) in z-Variable = Vert. von Xéj ) = 7

Randvert. von PU) in w-Variable = Vert. von W) = Wiener-Ma8 P,

= Vert. von PU) in (z,w)-Variable = @ P,

Randvert. von PU) in y-Variable: W-Maf mit yo = 0 f.s.

(ii) Es existiert eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit
QY :RY x C" x B(CY) — [0, 1]
mit folg. Eigenschaften:
(1) Vz e R4 w e " : QU (x,w,.) ist W-MaB auf (C%, B(C?))
(2) VF € B(CY) : (z,w) — QY (z,w, F) ist B(R%) @ B(C")-messbar
(3) VH € B(R%),G € B(C"), F € B(CY):

PY(H x G x F) = QY (z, w, F)u(dz) P, (dw)
/!

Denn: C? ist polnisch (= vollst. metrisierbar, separabel) = B(C?) abzihlbar be-
stimmt = 3QU)(-) = PO (|r =) N

und QU (z, w, F) = QV((w,w), F) = PU(F|r = (z,w))

mit 7(x, w,y) = (z,w) Proj. RY x C" x €% — R% x C"

und F =R x C" x F.
(iii) Definiere: Q := R? x C" x C? x C% und W-Maf§ P auf (2, B(f2)) durch
P(dz dw dy; dyo) = QW (z,w, dy1)Q™ (z,w, dys)p(da)P.(dw),

N System d. P-Nullm. in Q, A := o(B(Q) UN),

Gy := a{(x,w(s),y1(s),y2(s)) : s € [0, 1]}, Gt = 0 (Gt UN) Augment.
Fi = Gy
= (Q, A, P, F;) geniigt den iiblichen Bedingungen
Dann gilt VA € B(©):
P({weQ: (z,w,y) c A}) = vV ({ (Xéj),W(j),Y(j)> € A})

= Vert. von (z + y;, w) unter P = Vert. von (Xéj), W) unter 1)
= (x+y;,w) ist Lsg. der SDG (Vj = 1,2), def. auf (Q, A, P, F).

(iv) Aus pfadweiser Eindeutigkeit folgt:

Plw=(z,w,y1,y2) € Q:y1 =y2] =1
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7.5 Schwache Losungen und Lésungen des Martingalproblems

Es folgt:

y(xWe) = WXV +yDe)=Plat+yec)=Pa+yec.)
= 2XP 1Y) =X ¢ )

= Verteilungseindeutigkeit.
O
7.5 Schwache Lésungen und Losungen des Martingalproblems

b, o wie bisher: b : R* — R? bzw. o : R — R%*4 Borel-mb, lokal beschrénkt,
a = ool symmetrisch, pos. semidefinit, L := % > aik0i0k + > b;0;, d.h.

1 <& 02 d )
Lu(z) = 5 > aij(x)mu(ﬂﬁ) + Zbi(x)%u(x)
=1 =1

Definition 7.5.1. Ein W-Maf P auf C? = C(R4,R%) heifit Losung des Martingalpro-
blems zum Operator L, falls fiir alle f € C°(R?) gilt:
MF = (Mtf)tzo ist stetiges Martingal auf (C%, B(C?), P, F") mit

Lf(w(s)) ds.

=
S
~—
Il
~
—
S
S
=
|
=
£
=
|
o

Proposition 7.5.2. Aquivalent sind fiir ein W-Maf§ auf C%:
(i) Vf € C®: M/ ist stetiges Martingal
(ii) Vf € C?: M/ ist lokales stetiges Martingal
(iii) Vf(z) = 2; und f(x) = 225, : M/ ist lokales Martingal

Beweis. (i) = (ii): Sei zunichst f € C2. Dann existieren eine kompakte Menge K C RY
und eine Funktionenfolge (fy,)nen mit f, € C*°, suppfn C K, fn — f, 0ifn, — 0;f und
0i0k frn — 0;0cf glm. auf K

= M/ ist stet. Martingal.

Sei schlieBlich f € C2. Dann existieren kompakte Mengen K,, /* R?, eine Funktionenfolge(f,,)nen
mit f, € C?, suppfn, C K, und f, = f auf K,,.

= M/ ist lokales stetiges Martingal.

(ii) = (iii): trivial.

(iii) = (ii) [Sketch]: Zunichst gilt fiir alle © € R? und f(x) := exp((©,x)): M/ lokales
stetiges Martingal = (Denn: Obige f liegen dicht in C? bzgl. lok. glm. Konv. von f, d;f,
Di0Lf): Vf € C%: M7 lokales stetiges Martingal

(ii) = (i): f € C? = f, O;f, ;O f beschriinkt = M/ beschrinkt auf [0, T] = M/ stetiges
Martingal. O
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Bemerkung 7.5.3. Fiir b =0 und a = id ist das ,,Satz von Lévy*.
Satz 7.5.4. Gegeben seien Koeffizienten b, a und Startverteilung p. Aquivalent sind:

(i) Es existiert eine Losung P des Martingalproblems zu L = %aika,-ak + b;0; mit
P(w(0) €.)=p.

(ii) Es ewistiert eine schwache Léosung (X, W) auf einem W-Raum (ﬁ,]?,f’,ft) der
SDG (7.10) mit Startverteilung . zu Koeffizienten b,o mit oo’ = a.

Der Zusammenhang zwischen (i) und (ii) ist gegeben durch: P =P o X 1.

Beweis. (ii) = (i) Ito-Formel:

F(X0) — F(Xo) — / LF(X,) ds
0

= /Zaf ) dX!+ /Zaiajf(xs) d(Xi,Xj)s—/Lf(Xs) ds
V]
= /;aifaiﬁj ng+/Zaf b ds + 5 /Zaafw ds—/Lfds

k
7.7 7aLJ

Malg;lgal -0
(i) = (ii) [Sketch]:
(1) Sei X der kanonische Prozess auf Q=C(R.,RY).

Definiere: M; = X; — Xg — fb ) ds. Dann ist M() ein lokales stetiges

Martingal fiir alle f € C?
= M® = M/S mit f(z) = x; ist lokales stetiges Martingal unter (P,FP).
Fir alle i, k und f(z) = x;xy gilt: Der folgende Prozess ist ein lokales stetiges

Martingal:
¢
M = xOx® / X b (Xs) + XPbi(Xo) + a(Xs)| ds
0
¢
= o= MO~ xO® - x P - / ak(Xs) ds.
0
<M(Z fazk
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7.5 Schwache Losungen und Lésungen des Martingalproblems

(2) Sei nun 3 : RY — R4 Borel-messbar, 3(z) ist d x d-Orthogonalmatrix mit
a(z) := (8TaB)(z) Diagonalmatrix.

Definiere o(z) als  d x d-Matrix mit 0;; = 5jiv ai

=00l =5l =a

(3) r :== Rang (0) < d; Probleme falls < d !
Sei F die d x d-Matrix mit r Einsen auf der Diagonalen, 0 sonst.
= 3 Orthogonalmatrix ¢ mit ¢ = ¢ F und Matrix A mit Ao = F.

¢
(4) Setze Ny := [ A(X5)dM;. Dann ist N ein stetiges, R%wertiges lokales Mar-
0

tingal.

N = Y [AaCeaann) a®, moy,

= > / (Nikar A} (Xs) ds
L)

t t
= /(E)ij(Xs) ds = 5ij/]1{Rang 5(x)>1} ds
0 0

Setze Y := f"(gqs)(xs) AN, = (Y = M) =0=Y = M.
0

(5) Wéhle nun Erweiterung (ﬁ,}:, f’) des W-Raums (2, F, P), so dass eine BB
W = (W1',..., W% existiert, die unabhingig von N ist.

Definiere: W := Nf + [ 1{rang 5(x,)<i} dW2
0

= WZ lokales Martingal, <W1,Wi> = 0,5t

= W d-dim BB

Ebenso W; = [ B(X,) dW (denn: 3(z) ist Orthogonalmatrix).
0

=M = Y =(E6)(X)-N = (G6E)(X) - W = G)(X) - W
— (G¢T) (X)W = o(X)- W

mit o := g¢B7 ist d x d Matrix.
Korollar 7.5.5. Aquivalent sind:
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7 Stochastische Differentialgleichungen

(i) Fiir alle Startverteilungen p auf R ist die Losung eindeutig: Es existiert hochstens
ein W-Maf auf C%, das Losung des Martingalproblems zu den Koeffizienten a,b und
zu der Anfangsverteilung = p ist.

(ii) Fir alle z € R? ist die Losung eindeutig: Es existiert hichstens ein W-Mafi auf
C%, das Lisung des Martingalproblems zu den Koeffizienten a,b und zu der An-
fangsverteilung = 0, ist.

(iii) Fir alle o mit oo™ = a gilt Verteilungseindeutigkeit fiir Losungen der SDG zu den
Koeffizienten o, b.

Definition 7.5.6. Das Martingalproblem zu Koeffizienten a,b ist wohlgestellt, falls gilt:
Vo € R? 3! Lisung P* mit P*(Xy = z) = 1.

Beispiel 7.5.7. Fiir ¢« = oo’ mit o,b Lipschitz-stetig und linear beschriinkt ist das
Martingal-Problem wohlgestellt.

Satz 7.5.8 (Stroock, Varadhan). Es seien a glm. stetig, b, a beschrdnkt, a glm. elliptisch.
Dann st das Martingal-Problem wohlgestellt.

Bemerkung 7.5.9. a(x) ist gleichmdfsig elliptisch genau dann, wenn

3\ > 0 sodass Vo, & € RY: Ta(z)e > \|¢)?

7.6 Die starke Markov-Eigenschaft

Gegeben seien b, o zeitunabhéingig, Borel-messbar, lokal beschrénkt, so dass Martingal-
problem wohlgestellt sei. Es seien Q = C? = C(R,RY), A = B(Q), Xi(w) = w(t), F°
und P* = Loésung des Martingalproblems.

Seien T beschriinkte (F;%)-Stoppzeit, ©7 der Shift-Operator: w — w(- + T(w)).

Es sei

Q" =0xA — [0,1]
(w, F) — QL(F) =P"F|F})(w)

reguldre bedingten Wahrscheinlichkeit.

Lemma 7.6.1. Es existiert eine P*-Nullmenge N € A, so dass fiir allew ¢ N gilt: Das
W-Maf3 P, = QF 0 Or ldst das Martingalproblem zum Startpunkt w(T(w)).

Beweis. Nach Definition von reguléren bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt: Es existiert
eine Nullmenge N mit:

Q%(F) =1p(w) VF € FP,Vw g N.

= 93(9(‘“)) =1 YwgN mit QW :={u € Q: Xp(W) = Xp(w)}.

=P, (W e€Q:(0) =w(TW))]) =QL[w € Q:(T(W)) =w(T(w))] = 1.

d.h Startpunkt unter Py, ist w(7T'(w)). O
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7.7 SDG und PDG

Korollar 7.6.2. Voraussetzungen wie eben.
Dann gilt die starke Markov-Eigenschaft: VI € A:

P? [07'F|FY] (w) = P*D[F] P*-fs.
Beweis. P* [07'F|FY] (w) = Qu(O7'F) = P,(F) = PYT@)(F), O

Bemerkung 7.6.3. Man kann ferner zeigen (mit viel Aufwand) x — P*(F') ist Borel-
messbar (VF € A)
= (X3, P?) ist starker MP.

7.7 SDG und PDG

Gegeben o = (aix;())i k=1,....d:j=1,..r, b = (bi(x)) beschr. Lipschitz, symmetrisch, positiv
semidefinit, beschréinkt, Borel-messbar.
Sei (X, P*) Losung.

Satz 7.7.1. Gegeben f € Cp(RY),u € Cy(Ry x RY) N CZ(RY x RY) mit

U =Lu inR} xRY,
U(O, ) = f an R

(Lésung des Cauchy-Problems).
Dann gilt u(t,z) = E*[f(Xy)], insbesondere ist u eindeutig durch f bestimmit.

Beweis. Fixiere tg > 0 und betrachte M, := u(typ — ¢, X;). Nach der Ito-Formel gilt:

¢
0
M; = Mjy+ lok. Martingal + /Lu(to — 5, Xs) — —u(t) — s, Xs) ds
0

ot
=0 nach Vor.
= M; lok. Martingal 4 beschr. = M ist Martingal
= u(to, ©) = Mo = E*[Mo] = E*[M;,] = E*[u(0, Xy, )] = E7[f(X,)]. O

Satz 7.7.2. Gegeben seien D C RY und Z = ({0} x D) U (R, x dD).
Seien f € Cp(Z) und u € Cp(Ry x D) NCE(RY x D) mit

%u:Lu in Ry x D,

u=f auf Z.
Dann gilt: u(t,z) = E*[f(t —t A D, Xinrp)]-

Beweis. Sei My := u(to — t, X;) wie oben.

= (M})o<t<r, lok. Martingal, beschr.

= (Miprrp, )e>0 ist Martingal

= u(to, z) = E*[My] = E*[Myrrp] = E*[f(to — to A TD, Xionrp)]- 0
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Divergenz-Probleme

Satz 7.7.3. Gegeben seien D C RY mit 1p < oo P?-f.5. (V& € D) und f € Cy(OD). Es
sei u € Cp(D) NCE(D) mit

Lu=0 1in D,
u=f aufdD.
Dann ist u(x) = E*[f(X-,)].
Beweis. Def. v(t,z) :=u(x) Vt>0
= v 10st %v:LvinRixD
Dies impliziert:

’U,(JJ) = ’U(t,:E) = Ex[f(XTD) . ]l{t>'rD}} + Ew[u(Xt) . ﬂ{tZTD}]
— E*[f(X;,)] + 0 fiir t — oo, denn P*[1p < oo] = 1.

O]

Bemerkung 7.7.4. Ist D beschrinkt und ool glm. elliptisch, so ist 7p < co P?-fss.
Va € D. Nicht erfiillt (z.B.) fiir 0 = 0.

Satz 7.7.5 (Poisson-Problem). Gegeben seien D C RY mit E*[rp] < co Yz € D und
g € Cy(D). Es seiu € Cp(D) NCE(D) mit

Lu=—g in D,
u=20 auf 0D.

Dann ist u(z) = B [f 9(X,) ds] .

t
Beweis. Betrachte M; := u(Xy) + [ g(Xs) ds
0

= (M})o<t<r, lok. Martingal, beschr.
= (Minrp Jo<t<oo ist Martingal

™D
= u(z) = My = E*[My] = E*[M,,] = E* [f 9(Xs) ds]. O
Bemerkung 7.7.6.
e Falls D beschr. und oo’ glm. elliptisch, dann E*[rp] < oo.

e Darstellung gilt auch fiir D = R% d > 3, wobei u allerdings nur eindt. mod const.
(Z.B. g € Co,u € CODC,?)
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7.7 SDG und PDG

Korollar 7.7.7. Falls Lu = —g in D, u= f auf 0D, so ist
D

u(z) = E* [f(XTD) + [ g(X5s) ds]
0

Wann gilt E” [Tp] < 00?
Ziel: Konstruiere u € CZ(D) mit —Au > 1
tATD

= E*(tAN1p) <E* |- Of Au(Xs) ds] = —E*[u(Xinrp )] + u(z) < 2Ju| < 0o

Beispiel 7.7.8. O35 = (5ij,b = O,X :BB, D= BR(O)
= u(r) = é(R2 —|lz||?) = Au = %Au =-1
= E?[rp] = u(z) — lim E*[u(Xinrp)] = u(z) = 3(R? — [|2[|?)

Lemma 7.7.9. Falls ¢ € RN\{0} und 6 > 0 emistieren, so dass fiir alle x € D gilt:
Ca(x)€ > 0, dann ist E¥ [Tp] < oo (Vx € D).

Beweis. Seien f = ||bllco,v = 28/6, u(z) = —pexp(v(z,€)) = —ue’. OBdA: { =
(1,0,...,0)
= u € C}(D)

—Au(z) = pe’. %VQal(m)—i—ubl(x)

AV

1
e L §V(5[I/ —23/4]
> 1 auf D falls g hinr. grof.
O]

Satz 7.7.10 (,Schrodinger-Gleichung®). Seien D wie eben, T := 1p, q € Cp(D) mit
q >0 und f € Co(OD). Es seiu € Cp(D) NCE(D) mit

Lu=qu in D,
u=f auf 0D.

, — [ q(Xs) ds
Dann gilt: u(z) = E* | f(X;)e ©

¢

Beweis. Sei Ay = [ q(X;) ds und N; 1= u(X;)e .
0

Dann gilt:

t t
N, = Ny —1—/6_‘43 du(X,) + [ w(X,) de s +0
0

= Ny + lok. Martingal —

o\“ O\

t
u(Xs)e s dA, + / e M Lu(X,)ds fiirt <7
0
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7 Stochastische Differentialgleichungen

= V7' < T
E* [e ' u(X,)] = E°[N,]
= wu(z) - E” e Mu(X,)q(X,) ds| + E* e~ Lu(X,) ds
/ /
= u(x)
= E* [e 4 u(X,)] = u(z). O

[ a(Xs) ds
0

Bemerkung 7.7.11. Statt ¢ > 0 reicht E* |e < 00.

7.8 Feller-Eigenschaft

Satz 7.8.1 (Burkholder-Davis-Gundy Ungleichung). Y0 < p < oo 3C' = C(p) VM €
M(l)oc

SB[(Mpf] < BIMLY] < 0B (a0l

Hierbei M} := sup | M.

s<t

Beweis. der 2. Ungleichung im Fall p > 2:
OBdA: M beschrinkt (ansonsten M ~» M7T). Wegen x — |z|P C? folgt mit It6:

o0 o0

_ 1 _
Mol = [ L sgn(0) A+ 5 [ oo = DL A1),
0 0
Es gilt:
p— 1\? . Doob
— ) ElOML)] < E [|Moo|”]
1 (e}
— p(p; )E /|Ms|p_2 d<M>s
0
< 2 dnpagpon.
Cauchy—Schwarz — — 2
yé p(p2 1)E[‘M:O‘p]%E[<M>€é2:| /p‘
_p1D/2
= E[(Mg )] <[220 (). O
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7.8 Feller-FEigenschaft

Lemma 7.8.2 (Kolmogorov-Chentsov). Sei I = [0,1]%. Sei (X;)er ein stoch. Prozess
mit Werten in einem vollst. metrischen Raum (E,0). Falls positive Konstanten «, 3,7y
existieren mit

E[6(Xs, X)) <7 |Is — )7

fiir alle s,t € I, dann ezistiert eine stetige Modifikation von X.

Satz 7.8.3. Seien o,b Lipschitz-stetig (in x) und linear beschrinkt. Dann existiert ein
stochastischer Prozess

X:RIxRyxQ — RY
(z,t,w) = X{(w)

mit stetigen Pfaden (bzgl. x undt), so dass fiir alle x € R? gilt: (XF)¢>0 ist die eindeutige
starke Losung der SDG zu (b,o) mit Anfangsbedingung x, d.h.

t
Xf:x—&—/b(s,X:” )ds+ [ o(s, X7) dW, P-fs.
0

o .

Beweis. (i) Wéhle p > 2 und Losung X* bzw. XV der SDG mit Anfangswerten z

bzw. y. Setze h(t) = E [sup | Xz — X§|p]. Dann gilt:
s<t

p
h(t) = E |sup [a:—y]—i—/[b(r,Xff) —b(r, XY)] dr+/[a(r,X§) —o(r, XY)] dW,
o=t 0 0
p s p
< 3P7E ||z — y|P +sup / r, X7) —b(r,X?)] dr| 4+ sup /[a(r,Xﬁ”)—a(r,Xﬁ)] dw,
s<t s<t
~ 10 ~ 10
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Mit BDG-Ungleichung gilt fiir den 3. Summanden:

s p

E |sup /[U(T,Xf)—o(r,Xﬁ/)] dW,

s<t

0
[ p/2
< C(C,-E </[U(T, X5 —o(r, XY)] dWT>
L 0 t
[/ ¢ p/2
= G E /|U(7“>Xf)—0(7“,X$¥)I2 dr
0
t
Holder p—
< pt 2 - E /’U(T,Xf)—U(T,ij’)’p dr
0
¢
< KP.Cp.t%.E /sup|Xf—X§|p dr
0 s<r
t
= KP-C, tpf/h(r) dr
0
Analog
S P t
B |sup| [ bt X5~ 00 X)) | | <200 [ i) ar
s<t
- 0

Also insgesamt: ¢ = ¢(K, p,t) :

t
h(t) <cle —ylP +c- /h(r) dr.
0
Mit Gronwall: 3¢’ = ¢ (K, p,t): h(t) < |z — y|P, d.h.
E[sup\Xf—ij]p] <d-|z—ylP. (7.11)
s<t

(ii) Wende nun ,,Kolmogorov-Chentsov* an auf den Prozess (Yz)zes mit I = R? und
Werten im norm. Raum E = C([0,¢],R%):

Y:R*xXQ — FE
(r,0) = Yi(w) = X*(w)
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7.8 Feller-FEigenschaft

mit Norm || Y, (w)|| = sup | XZ¥(w)]
s<t
(7.11) lautet: Vp,t : 3¢ = ¢ (K, p,t) : Vo, y :
E[lYs =Y F] < flz =yl
Wihle p > d. Dann existiert eine stetige Modifikation Y von Y, d.h.

3 stetiger Prozess (in z und t) X : R? x [0,¢] x Q@ — R?
(z,8,w) — XZ(w),

so dass X und X7 fiir alle 2 € R? iquivalent sind (also fast sicher gleich sind).
X7 ist also Losung der SDG mit Anfangsbedingung z (fiir alle z). D.h.: OBdA
X = X. Damit ist (t,z) — X7 (w) stetig fiir P-fast alle w.

O

Seien nun b,o nur von x abhéngig. Definiere: Pi(z, A) = P(X} € A), Pf(x) =
E[f(X{)].

Satz 7.8.4. (P,)i>0 ist Feller-Halbgruppe, d.h. es gilt: P, : Co — Co und 1%in%Ptf =
f (Yf €Co) (punktweise — oder dquivalent — gleichmdfig).

Beweis. Wegen Stetigkeit von f und Stetigkeit von X (in = und t) ist
b f(z) = Bf(XY)

stetig in x und ¢ (major. Konvergenz). Also gilt: P,f € C, und lim P,f = f  (Vf € Cp).
Sei nun f € Cy. Z.z.: P;f € Cy. Nun ist

IPS@)] < sup |f]+ 1 flloe - PIXT & B () (7.12)
und
PX} ¢ B.(x)] < r?E (X —z?)
t t 2
< 32 / (XT) AW +%E /bed
0 0

2K?2
< TT(t + 1)

mit K Schranke fiir o und b.

Wiéhle nun € > 0 und ¢ fix. Fiir  hinreichend grof} ist der zweite Summand in (7.12)
< ¢/2. Fiir dieses r und « hinreichend grof} ist auch der erste Summand in (7.12) < ¢/2.
= |Pf(x)] <e. O
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Satz 7.8.5. Sei A := hm +(Py — I) der Generator der Feller-Halbgruppe (Pt)i>0, d.h.

DA)={feC: Af = hm (Ptf f) existiert in Co}.
Dann ist (A, D(A)) eine Fortsetzung des Operators

d 240,
Aof(z) = % Z a"j(x)gx{éxi + 2 h(@) Oz;

ij=1 i=1

mit D(Ag) = C2(RY) und a = oo™
M.a.W.: D(A) D C2(RY), und fir f € C3(RY) gilt:

Af =Aof

Beweis. Mit Ito-Formel gilt fiir alle f € C2:

d
1) = g+ M+ Y [ ghxmen a

+ = Z/axlﬁxj (X2)oi(XT)ojr(XT) ds

7.]_

=f@+M+/%KﬁNS
0

=
. t
Af(l’) - }E%E t/AOf(XS) ds major.:Konv. AOf(w),
0
t
denn %{ Apf)(XT) ds — (Ao f)(x) P-f.s. wegen Stetigkeit. O

Korollar 7.8.6. Unter obigen Voraussetzungen gilt:
(i) lim 7B [(X7 —2)0] = bi(z)

(i) lim $E [(X? —2)@ - (X} = 2)V] = a;;(2)

Interpretation: Drift b entspricht der lokalen Geschwindigkeit bzw. der infinitesimalen

Anderung des Erwartungswertes.
Diffusion a entspricht der infin. Anderung der Kovarianz.
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7.8 Feller-FEigenschaft

Beweis. (i) Wahle f;(x) =a; firi=1,...,d:
= bi(x) = Afi(z) = lim~ (Ptfz( ) — fi(@))

= lim - E ((Xf - x)(i)) .

t—0 t
(ii) Wihle f;;(z) = (zi — vi)(x; — y;) fiir fixes y e R2und 4,5 = 1,...,d:
= aij(y) = Afij( )
= lim— (Ptfzj( ) = fij(y))

| | |
= lim_E ((Xi’ —y) D (x} - y)(”) :

t—0 t
O
Beispiel 7.8.7. fiir schw. Lsg von SDG (Time change o ~ 1).
Seien d =1,0 < A <|o(z)] < & (V&), o messbar, b= 0.
(Es geniigen wesentlich schwiichere Voraussetzungen an o).
Betrachte SDG:
dX; = o(Xy) dW;  mit Po X; ' = pu. (7.13)

Losung: Wihle beliebige 1-dim. BB ()zt)tzo mit P o )?0_1 =
Definier W mittels (7.13):

__ t

= (W), = Of gy ds wmd dX, = o(X) AW,

Sei Tp Rechtsinverse zu <W>0, d.h.

T, = inf{s > 0: (W), > t}.

Sei Wy 1= Wr,, Xy := X7, = dX; = o(X;) dW; und (W) = (W)q, =t = W ist 1-dim
BB undPoXO_1 = u.

Bemerkung 7.8.8. Statt o(z) > A > 0 geniigt 12 € L10C7 o < 00.
Denn: Seien f = —]lK und K kompakt.

=E /f(XS)ds = //psaty ) dy ds
0

< [@rs)7?ds | fly) dy
fomona
2

VENZTTI
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7 Stochastische Differentialgleichungen

t

= [f(Xs)ds<oo fs.
0
tAT,

= of %ds<oo f.s.  (Vt,vr)

¢
éofmds<oo f.s. (V)

Lemma 7.8.9. V Feller-Halbgruppe 3 Halbgruppe von Markov-Kernen

Beweis. Riesz:

z— Pif(z) = [ ki(z, dy) f(y) stetig, also messbar Vf € Cy

=z — P f(z) = [k(z,dy) f(y) messbar Vf € By

x +— ki(x, A) messbar VA € B O

Definition 7.8.10. Eine Feller-Halbgruppe ist eine Familie (P;)¢>0 von linearen Ope-
ratoren auf Co(RY) mit:

e PoP, =Py (Vs,t>0)

e Positivitit: f > 0= P, f >0

e Normiertheit: |f| < 1= |Pf| <1
o Stetig: Pof — f firt — 0

Konservative Feller-Halbgruppe:

[/ 1=Phf /L

Lemma 7.8.11. Aquivalent sind:
(i) Konservative Feller-Halbgruppe [Feller-Halbgruppe]

(ii) Markov-Halbgruppe auf RY [Markov-Halbgruppe auf I@d]
mit P,f € Co (Vf € Cy) und P,f — f

Beweis. Z.z.: Pof — f pkt. (1)
= Bf — fglm. (2

(i) Ann. (1). Zeige zunéchst:
Beh. (2) gilt Vf = aU,g,9 € Co,a > 0

[e.e]

Ung = /e_atPtg dt  Resolvente
0

Dabei gilt: Wegen (1) + Halbgruppen-Eigenschaft ist ¢ — P,g(z) rechtsstetig in ¢
(V)
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7.8 Feller-FEigenschaft

= (t,z) — Pig(x) messbar in (¢,z) auf Ry x R?
= u > Uuyg(x) messbar auf RY und lim alU,g(x) = g(x) Va

Fiir o, — 2 € R? gilt: Uyg(2,) — Uag(x) und fiir x, — oo: Uag(x,) — 0
= Uag € Cy

(ii) Es gilt die Resolventengleichung (,,Fubini“): VG > a > 0:
Uag = Upg = (B = @)Ua(Upg) = (8 = ©)Us(Uag)
= Range D := U,(Co(R?)) unabhingig von «,
laUagll < llgllo

(iii) Beh.: D ist dicht in Co(R?)
Riesz-Darstellungssatz = Dual-Raum von Cj ist Raum der endl. Mafle auf R4
Sei p endl. Mafl mit [ fdu=0 (Vf € D)
= [ fdu major_Kony alillgofaUafdu =0 (Vfel)

=u=0

(iv) Mit Fubini: Vf € Cy

PU,f(x) = eo‘t/easPsf(x) ds

t

= [|PUaf — Uaflloo < (e = 1) - |Uaflloo + €| fllc  — O fiir t — 0

Also: Vg = U, f € D:
|1Pig — gllcc = 0 fiirt —0

= Wegen c): Vge Cy:  ||Pg — glloc — 0.

Doob- Transf. Seien X; BB. Sei h € C*(D), h > 0 auf D, Ah =0 in D.

Setze b(x) = Vh}&(j)

X t t
= Z; = M) L exp [B(X,) ds — L [[B2(X,) ds  fiir ¢ <
0 0
= Lsg. von (1A + bV) u=0,u=f,ist geg. durch

u(z) = E[f(X:)h(X:)] /h(z)
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7 Stochastische Differentialgleichungen

MXr) _
A =2 = ...

2) Betrachte Transformation f — fh,u+— uh,...
= neuer Generator

Beweis. 1)

1 /1 1 1 1
1 Vh

Beispiel 7.8.12. D = RN\ {z},d > 3,

Cq

e — 242

h(z) harmonisch in D, “Green-Funktion”

bla) = T (2) = (d - 2) 12

h f[z—=]*
Richtung: zu z
Betrag: m
Generator: %A + bV
h(y)

Halbgruppe: ¢:(x,y) = pt(:p,y)m. Es gilt:

/QS(xay) : Qt(y7 Z) dy = /ps(I',y)ZEi;pt(yaz)ZE;i dy = QS—&—t(way)

Jaena= [ [neonma <

<h(z) wegen super-harmon. in R¢

auf D, sub-Markov
Beim Treffen von z wird der Prozess gekillt. z wird getroffen wegen Drift b.

Einige Wiederholungen:
Sei D offen, E[rp] < 0o (Vz),u € C2(D)

= u(z) = E[u(X,,)] - E [;fDAu(XS)ds]

(= Darstell. fiir Dirichlet-, Poisson-, ...)
Insbes. u > 0 auf 0D, Au<0in D =« >01in D.
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7.9 Die starke Markov Eigenschaft

Sei ETp, < oo (Va,VBr = Bg(0)) und u € C3(R%), Au > 0
= u(z) = -E /Au(Xs) ds

0
oo

- / E[(Au)(X,)] ds

0
= - 7/(AU)(y)pt($7 dy) ds

0 Rd
_ / (Au)(y)g(x, dy).
Rd

Achtung: Falls d < 2: Ju # 0,u € C3 mit %Au > 0 (Rekurrenz)
Ann. u #0, d.h. 3¢ > 0,D offen, # 0 : JAu>elp

= E [ Au(X;)ds > EE/ 1p(Xs) ds
0

0
—_———
0+oo f.s.

Fallsd > 3:
g(x, dy) = g(z,y) dy  mit
9(%3/) = fpt(%y) dt =cq4- W
0
Also Vw € Co : Au € CS : —%Au =w
Hierfiir u(z) = [ w(y)g(z,y) dy =E [f w(Xs) ds} :

R4 0

7.9 Die starke Markov Eigenschaft

(Q, F, F:,P) W-Raum, der den iiblichen Bedingungen gentige, (W) BB.
Seien b, o und (X;) Losung der SDG (rechtsstetig in ¢!). (P;);>¢ Feller-Halbgruppe auf
Co = Co(RY).

Verwende:

e Elementare ME
E[f(Xeys)|Ft] = Psf (Xy)

e X. rechtsstetig, Feller-Stetigkeit: f(-), P.f(+)

Satz 7.9.1. Unter den obigen Voraussetzungen gilt die starke Markov-Figenschaft: Fir
jede Stoppzeit T, jedes f € Co(R?) und jedes s > 0 gilt:

E [f(X7+s)|Fr] = Ps f(XT) (7.14)
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7 Stochastische Differentialgleichungen

Bemerkung 7.9.2.
e Beide Seiten sind Zufallsvariablen.
o Auf {T'= o0} ist Xp:=00€ ]l/éd\]Rd mit f(o0) := 0.

e (7.14) gilt ebenso fiir alle beschréinkten, messbaren f (sowie fiir alle nichtnegativen,
messbaren f), falls T' < co bzw. falls man f(Xo) := 0 setzt.

o Wegen P;f(z) = Ef(X?) 148t sich die rechte Seite von (7.14) schreiben als

XF(wo)

Pf(XF)(w0) = Ef (X7)

e Es seien Q der Standard-Pfadraum C(Ry,RY) und O7 : Q@ — Q,07(w) = (t —
w(t + T(w))), der Shift-Operator. Ferner sei Y eine beschriinkte und F°-messbare
7.V. Dann gilt:

E[Y o Or|Fr] = EXT[Y]

(obige Gleichung (7.14): Y = f(Xs))

Beweis. Sei T}, := [QTL;";JH. Dann: T,, \, T, T}, Stoppzeit mit Werten in D = {k -2 :

k,m € N} (dyadische Zahlen), Fr = o(lJ Fr,,)-
Sei A € Fr =Vd e D: Ay :=AN{T, =d} € F4. Anwend. der gewohnlichen ME fiir
t = d liefert:

[ 1) P = Bita, EU (X))
Aqg

By, Pf(Xa)]

Aufsummieren der méglichen Werte von T, liefert:

/ (X1, 1) dP =B [1y - Pof(Xg,)].
A

Die Stetigkeit von x — f(x) und z — Psf(x) sowie die Rechtsstetigkeit von ¢ — X
liefern (fiir n — o0):

/f(XT_,_S) dP = /Psf(XT) dpP.
A A

Da dies fiir alle A € Fr gilt und Ps f(X7) Fr-messbaren ist, folgt:

E [f(Xr+s)|Fr] = Ps f(X7).
O

Korollar 7.9.3. Fir jede Stoppzeit T ist (P, X7y¢),crai>o €in (starker) Markov-
Prozess mit Ubergangshalbgruppe (P;)¢>o-
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7.9 Die starke Markov Eigenschaft

Beweis. Wende (7.14) an mit T + t statt T
E [f(X74t+s|Frie)] = Pof (X144)
E [f(X14t45|Fr40)] = E[f (Yirs)|Gr)]

Psf(X74i) = Psf(V1)
Also Prozess Y; := Xp44, Filtration Gy = Fry, Halbgruppe (F) O
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8 BB und Dirichlet-Problem fiir den
Laplace-Operator

8.1 BB als starker Markov-Prozess

Betrachte BB im R? (vieles analog fiir allgem. Feller-Prozesse)

OBdA kanonisches Modell: Q = C(R;,R%), X;(w) = w(t) Proj., P = P° Wiener Ma8
fiir Start in 0 € R?

~~ (X; + 1);>0 BB, startend in x (unter P?)

~~» P? = Bildma$} von PY unter Abb. w +— w + =

~ (X;) BB, startend in x unter P*

Sei F; = 0(Xs : s <t) (ohne Augmentierung)

Markov-Eigenschaft Vz, Vs, t,Vf € By(R?) gilt P?-f.s.

E* [f(Xsp)|Fs] = E*[f(Xspe)| XS]
= EN[f(X))]
= Ptf(Xs)

(,Abh. von Vergangenheit=Abh. von Gegenwart*)
Vorletzter Term:

EX[f(X0))(w) :s{ F(Xe (W) P (dw)

Sei O; : @ — Q,(04(w))(s) = w(s +t) Shift, messbar,
= X400, = Xopy
Markov-Eigenschaft: VFo-messbaren Z.V. Z :  — R (beschrénkt oder > 0), Vs, Vz :
P*-fs.
E” [Z 0 O, F] = E*[Z 0 ©,|X,] = EX*[Z].

Hieraus folgt starke Markov-Eigenschaft: V Stoppzeiten S, Vt > 0, Vf € By(R%), Va:
P?-f.s. auf {S < oc0}:

E” [f(Xs+4)|Fs] = E” [f(Xs40)| Xs] = EXS [f(X)] = Pif(Xs)
und allgemein: V Stoppzeiten S, VZ € By(2), Va: P*-f.s. auf {S < oo}
E? [Z 0 Og|Fs] = E*[Z 0 Og|Xg] = EX5[Z].
(Bem: Statt P? kann man auch PV fiir bel. W-MaB v auf R? wihlen.)

Beispiel 8.1.1. Z = f(X7) mit Stoppzeit T
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8 BB und Dirichlet-Problem fiir den Laplace-Operator

Definition 8.1.2. Fir alle Stoppzeiten T definiere man einen Sub-Markov-Kern (-
Operator) durch:
Pr(z,A) =P*(Xr € A,T < c0)

Pr(z) .= E*[f(X1) - LiT<oo}]:
Lemma 8.1.3. Fiir alle Stoppzeiten S, T gilt:
Ps o Pr = Psy71004
Beweis. (i) S+ T o ©g ist Stoppzeit.

, = 1. Eintreffen von 7" nachdem S eingetroffen ist“

(i) f(X7)oOgs=f(X7005) = f(Xs+1005)

(iii) Zur Vereinfachung: Es sei S < 00, T < 00,5 4+ T 0 ©g < 0o. Dann:

(PsoPr)f(z) = E*[Prf(Xs)]

8.2 Die Mittelwerteigenschaft

Definition 8.2.1. Seien D C R? offen, v : D — R messbar und \%-integr. (oder > 0).
Man sagt, dass u die Mittelwerteigenschaft besitzt, wenn fir alle By(x) C D und fir
M-fa. s <r gil:

uw = [ uwo.ld)
0Bs(x)
Dabei bezeichne os das norm. Oberflichenmafl auf O0Bs(x).

Bemerkung 8.2.2. Es gilt:

r

[ awnan = [ [ uwoan)] et s
Br(x) 0 [|9Bs(x)
(2) - A(B, (x),

I
g
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8.2 Die Mittelwerteigenschaft

Proposition 8.2.3. Es seien D offen, f: 0D — R messbar und beschrinkt (oder > 0),
u(z) = E* [f(Xrp)l{rp<oo}] mit 7p := inf{t > 0: X; ¢ D}. Dann erfillt w MWE in
D, ist messbar und beschrinkt (oder > 0).

Beweis. Sei B’ := B,.(z), BC D = 15 < oo f.s. Damit gilt:

u(z) = E*

O]

Proposition 8.2.4. Es sei u : D — R messbar, lokal integrierbar und erille MWE.
Dann gilt:

u € C®(D) und Au=0 in D.
(,Das heif$t: u ist harmonisch.“)

1

Ce e’ s<¢g
0 , sonst,
Dabei sei ¢ so gewéhlt, dass [ g.(||z]|)A(dz) =1 gelte.

Def. uc(z) :== [ u(y)ge(||x — y||) dy: ,,Glidttung von u*.
R4

Fir D, :={y: B:(y) C D} gilt: u. € C*(Dy).
Mit MWE folgt fiir alle ¢ > 0 und alle x € D,:

Beweis. Sei g-(s) :=

w@) = [| [ uwetsiodn | e-smas
0 |0Bs(x)
= u(x)

= u € C®(D).
Zeige: Au=0in D.
Taylor-Entwicklung in Umgebung von B, (x) C D:

ou 1 0%u 9
u(y) = u(z) + Z(yz‘ - :Ci)a?i(fr) +3 S (i — @)y — wj)m(w) +o(llz —y|)

/L'7j
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8 BB und Dirichlet-Problem fiir den Laplace-Operator

Integration iiber dB,(x) gibt (wegen Antisymmetrie von y; — z; und (y; — 2;)(y; — x;)
fiir ¢ # j):

d

1 (92u 2 2
| e = w@ 3 T5@ [ e a0

9B, () =1 8B, (z)

= )+ S Au(e) + o)
= ulxr 2d u\x o\r- ).
Mit MWE: [ u(y)or(dy) = u(z) (Vr) und daher Au(z) = 0. O
OBr(x)

Satz 8.2.5. Fiir alle offenen Teilmengen D C R?, alle f € By(0D) und fiir alle o € R
gilt: Bs sei u(x) := E* [f(X7,) - Lirp <o) + @ - P*[rp = 00]. Dann ist u € C*°(D) und
Au=0in D.

Beweis. Zunichst a = 0. Dann gilt: u € By(D), u erfiillt MWE. Daher folgt die Behaup-
tung.
Fiir a # 0: Setze f = « auf dD. Dann ist

- PI[TD = oo] =a—FE* [f(XTD) ’ ]1{7'D<OO}]

harmonisch. O

8.3 Randregularitiat
Definition 8.3.1. Es seien 7p :=inf{t > 0: X; ¢ D}, 7/, :==inf{t > 0: X; ¢ D}
Lemma 8.3.2. (i) Vee D:15=1m7p >0 P*fs.

(ii) V2 e R\D: 7y =1p =0 P%-fs.
VredD:7p=0 P*-fs.

(iii) Vo € 0D: P*{1}, =0} =1 oder P*{7}, =0} =0
Beweis. (i), (ii) gelten wegen der Stetigkeit von X.
(iif) V2 € R%:

{r5 =0} € Foy Cc FE"

Nun gilt fiir alle A € FF" : P*(A) = 0 oder P*(A) = 1 (,Blumenthal’sches 0-1-Gesetz*“),
denn VB € Fo : P*(B) = 0 oder P*(B) = 1 0

Definition 8.3.3. z € 0D heifit requlir (fir BB in D), wenn gilt:
P*{r5 =0} = 1.

Andernfalls heifst z irrequldr.
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8.3 Randregularitét

Bemerkung 8.3.4. (i) Irregulidre Randpunkte verhalten sich wie innere Punkte von
D.

(ii) P*{X,, € (OD)in} =0 (Vx € D).
Beispiel 8.3.5. d = 1: Jeder Punkt z € 9D ist regulér.

d>2: D= B.(x0)\{z0}
= xp ist irregulér, da P*0-f.s. gilt: 77, = 7p, (5,) > 0

Satz 8.3.6. Seien D C R? offen, d > 2, z € 0D. Dann sind dquivalent:
(i) Vf € By(0D) mit f stetig in z gilt:

lim E” [f(XTD) ’ 1{7p<oo}] = f(Z) (8'1)

r—z,x€D
(ii) Vf € Co(OD) gilt (8.1)
(iii) 75 =0 P?*-fis. (,z ist requldr®)

(iv) V¢ >0: lim P*{rp >t} =0.
r—z,2€D
Beweis. Es gilt: (i) = (ii)
(ii) = (iii): Sei 0.B.d.A. 7}; < 0o (P*-f.s. Va). Annahme: (iv) gelte nicht.
Dann folgt: P*(7}, = 0) = 0, ferner (wegen d > 2):
}1{‘13) PZ(X.,-B S BT(Z)) = PZ(AXTZ7 = Z) = 0.
Wahle r > 0 mit PZ(XTB € By(2)) < % und setzte 1, 1= 27"r, 7, ;= inf{t > 0: X; ¢
B, (2)}
= P*(r, \\0) =1
= lim P*(7, < 7)) =1

n—oo

Auf {7, < 75} gilt: X-, € D. Fiir n grof§ genug ist P*(7, < 75,) > 3 und daher:

T > P(X. eB(2)
> P*X, EB()Tn<TB)
= EZ(]l{Tn<TD} E*(1p,(2)(Xr)IF7,))
SME 1 .
E*(1(r,<rsy - EX (1,2 (X72)))
1
22 epith, o B0 )

= Iz, € DN OB, (2): P (Xrs € By(2)) < 5
Wihle f € Cp(OD), f <1, f = 0 auf CB,(z), f stetig in z, f(z) = 1. Hierfiir gilt:
lim E f(X,;,) < lim P (X,, € B,(2))

n—oo n—oo

1
< §<f(z)
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8 BB und Dirichlet-Problem fiir den Laplace-Operator

= Widerspruch zu (ii).
(iii) = (iv): Fiir 0 < d < ¢ seien

g(x) =P*(Xs€e DY0O < s <¢)=P*(1p > ¢)

und
gs(x) = P X;eDVi<s<e)
= Ex[EX5 [1{7D>5—5}H
= /Ey[]l{'rp>a—6}}p6(x7y) dy
R4
= gg ist C°,
=95\ 9
= lim P¥rp>el= lim g(z) <g(2) W,
r—z,x€D r—z,x€D

(iv) = (i): Vr > 0 Vz gilt:

P*(| X, —z|<r) > P*({max | X;—z|<r}n{mp <e})
0<t<e

Vv

P’({ max |X;| <r}) — P*{rp > ¢}
0<t<e ————

—0 fiir ¢ fix, x—=z
—1 fiir e\\0

= lim P*(|X,, —z|<r)=1 (¥r>0)

r—z,2€D

Falls f beschrankt auf 0D und stetig in z ist, gilt:

lim  BP[f(Xo,)] = /(2).

r—z,2€D

d

Lemma 8.3.7 (Barriere-Kriterium). Seien D offen, beschrinkt und z € 0D. Wenn eine
“Barriere in z” existiert, d.h., wenn ein u € C(D) existiert mit Au =0 in D, u > 0 in

D\{z} und u(z) = 0, dann ist z regulir.

Beweis. Wir zeigen (ii) aus dem vorigen Satz: Geg. f € C,(0D) und € > 0. Wihle ¢ mit

|f(x)— f(2)] < eVx € Bs(2)NID. Seien M := || flop|loc und k :=2M/  inf
x€D\B;s(z)

:>\f(37) —f(»)| <e+k-ulx) (VxeodD)

= |[EY[f(X7,)] = f(2)]

IA

BV u(X,)
= e+k-uly) (VyeD)
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8.3 Randregularitét

wegen u € C(D)NC?3(D), Au=0in D, D beschriinkt.
Da u stetig ist und u(z) = 0 gilt, folgt:

QH%ED‘Ey[f(XTD)] - f(Z)’ S IS5

und weil € > 0 beliebig vorgegeben ist, gilt schliefflich:
lim [EY[f(X;,)] - f(2)| = 0.

y—z,yeD

O]

Satz 8.3.8. (i) Seien D C R? offen, = € OD Endpunkt einer (einfachen) Kurve in
R2\D. Dann ist z regulr.

(ii) Insbesondere also: Ist D einfach zusammenhdngend, so sind alle Punkte z € 0D
reguldr.

Beweis. (i) Regularitit ist lokale Eigenschaft. Daher sei oBdA D C B;1(0), z =0 € D,
v Kurve mit 79 = 0, 71 € CB1(0).

Betrachte die holomorphe Funktion f(§) = —@ auf D C C mit geeignetem Zweig des
Logarithm.

= u((z1,22)) := Ref(x1 + ixy) ist harmonisch in D, stetig auf D, mit u((0,0)) = 0 und
u > 0 auf D\{(0,0)}

= (0,0) ist regulér. O

Beispiel 8.3.9. d > 3: Lebesgue’scher Dorn
Sei h : Ry — Ry strikt wachsend, h(0) = 0, @ wachsend (fiir kleine ),

D={x=(z1,...,24) ER%: 21 <0 oder h(z1) < /23 + -+ 22}

Satz 8.3.10. 0 st regulir <

! h(r) dfsﬁzoo
O/( T> . (d>3)

]O%%OyHy:m (d=3).
0

Proposition 8.3.11. z € 9D ist regulir, falls eine dufSere Kegelbed. erfiillt ist (Zarem-
ba):

Jy € RY, |yl =1, 30 €]0,x[, Ir > 0: (2 + C(y,0)) N B.(2) C LD mit C(y,0) := {x €
R?: (2, y) > ||| - [ly]| - cos ©}

Beweis. OBdA sei: z =0, C’(y,@) c CD.

bzw.

= PO[X, € C(y,0)] = e = c(©)
éP%‘<ﬂ>P% ecm@] c(©) (Vi)
= PO}, =0] > ¢(0) > O]
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8 BB und Dirichlet-Problem fiir den Laplace-Operator

8.4 Stochastisches Randverhalten

Satz 8.4.1. Fir alleT,, /" mp, Tn < Th11 < Tp gilt:
uw(Xr,) — f(X:,) P*fs. (VxeD)
Beweis. Def. Moo = f(X+,), M, = u(X7,).

= M, =u(Xr,) = E[f(X,)]
= E'[f(X7) 0 Or,|Fr1,]
E*[Mo|Fr,]
= (My)penuisc) ist Martingal (unter P*)
= M, - M, P*fs. O
Korollar 8.4.2. Es gilt: tl/irg) wXy) = f(X7,) P*-fs. (VzeD)

Korollar 8.4.3. Vf € B,(0D) Va € R: 3lu € C>*(D) N By(D): Au=0 in D,

tl/im u(Xy) = f(X7,) f.5. auf {Tp < oo} und
tl/im u(Xy) = a f.s. auf {Tp = o0}.

Korollar 8.4.4. X, € (0D)yy P*-fs. (Yx e D)
Satz 8.4.5. Vf € C4(0D) Va € R: Alu € Cp(D) NC>®(D): Au=0 in D,
lim  w(z) =« und

r—00,xED

lim  w(z) = f(z) (Vz € (0D)ey)-

r—o00,x€D

Némlich: u(z) = E*[f(X7p,) - 1{r,<o0}] + - P*{7p = 00}.
Nachtrag Schw. Lsg von SDG

Beispiel 8.4.6 (Drift Elimination b ~» 0). Sei N beliebig, b : RN — RY Borel-mb,
beschrénkt. Betrachte SDG

dX; = b(Xt)dt + dWy (82)
Losung: Wéhle beliebige N-dim BB (X;); auf bel. filtr. W-Raum (92, F, P, (F¢)¢>0) mit
vorgeg. Startverteilung P o Xo_1 = L.

t
Def. Wt = Xt — fb(Xs)dS (—X())

0
(entsprechend (8.2)) sowie
t . ¢
Z; = exp /b(XS) X, — 5 / 1b(X,)|1? ds
0 0

Dann gilt nach Cameron-Martin-Girsanov-Maruyama:
VT > 0 ist (Wi)o<i<r eine (stand.) BB auf dem filtr. W-Raum (€2, Fr, Qr, (Ft)o<t<T)
mit Qr = Zg - P. Daher ist (X, W)o<i<7 eine schwache Losung der SDG (8.2).
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8.4 Stochastisches Randverhalten
Bemerkung 8.4.7. Statt b beschrinkt reicht nach Novikov:
1 2
E [ exp 5 IIb(Xs)]|~ ds < oo (V)
Hierfiir wiederum geniigt nach Lemma von Khas’minskir:

hm sup E* /Hb JFds | < 1.
—0 zerd

(Hierbei bezeichnetE® Erw. einer in z startenden BB (X3)).

Beispiel 8.4.8. Falls |b(z)| < C1 + Cs - mit a < 1 gilt, so sind diese Bedingungen

W
erfiillt.
Allgemeine Drift-Elimination:
Betrachte SDG
dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) th, (83)

b beschr., Borel-mb: RY — RV ¢, 07! beschr., Borel-mb: RV*N - R
Annahme: Es existiert schwache Losung (X, V') (auf geeign. filtr. W-Raum (Q, F, P, (F3)))
zu vorgeg. Anfangsbed. P o XO_1 = u, Losung von

(,,driftfreie Gleichung®)

¢
Def. Wy :=V; — [(671b)(X;) ds und
0
¢

¢

7y = exp <f(o_1ba_1)(Xs) dXs — 5 [|lo710)%(Xs) ds).
0 0

Dann ist (X, W) schw. Lsg. der SDG (8.3) auf (Q, Fr, Qr, (Ft)o<i<r) mit Qpr = Zp - P.

Beweis. (i) (X, W) 16st die SDG (8.3), denn
o(X,) AW, = o(X,) dVi — o(X) (o™ - b(Xy)) ds
= o(Xs) dV; —b(X;) ds
= dX; —b(X;) ds.
(ii) W ist BB unter Qr, denn
t
Wt = ‘/t - fAs dSv
0

t ¢
Zy = exp [f Ag dVs — & [|A]? ds| mit Ay = o7 (X,)b(X5),
0 0

t t
= Z; = exp {f(a_lba D(Xs) dXs — 5 [ [lo710]|2(Xs) ds| -
0 0
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