Wahrscheinlichkeitstheorie
M. Schal

81 Einfiihrung

Eines der Grundziele der Mathematik besteht darin, Erfahrungen des Menschen Uber Vorgange der
Natur in Modelle, d. h. Axiome, umzusetzen, diese mathematisch zu analysieren, also Eigenschaften
und Gesetzmaligkeiten (Theoreme) aus ihnen abzuleiten und durch Rickinterpretation in die
Erfahrungswelt nutzbar zu machen. Dabel zeigt es sich hadufig, da Maodifizierungen am
mathematischen Modell nétig werden, die wiederum Anlal3 zu erneuter Analyse und Ruckinterpretation
sind, u. s. w. . Dasfolgende 4 — Phasen — Schema verdeutlicht diesen Kreidauf.
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Ein wichtiges Ziel dieser Vorlesung ist die Entwicklung eines Basismodells zur Beschreibung und
mathematischen Analyse des " Zufalls ". Der Begriff "zufallig" wird auch durch die Vokabel
"stochagtisch" ausgedriickt werden. Die Bezeichnung "Stochastik" wird als Sammelbegriff fur die
Gebiete Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathematische Statistik verwendet.



Die Wahrscheinlichkeitstheorie (kurz W—Theorie) befaldt sich mit der Analyse (Beschreibung und
GesetzmélRigkeiten) von stochastischen Vorgangen. Anstelle des Begriffes " zufalliger Vorgang ™
fihren wir den Terminus technicus " Zufallsexperiment " (kurz Experiment) ein. Der Begriff
Zufallsexperiment steht fir eine Situation, die ein vom Zufall beeinfluf3tes, also nicht vorhersagbares
Ergebnis hervorbringt.

Der Ubergang von der Wirklichkeit zum Modell ist dabei nie rein logisch begriindbar. Er setzt in
starkem Mal’ Erfahrung tber die Natur des Experiments voraus. Das ist keine Besonderheit der Modelle
fur Zufallsexperimente. So genligt z. B. das ebene Modell der Erdoberflache vollauf, wenn man eine
Landkarte des Rhein—Sieg—Kreises herstellen will. Fur feine geophysikalische Betrachtungen ist selbst
das Modell der Erdkugel zu grob und man betrachtet im feineren Modell Abplattungen. Wir sehen
daran gleich, dal3 die Wahl des Modells von der Ziel setzung mitbestimmt wird.

Wir halten fest, dai3 es keinen prinzipiellen Unterschied zwischen Modellen in der Geometrie und der
W-Theorie gibt. Praktisch scheint es aber Unterschiede zu geben, weil das passende Modell fir
Zufallsexperimente oft weniger offensichtlich ist. Haufig 1al3t sich die Richtigkeit eines Modells nur
empirisch prifen, und das ist stets mit Unsicherheiten behaftet, die mit dem zufalligen Ausgang der
Experimente zusammenhangen. So braucht man zur Uberpriifung, ob ein Wiirfel unverfalscht ist, eine
sehr grofRe Zahl von Wirfen und mit absoluter Sicherheit laf3t sich auch dann noch nicht die
Unverfédlschtheit belegen. Man tduscht sich leicht darliber, ob ein Versuch wirklich hinreichend viele
Symmetrien enthdlt, um die Annahme zu rechtfertigen, alle Versuchsausgdnge seien
gleichwahrscheinlich.

Zeitweise haben Mathematiker sogar geglaubt, es ldge im Wesen der zufélligen Erscheinungen, dal3 sie
sich nicht mathematisieren lief3en. Jedenfalls hat es — im Gegensatz z. B. zur Geometrie — bis in dieses
Jahrhundert hinein gedauert, bis man eine gesicherte axiomatische Grundlegung gegeben hat.
Andererseits macht gerade diese Tatsache, da? man Uber Zufallsereignisse mathematisch rigorose
Resultate beweisen kann, einen Reiz dieses Gebiets aus.

Hilbert stellte 1900 eine Liste der 23 wichtigsten damals ungel 6sten mathematischen Probleme auf. Das
6. Problem fragte gerade nach einer Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie, die den neuen,
strengen Anspriichen der Mathematik gerecht wird.

Der Beginn der Wahrscheinlichkeitsrechnung liegt im 17. Jahrhundert. (Dabei wird der Begriff
W-Rechnung anstelle von W—Theorie verwendet, wenn die Theorie ohne Mal3theorie entwickelt wird.)
Die heute allgemein akzeptierte axiomatische Einfiihrung der Wahrscheinlichkeit als normiertes Mal3
auf einem meflbaren Raum wurde im Jahre 1933 durch A. N. Kolmogoroffs "Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung " (Ergebnisse der Mathematik Bd. 2, Heft 3) gegeben. Damit wurde die
Wahrscheinlichkeitstheorie formal ein Teilgebiet einer anderen, weit entwickelten mathematischen
Disziplin, namlich der Maidtheorie. In der Wahrscheinlichkeitstheorie spielen jedoch viele in der
allgemeinen Mal3theorie unmotivierte Begriffe eine bedeutende Rolle.



Die W—Theorie ist besonders wertvoll zur Beschreibung von zufélligen Experimenten, die oft und unter
gleichen Bedingungen und im Idealfall ohne gegenseitige Beeinflussung wiederholt werden. Dazu
zahlen etwa die Notierung von Lebenszeiten oder Schadensfdllen in einem Versicherungs—
unternehemen, die Beobachtung des Heilungserfolges nach Verabreichung eines medizinischen
Medikaments oder die Notierung der Nachfrage nach einer bestimmten Ware an verschiedenen Tage in
einem Wirtschaftssunternehmen. Ein ideales Beispiel ist das folgende Experiment. Wir drehen ein
Glucksrad.
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|
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Das Ergebnisist die Zahl x 0 (0,1], auf die der feste Zeiger nach Stillstand des Rades zeigt.
Dreht man das Gllcksrad jetzt n mal (also bei n—maliger Wiederholung des Experiments), so erhalten
wir als Ergebnis des Versuchs (Versuchsausgang) n Zahlen (Xl""’xn) a (0,1]n . Die Folge Xpr Xy

erscheint zunéchst regellos. Unser Ziel besteht nun darin, dennoch Regeln und GesetzméaRigkeiten zu
erkennen.
Zu gegebenen (Xl""’xn) und A 0 (0,1] betrachtet man die relative Haufigkeit

(1.1) rel. HIA] =230 3 (x ),

(1.2 wobei 1, die Indikatorfunktion von A ist, definiert durch 1, (x) := { 1 xOA

0 xOA -
Alsoist rel. H[A] ein Mal3 dafiir, wie hdufig bei oftmaliger Wiederholung ein Ergebnisin A liegt. Wir
werden uns bei der Definition eines Wahrscheinlichkeitsmal3es (kurz W—Mal3) P[] an der Definition
und den Eigenschaften der " relativen Haufigkeit " rel. H[ [J orientieren.

Die Bedeutung der W—Theorie griindet sich auf eine wesentliche Erfahrungstatsache (Stabilitét relativer
Haufigkeiten, empirisches Gesetz der gro3en Zahlen): rel H[A]| fuhrt bei verschiedenen langen
Versuchsreithen zu annahernd gleichen Werten. Dies fihrt dazu, da? man A eine Wahrscheinlichkeit
P[A] O [0,1] zuordnen mdchte, die unabhdngig von der speziellen Versuchsreihe ist, hier verbunden
mit der Prognose: In P[A] [100% aller Falleliegt X  inA.



Dabei kann P[A] empirisch ermittelt werden und/oder durch spezielle Kenntnis der Versuchsanordnung
erraten werden. Das letztere gilt fir das Gliicksrad.

(1.3 Fireininterval I 0 (0,1] sei atl :={x0(0,1] ;x—allmod1}.

atl entsteht aus | durch Verschiebung der Skalaum a.

Ist das Glicksrad vollig symmetrisch und ist der Antrieb so, dai3 kein Einflu® der Ausgangslage auf das
Ergebnis festgestellt werden kann, so ist auch kein Einflul? einer Verschiebung der Skala zu vermuten,
also wird folgendes eintreten:

(1.4 rel. H[at+l| =rel. H[I] firgroRen.

Die beobachtbare Unabhingigkeit der rel. H. von n bei groRem n motiviert einen Ubergang zu idealen
Werten P[A], fir die (1.4) exakt gilt, also

(1.5) Platl| =P[I]| firallelntervallel O (0,1]

Es gibt weitere Eigenschaften, die P[ [J vonrel. H.[ [J erben sollte (wobei hier Q fur den vorliegenden
Raum (0,1] geschrieben wird):

(1.6) (1) P[A]=20 (Positivitat)
2 P[Q]=1 (Normiertheit)
(3') P[A;0A,] =P[A;] +P[A,], falsA,, A, disunkt (endliche Additivitit)
(3) P[Umzl Al = zmzl P[A ] . fals (A ) paarw. digunkt (c-Additivitit).

Die Eigenschaft (3) folgt fur P[ := rel. H.[ aus (3), denn es gibt nur endlich viele k mit
Urrr]1:1 {xm} nA 20, alsomitrel. H [Ak] > 0. Fur allgemeine Mengenfunktionen P folgt (3) nicht
aus (3, ist aber sehr fruchtbar fir die mathematische Theorie.

Definition Eine Mengenfunktion P mit (1.6) hei 3t W—Mal3.

Die Forderungen (1.5) und (1.6) erflllt allein das L ebesgue—Mal3 )\1 auf (0,1] (vgl. Barner/Flohr Il (83)
S. 198, Bauer (78) S. 45). )\1[A] ist fir alle Borel-Mengen A in (0,1], sogar fir ale Al—mb Mengen A
in (0,1] erklart. Nach Vitali (1909) existiert keine Mengenfunktion P mit (1.5) und (1.6), die fir alle
Teilmengen von (0,1], also auf der Potenzmenge 9B((0,1|) definiert ist. Also muf3 der

Definitionsbereich von P spezifiziert werden. Dies fuhrt fir das Glicksradbeispiel zu folgendem
W-Modell (Ql, 31, Pl):

Q= (0,1]
31 := System der Borel—Mengenin (0,1]

1
P g,



Das Mengensystem Sl hat gegeniiber dem System der Al—mb. Mengen den Vorteil, dai3 Sl einerseits

nicht von dem zugrundegelegten Mal3 abhdngt under andererseits alle fur die Praxis interessanten
Mengen enthélt. Es ist sogar schwierig und nur mit Hilfe des Auswahlaxiom mdglich, ein A [
B(Q 1) \ 31 zu kongtruieren.

1.7_Definition DasW-Mal3 P, heifit (stetige) Gleichverteilung U((0,1]) (=: U(0,1)) auf (0.1].

Allgemeinwird die Gesamtheit aller bei einem Versuch moglichen Ergebnisse w durch den
Merkmalraum Q beschrieben. Die Problematik, dal3 ein W—Mal3 P i. a. nicht auf der Potenzmenge
B(Q) erklart werden kann, wird allgemein dadurch gelést, dal? eine c—Algebra § a's Definitionsbereich
von P zugrundegel egt wird.

1.8 Definition 3 0B(Q) ist o—Algebra(in Q), wenn gilt:

1) U0O0F% (&= Q0 F wegen (2)
2 ADF = A®03,wobe AC:=Q\A
©) Amug,mDIN:)Um:lAng

Die Eigenschaften (1) und (3) sichern gerade, dal3 die Forderungen (2) und (3) in (1.6) wohldefiniert
sind. Die Eigenschaft (2) in 1.8 ermdglicht die Negationen von Eigenschaften &, die ein A 0 § gemal3
A={wlQ; werfullt die Eigenschaft & } beschreiben.

Die Wahl von P1 ergab sich im wesentlichen aus Symmetriegriinden.

Da eine Modellbildung nie rein logisch zu begrinden ist, kann sie nur motiviert werden durch
Eigenschaften des empirischen Experiments (hier : Unabhangigkeit von den Skalen) und den
entsprechenden Eigenschaften des mathematischen Modells (hier: Trandationsinvarianz).

Eine Aufgabe der W—theorie ist es, ein Arsenal von Modellen bereitzustellen und ihre Eigenschaften zu
studieren. Grundsatzlich ist die Modellbildung abhédngig vom Kenntnisstand Uber das empirische
Experiment und vom Grad der Komplexheit, den man zulassen will. So kann man etwa bei der
Notierung von L ebenszeiten noch nach Geschlecht, Wohnort oder L ebensweise differenzieren.

Die Mathematische Statistik bietet Verfahren an, mit denen man aufgrund von beobachteten Daten
(Ergebnissen) entscheiden kann, ob ein gewahites W—Modell zur Beschreibung des vorliegenden
Experimentes geeignet ist.

Die Problematik der Modellbildung, die auch bel anderen mathematischen Disziplinen auftaucht (vgl.
Geometrie; euklidische— bzw. Kugel—-Geometrie), kann durch das eingangs vorgestellte 4 — Phasen —
Schema sehr gut verdeutlicht werden. Ein Versuch, dieses Beispiel in das Schema einzuarbeiten, konnte
wie folgt aussehen :



1. Phase:
Beschreibung des empirischen Sachverhalts durch empirische Begriffe
(Symmetrie, relative Haufigkeit).
2. Phase:
Abbildung des in Phase 1 gewonnen empirischen Begriffssystems auf ein mathematisches
(wahrscheinlichkeitstheoreti sches) Modell
(Definition eines W—Mal3es, W—Raum, Modellannahmen, usw. )
3. Phase:
Rein logische Untersuchung des in Phase 2 entworfenen Modells
(Gesetz der grof3en Zahlen, usw. )
4. Phase:
Umkehrung der Phase 2, d. h. empirische Interpretation der in Phase 3 erhaltenen Resultate
(Aussagen Uber (Un—) Sicherheiten eines zukiinftigen Ereignisses, Prognosen, usw. )

Solange das mathematische Modell noch nicht erprobt ist, schliefdt sich noch eine Phase an.
5. Phase:

Vergleich der in Phase 4 gefundenen Resultate mit der Wirklichkeit

(mit Hilfe der Mathematischen Statistik).

Erweiterung des Beispids:

Bei n—maliger Wiederholung des Experimentsist ein mdgliches Ergebnis. x :(xl,...,xn) a (O,l]n.

Ist] = % Im a (0,1]n ein n—dim Intervall, a= (al,...,an) OR", so sei

(1.9) atl =4 (xl,...,xn) 0 (0,1]n X 8m Bl mod 1 }

Eine naheliegende Forderung an ein W—Mal3 Pn auf (0,1] " zur Beschrei bung des Experimentsiist:

(1.10) Pn[a+l] = Pn[l]

D.h.: verschiebt man die Skala vor dem m—ten Versuch um a,, S0 soll das keinen Einfluf3 ausiiben. Es

gibt wieder genau ein W—Mal Pn auf den Borel—Mengen in (0,1]n mit (1.10) und zwar das

L ebesgue—Mal3 AN (Barner/Flohr Il (83) S. 198/211, Bauer (78) S.45).
Das Wahrscheinlichkeitsmodell (W—Modell) (Qn,sn,Pn) sieht nun wie folgt aus:

_ n
Q. =(01]
3§, = System der Borel-Mengen in (0,1]n
_3N
P =A

|3n =1 U((0,]") (Gleichverteilung auf (0,1]™).



Eine Anadyse auf (Qn, . Pn)

Mit x 0 (0,1] N Qn sei eine GréRRe (Gewinn) X(x) verknlpft, sodal? X : Qn r R Borel—-mef3bar ist und

2

o IXZ(x)dx<oo[=>Qf|X(x)|dx<oo wegen |X|<1+X2|. se
n n

E[X] := 0 [ X(x)dx (OR), Mittelwert, Erwartungswert und
n
Var[X] := E[{X ~E[X]}?] (<), VarianzvonX bzgl. (@, 3, P).
Var[X] ist ein MaB fur die Streuung um den Mittelwert; im Falle Var[X]=0 gilt:
X(x) = const fur A"—f.a x mit const = E[X].
Der Satz von Fubini ( Barner & Flohr 11 (83), S. 304; Bauer (78), S. 117/118) besagt:

(1.11) EIX] = of Mg ol XXX, ) K1) Py
fir Permutationen 1t: {1,...,n} » {1,...,n}.

Wir betrachten jetzt Gewinne G(t) , t0(0,1], die auf jeder Stufe anfallen, und setzen:
G () = G(x, ) {: 00¢g) O 90,9 BB ) 90, 1) - [B(x,) mit g = 1]
G, (0= 1ny]  Gx ) Unyr_ G (x) auf (0,1]".

Dann gilt offenbar mit (1.11):

(1.11a) E[Gm] =[G(t)dt=E[G] = a

Man erwartet, dal3 die Bildung des arithmetischen Mittels einen stabilisierenden Effekt hat. Dies soll
gezeigt werden. Mit (1.11a) folgt:

(1.123) E[G,] =+ 37 E[G. | =a.
Betrachtet man die Streuung um den Mittelwert, so folgt ebenso wiein (1.11a):
= dx
1 1
=1 . 1N 27—
Var[G,| ._f ...f{ﬁzl(G(xm)—a)} dxy .. .OX
0O O

=L (30 st ew-a?d+ 3, oft (G0-a) d 0t Gy)-ady

indem man die Doppelsumme {Y 2...}2 aufgpaltet in zwei Summen Uber Terme mit gleichem Index

bzw. mit verschiedenen Indizes. Nach Def. von a gilt Ojl (G(t)—a) dt = 0, somit folgt:

(1.12b) Var[G,] =+ of (G(t)-a)? dt=: 2 Var[G] — 0 (firn— o).

Diese Beziehung kann man offenbar als stabilisierenden Effekt deuten.



Sei A, = {X0Q; [G,(x) —a| >¢ } fure >0, dann ist
= = 2
Var[G ] 2E[1A€E{Gn—a} 1
2. _ .2
ZE[lAs@ 1=eA"A,] a0
(1.13) P.[A ] <i; GOvar[G] (Tschebyscheff — Ungleichung).
Wegen P_[AZ] =1-P_[A_] folgt:

1.14 Theorem (Ein schwaches Gesetz der grof3en Zahlen): Sei Ojl Gz(t) dt < oo, dann gilt:
P,[ {x0Q,; |G, —E[G]|<e}]| — 1 furdlee>0.

N-0

Dies ist ein mathematisches Gegenstiick zum empirischen Gesetz der grof3en Zahlen. Der Satz kann
auch als ein Ergodensatz angesehen werden. In der Sprache der Ergodentheorie ist G(x) ein zeitliches
Mittel (entlang der Folge von Ergebnissen Xl""’xn) und E[G] ein rdumliches Mittd (uber alle

mdglichen Werte von G).

1.15. Spezidfall
S G:= 1\ mit A Borel-Mengein (0,1], dannist

G () =237 1,(x) = rel. H[A]

E[G] = of 1 1, () dt=A[A]
Var[G] = of (1, () —p)? ct
asoist (vgl. (1.13)):

1p=P;[A]
o HLA () —2p 1, (1) + p? )dt=p— 2p% + p“ = p1 - ),

PI{x0Q; 12301, (¢)—pl<e}] 21—t pdi—p). ]

1.16. Bemerkung

Jedes reelle zufallsabhéngige Phdnomen laf3t sich durch (Ql’ Qtl, Pl) und eine Funktion G : Ql — R

modellieren. Beweisvgl. 7.11. []

Beispiel zu 1.16 (a) Werfen eines Wiirfels.

Wahle Gy) =i fur yo (s, k] i=1..6. Damist P,[{y0Q,; Gly)=i}] = V6.

(b) Werfen eines Reil3nagels. Hier liegen keine Symmetrien vor. Wenn man das Ergebnis, dal3 die
Nagel spitze nach oben bzw. nach unten durch 0 und 1 beschreibt, so kann man G(y) = 0 fir y O (O,p]
und G(y) = 1 fir y O (p,1] wahlen. Bei n = 26 000 Wirfen hat man beobachtet, daf3 in 56,52 % der
Wiirfe die Spitze nach oben lag. Also liegt die Wahl von p = 0,5652 nahe.



Die Wahl von p aufgrund von Beobachtungen ist bereits ein Beispiel fur eine statistische Schatzung. ||

Das Drehen eines Glicksrades laf3t sich mit dem Computer simulieren durch Angabe einer (Pseudo—)
Zufallszahl x 0 (0,1]. Mit Bemerkung (1.16) ist die Simulation des Glicksrades Grundlage fir die
Simulation eines beliebigen zufall sabhéngigen Phdnomens.

1.17 Bemerkung (Monte—Carlo—Methode). Gemal3 1.14 kann ein Integral f 1G(y)dy naherungsweise
0

experimentell berechnet werden durch ﬁ 22 G(xi).

1.18 Definition Sei Q~ =R, 30 = das System der Borel—Mengen in R und

0
0(t) = ——exp (519, tOR, (3 __ [ 0(t) dt =1).
V2n

Dann heif3t Po= N(0,1) mit PO[A] = f ¢(t) dt , A, standardisierte Normalverteilung.
A

Dabel ist x — ¢(x) die Gauldsche Glockenkurve.

1.19 Zentraer Grenzwertsatz .

: = o 2
Sei (Q S,y Py . Gund G, wie oben mit a:= E[G] (OR) und 0 < 0" := Var[G] < .

Dann gilt flir —o < a < B < +00 :
P [{X0Q,; a < i (G, (x) - alo<B}] — P o) dt=NOD[@B]] (o).

1.19 zeichnet die Normalverteilung aus und ist eine Verscharfung von 1.14 (vgl. Ubung).
N(0,1) [(a,B]] ist die Flache unter der Glockenkurve iiber dem Intervall (a,f3].
Die Gestalt von G geht in den Grenzwert offenbar nur tGber die GréRen aund o ein.
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1.20 Bemerkung zur Normierung. Sei Y (t) := (G(t) —a)/o , t0(0,1], dannist

V(G0 — o = T 5 37 Y (x) = v Y (9
mit E[Y] =0 und Var[Y] = 1. Also kann beim Beweis von 1.19 0.E. a=0 und o
werden. Esfolgt:

E[vA (G, ~a)/o] =E[yAY, | =yRE[Y,] =yAE[Y] =0 (Zentrierung)
Var[yn (G, —a)lc] =n E[Vﬁ] =nVar[Y | =n % Var[Y] =1 (Normierung).

2:1 angenommen

Zentrierung und Normierung bezeichnet man zusammenfassend als Standardisierung. | |

Jedes f 0 C(R) = C(R,R) kann identifiziert werden mit einem f 0 C(R), fiir das lim f(y) InR exigtiert.

y—»ioo
Jedes solchef ist als stetige Funktion auf einem Kompaktum glm. stetig und beschrankt.

2

1.21 Lemma Fiir fOC(R) gilt unter den Voraussetzungen von 1.19 mit a=0, 0“=1:

E[f(ynG )] —1(f) = _,J” fO) () dt (nseo) .

Theorem 1.19 folgt offenbar dann, wenn die Aussage von Lemma 1.21 auch fur f = 1I , | Intervall,

gezeigt ist. Dieswird dann in einem weiteren Schritt geschehen.

Beweisvon 1.21: (i) Zunachst erfolgt eine erneute Zentrierung:
E[f(WAG,)] 1) =E[F/AG)] mitP=f—I(f) 0CR.
(i) Sei h(y) ::ﬁ_wﬁ’ Ht) (1) dt . Wegen

(1.22) o' (y) =—yLd(y)
folgt als Darstellung von f:

(1.222) f(y) = h(y) -y Oh(y) .
(iii) h" O0C[R) wegen Iimy_’ioo y h(y) = — Iimy_’ioo P(y) [vgl. Ubung].

(iv) Seir(e):=max lh'(y) —h'(t)| , €20, dannistr als Stetigkeitsmodul einer stetigen
y, tOR, dist(y,t)<e

Funktion auf einem Kompaktum beschrankt und stetig; insbesondere gilt:

r(e) 1 Ofure | 0 (vgl. Ubung).
(V) Sei G (x):=G(x ), W :=/AG =3]G I Zy = 35 G /.
Dannist Wn = Gllﬁ + 22 n und esist zu zeigen mit (1.22a):

(1.22b) {E [Fow )] = } E[N(W, ) — W, (W )] +0.
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(vi) Wegen der Invarianz von Wn geg. Permutationen der Koordinaten und mit Fubini (1.11) folgt:
L <n L <n
E[Wn [lh(Wn)] =n 2 2 E[Gm [Ih(Wn)] =n 2y 1 E[G1 [Ih(Wn)] =yn E[G1 Dh(Wn)] :
(vii) Eine Taylorentwicklung von h um 22 n liefert:

I 1 )
h(w,) = h(ZZ,n) +n 2 Gy [Ih'(ZZ,n) +n 2G R, mit [R | <r(|Gy|/Vn).

1
(viii) Esfolgt:
JAE[G (MW )] = \AE[G, (hZ, )] + E[GTN(Z, )] + E[GF (R |
mit E[Gltlh(zz,n)] = E[Gl] [E[h(Zz,n)] = O[E[h(Zz’n)] =0 nach Fubini,
2 e 2 . \ -
E[Glm(zz,nﬂ =E[G]] E[h (Zz,nﬂ =1[E[h (Zz,nﬂ nach Fubini
2 2
und |E[Gl[an] |< E[Glﬁi(|Gl|/\/ﬁ)] + 0 (nNso).
Die letztere Konvergenz folgt nach dem Lebesgueschen Satz von der mgjoriserten Konvergenz
(Barner, Flohr 11 (83) S. 276, Bauer (78) S. 77 ) auf dem Raum (Ql,Sl,Pl) wegen

(|G, |/vn) » 0 auf Q, und |G§E(|Gl|/@| < const[(B% ; dabei ist const[(B% nach Vorauss. eine

integrierbare Majorante..
(ix) Fur dienicht (fir n») verschwindenen Termein (1.22b) ergibt sich

[E[NW,) ~h(Z, )| SE[F(|Gy [IW)] » O

wieder wegen maj. Konvergenz. | |

Beweisskizze zu Theorem 1.19. Der Rest des Beweises ist eine Ubungsaufgabe.
Betrachte zundchst o = —» und definiere zu 3 Folgen von Funktionen fk 0 C(R) mit

1(_00’[3] < f, geméR

-1
BB+t 0
und f, O C(R) mit fi < 1(—°°,B] geman
-1
B-18 -0

Dann gilt fiir k+oo: I(fk) — I(1(_ooﬂ) ]
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§2 W—Raume

Der Gesamtheit aller bei einem Versuch mdglichen Ergebnisse w wird der Merkmalraum Q zugeordnet.
Typische Beispiele fir Q sind:

{0,1}, {1,....,n}, {O,...,n}, N, Ny, L, [0,), R, C([0,)),

Qlex...xQn, Q:lesz... mit Qi wie oben.

2.1 Def. Ein System § 0 B(Q) hei3t o—Algebra (in Q) und (Q,3) Mefdraum, wenn gilt:
)00
2)A0FsA0g
. (0]
YA 0N | T A 05

2.2 Folgerungen. 4) Q1§ (1%=Q)

n _ .
5) Ay A 0307 A OF (A=00i>n)

6) Ai 05, 10N> nEAi 03, n°1° Ai 0§ (De Morgan)

Jedes A [ § heil3t Ereignis, {w} Elementarereignis. Man sagt:
Das Ereignis A tritt ein, falls das beobachtete Ergebnis w in A liegt. Die mengentheoretischen
Operationen und Beziehungen lassen sich in aussagenl ogische Verkniipfungen tbersetzen:

A® Odas Ereignis A tritt nicht ein
AnB Odas Ereignis A und das Ereignis B treten ein
AlB Odas Ereignis A oder das EreignisB treten ein
A [ B Odas Ereignis A impliziert das Ereignis B.
2.3 Beispiele. 1) P(Q) ist diefeinste,
2) {0,Q} ist die grobste,
3) {0, Q, A, AC} ist die von A0Q erzeugte c—Algebra.
24 Def. Sei € 0B(Q)
o(¢) = ﬂ {3, § 0— Algebra, § U ¢} heil3t die von € erzeugte c—Algebra

¢ heif3t Erzeugendensystem.
Die Def. ist sinnvoll, denn einmal gilt 3(Q) 0 ¢ und zum anderen:
(2.5) 5; o—Algebrain Q, il (I bel.) 3 ﬂi 3 ist o—Algebra (leicht)

2.6 Folgerung. Ist Q abzb, ¢ das System der Elementarereignisse {{w}, wIQ}, dann gilt o(€) = L(Q).
(Bew. A = UwDA {w}.) Fir abzb. Q ist P(Q) die naturliche c—Algebra.
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2.7 Def. 1t (Q,%) eintop. Raum, so heif3t (%) die Borelsche c—Algebra. Ist ‘Id die ubliche Top. auf le,

s0 heifit 8, = o(% ) das System der Borelschen Mengen in Y.

2.8 Bemerkung. (ohne Bewels) st Qtd = (‘Bd))\ 4 das System der Ad—mb Mengen, so gilt:
d
B % 3 FEO).

Weitere in § erlaubte Operationen:

(2.9) Disjunkte Vereinigung: [A+B ::] ATB , falls AnB=I.
(2.10) Zerlegung durch Fallunterscheidung: Q = zi Bi > Al ZBi >
A= Ui AnBi (1. Distributivgesetz) (Sind die Bi digunkt, so auch die AnBi!)

(2.11) Differenz A\B := AnB® (OA aber nicht B)

(2.12) symmetrische Differenz AAB = (A\B) + (B\A) = (AIB) \ (AnB) (O genau eins der
Ereignisse A, B tritt ein)

(2.13) mengentheoretischer Limes
mA = °r?:1Um:nAm:{ooDQ;ooDAnfUroovieIen}

i — 00 0o _ . . . . .
mA ={ )21 ﬂm:nAm_ {wlQ; wlA_ fir alle bisauf endlich viele n}.
Stetsgilt: limA OimA . ImFdlelimA_=TimA_=A setzt man lim A = A oder A »A

(2.14) Monotone Folgen
(Ap isoton:e& At e AIA L. & A TTDA

(A antiton & A L e A DAL D& AL nA
Esgilt: AnT > An—> DAn, Anl > An-u nAm

n 00 n 00
(2.15) Folgerung. (A ) bel. Dann UlAm t U A, und ﬂlAm ! ﬂ DAL

2.16 Reduktionssatz Zu (Ai' i0N) O (Bi’ i0N) mit den Eigenschaften:

- Ny _| |n —
(B;) (paarw.) disjunkt, B;,JA;, Ul A = U 1B, 1sn<w, namlich:

c

B 1

=ALB =A VADLIAL )=A A

Cc
1 1 Bp, n..nAL

1

(2.17) Indikatorfunktionen: Seien (B,) disiunkt, (A,) beliebig:

Inn =315, 1 , =01, , 1—, =lm1, 1, =lim1, .
0B~ "B, A T A TImMA A, limA - A,
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2.18 Def. Kolmogoroffsche Axiome. Ist § o—Algebra in Q, so heit P : § » R W—Mal3 oder
W-—Verteilung und (Q,F,P) W—Raum, wenn P (1) positiv (2) normiert (3) o—additiv ist.

2.19 Eigenschaften eines W—Mal3es

(4) P[0]=0 (Nulltreue) (Bew. P[0] =3 P[0])
(5) Pist (endlich) additiv (Bew. setze A;=0 [ i>n)
(6) Pistisoton: ADB 3 P[A] <P[B] (vdl. (7))
(7) Pist subtraktiv: A 0B 3 P[B\A] =P[B] —P[A]
(8) P[A®] =1-P[A] (wegen (7))
(9 0<P[A] <1 (wegen (6))
(10) P[A0B] =P[A] + P[B] — P[A n B] (leicht)
(11) Siebformel von Sylvester—Poincare:
PIUTL AT = Y, cernga, i €D TR Mior Al (Ubung)
(12) Pist sub-o—additiv: P[0 A | < 3P[A | (mit 2.16)
(13y0B,=Q 3 AOOB, 3 P[A]=3 P[AnB] (mit 2.10)

8§ 3 Diskrete W—Riume
3.1 Def. (Q,3,P) heiRt diskreter W—Raum, falls Q abzb. und § = T(Q).

3.2 Def. Sei Q abzb. Eine Abb. f: Q+ [0,0) heil3t Z—Dichte (Zahldichte) auf Q, falls
zooDQ f(w) =1. (zwDQ ist unabh. von der Reihenfolge der Summation.)

Ist PW—-Mal’ auf (Q), so heillt w+ P({w}) =: P(w) Z—Dichte von P.

Interpretation: Jedes wIQ erhdlt ein Gewicht. Es besteht eine 1-1 Beziehung zwischen den Z—Dichten
und den W—Mal3en auf einem abzb. Raum.

3.3 Satz. Sei Q abzb.

(@) JedesW—Mal3 P auf 3(Q) ist durch seine Z—Dichte f eindeutig bestimmt.

(b) Zu jeder Z—Dichte f auf Q gibt esein W—Mal3 P auf B(Q) mit Z—Dichte f, namlich
() PIA] = Z p F(@) , A TH(Q).

Bew.a) A = U WA {w} 3 () ist notwendig. b) z.z. Pist o—additiv (Umordnungssatz). [ |

34Def. S Q =M,
(F(k) =) TOK) = & ™ AKIk1 definiert die Poissonverteilung T(\) zu A>0,

(f(k) =) Geo(p;k) = (l—p)kp definiert die geometrische Verteilung Geo(p) zu 0<p<1.
Die Bedeutung von 1(A) wird in 5.17, 5.19, die von Geo(p) in 12.17, 12.18 erklart.
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3.5 Beispiel. Zu Xy,...x [ Q ist das W-Ma3 P[A] -Emp[A|X1, Xl = 3[{i x0AY| auf B(Q)

1! "
definiert. Ist Q abzéhlbar, so hat P die Z—Dichte f(w) = ﬁ| {i; x;=w}| . []
Ein Spezialfall von 3.5 ergibt sich in:

3.6 Def. (Q,3,P) heil3t Laplacescher W—Raum und P (diskrete) Gleichverteilung U(Q) auf Q,, wenn
1) Q endlich 2) 3 =3(Q) 3) P() = %[ .

. _|A| _Anzahl der giingtigen Félle
Folgerung: P[A ] = |Q[ = Anzahl der méglichen Félle (Laplace)

Beipiele 1) Werfen einer Miinze
2) Werfen eines Wiirfels
3) Ziehen einer Karte aus einem Skatspiel

"Gegenbeispid": Werfen eines Reil3nagels.
In Laplaceschen W—Raumen wird die W. durch Abzdhlen von Mengen ermittelt. Hilfsmittel stellt die
Kombinatorik bereit:

(3.7) Geg. A mit |A|=n; dann gilt: |Ar| =n'".

Sei 1<r<n und B:{(bl,...,br) oAl biibj Oi#j}. Danngilt: |B| = (n)r = n(n-1)...(n—r+1).

(3.8) Geg. A = {01}, isksr O N, B = {(by,...b) O A" |{i, b=1}| = k}.Dam gilt:

11-'-1
|IB| = (&) = Anzahl aller k—element. Teilmengen einer r—element.Menge.

Verallgemeinerung:

(3.9 Geg. A ={1,..,.n}, km o zm -1 m =T,
B ={(by.- ,b)DA » [{is bj=m}| =k, Ismsn}. Dann gilt:
IB| = W:k,— (e 1 k) (Multinomialkoeffizient).
12" n

3.10 Beispidl: Geburtagszwillinge. Es werden r Personen nach ihrem Geburtstag befragt. Wir wahlen Q
= 1,2,...,365}r und nehmen an, dal3 das Experiment naherungsweise durch einen Laplaceschen
W-Raum beschrieben werden kann. Es interessiert die W., da3 (mindestens) zwei Personen am
gleichen Tag Geburtstag haben. Sei also

A={ (ool,...,oor) 0Q; O mitwi:ooj} .

Esist |Q| =365, |A°| = (365), , somit folgt: P[A] = 1— P[A®] = 1 (365) /365 .
Zahlenwerte (nach Stirling) fur (r;P[A]): (30; 0,71), (40; 0,89), (50; 0.97), (60; 0,99)
P[A] erhéht sich noch bei einer Abweichung von der Gleichverteilung.
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84 Zufallsvariablen und ihre Verteilungen.

Zid: EineZva X ist eine GroRe mit Werten in einem Raum Q' soda3 P|[XIA'
erklart ist (fiir geeignete A' 0 Q").

Der Merkmalraum Q wird so gewahlt, da3 w 0 Q ale (interessierenden) Informationen (ber das
Experiment enthalt. Jeder Aspekt dieses Experiments ist also durch w bestimmt. Eine Zva X soll aber
gerade einen Teilaspekt des Experiments beschreiben. Unser Ziel wird also erreicht, wenn man X als
eine Funktion X : Q » Q' definiert. Es Uberrascht, dal3 eine Zufallsvariable als eine eindeutige
Funktion definiert werden soll. Die Unsicherheit Uber X(w) liegt dann jedoch in (dem Eintreten von)
wlQ.

Beispiel. Eswerde n—mal gewirfelt. (i) X ist die Summe der gewirfelten Zahlen.
(i) Xm ist das Ergebnis des m—ten Wurfes.
41Def. Zu f: Qr Q" heildt
L B(Q) - P(Q) mit FLAY):={00Q; F(w)IA') die zu f gehdrige Urbildfunktion. und
fPQ) » P(Q) mit f(A):={wDQ; DwIA mit f(w)=w'} Bildfunktion.

4.2 Lemma. Sei f:Q-Q'bel., A', Ai' 0Q', 1 bel. Indexmenge. Dann:

@i A=Y 7 HA)

(b) f_l(U A) = U fY(As); sind dabei die A! digjunkt, so auch dief(AY).
©fIo=0 riay=a

@ XA = (FHa)©

© (gofy L=t Log Ltalls g0

Schreibweisen: {wIQ; X(w)IA'} = X 1(A) =: {XOA'}, P[{XOA"}] =: P[XCOA'].
Beispiele: {X=x}, {X<x}, P[X=x], P[X<x].

4.3 Def. Sei (Q,3,P) ein W—Raum, (Q',§") Melraum. Dann heif3t X:Q-Q' eine Zufallsvariable (Zva) auf
(Q,3,P) mit Wertenin (Q',§), falls {X0OA'}0F 0 A'DF.

Fur Q'R heiRt X reelle Zva, fir Q'IR: erweitert reelle Zva, fiir Q'DIRd

fur Q' abzb.: diskrete Zva..

: d—dimensionaer Zufallsvektor,

4.4 Bemerkung: Ist (Q,5F,P) diskret, soist jede Abb. X:QrQ' Zva. Ist Q' abzb., §' = L(Q"), so gilt:
X (diskrete) Zva «> {X=x} 0F Ox0Q'(vgl. 2.6).
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45 Satz. Sei X Zvaauf (Q,3,P) mit Werten in (Q',§). Dannist durch
P[A] := P[XOA] = P[X Y(AY)] einW-Ma3 P auf 3 definiert.

Schreibweise: P= PX L,

Bew. mit 4.2b,c.| |

4.6 Def. PX 1 hei3t Verteilung von X.

Schreibweise: X 0P <3 X l=p (wenn etwa P nicht interessiert);
2B. X OT(A) heifit P[X=k] =& ™ AKIk! .

4.7 Bemerkung: Die Verteilung einer diskreten Zva ist durch die Werte P[X=x]|, x0Q', festgelegt.
(Bew. 3.39).

4.8 Bemerkung. Die Aussage 1.16 bedeutet gerade: Zu jedem W—Mal3 Q auf (lRl,%l) ex Zva X auf

(Ql,gl,P) wiein 81 mitWertenin(lR,%l), soda X 0Q.
4.9 Beispiel. Q = U({L,...6}). Sei (Q.1,Py) wiein 81, X(@) =i fir 00 (-1, i=1,..,6. Dann gilt:
: 1 a1 .o~
Q'={1,...6}, P X "[{i}] = P, [X=i] = %,i0Q", dh. X OU({L,...6}).
85 Elementare bedingte W. und stochastisch unabhéngige Zva.
Problem: Wiehdangen die Schulnoten in Mathematik und Deutsch eines zufdllig heraus—

gegriffenen Schilers voneinander ab?

Eine Untersuchung bei n Schiilern ergibt als Ergebnis (Stichprobe) Tupel
00y 0 {1,..,6)2 =0 Q.

1. Wéhlei,j 0{1,...,6} fest und betrachte A:={i}x{1,....6} 0 Q, B:={1,...,.6}x{j} 0 Q.
2. Sondere nun die Tupel w0 B aus. Deren Anzahl ist n(rel.H [B] und betrachte in der reduzierten

Folge dierel. Haufigkeit von A, also

rel.H[A|B] = c ot w51 1, (@ ) 1g(w) = rel.H[AnB]/rel.H[B].
Dieser Wert kann nun etwa mit rel.H[A] verglichen werden. Die GroRe rel.H [A|B] dient als Vorbild

fur die folgende:

5.1 Def. Sei (Q,3,P) W-Raum, A,BI3. Dann heifit P[A|B] := PLAIB L bedingte W. von A unter der

Bedingung B. Ist P[B]=0, so sei P[A|B|=0 (oder beliebig 0 [0,1]).
Sprechweise: P heifdt auf B konzentriert, fallsP[B|=1.

5.2 Satz. Sei (Q,5,P) W—Raum, BOF mit P[B]>0. Dann ist P[[|B| ein W—Mal} auf 3, das auf B
konzentriert ist.

Bew. einfach mit (2.10). [ |
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Beispiel. Die W., dal3 bei 2 Minzwirfen zweimal Zahl erscheint, unter der Bed., dal3 die erste Miinze
Zahl zeigt, ist 1/2. Die W., dal3 bel 2 Minzwiurfen zweima Zahl erscheint, unter der Bed., dal3
mindestenseinmal Zahl dabei ist, ist /3. ]

Problem. Seien X,Y diskrete Zva auf (Q.§,P). Wann gilt
(O P[Y=j|X=i] =P[Y=]] ?
Interpretation: Wann liefert die Kenntnisvon X keine Information tiber Y.
Sei P[X=j]>0, dann gilt: (D & P[X=i,Y=j]| = P[X=i| P[Y=j]
Die rechte Aussage ist symmetrisch in X und Y und ist auch sinnvoall, falls P[X=i|=0. Deshalb wird sie
fur die Definition von "X und Y unabhéangig” genommen.

5.3 Def. Sei Jendlich, Xi’ i0J, Zva auf (Q,3,P) mit Wertenin (Qi.Si). Dann heif3t die Familie
(Xi ,i0J) (stochastisch) unabhdngig : <>

(5.4) P[XiDBi, i0J] = niDJ P[XiDBi] 0 BiDSi

5.5 Folgerung. (Xi,iDJ) unabh. & (Xi' i0l) unabh. 01 0 J. (Bew. Setze Bi:Qi flr i0J\1).
5.6 Def. Seien nun Jbel. und Xi wiein 5.3. dann heil3t die Familie
(Xi’ i0J) stoch. unabh. : &> (Xi’ i0l) unabh. 01 0 JImit 2<|1 | <co.

5.7 Folgerungen. (a) Die Def. 5.3 und 5.6 sind konsistent gemaf3 5.5.
(b) Ist J=N, so gilt: (Xi’ i0N) unabh. & (Xi’ 1<i<n) unabh. 0 n.

Bew. von b)"¢" Zu | mit |I|<co wéhlen, sodal3 | 0 {1,...,n}.[]
5.8 Satz. Seien Xi, 1<i<n, diskrete Zva auf (Q,§,P) mit Wertenin Qi. Dann gilt:

(X, 1<i<n) unabh. & P[X,=k,,... X =k | = P[X =k, [ L. IP[X =k | Ok0Q;, 1<isn.

1o
Bew. von "¢" mit B, = szBi {k}.[]

5.9 Bemerkung. Seien Qi endlich, 1<i<n, Q=Q x...xQn, Xi:Q->Qi die Projektionen.

1
Dann sind aquivalent:

1) (Q,3,P) ist Laplacescher W—Raum.
(20 (Q,3,P) ist diskreter W—Raum, so dal3

(@ Xl""’xn unabh. (b) Xi DU(Qi), 1<i<n.
1

Bew. "(13(2)" P[X =Ky, X ;7K | = P[{(Ky, k) }] = |é| =M 1]

J
ad "(2)3(1)" P[{(kl""’kn)}] = P[Xlzkl,...,xn:kn] = r]i P[Xi:ki] = [-|i

- . _ L1 1
Durch Summation tiber k; mit j# i erhalt man: P[X.=k;| = m

B
B
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Beispide: Geburtstagszwillinge 3.10, —maliges Werfen einer Miinze oder eines Wirfels.
Sprech— und Schreibweise: Xi’ i0l, hei3en identisch verteilt, wenn Xi 0Q fir ein W—Mal3 Q.

Xi , 10I, sind iid, wenn sie unabhéngig und identisch verteilt (independent, identically distributed) sind.

5.10 Beispiel: Multinomialverteilung.

Seien Xy,.... X, iid Zvaauf (Q,§,P) mit Werteniin {a,...,0 4}, wobei n, dON,

mit P[Xm:ai] = p(ai) =P, O<i<d, fur eine Z—Dichte p auf {uo,...,an} :
Yi(w) = {m; 1smsn},xm(w) :ai}| O<i<d, dso Y :n—(Y1+...+Yd)

Y = (Yl,...,Yd) ’ a|SOY Q g Kd,n = {( 1, ,kd) I:I [N +...+den}.
Zu (kl,...,kd)DKd - ko:: n— (k1+ +kd), betrachte
B :={(xq,..x) O {0(0, ,ad}n o, tritt k,—mal auf, Osi<d}.

Danngilt |B| = m nach (3.9). Esist

{Y =(kqk gt =\U (X X} 08 asoistY Zvanach 4.4 und

x 0B X1 7¥Xp

1o
PIV=(kyk )] =Sy PIXgXg | PIX g =
_ Ko K1 Kg_ d X _
= Po Py pd—IBIEH P =
(Xl' .,xn)DB 0
Ki
_ _ Hd P; Po=1—(py+.-tpRy
(511) b(n,(pl,,pd),(kl,,kd)) =nl 0 kl mit k -n— (k +, +kd)

5.12 Def. Das W-MaB auf K mit der Z-Dichte b(np;() heiRt Multinomialverteilung b(n,p)
fur5=(p1,...,pd)u[o,1] mit y;psl

Spezidfadl:d=1, a,=0 (= MiRerfolg), 0(:1(ﬁ Erfolg), Kq :{O,...,n}, plz:p:P[szl],

0
Po=1-P=P[X;=0], Y = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen, d.h. Y = zm 1Xpy PLY=K] =
(5.13) b(npik) = (Hp<(a-p)" ¥

5.14 Def. Das W—Mal3 auf {0,...,n} mit der Z-Dichte b(n,p;0 hei3t Binomialverteilung b(n,p)
fur p0[0,1]. nON.

5.15 Folgerung. Seien Z,,...,Z _ iid Zva auf (Q,3,P) mit Werten in (Q',3"), BOg',

1 n

X ! (=1goZ, ), dannsind X4,... X iid Zvamit P[X = 1] = P[Z, D B]=:p und

m= 1z, 0B
31 X Ob(np).

1o
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Approximation von b(n,p) durch t(A) fiir grof3e n und kleine p.

5.16 Hilfssatz. (1+ 2+ o)™+ €7 (noo) fiir Z2C.

5.17 Gesetz der seltenen Ereignisse.
b(n,p,iK) » T(AK) , KONy, fallsneo, np A > 0.

Bew. durch Induktion nach k: k=0: b(n,pn;O) = (1—pn)n - e_)‘ =T1A,0) nach 5.16.
p
Kokt 1 DRk = 0 B + gy TAK) = Tk D).

Beispiel: =100, p=0,01, A=1 dann | b(n,p;K)—T1(A;K) | < 0,002.

5.18 Hilfssatz. Jede beschrénkte Losung f:[0,00)-R von f(t+s)=f(t)f(s) st=0
hat die Gestalt f(t) = & M fiir ein AD[000] .
(Bew. z.B. Hinderer S. 201).

5.19 Beispiel: der Poissonprozef3.

Geg. Tn : Qr (0,00) , NON mit 0< Tl(w) < T2(oo) <...und Tn(oo) -+ 00 HwlQ.
Fir ein Intervall I 0 [0,c0) sei N, (w) := [{n0N; T (w) O 1}].

Annahmen: [ O<a<b sei N(a,b] Zvaauf (Q,3,P), sodaid gilt:

(1) diezva N(a+h,b+h] , =0, sindidentisch verteilt,

(2)  flr digunkte Intervalle |1""’|n (2<n<w) sind Nll,..., NI unabhéngig.

n
Beh.: OA>0 sodad N(a,b] Om(A(b—a)).

Anwendungen: Tn ist der Zeitpunkt

a) des n—ten Telephonanrufsin einer Telephonzentrale,

b) der Ankunft des n—ten Kunden an einem Schalter,

c) der Aussendung des n—ten a—Teilchens einer radioaktiven Substanz,
d) des n—ten Ausfalls einer Maschine in einer Anlage.

e) der n—ten Schadensmeldung bei einer Versicherung.

Bew. der Beh.: Sei f(t)::P[N(0 t] =0]=P[T>t].
2

(i) DAO[0,] mit f(t) = e M, denn f(t+s) = P[N =0] @ P[N

(1) 0179 N t+s]
1
= P[N(g)=0] PP[N(g =01 =f(OH(9 ; jetzt 5.18.

=0] (P[N =0]

(O,t] (t,t+s]

(i) O<A<oo, dennwegen {T1<oo} =0, {T1 <n} und P[T1<oo] >0 (sogar =1) folgt mit 2.19(12):
Onmit P[T, <n] >0, d.h. Onmitf(n)<1.
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Wegen {T1>0} =0, {T1 > %} und P[T1>O] >0 (sogar =1) folgt ebenso: Jn mit f(%)>0.

(i) zu (O] =07_; (T2, ) setze x(V = 1{N(i__L[ iy . gy ; danngilt
n'n

Px(M=1] =p[x{M=1] =11}y =1-eMN=p

Sei Y(n) = z?:l Xi(n) die Anzahl der Intervalle, in denen mindestens ein Zeitpunkt Tm liegt. Dann
ergibt sich Y™ Ob(np, ) gemé 5.15; dabei gilt: np, At

also nach 5.17: b(n,p, :k) » LK) fir rsco, cLh. PLY M=k] » ik, kN

Andererseits gilt: Y(n)(oo) +N O] (w) DwIQ ; darausfolgt (Ubung):

PrY(M=k] - P N ¢ =K] fr oo, Insgesam: PN 1 =K] = TALK) O kNG, ]

{Nt’ t>0} mit Nt:=N(o {] hei3t Poissonprozed mit Intensitat A und ist ein wichtiges Beispiel fur einen

stochastischen Prozef mit stetigem Zeitparameter.
Die Existenz eines W—Raums mit den obigen Eigenschaften (Annahmen) in 5.19 wird spéter gezeigt.

Markoff—K etten.

Wir betrachten jetzt eine Folge von diskreten Zva (Xn, 0<n<N) (N < o) auf (Q,5,P) mit Werten in der

abzéhlbaren Menge S und interpretieren Xn als Zustand eines Systems z.Zt. n.

X

T2 3 7 !

Dabei wird pij die W. bestimmen, dal3 das System nach j geht, wenn es zuvor ini gewesen ist.

i*\Ji

n n+1

5.20 Définition.P = (p..). .~ heiRt eine Ubergangsmatrix (U—Matrix) und die p.; Ubergangs—
ij71,)0S 1)

wahrscheinlichkeiten, falls p;; 2 0,ij 0S, 3 =1(dh.jrp; ist einez-Dichte) 1i IS

iosPij
Die U-Matrizen bilden eine Hal bgruppe bzgl. der Matrixmultiplikation
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5,22 Bezeichnungen (pi(?)) = PO it die Einhheitsmatrix,
(pi(?)) = P it das n—fache Produkt von P mit sich selbst.

5.23Lemma Sei P = (pi-) eine U-Matrix. Dann sind dquivalent:

) P[Xg=igm-X,=igl =P[Xg=igl O ; L0y, Oigei0S 1sn<N;
0o o 0 0 I | n—1n o
1)) P[onio,...,x +1 n+1]—P[XO—|O, ,X =j ]@)II Dlo, o 1DS 1<n+l1<N;
nn+l
iii) P[X |X e, X = ]—p
n+1~ 'n+1 0 'n'n+1
0 iO""’in+1D S, 1< n+1< N, mit P[XO: io,...,Xn: in] > 0.

Beweis: Ubung.

5.24 Definition. (Xn, 0 < n < N) ist eine (zeithomogene) Markoff—Kette, falls eine U-Matrix P = (pi j)

exigtiert, sodal eine der drei dquivalenten Bedingungen (i) — (iii) in 5.23 gelten. Die Eigenschaft (iii)
hei 3t Markoff—Eigenschaft (Unabhangigkeit der Zukunft Xn +1 Von der Vergangenheit (XO""’Xn—l)

bei bekannter Gegenwart Xn). Die Verteilung von XO hei 3t Startverteilung.

Eine Markoff—Kette ist eine Verallgemeinerung einer Folge von iid Zvamit Wertenin S; in diesem Fall
kann man setzen: pij = pj = P[onj].

5.25 Satz (Variante der Markoff—Eigenschaft):
a) P[Xn+1:j|(xo,...,xn_1) DB,Xn:i] :pij

080S%ij0S 1<n+1<N, mitP[(X...X, ) 0B, X =i]>0.

O!'-'!

b) P[Xn+1 — j1""'xn+m = Jm | (XO,,Xn_l) 0B, Xn = I] = p'J]_Dme—ljm

0B0SYijgmip 1S NS M <N, mit P[(X DOB X =i]>0.

0K
Beweis: Ubung. Einwichtiger Spezialfall ist der Fall B = S

5.26 Lemma. P[X =i, X =k] =P[X_=i] q)(m)

Beweis. Fiir m=1 haben wir mit 5.25a (B = S"):
P[Xn: i,Xn+1:k] = P[Xn:i] [IP[Xn+1- k|X =i| = P[X =i e
Fur den Schritt m » m+1 schreiben wir mit einer Zerlegung durch Fallunterscheidung [(2.10)|:
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P[Xn:i,X :k]:zj P[Xn:i,Xn+m:j,Xn+m+1:k]

=k[X =1X
(m+1)

n+m+1

=3 P[X =1X =1 P[X

n+m n+m+1 n+m ”

=5, PIX, =181 gy =Px, =] B}

Dabei wurde die Induktionsvoraussetzung und wieder 5.25a benutzt. | |

5.27 Satz (Chapman—K olmogoroff—Gleichungen). Fur P[Xn =i] >0gilt:
(@ P[X n+m—k|x =i| = (m);

(B)  PIXpym=kIXn =11 = 5 PIX =1 X =] PX gy =KIX =11

n+m

Aufgrung der Eigenschaft 5.27a heil3en die pl( J m) m-—Schritt—Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Beweis: @) Dividierein Lemma5.26 durch P[X - =i].
b) Wegen pM = pt M-t gilt auch
(t=n) (n+m t)
jk
Nun folgt die Behauptung aus (a). []

(5.270) p(™) = =5,

5.28 Korollar. P[X  =k] = 3, P[Xq=1] p(m)

Insbesondere gilt: P[X, = k] = 3. P[Xy =1i] p;.. Die Frage, wann die Verteilungen von X, und X,

ubereinstimmen, fuhrt zu folgender Definition.

5.29 Def. Ein W—Mal3 auf S mit Z-Dichte {v, } heif3t stationére Verteilung , falls gilt:
(5.30) Vi = leS i Pi (O KOS).
5.31 Satz. Ist die Startverteilung eine stationére Verteilung, so sind die Xn’ 0<n< N, identisch verteilt.

Beweis Nach Voraussetzung definiert P[oni] =V, eine stationdre Verteilung. Der Bewels folgt nun

mit Induktion aus:
P[Xn+1: K| = zi P[Xn: i] P[Xn+1: k|Xn: i] = zi Vi Py [

5.32 Bemerkung. Ist S endlich, so existiert immer eine stationare Verteilung.
Der Beweiswird in W—Theorie |1 (stochastische Prozesse) gebracht. ]
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5.33 Satz. Sind (Yn’ 1<n<N) diskrete iid Zva mit Werten in S und existiert eine Funktion f : SXS + S,

sodaR X = (X ;.

P[f(i,Y) =], falls Xy konstant ist [oder allgemeiner fallsauch {X,Y , 1<n<N} unabhangig sind].

Y 1<n<N, gt soist (X)) eine Markoff-Kette mit den U-W. pj =

Beweis. Wir zeigen die Eigenschaft 5.23 (i):

P[Xg=igm-X,=i,] = P[Xg=igt(XgY )=igfX 1Y D=1

=P[Xg=igfligY P=iqmafliy .Y )= =PIXg=ig] PP[f(igY =i | L.IPIFG_1.Y D=1

denn es ist {X) = iy} entweder Q oder 0, und man kann offenbar {f(i . ;.Y )=i_}={Y 0B}

schreiben fir gewisse B 0 S. []

5.34 Beispidefiir die Situation von 5.33.
(1) Summen von iid Zva erhdlt man, fallsS=7 0 S und f(i,y) =i +y. Fur den Fall S = {-1.1} heif3t

. . « -
{X,} eine (1—dim.) Irrfahrt  — — ok
=1 i i+l

(2) Ein Warteschlangenmodell. Essei S = IN0 0Sund f(i,y) = (i—l)+ +y. In einem Bedienungssystem
madgen zu Beginn X0 Kunden auf Bedienung warten. Beschreibt Yn die Anzahl der Ankiinfte wéhrend
der Bedienung des n—ten Kundens, so soll Xn die Lange der Warteschlange nach der n—ten Bedienung

beschreiben. [Dabel kdnnen die Zeitpunkte der Ankiinfte neuer Kunden durch einen Poisson—Prozef3
beschrieben werden.| Somit haben wir

— + — 1
(5.359) Xn+1 = (Xn—l) + Yn+1 = f(Xn,Yn+1), insbesondere Xn+1 > Xn -1

Ist Xn = 0, so mufl man warten, bis wieder ein Kunde ankommt. Dann ist man ider Situation, dal’ die

Warteschlange zu Beginn der Bedienung gleich einsist.

] I S,, = Bedi enungsbeendigungen
o | I I
| ] | Tn = Ankunf t szei ten
T S T T3 Ty S5 T 5
Esergibt sich nach Satz 5.33:
. + .
(5.35b) P = P[(—-1)" +Y,=]]

Wir mochten in dieser Situation eine notwendige Bedingung fir die Existenz einer stationédren
Verteilung herleiten. Liegt eine stationére Verteilung mit Z—Dichte (Vi) vor, so gilt:
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(5.36) vJ p” 17 zl O Izk_j Pik far j = 1.
Zum Bewels schreiben wir unter Benutzung von Pik = 0 firk<j<i:
2 Vk T 2kej 20 Vi Pik T V) Pjj—1 T 2ig Vi 2< Pik SOWiE
2ii Vi ™ 2igj Vi 2k Pik = 2igj Vi 2k Pik * Zigj Vi 2kej Pik -
Durch Vergleich dieser Identitaten folgt (5.36). Daraus erhalten wir
— w .

Wegenpyj 1 = 1‘2k-j Pl
(5.36)' Vj zl -0 Izk_j Pik fur j=0.
Damit ergibt sich
1= zJ—OVJ _zj—Ozl =0 Izk_j Pik

=3i=0Vi Tk=i pikzj:il_zl-o | Zie=i (+D) By

=V Y=g K+ D) P[Y =K] + 37_1 v T\ i (k=i+1) P[i=1+Y, =K]

:v0+z|_0 i 25 1 {P[Y{={] =vg+E[Y,],d%
(5.37) Vo=L1—E[Y,] mitE[Y ] =35_; (P[Y,=1].
Dabei ist E[Y,] die mittlere Anzahl der Ankiinfte wahrend einer Bedienung. Somit ergibt sich als
notwendige Bedingung fur die Existenz einer stationaren Verteilung E[Yl] < 1. Ware pjj—l =
P[Y,=0] =0, so miiBte P[Y, = 1] = 1 gelten; dieser Fall ist aber leicht zu Gibersehen und nicht
interessant. Sei nun Pj—1= P[Y,=0]>0.Istdann E[Y ] = 1, s0ist v = 0. Daraus folgt aber nach
(5.36): vj =0 0j; dann definiert aber (vj) keine stationére Verteilung. Also erhalten wir,
falsP[Y,=1[ <1 als

notwendige Bedingung: E[Yl] <1.

In der Vorlesung W—theorie Il (stochastische Prozesse) wird gezeigt, dal’3 diese Bedingung auch
hinreichend ist. Dies wird in den Ubungen fiir den Speziallfall gezeigt, daR die Yn geometrisch verteilt

sind. Die Angabe von Vo in (5.37) erlaubt mit Hilfe von (5.36) eine rekursive Berechnung der Z—Dichte

der stationdren Verteilung.
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KAPITEL Il MASSTHEORIE.

§6 Mengensysteme.

Sprechweise: 1t (Q,3) ein Mefsraum, so heil3t jedes ALF eine (§—) mef3bare Menge.
6.1 Bemerkung. Sind € und &' Mengensysteme in Q, so gilt:

o(®) =0o(¢) & ¢l o(@), € 0o(2).

Die c;—AIgebra*Bd der Borelschen Mengen (vgl. Def. 2.7).
6.2 Bemerkung. ‘Bd enthdlt alle abgeschlossenen Mengen (als Komplemente offener Mengen), somit
alle Einpunktmengen sowie alle abzb. Mengen (als abzb. Vereinigung von Einpunktm.).

6.3 Def. Zu a= (al,...,ad), b=(b bd) D[Rd definiere das halboffene Interval (ab]| als

L
(ab] =2, (a,b] ORI (=0, fallsazb. fir eini); ferner

34:= {(@b]; abk%}, 3,:= {(ab]; ab1q"}, dabei ist I abzb.

6.4 Lemma.(a) *Bd = O'(Jd) = o(jd) ; insbesondere hat %d ein abzb. Erzeugendensystem.
(b  (ab]n(@b] = igl (max(ai,a]-'),mi n(bi,bi')] 03y

Bew. ) (i) J;0J,00(T,) wegen (ab] = nmzl (a, b+%).

(i) T4 0 0(3) ; denn sai C offen; dann 1 ciC 01 1 3 mit c01(Q) 0 C, dlso

C =041 =001 fir ein abzb. Menge C', denn 3 ist abzb.. Jetzt 6.1.

Teil (b) ist Klar []

uc

6.5 Bemerkung. Andere Erzeugendensysteme von ‘Bd sind (vgl. 6.15):
(i) 3= {(,a] ; arY (i) 3= { (3, ] ; a).

Produkt—o—Algebren.

6.6 Def. Geg. Qi ,Q:i ad ‘B(Qi), o—Algebren Si in Qi’ iON. Dann sei

n n . _ _ d

>1<Qii =4 X C;; GL&,} furniN (zB Jy= >1<Jl),

TDSi = 0(% 35 nON (% 3; isti.a keine o—Algebra).
IIDISi hei3t die (von den Si erzeugte) Produkt—o—Algebra auf %Qi und
(§1‘< Q, %gi) heiRt Produktmefraum.
6.7 Spezialfall. Fir den Fall Q, abzb., 1<isn<e gilt: rl‘mqs(gi) = q3(§1‘< Q).
Denn §11< Qi ist abzb, und %‘B(Qi) enthalt die Einpunktmengen

{(wpmn)} = {o px{asbx. x{w }; jetzt 2.6.
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Gilt |Qi|2290isti°§ Q. Uberabzb. und ﬂ3(i°é°l Qi)iolﬁ‘ls’(ﬂi) (ohne Beweis).

1
Durch Abbildungen definierte o—Algebren.

Schreibweise. Zu f:Q-Q', COP(Q) setze F () := (LAY, ATE) .

6.8 Satz. Geg. f:QrQ', §' 0—Algebraauf Q', &' 0(Q"). Dann gilt:
@ f3)ist o-Algebraauf Q;
b o) = o ).

Bew. a) folgt mit 4.2. b) "0" folgt aus (a). ad "0" Wir fuhren einen Schluf von ¢ auf o(&") durch:
Setze A:={A'0Q"; f_l(A') ad o(f_l(ei'))} .Dann gilt €02, und esist z.z. o(¢') 0 2A'. Dies folgt aber,
wenn ' c—Algebraist. Dies ergibt sich wiederum mit 4.2. ||

6.9 Beigpidl. Seien (Qi’ Si) MeRrdume, iON. Q = ;11( Qi fur ein nON, T Qw Qi Projektion. Dann gilt
1 .
etwa Ty (31) ={Ax §21< Q, AL Sl} (Zylindermengen).

Spur—o—Algebren.

Schreibweise. Zu € 05(Q) , B 01 Q setzte Bn¢ := {BnC; CO¢).
Sei i:B-Q dienatirliche Injektion. Dann gilt: i 1(C) = BnC, i "1(¢) = Bn€.

6.10 Def. Ist (Q,3) ein Melraum, 0 # B 0 Q. So heif3t
B n § die Spur—o—Algebravon 3 auf B.

GemalR 6.8a ist Bng = i_l(g) wirklich eine c—Algebra.
(6.11) Fiir den Fall BOF gilt: Bag = {AD3; AOB} 0 5.
Aus 6.8b folgt:

(6.12) Bno(¢) = o(Bn€).

Beispiel. (@, ) = (R, %B,) , € =J; , B Intervall.

1 )

Zusammenhang zwischen 0O und o(...).

6.13 Satz. Geg. ¢ 0 ‘B(Qi) , 1<i<n(N, sodaf3 [ i Folgen {Cik’ KON} existieren mit Ci 19
Damn gilt: o(x¢;) = bo(e;) [: ol o(e:i))] .

Bew."0" klar. ad "[I" Sei T : %Qj = Qi die Projektion, also nil(Cl) = C1 X §21< Qi' Aus CjkTQj folgt
(A o(§1‘< ¢) ., dso THE) c(ili ¢.) und damit gemaR 6.8b TE(0(€,)) = O(TE (&) o(§l‘< e).

Aus A x.xA_ =0 TEHA) fir ADO(E,) folgt dieBeh.[]
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Anwendung auf %,T

_.n
6.14 Korollar. iBn = Dl %1.

Bew. Wéahle Q:i =J, in 6.13 und benutze 6.4.

1
6.15 Korollar. iBn = o(Jr']).

Bew. Der Fall n=1ist klar wegen (—,a| = On (—n,al und (a,b] = (—oo,b]\(—,a].
Der Fall n>1 folgt nun aus 6.13 mit ¢=J; und 6.14. []

Die o—Algebra B auf R.

6.16 Def. B := o({ [—»,a]; aD[Rl}).

(6.17) B = {B, B0{+}, Bl{—}, BI{—,+0o}; BIB,} (Ubung)

1)
Aus (6.17) oder (6.12) mit %l = o(J'l) folgt sofort:

(6.18) R 1 B =15,.

Dynkinsysteme.

6.19 Def. ¢ 0 P(Q) heiRt n—stabil, falls: AnBO¢ OA,BOC.
Beispidle: ‘]d (vgl. 6.4b), J('j, ‘Id.

6.20 Def. D 0B(Q) heifkt Dynkinsystem, falls

MHoo0D
(2AID3ASDD

(3) A, 0D, ilN, digiunkt 3 O

(e¢]

1AiD’D.

6.21 Weitere Eigenschaften.
4Qi®

(5) Sind Al’ A, 09 und digunkt, so gilt: A1DA 0o

2 2

(6)A,B0D,BIA 3 A\BOD (wegen A\B=(A°0B)".

6.22 Lemma. Fur ®© 0 (Q) gilt: ® 0—Algebra > ® ist n—stabiles Dynkinsystem.

Bew. "3" klar. "¢" folgt aus dem Reduktionssatz 2.16.

6.23Def. Fir ¢ 0 PB(Q) sei () = m {®; D ist Dynkinsystem, ® 0 € }, also das kleinste
Dynkinsystem, das € enthalt..

Der folgende Satz wird ein wichtiges Beweisprinzip liefern.
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6.24 Satz. st ¢ 0 P(Q) n—stabil, soist d(¢) o—Algebra.

Bew. Wegen 6.22 geniigt es z.z.: 3(¢) ist n—stabil.
Setze Dg = {ADQ; AnBO3(®)}. Zid:d(¢) [ Dg UBL 0(¢). Esgilt zunichst:

*) ’DB ist Dynkinsystem [ B [ 3(¢) (wegen A% B=B\AnB und (O Ai)nB =0 (AinB))
Wir fuhren einen Schlu3 von € auf &(¢) durch. Esgilt:

¢ n-stabil & €0Dg OBOE 38(¢) 0Dz DB 1€ wegen (*)
(&3AnBO3E) OBICIADNC)) ©eC0D, 1AT13(Q)
38(€) 0D, 0A D) wegen (*) & Ziel. []

6.25 Dynkin—Argument: Ist & n—stabil und ® ein Dynkinsystem mit ©® 0 &,
dann gilt auch: © U o(<).

Bew. Esgilt D 05(€) und nach 6.24 3(€) [ o(e) [; dabei gilt stets 5(¢) T c(@)} 1

Beweisprinzipien fiir o—Algebren.

Sei ¢ 0%B(Q). Zu zeigen sei: alle A 0 o(€) haben eine bestimmte Eigenschaft E, fallsalle A U ¢ die
Eigenschaft E haben. Man setze:
D :={A 0Q; A hat Eigenschaft E} ; also z.z. ® [ o(¢). Dann gilt:

(1) €0®D,Do-Algebras® 00(?) ;
(20D, & n—stabil, ® Dynkin—System 3 © U o(<).

Prinzip (1) wurde bereitsim Beweis von 6.8b angewandt; (2) ist gerade 6.25.

6.26 Beispidl. (Spezialfall des Eindeutigkeitssatzes fur W—Mal3e).
Seen P, und P, W-MaRe auf (R"B). Damn heift F(x) := P[(®x]] , x O R", die
Verteilungsfunktion zu Pi' Esgilt:

Stimmen F1 und F2 Uberein, so sind auch P1 und P2 identisch.
Ein W—Mal3 auf ‘Bn ist also durch seine Verteilungsfunktion bestimmt.
Zum Beweiswahlt man € =J.und® = {B 0B ; P, [B] = P,[B]}. Nach 6.15 gilt: B = o(J;)) und J|
ist n—stabil. Ferner kann leicht gezeigt werden, dal’3 © ein Dynkinsystem ist. Nach Voraussetzung gilt

auch: J, 0D. Somit folgt mit 6.25: B8 07D, also B =D. []
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§7 Mal3e.
Rechnen in R.

1 +00 O<a<oo
Xt oo :=xc0 [XOR™; nicht erklart sSind: oo —oo, —0 + 00,  al{t) := (x0)[A:=.0 fira=0 ,
F00 —00<a<0

=0, %:: a%, insbesondere 8: 0.

Rechnen in [0.c0].

In [O,c0] sind "+" und " [ assoziativ, kommutativ und distributiv.

Fir a]-D[O,oo], idl, | abzb., sel Yig &= sup { zJa]. ;|| <0, JOI} = sup 3] a] falls 3 1.
n

Dann gilt: zolo g absolut konvergent < zof & | [: sup,, 22 a |] < o,

Weitere Eigenschaften:
Isotonie: Osasbseo 3 3 a<3 b

Semi—Linearitat: &,b;,c [ [0,00] 3 Jca =clya, Y(a+h)=3a +3h.
Umordnungsatz: g [ [0,00] , 1= DjDJ Ij ,(Ij) digunkt 3 2 a] =232 &.
J

Zum Bew. des Umordnungssatzes betrachte die Félle:

(i) Sa <o (ii) szlj 8 < oo (ii) Oi mit g=eo.

7.1 Def. Geg. (Q,3) MeRraum. Eine Abb. i : g+ R heiRt MaR und (Q,3,1) Maldraum, wenn gilt: pist
(1) nulltreu: p[0]=0

(2) positiv: p[A]20 0ALS;

(3) o—additiv: p[0 °_{ A= z°1° M[A;] OADF (paarw.) disjunkt,

7.2Lemma. Sel (Q,§,1) Maldraum, Ai’ iON, A,BOF;dannist u:
T .. n _ n .
(4) additiv: AgAR DS, digunkt 3 p [0 1Ai] =27 u[Ai] ;

(5) isoton: u[A] <pu[B] fallsAB;

(6) subtraktiv: p[B\A] = [B| —u[A] , fallsAOB, p[B]<e;
(7) modular: p[A] +p[B] = U[ADB] + u[AnB];

(8) subadditiv: u[AIB| < u[A]+u[B];

(9) o—subadditiv: u[0A, ] <3, H[A]:

(10) u[0A;] =0 fallsp[A;]=0 Oi;
(11) pn Ai] =1, fallsyp W—Maf3 und u[Ai]:l 0i;
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(12) stetig von unten: pu[A, | t u[A], fals A, t A;

(13) stetig von oben: p[A.] | p[A], falls A; | Aund Ok mit u[A, |<eo;

(14) D-stetig: u[A;] 1 0, falls A; | D und Ok p[A [ <eo.

Bew.von (4) —(11) vgl. 82.

ad (12): Sei (Ai) 1, also: Ai = I]'1 Aj' Waihle Bi wie im Reduktionssatz 2.16; dann folgt:
_ [ _ <l 0 — 0 —

W[A;] =u[O 1Bj] =21 U[Bj] 121 H[Bj] =u[0y Bj] =H[A].

ad (13): o.E. k=1, betrachte jetzt A= Al\Ai und verwende (12). | |

7.3 Def. Sei (Q,F,1) Maldraum, € 0 F. Dann heil3t p

(i) endlich, fallsp[Q]<eo,
(i) o—endlichauf €, falls OA;0E, iCIN, mitAi tQ und u[Ai]<oo i,

(iii) o—endlich, falls u o—endlich auf 3.

7.4.Beispide. (1) u=0. (2) W—Mal3e sind normierte Mal3e.
(3) Ist Q abzb., so heiflt p[A] := |A| , ADQ, Zahimal auf B(Q). Dannist p o—endlich.
(4)IstQabzb.,,p: Qr [0,0],s0ist pu[A] = 2iA p(i) ein Mald auf PB(Q) (¢ Umordnungssatz).

7.5 Eindeutigkeitssatz fiir Mal3e. Sei ¢ [0 3(Q) n—stabil. Dann gilt:
(a) Zwei W—Malde P1 und P2 auf o(¢), die auf & Ubereinstimmen, stimmen auf o(C) lberein.

(b) Seien Hyq und My zwel MalRe auf o(¢) , so dai3 Hq o—endlich auf € ist. Stimmen dann Hq und Hy auf

¢ Uberein, so auch auf o(<).

Bew. a) vgl. Beispiel 6.26.
b) Reduktion auf (a) mit Pin[B] =l [BnAn] /ui [An] , wobei (An) wiein 7.3(ii). ||

7.6 Def. Ein Mal3 p auf (R%3 ) hei Rt Borel-MaB, falls p((ab]) <o [ (ab] 0 J,
[Ist (E:S) ein top. Raum, so heilt ein Mald 1 auf o(T) Borel-MaR, falls p[K]<oo 0K kompakt] .

7.7 Anwendungen von 7.5.
(@) Jedes Borel—Mal} auf ‘Bd ist durch seine Werte auf Jd festgel egt.

(b) Jedes W—Mal3 P auf %d ist durch seine Werte auf J('j festgelegt, also durch die Funktion

F)= := P[(-3x]], x0RY.
F: IRd ~ [0,1] heif3t die zu P gehorige Verteilungsfunktion (vgl. Bsp. 6.26).

(c) Jedes W—Mal3 auf Slmgz ist durch seine Werte auf Slxgz bestimmit.
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Die zu der Gleichverteilung U(0,1) auf (0,1) gehdrige Verteilungsfunktion F ist offenbar:
F(X)=x,0<sx<1, Fx)=0,x<0,Fx)=1,x> 1

7.8 Def. F: R~ [0,1] heif3t (1-dim.) Verteilungsfunktion (Vf), falls
(i) Fisoton,
(i) F rechtsstetig,

(iii) F(~e0) :=lim, | F(x) =0, F(+%0) :=lim, | F(x)=1.

X~+00

7.9 Lemma. Ist PW-Maf3 auf B, soist F(x) = P[(—e0,x] | Vfim Sinnevon 7.8.
Der Beweisfolgt aus der Stetigkeit von oben und unten eines W—Mal3es.

7.10 Def. Ist F (1-dim) VT, so heil3t
F:(01)+~R ,F (u):=inf {xOR; F(x)=u} verallgemeinerte Inverse von F

711Satz. Seé F (1-dim) Vf. Dann gehort zur Verteilung der Zva F  auf (Q3FP) =
((0,1),(0,1)n%1,U(0,1)) gerade die Verteilungsfunktion F.

Bew. F ist Zva(alsisotone Funktion: vgl. 8.4). die Aussage folgt nun aus [vgl. Ubung]:

(7.12) F (usx & F(X)2u ,0<u<l. []

Der Beweis von 7.11 16st zugleich das in 1.16 und 4.8 angesprochene Problem. Zu einem beliebigen

W-Mal3 Q auf %l mit Vf F wahle als Zva X auf (Q,3,P) gerade X = F . Dann gilt nach 7.11: X 0 Q.

Will man (0,1] statt (0,1) haben, so kann X (1) beliebig definiert werden wegen )\1[{1}] =0.

7.13 Fortsetzungssatz. Zu jeder 1-dim. Vf F existiert (genau ein) W—Mal3 auf ‘Bl, dasF als Vf hat.

Bew. Das gesuchte W—MaR ist gemal3 7.11 gerade die Verteilung von F aufgefaldt als Zva auf
((0,1),(0,1)0%1,U(0,1)). Dabei wurde die Existenz von U(0,1), also des L ebesgue—Mal3es benutzt. | |

GemaR 7.13 ist die durch F(x) = P[(—oo,x] |, XOR, def. Abb. P+~ F eine Bijektion zwischen der Menge
der W—Mal3e auf 531 und der Menge der (1-dim) Vf. Esgilt dann:

P[(ab]) = F(b) —F(&), P[(b,0)] =1—F(b).
7.14 Vealgemeinerung auf Borel—Mal3e. G : R 1, [Rl hei 3t mal3definierende Fkt, falls G isoton und
rechtsstetig ist. Ist p Borel-MaR3 auf B,, cR beliebig, so wird durch G(x):=c+u[(0,x]] fur x=0 und
G(x):=c—[(x,0]] fur x<0 eine malRdefinierende Fkt definiert mit

(7.15) u[(ab]] = G(b)-G(a) , ab, a<b.

Ist G eine maRdefinierende Fkt, so existiert genau ein Borelmald i mit (7.15) (Ubung,).
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7.16 Beispid: G(x) = x bei )\1 (hier ist c =0 zu wahlen).
7.17 Bemerkung. Ist p[(—.0] | <o, s0istin7.14 c = p[(—.0] |, aso G(X)=p[(—o0,x] | wéhlbar.
7.18 Bemerkung. In der Situation von 7.14 gilt wegen (X — % x] 1 {x}:
H[{x}] = G(X)-G(x-0), u[(ab)] =G(b-0)—-G(@ Uab,a<b.
7.19 Def. Ein Mal? p heil3t stetig, falls p[{x}]=0 Ox.

7.20 Folgerung: Ein W—Mal3 P [bzw. ein Borelmal3 p| auf (Rl,%l) ist genau stetig, wenn die Vf.

[bzw. eineim Sinne von 7.15 zu p gehdrende mal3definierende Fkt.| stetigist.

§8 Mef3bare Funktionen.
8.1 Def. Seien (Q,3) und (Q',3) Mefrdume.

Dann heifdt f: Qr Q" (F—§—) melRbar (mb) (auch 3—mb), falls f_l(E) 035.
Schreibweise: f1(A") = {f0A}, u[{f0A)] = u[f0A].
Zufallsvariablen sind gerade mb Funktionen auf einem W—Raum. Jede konstante Fkt f=c ist mb, wegen
f_l(A') =Q bzw. [ fals ¢ O A" bzw. ¢ 0 A'. Eine Indikatorfkt 1A ist genau dann mb, wenn A mb.
Gemal Beispiel 6.9 sind Projektionen mb.

8.2 Satz. Geg. Mefraume (Q,3), (Q',3") mit §'=0(¢"), Danngilt: f: Q+» Q' mb & f_l(Qi') 03.
Bew. fiir "¢" 6.8b. |
8.3 Korollar. Sei (Q,F) MeRraum, f:Q~R. Dann ist f genau dann §—B—mb, wenn gilt:
{f<x} 0§ OxOR.
Bew. 8.2und 6.16 mit f ([—cox]) = {f < x}.[]

8.4 Anwendung. Jede monotone Fkt f: R+~ R ist mb..
Dennfallsz.B. f isoton, gilt: Ox Oy mit {f<x} = (—oo,y| oder (—o,y) [].

8.5 Anwendung. Sei (Q,3) MeRraumund f,g: Q=R F—mb.
Dann liegenin §: {f<g}, {f<g}, {f=g}, {f#g}.

Bew. {f<g} =0 {f<r}\{gsr}, {fsg)={g<f} . {f=g}={f<g}n {gsf}. ]

8.6 Satz. Stetige Funktionen sind mb.; d.h. sind (Q,%), (Q',T") top. R&ume und ist f: Q » Q' stetig,
soistf o(%)—o(T)—mb.
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Bew. f ()0%", jetzt 8.2.[]

8.7. Satz. Die Hintereinanderschaltung von mb Abb. ist mb.; dh. snd f : Q » Q' F—§-—mb und
g: Q'+ Q" F-—F'—mb,soist gof FF'—mb.

Bew. (fog) 1=g Tof T (4.2¢).[]

8.8 Anwendung. Geg f: Q ~ Q' mit £(Q) 0Q°0Q’; danngilt:
f35-mb & f:0:0°% 50%F-mb.

Bew. Sei i:Q%-Q' Injektion, dann i_l(g) = Q%3 Betrachte nun iof ]

8.9 Beispiel. Q'=R, Q°=R mit (6.18).

8.10 Satz. Geg. (Q,3), (Qi,Si), fi Qr Qi, iON, f=(f fn) oder f=(f ..). Dann gilt ftr nON:

11---) 1,f2,.

fist S—TD Fi—mb & f ist 3-F—mb 1<isn,

Bew. f_l(% Ai) =n fi_l(Ai). Fir "&" benutze 8.2; fiir "3" setze Aj:Qj Oj#i.[]

8.11 Bemerkung. Die Abb. (x,y) + g(f 1(x) ,f2(y)) von Ql><§22 nach Q" ist Slmgz—g"—mb, wenn
fi Qe O Si—gi'—mb, i=1,2, und g:Q,xQ5-Q" Simgé—y'—mb.
Bew. (X,y) » x + f 1(x) und (X,y) ry = f2(y) sind mb. Jetzt 8.10 und 8.7.[ |

8.12. Lemma. Stiickweise mb Fkt sind mb: D.h. seien (Q,3), (Q'.3") Mel3rdume, | abzb und
Q= DiDI Ai mit AiDS. Fir f: Qr Q'giltdann: f 3—F-mb & f|A. AinS—S'—mb didl.
[

Bew. Ubung
8.13 Satz. Seienf,g: Q=R F—mb, ab0R. Dannsind af+b, f [, f/g und f+g , falls definiert, —mb. .

Bew. Es gentigt z.z. (8)f (¢ mb (b) f+g mb (c) g:R=R mit g(x)=1/x mb; denn z.B. gilt: f/g=f [dcQ.
ad (a) Definiere AeZ:{|f|<oo, |g| <} und Ai::{f [@=i}, i=0,#c0. Dann gilt Q = 0, Ay mit AS.
Letzteres sieht man flr i=0,£0 mit Hilfe einer weiteren Zerlegung durch Fallunterscheidung. Nun gilt
f@‘A = h(f‘A ,g|A ) mit h stetig. Jetzt 8.6, 8.7, 8.10, 8.12.

e e e
ad (b): wie (a). ad (c): verwende 8.3 oder 8.12 und 8.6. | |

8.14 Satz. Seien fn:QH[R F—mb, nON. Dann sind supfn, inf fn’ Ii_mfn, an und

(im Falle der Existenz) Iimfn 3—mb.

Bew. {supf <x} =n {f <x}, inff =—sup(-f ), limf =sup inf f . []
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8.15 Def. Fir xOR sei x* := max (0,£x) 2 0, und fiir f: Q=R sai 7 (x) := (F(x))*, dsof=f"—f.
8.16 Lemma. Fir f : Q =R gilt: f Fmb & f+, f 3-mb 3 |f| 3—mb.

Bew. Die Abb ou_(x):xi sind monoton, also mb., und fi:a+of, |f| = et [

8.17 Def.Sei (Q,3) Melraum.
My = {f:Q-R; fmb, f(Q) O [0,0), |f(Q)]|<}. Jedes fDSﬁO hei 3t primitiv.
M, ={f:Q+R; fmb, {(Q) 0 [0,0]}.
Fr {190 heif3t f= zan(Q) aﬂ{f:a} Normaldarstellung von f.
I'In : SJI+Himosei def. durch
_en2Mic1, -
M0 =2z Jatlerc v+ Mgy
2 2
8.18 Lemma. Fir I‘In SR 0 gilt:
@ 0< I‘In(f) <n,
(b) I‘In(f) <f, I‘In(f) t f (n+c0),
(©) I‘In(f) < I'In(g) falsf<g.

89 Der Integralbegriff.
Sei (Q,3,1) ein Malraum.

Integrale primitiver Funktionen.

Die Definition des Integrals [fdu soll so erfolgen, daf3 eslinear ist und p fortsetzt im Sinne von
(9.2 ledu =u[A], ADg.

Diesflihrt Giber die Normal darstellung notwendigerwei se zu:

9.2 Def. Fir fM sei: [fdu := zan(Q) alu[f=a] 0[0,e0].

9.3Lemma. (a) [(af)du = alJfdu, O<a<oo, fDmo.

(b) f(f+g)du = [fdu + fgdu, f,g0M,.

(© f,gD.fmo, f<g 3 [fdu < [gdu.

CFIE! 1Ai) du = 37a p[A], Osa<e, A
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Beweis. @) leicht; b),c) mit [ h(f,g) du = za,b h(a,b) Ou [f=a,g=b], dieser Ausdruck ist linear und isoton
in h; d) folgt aus (9.1), sowie (a) und (b).|]

Integrale nicht—negativer mb Funktionen.

Die Definition des Integrals soll so erfolgen, dald es auf 9 stetig von unten ist. Dies fuhrt in Hinblick

auf 8.18b notwendigerweise zur:

9.4 Def. Fur f0OM_ sei: [fdu := Iimn fl'ln(f)du 0[0.00].
(Nach 8.18(c) und 9.3c ist die Folge jl‘ln(f)du isoton.) Der folgende grundlegende Satz zeigt, dal? die

Definition unabhéangig ist von der speziellen approximierenden Folge .

9.5 Satz. Geg. sei fUM . und (fn)DSLTtO mit fan. Dann gilt: Iimn jfndu = [fdu.

Bew.(i) 1A 1 1A 3 le du t IlAdu wegen der Stetigkeit von unten von L.
n n

(i) BnTQ, gDimo > jngndu 1 Jodu wegen 9.3d sowie AantA und (i).

(iii)gDDﬁO,gslimfnéjgdpslimffndu. Bew.:
Zu o<1 def Bn:{fn > ag}0F, dann B,1Q also nach (ii): lim Ing du = [gdu. Andererseits:
n

fn > angn 0y On > Ifndu > ajngndu Onslim Ifndu >0 im jngndu =afgdu .

(iv) M (f) <f=limf_ Ok [, (f)dp < lim [f dp Ok wegen (ii) > lim, 1, (dp < lim [f dp.
Ebenso ">" Vertausche M, (f) und f, .[]

9.6 Folgerung. Die Definitionen von [fdu fir fDDﬁO und fI90T, sind konsistent.
Bew. Zu fDimo Wéhlefn:f Onin9.5.
9.7 Lemma. Sei f,gl9NT, , O<a<co. Dann gilt:

(@) f(af)du =alJfdy, (b) [(f+g)du = [fdu + fgdu  (c) f<g> [fdu < [gdu.
Bew. a) SLRO Da[]]'ln(f) t al.

b) m, DI‘In(f)+I‘In(g) 1 f+g. ¢) 8.18c.[]

Integrierbare und quasi—intb. Funktionen.

In allgemeinen Fall soll die Definition des Integrals wieder so erfolgen, dal3 es linear ist. Dies flihrt
wegen der Zerlegung f = 7 zur
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9.8Def. Sei f: Q+R mb.
(@  fhelt(u-) quas—intb ;& f [ Sl'l & If+du<oo oder [f du<eco &3: [fdu exidtiert.

Fur fO2,, definiert man: [fd (= [ T—)dp) = [F du — [ dy.

()  fheift(u-)inth:efOL, e [ dp<oo und [f du<eo €3: [fd ist endlich.

9.9 Bemerkung. 2t 0C' ; M UL & pistendlich.

n 0" T
9.10 Satz. Seien f,g: Q+R mb, a,M OR. Dann gilt:

(@ fDEu(:) J|f]dp <o,

() 02 3 [ffdu| < J|f[du,

(o0 f=M ,uendlich:)fDQl'l, [fdusMOu[Q],

(d  f<q, f,gDQL'1 3 [fdu < [gdu (Isotonie),

(e If| <9, gDX:H =>fD£}u (Majorantenkriterium),

(f)  fOL' >af0¢" und [(af)du =alfdu (Linearitét),

u u

(9) f,gD/Q"1 sodal f+gund [fdu + [gdu definiert sind 3

f+gD£L'l und [(f+g)du = [fdu + Jgdp (Linearitat).

Bew. a) [ |f|du = [f dp + [f dy;

b) 0.E. [|f|du <o ; |a-b|<atbfir ab=0;
d)fsgsfsg’ g

¢) [Mdh = Mp[Q], jetzt (d);

€) wegen (a) und (d);

f) &0 3 (af)T=all®, a<0 3 (af)*=—all*

g) (f+g)" +f+g =(f+g) +f" +g", Rest: Ubung.[]

9.11 Bemerkung. Jede Summe/Reihe ist Integral bzgl. des Zahlmales.

Sal (Q,3) :(INO,‘B(INO)), K Zahlmal3 auf Q.

Fall 1: O<f<co auf INO. Setze fn ::fﬂ{o,...,n} = ZOSmsn f(m)l{m}, dann istfn primitiv und fan, aso
folgt mit 9.5: jfndu 1 Jfdy;

andererseits gilt: Ifndu = 2 0<msn f(mu[{m}] = 2 0<m<n f(m) 1 2 0<m<oo f(m).

Fall 2: f>0, [k mit f(k)=co, dann folgt: [fdu=>MOu[{k}| =M O M. Alsogilt: [fdu =0 = Y f(m).

Fal 3: fD}JL'l & Zf+(m) <o oder 3 (m) <co 3 [fdu = Zf+(m) —>f (m)=:Yf(m).
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Bei der Beziehung 174 = 1_l+

11
375

2 + ... ist dierechte Seite im Sinne unserer malitheoreti schen Def.

der Reihe nicht erklart.

Fall 4:f0£ & Y |f(m)| <0 & Yf(m) konvergiert absolut.

H

Integrale iiber mef3bare Mengen.

9.12Def. Sei f: Q+=R, ADF. Man sagt Ajfdu exigtiert, falls fELAD/Q"J, und definiert dann:
Affdu = [f ELAdu.

9.13 Bemerkung: Ajfdu hangt von f nur tber f‘ A ab.

9.14 Satz. Seien f: Q=R mb, A,B 0 §, dann gilt:

(@ Jfdu ex [bzw. ist endlich] 3 AIfdu ex [bzw. ist endlich] ;

(b) f<gauf A, AIfdu und Afgdu ex > AIfdu < AIgdu ;

(© fDEt'l, A,B digunkt 3 ADBIfdu = Affdu + ijdu :

+ .+
Bew. a) (f ELA)‘sf‘; b) f ELAsg ELA und 9.10d; ©) 1ADB = 1A+1B und 9.10g.

Beziehungen zwischen Integra und Integrand.

9.15 Sprechweise: NUF heif3t (u—) Nullmenge, wenn p[N]=0.
Sei K(w) eine Aussage Uber Q. Man sagt: K ist u—f.s. richtig, wenn gilt:
NK::{w; K(w) ist falsch} ON fir eine Nullmenge N.

Meist gilt: NKDS, asoist N, =N wahlbar.

K
Beispid: (i) f>0 p—f.s.. (ii) Ist u=0, so ist jede Aussage p—f.s. richtig.
Gemal 7.2 ist jede abzahlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge.

9.16 Satz. Seienf,g: Q=R mb, A 0.
(@ Istf>0.danngilt: [fdu=0 ¢ f=0 p-f.s.
(b) Fals f=g p—f.s, gilt: fD}JL'l =3 gD}JL'l > [fdu = [gdu .

(€  [|f|du<eo 3 |f|<co p—f.s.
() u[|f|ze] <& ¥g|f|%p 0e>0, a>0 (Markoffsche Ungleichung).

(e Ist N Nullmenge, so gilt: Q\Nﬁdu eX & fD/QL'1 > Q\NIfdu = [fdu.

()] Ist N Nullmenge, so gilt: Njfdu =0.
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Bew. d) |f|% 2 8“1{ 22}

a) "3" N:={f>0} = 0 {fz%}, wobel gemal (d) mit a=1: u[fz%] =0;"¢e" I'In(f) snly.

f) £+ =0 p—f.s., verwende jetzt (a)"&".

b) Mit N := {f#g} gilt o\ JF ol = o\ JO" 0l und nach (f) auch: [ = \ [g dp. Jetzt 9.14c.
c) Mit (d) folgt: p[ |f|=co] <p[|f|2n] s%[j|f|du-»0 (Nmo0).

e f=f Mo\n p—f.s., verwende jetzt (b).| |

9.17 Anwendung (a) (vgl. 9.78): [(cof)dp = co [Jfdp flr fIOT_ . Bew. mit 9.16a.c.

(b)  Aussage 9.16b liefert die Rechtfertigung fir das Argument der Nullmengenelimination. Wenn
etwa u = P ein w—Mal3 ist und ein Integrand eine Eigenschaft auRerhalb einer Nullmenge N hat, so
kann o. E. angenommen werden, dal3 die Eigenschaft Gberall gilt. Andernfalls geht man zum Raum
Q\N Uber oder genauer zum Raum (Q',F,P) = (Q\N, Q'nF, P‘g‘) )

9.18 Bemerkung. Sei f: Q=R p—f.s. erklart, d.h. es gibt eine Nullmenge, so daR
f: Q\N =R erklart ist. Dann sagt man:
fDQL'1 [bzw. Eu] & fDQL'1 [bzw. Eu] mit f:=fELQ\N (also:=0 auf N) und setzt [fdu := [fdu.

GemaR 9.16b hangt [fdu nicht von der speziellen Definition von f auf N ab.

9.19 Beispid (vgl. 9.10g). Sei f,gD/Q"1 und [fdu+[gdu definiert, dann ist auch f+g p—f.s. erkléart und es

gilt: f+g0L' sowie [(f+g)du = [fdu + [gdu. [Ubung].

u

9.20 Satz. Sei f,gDEl'l, p o—endlich. Dann gilt:

(@ f<gpfs e Ajfdu < Ajgdu 0ADg;
(b) f=gu-fs & AIfdu = Afgdu 0ADg.
Bew. Esgeniigt (a)"¢" zu zeigen. Geg. sei AnTQ mit 1 [An] <oo, Dann hat man

{f>g} = DnDIN, rSIQr>s {f2r>s2g} n An =0 Ar,s,n wobei gilt:

—oo <r[jl [Ar,s,n] < ArIs nfdu < (nach Vor.) ArIs ngdu < sl [Ar,s,n] < o,

Alsofolgt: u[A,. . .|=0 Orsn undsomit p[f>g|=0.[]

rsn

Maltheoretische Induktion.

Soll gezeigt werden, dal3 [fdu eine bestimmte Eigenschaft hat O fDSl'l; dann fuhrt oft das folgende

Vorgehen zum Ziel:
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Schritt 1: f = 1A , A0F: Dieser Fall ist meist leicht zu behandeln.

Schritt 2; f = 22 & 1Ai 0 mo , Osa]-<oo. AiDS: Verwende die Linearitat des Integrals.

Schritt 3: f U M, also f mb und f > 0: Wdhle (fn)Dimo mit fan und verwende die Stetigkeit des
Integrals auf 90T, von unten (vgl. Def.9.4 oder 9.5 oder 10.1).

Schritt 4: fDEt'l: Zerlegef in f=f "~ und verwende die Linearitit des Integrals.

Manchmal kann noch der folgende Schritt vorausgehen:

Schritt O: f:1C,CDQ: mit §=0o(¢) und € n—stabil.

Von Schritt 0 nach Schritt 1 kommt man mit dem Dynkinargument 6.25.

9.21 Beispid. [ f d(cp) = cfdu, c=0.

Schreibweise: [fdu =: [f(w)u[dw]| = [du f und ajb... = (a,b]I"' bzw. aj°°...:: (aw)f... .

810 Eigenschaften des Integrals.
Seai (Q,3,1) MaRraum; betrachtet werden nur mb Funktionen von Q nach R.

Konvergenzsitze.

10.1 Satz von der monotonen Konvergenz (B. Levi). Ist (fn) eine isotone Folge mb Fkt. mit fnzg 0n
fureing Eu (z.B. g=0), dann gilt:
lim jfndu = [(lim fn)du [mit lim an 2"1] ;
das Integral ist also insbesondere auf 9T, von unten stetig.
Bew. (i) f;sg_ > fn' f:=lim fn 0 £u
(ii) O.E. g=0, betrachte sonst fn—gzo.
(iii) fk <fs3 Ifkdu < [fdus lim jfkdp < [fdy,
(iv) Zeige mit 8.18: I’Ik(fk) t f (k»c0). Dann folgt mit 9.5:
[fdu = Iimk jl‘lk(fk)du <lim Ifkdu. [

10.2 Bemerkung. 10.1 gilt entsprechend fir antitone Folgen.

10.3 "Gegenbeispid”. an—lln, U [Q]=c0; dann jfndu:oo, aber [lim fndu =0.
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10.4 Korollar. Sei fn > 0 und mb, nON; dann gilt: I(an)du = ZIfndu.
Eine Verallgemeinerung wird in 11.13 al's Folgerung aus dem Satz von Fubini gegeben.

105Satz. Sei f20und mbund sei V[A] := Ajfdu ,. A0F. Dann gilt:

(@ vistein Mak.

(b)  Gilt f<eo p—f.s, dannist mit g auch v o—endlich.

Bew. a) mit (2.17) und 10.4.

b) Sei 0.E. f<eo auf Q. Wahle (A )OF mit A tQ, H[A |<eo und setze B := A n{f<n}. Dann folgt:
B tQundVv[B [sni[A ] <co.[]

10.6 Lemmavon Fatou. Seien fn' nCN, mb.
@ Existiert gDQH (z.B. g=0) mit fnzg, nON, so gilt: [lim fndu <lim jfndu [mit lim fn 0 2"1].
(b)  Existiert hDQH (z.B. h=0) mit f _<h, nlN, so gilt: fTim fdu 2 [im Jf,au [mit [im f, 0 2"1].

Beweis. a) V= infan fk 1 Ii_mfn und fnzvnzg; somit folgt mit monot. Konv. 10.1:

lim fn a El'l und lim jfndu >1im jvndu = [lim fndu.

Teil b) wie oder mit (a). | |
10.6 (c) Folgerung. Der f.s. Limes einer Ll—b@chrénkten Folge ist intb.; d.h.: gilt fn +f f.s und
supnf|fn|du < oo, sofolgt: [|f|du < co.

Zum Beweis verwende Fatou 10.6(a) far [f [. []

10.7 Satz von der majorisierten Konvergenz (L ebesgue).

Sei (fn) eine (u—f.s.) konvergente Folge mb. Fkt mit |fn |<g. nON, fur ein g0g ; dann gilt:

M
lim jfndu = jlimfndu [mit Iimfn 0 Eu].

Bew. Wegen 10.6 gilt: flim ... <lim [...<Tim [... < [Tim ... .[]

MalRe mit Dichten.

10.8 Def. Sei f = 0 und mb; f heif3t dann f p—Dichte des MaResv auf (Q,3), falls V[A] = Ajfdu, ADZ.

Eine A% Dichte heiRt Lebesgue Dichte.

Schreibweise: dv = fdu oder f:g—ﬁ oder v|[dw]| = f(w)p[dw].
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10.9 Satz. Sei p o—endlich und dvi:fidu ,1=1,2; dann gilt:
Vi=V, & f1:f2 pu—f.s. .
Bew. mit 9.16b flr "¢" und 9.20b fir "3". [|

10.10 Satz. Sei dv =fduund g: Q+=R mb.; dann gilt:
Jgdv=[gddu [wobe gug), & g[ﬂDEl'l].

Bew. Der Fall g=1, ist klar; jetzt maf3theoretische Induktion. [ ]

10.11 Bemerkung. Aus d$=gdv und dv=fdu folgt dp=gHdp.
Bew.§ [A] = legdv = legfdu 1]

10.12 Satz. Sei §=0(<), € n—stabil, v o—endlich auf € sowie f > 0 und mb; dann gilt:
dv=fdu & v[C]| = ijdu 0 COe.

Bew. "¢" mit 10.5 und dem Eindeutigkeitssatz 7.5. |
10.13 Def. Das MaRR v auf (Q,3) hei3t p—stetig und p heiRt dominierendes Mal3 zu v &3 v<<p

:&> Jede p—Nullmenge ist eine v—Nullmenge.

10.14 Satz von Radon—Nikodym. Ist p o—endlich , so besitzt ein Mal3 v genau dann eine p—Dichte,
wenn es u—stetig ist.

Bew. "dann" Bauer (1978) S. 91. "genau dann" nach 9.16 f. ||

Integranden mit Parameter.
d

10.15 Satz. Sei BIRY und fir f:QxBHRT gelte:
()  f(Ot)istmbOtOB,

(i)  f(w,Dist stetig 0 wIQ und

(ii) Dgne, mit [f(Y|<g OB,

Dannist tr [f(wt)u[dw] stetig auf B.

Bew. Bei f(Dtn) -»f(DtO) fur t°to liegt maj. Konv. 10.7 vor. [ |
10.16 Satz. Sei BD[Rl, B offen und fir f:QXBH[R1 gelte:
0] f(Oy O Eu 0t0B,

(i) f(wDistdbauf BOwlQ und
(ii) Dghe,  mit 196(0t|<g OB,

Dann gilt: 4 1 @) nlde] = § (et 1[dw].



Bew. Fir eine Nullfolge (hn)DIR1 setze: An(oo) = [f(m,t+hn)—f(oo.t)] /hn.

Dann ist %f(Dt) = Iimhn_’o A, mb und es gilt nach dem Mittelwertsatz: |An|sg. Also liegt flr hn->0
maj. Konv. 10.7 vor bei Iimh 50 | A, du .||
n

Ein Beispiel wird sich etwa bel der Laplace—Transformierten mit Q = B = (0,0) und f(w,t) = g 10

ergeben.

Bildmale.
Erinnerung: px 1= P[XOQ heifl’t Verteilung der Zva X (84).

10.17Def. Sei T : Q » Q' F—F—mb. Dann heil3t das durch uT_l [A'] := u[TOA'] , A'DF, definierte
Mal3 auf F' das Bildmald von p unter T.

10.18 Bemerkung. uT_l ist ein MaR3 (Bew. mit 4.5) und es gilt: p(T'oT)_1 = (uT_l)T'_l.
10.19 Transformationsatz. Seien T: Q+ Q' I—F-mb und f: Q'=R F—mb, A'UF; dann gilt:
(ToanJfoT du= o Jf duT 1, insbesondere [foT dy = [f duT <,

wobei jewells das linke Integral genau dann existiert, wenn das rechte existiert.

Bew. Esist 1 oT,as00.E. A'=Q)'. Sei leB. fur B'0F"; dann

roay = 1a
[1gwoT du=u[TOB] = uT_l[B'] = IlB.duT_l. Jetzt mal3theoretische Induktion. | |

Berechnung von Lebesgue-Integralen.

dxd d

10.20 Transformationssatz fir LebesgueIntegrale. Sei  dON, AR
(Spaltenvektor), T(x):=Ax+b, xDIRd, sowie BD%d und f: IRd =R mb. Dann gilt:
@ QT = dea) T

(b) BjfoT d)\d = |det(A) |_1 Dr(B)Ifd)\d , fallseines der Integrale exigtiert.

invertierbar, bOR

Bew. Ubung oder Barner/Flohr (1983, S.312).
Schreibweise: [fdA9 = [f)A9[dx] = [f(x)dx.

811 Produktmalie.
Seien (Qi,Si,pi), i=1,2, Malraume, Q::leQ2 , S::Sl DSZ.

11.1 Def. Fir ADOQ und x0Q, hei 3t AX::{yDQZ; (X,y)OA} der x—Schnitt von A.
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11.2 Lemma. Fir x0Q, ist iX:QZHQ definiert durch i X(y):(x,y) eine SZ—S—mb Abbildung und es gilt:

1
_i—1
AX—IX (A).
Bew. i, ist mb nach 8.10.]
Aus 11.2 und 4.2 folgt:

11.3 Lemma Fir xUQ,, A, B, Ai 0Q gilt:

11
(Q%Q), =y, (1 A), =0 (A, (DA) =0 (A), , (A\B), =A \B, .

114 Lemma (a) Fur ADF ist AXDSZ O XI]Ql.

(b) Ist f:Q-Q" F—F—mb, soist f(x,0 SZ—S'—mb 0 xDQl.
Bew. folgt aus 11.2 und f(x,0 = foiX. []
11.5 Bemerkung: Aus der SZ—M el3barkeit von f(x, ) und der Sl—M elRbarkeit von f(Ly) Ox,y folgti.a

nicht die 3—Mef3barkeit von f.

11.6 Vorstufe zu Fubini (Integration bzgl eines Parameter). Seli Hy o—endlich.
(@  Fur ADJ ist x-p,[A, ] 31—%—mb.

(b) It f:Q-R F—mb und existiert h(x):=[f(x.y)u (dy) Ox0Q,, s0ist h Sl—%—mb.

11
Offenbar ist 11.6b auch eine Aussage Uber Intgranden mit Parametern.
Bew. a): (i) Sei My endlich und ©:={ALg; Xk [AX] mb}. Dann ist ® Dynkinsystem, denn z.B. gilt mit

11.3: y, [(AC)X] = Hy [QZ] —H, [AX]. Ferner hat man © [ 5185 5 denn (A1><A2)X = A, Ox0A, bzw.

2
=0 DxOA,, also Hy [(AleZ)X] =1 Al(x) sy [AZ] . Jetzt Dynkin—Argument.

(i) Sei (B )OS, mit B 1Q, und Wy [B [<eo ; dann gilt u,[B nA | 1 Hy[A ], wobel Wy [B 0[]
endliches Mal3 und uz[BnnAX] nach Teil (i) mbist.

b) Sei leA fur ein A0Z. Dannist h(x) = le(x,y)u2 [dy] = leX(y)p2 [dy] = Hy [AX] nach Teil (a)

mb. Jetzt mal3theoretische Induktion. | ]

11.7 Satz iiber das Produktmal3. Seien HqoHy o—endlich. Dann ist
(ulxuz) [A] =] Ho [AX] ul[dx] ,AlF, daseinzige Mal3 p auf § mit
(11.8) H[AXAS] = Wy [A T [AS] L ALS; L 1=1.2.
My XM, ist wieder o—endlich und heif3t das durch Hq und My bestimmte Produktmal3.
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Bew. (i) Nach 11.6aist die Def. sinnvoll. (i) Hq XMy ist Mal3; die o—Additivitat folgt aus:

qu[(u Ai)X] Ul[dx] = “12['] (Ai)x] Ul[dx] = I(ZHZ[(Ai)X])Hl[dX] = XIHZ[(Ai))J Ul[dx] far
digunkte A, wobei 10.4 benutzt wurde. (iii) HqXHo erfillt (11.8) wegen Hy [(AleZ)X] =
1A1(x) [,y [Az]. (iv) HqXHo ist o—endlich auf §1%38,- Denn wahle A? mit A?TQi und M [A?] <oo,

- . N N AN n n
1=1,2; dann folgt A7xA5 t Q und (g XHo) [A7xAS ] =14 [A7] i, [As] <o
(V) Ist p ein Mal mit (11.8), so folgt M=k X, aus dem Eindeutigkeitssatz 7.5. [ ]

11.9 Satz von Fubini. Seien Hq und My o—endlich.
@ (Tondli) Sei f:leQZH[R $—mb und f=0. Dann gilt:

(1L10) [ dyig) = [ SOy [y] g [o] = 5| SOy ] | g ]

(b)  Sei mulxuz

Y jf(x,y)ul[dx] uz—f.s erklart und aus £L'12 und es gilt (11.10).

.Dannigt x~ jf(x,y)p2 [dy] ul—f.s erklart und aus,Sll'11 sowie

Bew. a) Setze u'[A] = Iul[Ay] Ho [dy], dann zeigt man wiein 11.7, da3 p' ein Maf3 auf § ist und die
Eigenschaft (11.8) hat. Also gilt nach 11.7: u':ulxuz.
Damit gilt (11.10) fur f=1, , AO3. Nunfolgt (11.10) fur >0 mit mal3theoretischer Induktion.

b) Sei nun fD/QL'1 x| ; dann folgt (11.10) fir f*. Setze h L(X) = jfi(x,y)p2 [dy]. Dann ist nach (a) und
172 -

nach V oraussetzung jfdulxuz = If+dul><u2 — jf_dulxuz =[h +du1 — jh_dp2 erklart.
Aus9.19folgt, dald h —h_ ul—f.s. erklart ist und gilt: jh+du1—fh_du1 = j(h+—h_)du1.
Dortwo h_ —h_erklartist, gilt h,—h = If([:ly)u2 [dy]. []

11.11 Hinweis. Zum Nachweis von fO£' [bzw. fOL | verwende 11.9afiir f* [bzw. fur |f|].

TRTo PRI

Erinnerung: Eine hinreichende Bedingung fiir die im Satz von Fubini verlangte Produktmef3barkeit von
f wurde in 8.11 gegeben.

11.12 Spezialfall. Fur A0, gilt:
A xS0 (0] = 5 TFy (M [A] T[Ty

fur fi20, i=1,2, oder fir fiDS r i=1,2.

Hi
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Bew. Wegen 1Ale2(x,y) = 1A1(x) ELAz(y) sei 0.E. A =Q;. Betrachte nun erst |fi [ []

11.13 Anwendung. Sei Hq o—endlich, fn : Ql =R Sl—mb, nDINO, sodal? ZIf;dp1<oo oder ZIfEdufoo.
Dannist 3f py—f.s erklart [als Zf;—Zfa] und es gilt:
S fodhay = 1 (EF) -

Bew. Definiere QZ:INO, f(x,n) := fn(x), My als das Zahlmal3 auf IN0 und verwende 11.9 mit 11.11 sowie
9.11. {Etwanach 812 mit A, = Qx{i}ist (pn) - f (e) mb.] i

11.14 Veralgemeinerung auf d Riume mit vollstandiger Induktion gemar §:< b = d>1_<lui X Hy ,aso
d d_1 d-1
’f“i [Alx...xAn_len] = ( >1< My pd) [Alx...xAn_len] = >1< M [Alx...xAn_l] iy [An]

= (A

11.15 Folgerung. Fiir das d—dim. Lebesgue-MaR auf 8 = %‘31 gilt: A0 = §l‘< Al=ad-lal

Bew. Jedes d—dim. Intervall in ‘]d lalkt sich schreiben als AxB mit ADJd_l, BDJl. Dann gilt:
)\d[AXB] :)\d_l[A] D\l[B] . Aus dem Satz 11.7 Uber das Produktmal3 folgt nun A \d1nt []

Ist )\d bisher noch nicht definiert worden, sondern nur )\1, so kann 11.15 auch as Definition von A"
benutzt werden.

11.16 Bemerkung. Sei Qi abzb., Hj das Zahlmal3 auf Qi’ 1<i<d<oo,
Dann st My XXMy das Zahlmal3 auf le...xQd.
Bew. O.E. d=2. Ly Xty [{(x)}] = Myxbs [{xpx{y}] = py [{x}] O, [{y}] = L.[]

11.17 Satz. Seien Hi» Vi o—endliche Mal3e auf den Mel3rdumen (Qi,Si) mit dvi:fidui, 1<i<d<oo;
d d
dann gilt: (>1< Vi)(d(xl""’xd)) = I‘I?:lfi(xi) (>l< pl)(d(xl,...,xd)) , d.h.

d d . d o
d(>l< Vi) = I'I(ijzlfiorri d(>1< ul) mit Tt - >1<QJ. = Qi als Projektion.

Bew. O.E. d=2. Wir verwenden 10.12 mit ¢ = Slxgz. Mit 11.12 erhalt man:

(\)1><V2) [Alez] = Vl[Al] Wz[Az] = Al.rf]_dp-l %\zj—fzduz = Alezﬁl(X)fZ(Y)(leUZ) [dxy)] []
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KAPITEL I1ll. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE.

§ 12 W—Mal3e mit Dichten.
12.1 Def. Seien Xi Zvaauf (Q,3,P) mit Werten in (Qi ,Si), 1<i<d<oo,

[Dann ist X=(X....X 4) gemé 8.10 Zvaauf (Q.3,P) mit Werten in (§ll< Q, jégi)] .

1o

Die Verteilung von X, also PX_lzP[(X Xd)DH, heil3t gemeinsame Verteilung der X, 1<i<d. Die

1
Verteilung von X, aso PXi_l, heil3t (1-dim.) Randverteilung von px 1
12.2. Bemerkung PXi_1 ist bestimmt durch PX_l; denn z.B. fir i=1 gilt:

P[XlﬂB] :P[(Xl,xz,...)DBXQZX...] :
Aber die 1-dim. Randverteilungen bestimmen nicht die gemeinsame Verteilung. Dazu das

12.3 Beispid. Sei X[b(1,}), dann 1-X[b(1,}), aber die Verteilung von (X,X) ist nicht gleich der von
(X,1-X).

12.4 Sprechweise. Eine Begriff, der fir W—Mal3e definiert ist, soll auch als Begriff flr Zva aufgefaldt
werden und dann mit dem fur die Verteilung der Zva definierten Begriff identifiziert werden. So heif3t
eine [Lebesgue—| Dichte oder die Verteilungsfunktion der Verteilung einer Zva auch [Lebesgue—|
Dichte oder Verteilungsfunktion dieser Zva. Eine Dichte der gemeinsamen Verteilung von gewissen
Zva heil3t auch gemeinsame Dichte dieser Zva.

12.5 Folgerung. Seien Xi Zva auf (Q,§,P) mit Werten in (Qi,gi), M o—endliche Mal3e auf (Qi,gi),
1<i<d<co. Dannist f : % Qi + [0,00) genau dann gemeinsame Dichte der Xi, wenn gilt:
figt %gi—mb und

d d d "
P[(Xg. X JOB] = gf fd Xy OB TDF; [oder 1B DX gemdls 10.12]

1o
12.6 Bemerkung. Seien Xi M wiein 12.5, i=1,2. Haben dann Xl,X2 die gemeinsame ulxpz—Dichtef,
soist X b fl(x) = If(x,y)p2 [dy] eine ul—Dichte vonX,.

Bew. f1 ist nach 11.6 mb. Sei ADSl; dann gilt nach Fubini und wegen leQZ(x,y):lA(x):

P[X,0A] = P[(X.X,)IAXQ] = leXQZfdulxuz = A Jfyduy [

12.7 Bemerkung. Sei (Q,3,P) diskreter W—Raum. Dann ist f genau dann eine Dichte von P bzgl. des
Zahlmaldes p auf Q, wenn f eine Zahldichte von Pist.

Bew. 3, 1a f(x) = 2,00 1A(x)f(x) = IlAfdu = Ajfdu mit 9.11. [
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12.8 Satz. Sei P W—Mal3 auf ‘Bd mit Vf. Fund f: [Rd + [0,0) mb. Dann ist f genau dann eine

L ebesgue—Dichte von P, wenn gilt: F(x) = R [f(y)dy DxDle.

(3]

Bew. mit 10.12 und 6.15.] |

dxd d

12.9 Satz. Sei ADR invertierbar, bOR™. Hat der d—dim.Zufalls—(Spalten—)vektor X die )\d—Dichte f,
s0 hat AX+b die A9-Dichte x - |det(A)| L H(A (x-b)).
Fiir d=1 hat also aX+b die Al-Dichte x - %[ﬂ(%’) . (a20).

Bew. mit 10.20 als Ubung.

12.10. Anwendung. Sei d=1. Hat X die Lebesgue—Dichte f mit f(x)=f(—x) und die Vf F(t) = P[X<t] , so
gilt: PCX) 2= PX L und P[|X [>t] = 2F(-t) = 2[1-F(t)] 0t>0.

Bew. mit 12.9 und:

P[|X|>t] = P[-X>t]+P[X>t] = P[X<—t|+P[—-X<—t] wobei P[X=%t|=0.]

12.11 Beispid. Istf : R~ [0,00) mbmit [ f(x) dx = 1; so gehdrt zu f geméf3 10.5 genau ein W—Mal3 auf
%1, dessen Lebesgue—Dichtef ist.

Die detige Gleichverteilung U(ab) auf (ab) ist definiet als das W—Mal3 auf %l mit der

L ebesgue—Dichte %ﬂ(a,b) .

12.12 Bemerkung. Hat X die Dichtef (15 , 8. B = [0), o gilt XIB f.s. {P[XDBC] = ELBdu:O].
B

2
1213 Hilfsmittel. [(v) = of *x" Y *ax =27 VD) y=y ey 2qy v,
F()={m, r(n) = (n-1)!, nON, I (v+1) = v (V) , v>0.

12.14 Def. Das W—Mal3 auf (IR,*Bl) mit der Lebesgue—Dichte
|
2
() a 52X = (2no2) Zexp{—(x—a)“/202} XOR,
hei 3t Normalverteilung oder N(a,02) fir alR, 02>0. N(0,1) heif3t standardisierte Normalverteilung.

Die Def. ist sinnvoll, da $=0, stetig, mb., und [¢(X)dx=1 nach 12.13 und Variablensubstitution.

12.15 Eigenschaften. (a) ¢0 1(x) = ¢0 1(—x); aso XIN(0,1) & —XIN(0,2).
(b) Fir X[N(a,02) gilt: aX+B ON(aa+p,a202) fur a0,
speziell: X = oX+a mit X ::X—E"’IDN(O,l) .
(© Ist @ die Vf zu N(0,1) und X[N(a,02), so gilt:
P[ | X—a|>k[&]| = 2d(—k) = 2[1-P(K)|; insbesondere:
P[|X—a|>20] <0.05 und P[|X—a|>30]| < 0,003 (3—0—Regd) .
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Bew. a) 12.10. b) 12.9. ¢) Sei X =(X-a)lo; dann P[|X—a|>ka] = P[|X|>k]; vgl. jetzt 12.10 und
Vertafelung von ®. Der Ubergang von X zu X entspricht der Transformation in 1.20. []
12.16 Def. Das W—Mal3 auf (IR,*Bl) mit der Lebesgue—Dichte

\Y
Vo= P e g 0

heif3t F—Verteilungoder I' |, fiir v>0, a>0.
r v2n2= X3 heift x2—Verteilung mit n Freiheitsgraden.

.1 = Exp(0) heif3t Exponentialverteilung, wobei v, 4(x) = O‘e_axl(o,oo)(x) _
Mo p MO, heiRt Erlang-Verteilung.

12.17 Eigenschaften. () X ON(0,1) » XZ0xj.
(b) XX iid, X ONO,D) 5 37 X2 02,
(€) X DExp(a) € X hat dieVF.t~ (1-e %Y 10,00 -
(d) Sei X Zvamit Wertenin (0,c0); dann gilt: X OExp(a) fur ein ad(0,0) &
P[X>stt| X>s] = P[X>t] 0 st>0 (Gedéchtnidosigkeit).
(e) X und Y unabhangig, X OExp(a), Y OExp(B) > min(X,Y) OExp(a+p).
(f) X

. n
1,...,Xnud, XiDExp(O() > leiDI‘a’n.

Bew. a) Sai t=0, ¢::¢0 1
P[X%<t] = P[—/isXsf] = i V090 = 2031 (x) = o' (F)IY dy (Varieblensubstitution).  Nach
12.8 hat X2 die A—Dichte y - y_%q)(y%)l(o ) =V, ).

b) 13.13d c) leicht.

d) "3" mit P[X>t]=e “". "¢" Fur f(t):=P[X>t] gilt nach Vor. f(stt)=f(s) {(t); wegen 0<X<co gilt
1=f(0)=f(t)>f(c0)=0. Jetzt 5.18..

e) P[min(X,Y)2t] = P[Xz2t, Y=t] = P[Xxt] (P[Y=2t]. f) 13.13d. []

at

In Beispiel 5.19 mit dem Poissonprozef3 wurde fir den ersten Zeitpunkt T1 gezeigt: P[T1>t] = e_)‘t.

Also gilt in dieser Situation nach 12.17(c): T1 OEXp(A) .
12.18 Bemerkung. (a) Das diskrete Analogon zur Exponentialvert. ist die geometrische Vert..
Z.B. X 0Geo(p) 3 P[Xzn] = z;.;:n (1—p)mp = (1—p)n =e Mmit a=—log(1—p) > 0.

(b) Das diskrete Analogon zur M'—Vert. ist die negative Binomialvert. Nb(v,p), v>0, 0<p<1, mit der
z-Dichte Nb(vpk) = (" Hp"(2-p)* = DN )P (1) Ky, dlso Nb(Lp) = Geo(p).
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§13 Stochastische Unabhéngigkeit

13.1 Satz. Fir 1<i<n<o seien Xi Zvaauf (Q,3,P) mit Werten in (Qi,gi).
(a@ Sind Qi W-Mal3e auf (Qi ,Si), dann gilt:

X Xn unabh.;XiDQi,lsisn & %Qi ist die gemeinsame Vert. der Xi,lsisn.

1
(b) Sind M o—endliche Mal3e, fi ui—Dichten eines W—Mal3es Qi auf (Qi,gi), dann gilt:

XXy unabh.; f- ist u-—Dichtevon X, 1<isn &

1
f(xl, WX ) =n" f(x) ist gemelnsameu—chhtederX 1<i<n, mltu—%ui.

(c) Sind Q:i a ‘B(Qi) n—stabil mit cr(@:lx...xe:n) = Slm...DSn (vgl. 6.13), dann gilt:

—_ N :
X Xy unabh. & P[X,0C,,...X 0C | =M} P[X.0C] 0 C,0¢;, I<isn.

1o 1o

Bew. Esgilt:

-1
(13.2) P[X{0B,..X 0B ] = P(X1,... X ) "[Byx.xB ]

8) X 1,...X unabh.; X; 0Q, 0 ¢ P[X,0By,...X 0B | =M. Q/[B] 0B;

dabei folgt "¢" mit szQj [0 j#i. Die gleiche Beziehung wurde in 5.1 fir einen Spezialfall gezeigt.

Gemal (13.2) und 11.7 [fur n=2 direkt und fur n>2 durch Induktion] ist das gleichbedeutend mit:
-1 _n

b) "3" folgt aus (a)"3", dagemaf 11.17 gilt:

(*) fistu—Dichtevon ?< Q-.

11 "y )
c) "¢&" Q:lx,..xéln ist n—stabil. Nach dem Eindeutigkeitssatz folgt nun : P(X

"&" Nach Vorauss. und (*) gilt: P(X :%Qi.\]etzt (@"€".

)—1

N
1! ! - >]< PXI y jetZt

kann (8)"<¢" angewendet werden. | |
13.3 Folgerung. Bei unabh. Zva ist die gemeinsame Verteilung durch die 1-dim. Randverteilungen
bestimmt.

13.4 Folgerung: Sind Xi’ i=1,2, unabh. Zva auf (Q,3,P) mit Werten in (Q-,S-); dann gilt:

P[(X.X,)0B] = [ PX,~ [B 1P [dx] = [ P[(xX,)1B] PX] Lrax) for BOF, 5,
AlsBeispiel erhdlt man fir reelle Zva: P[X X st = [ P[x+X st PX [dx]
Hat X2 die)\l—Dichtef oder haben X1 und X2 dle)\l—chhtef bzw. fz,soerglbtsich'
P[X +X <t] = [Il(_oo,q (X+y) f2(y) dy] PX1 [dx] = [I f2(z X) PX1 [dx]] dz sowie
P[X +X <t] = jt fz*fl(z) dz mit fz*fl(z) = f2(z—x) fl(x) dx.



51

13.5 Konstruktion eines W—Moddlls:
Es existieren n unabhéngig Zva mit vorgegebenen Verteilungen. Genauer:
Gegeben seien W—Raume (Qi,Si,Qi), 1<i<n. Gesucht ist ein W—Raum (Q,3,P) und Zva Xi auf (Q,5,P)

mit Werten in (Qi,gi), so dal’3 X Xn unabh. sind mit Xi DQi, 1<i<n.

L
Lésung: Wahle Q := §1‘< Q5= rl‘mgi, P= §1‘< Q.. X; asProjektion X, : Q + Q.

Dannist Xi mb (vgl. 6.9), (X Xn) = IdQ und P(X Xn)_1 =P= §11< Qi' Jetzt 13.1a.

11---1 1!'-'!
Diese Konstruktion der Zva kann auch fur n=1 niitzlich und bequem sein. [ |

13.6 Satz. Funktionen von unabh. Zva sind wieder unabh.:
Seien Xi unabh. Zva auf (Q.3,P) mit Werten in (Qi,Si), idl, 1 abzb.und 1 00 i0J Ij; dann sind
die Zva gjo(Xi,iDIj), j0J, unabh., wobei gj : iﬁlei = Qj' Dmlj%i—gj'—mb, j0J, ist.

Bew. Sei 0.E. Jendlich, vgl. Def. 5.6..

Wegen {gjo(Xi,iDIj)DBj} = {(Xi,iDIj)ng_l(Bj)} sei 0.E. gj die Identitat.

Aus schreibtechnischen Griinden wird hier nur der Fall J={0,1}, 15={0}, I;=N behandeit.

Alsoz.z. Xi ,iDINO, unabh. 3 XO, (Xi ,0N) unabh. Zvamit Wertenin QO und ? Qi'

Nach Voraussetzung gilt:

(") P[XgPAG(XpmX JIA XA ] = 1 P[X.OA] = P[X0A| P[(X . X JOA X, XA .

1
Setze € ::?Si : € ist n—stabil, enthalt ? Qi und erzeugt ?Si. Wegen

11-'-1

(13.7) A1><A2><... =0 A1><...xAnxQn+1><Qn+2x... .

und (*) gilt nun:

P[Xo0A g (X iON)IC] = P[X,0A ] P[(X,,iINOC] fir Ay05, (=:¢,), COE.

O)
Jetzt kann 13.1c angewendet werden, wenn gilt: G(SOXQ:) = SODG(QI) (= SO 0 015 Si = Egi).

(o)
Diesist aber sehr einfach zu sehen. | |

13.8 Satz. Seien X und Y unabhidngige Zva auf (Q,5,P) mit Werten in ([Rd,%d) bzw. (E,&);

d dxd

sel f)\d—Dichte von X, b:E-R™ mb, A:E-R mb, so dal3 die Matrixinverse A(Y)_1 f.s.

exigtiert. Dann hat A(Y)X+b(Y) die)\d—Dichte
ze [ |det AQ)| () Hz-by)) PY dy].
Bew. mit 12.9 und Fubini als Ubung.

d

13.9 Spezidfille. Sei E=R™, g eine A9 pichte von Y [> Y#0 f.s] und h die Dichte von

Z:=A(Y)X+b(Y) aus 13.8:
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(@) Z=XzY; dann h(z) = [f(zxy)g(y)dy.
(b) d=1, Z=X [Y; dann h(2) = [ f(xly) a(y) Oy | dy.
(c) d=1, Z=X/Y [:=1 {Y¢O}X/Y]; dann h(z) = [[f(xy) [ay) Jy| | dy.

dn,d nd

13.10 Definition. (a) Sind p und v W—Mal3e auf ([Rd,%d) undist T : R™xR™ » R™ die durch T(x,y)=x+y

def. Abb., so heil3t das W—Mal3 (uxv)T_lz:p*v die Faltung von p und v,
(b) Sindfund g )\d—Dichten von W—Mal3en, so heildt x-fxg(x) := [f(x—y)g(y)dy Faltungvon f und g.
Gilt speziell: d=1, f=g=0 auf (—.0), soist fxg(x) := 0Ixf(x—y)g(y)dy.

(c) Sind f und g Z—Dichten auf INO, so heifldt fxg(k) := z;(:o f(k—)g(j) Faltungvonf und g.

13.11 Eigenschaften. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.

13.12 Satz. (a) Sind X1 und X2 unabh. d—dim. Zva auf (Q.3,P), so gilt:

POX,+X.) L= P Lepx L
172 1 2
(bl) Sind X1 und X2 unabhéngige Zva mit Werten in Rd und mit )\d—Dichten fi, i=1,2, so hat X1+X2
N
die A"—Dichte fl*fZ'
(b2) Seien Q; W-MaRe auf Rd. Hat (nur) Q; dieAd Dichtet,, so hat Q,+Q,, dieA%-Dichte
X [f1(-y)Q,[dy].
(c) Sind X1 und X2 unabhéngige Zva mit Werten in INO und mit Z—Dichten fi, i=1,2, so hat X1+X2

die Z—Dichte fl*f2'

Bew.a) P(X+X,) 1=t PT(X X, =(P(X.Xp) DT =(PX xPx,HT L,
(bl) ergibt sich aus Folgerung 13.4. (b2) Wahle (geméal3 13.5) unabh. Zva X und Y mit Dichte f bzw.
YEQ2 und verwende 13.8 mit A(Y)X + b(Y) =X +.

0) {X+Y=k} =0, {X=k-i,Y=i}.[]

13.13 Abgeschl ossenheit gegeniiber der Faltung.
(a) b(n,p)xb(m,p) = b(n+m,p);

() A )TN ) = T A);

(c) N(a,02)xN(b,12) = N(at+b,02+12);

@D gt Taw ™ Moy PEEEXERE = Xy

Bew. durch Rechnung oder spater mit Hilfe der Transformierten (vgl. § 15). Dabei gilt (a) auch wegen

b(n,p) = b(1,p)*...*b(1,p) und (d) fir u,v 0N wegen Fa n= FG 1*...*FO( 1
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§14 Erwartungswert und Varianz.

Seien stets X, X

1,...,Xn,Y erweitert relle Zva auf (Q,3,P).

Erwartungswert.

14.1 Def. Ist X P—quasi—intb., so heit EX = E[X] := [XdP Erwartungswert (Erw.) von X.
Dabei sagt man: X quasi—inth. «3: EX existiert; X intb. ¢3: EX ist endlich.

Gemal 8§ 9 kennen wir bereits die folgenden Eigenschaften.

14.2 Korollar. (a) Jede nach oben oder nach unten beschrankte Zva. ist quasi—intb.;

(b)
(©)

(d)
(€)
(f)
(9
(h)
(i)
()

EX ex. 3 E[X "] <oo oder E[X <03 EX = E[X" | —E[X|;
E1, =P[A], ATg;

EX, EY ex., X<Y 3 EX < EY;

EX ex.s> |[EX| <E[|X]];

X=Y f.s,EX ex.3EY =EX;

EX ex., alR, oder X0, O<a<co 3 E[aX]| = aEX;

EX, EY ex., EX + EY ist def. 3 X+Y ist f.s. def., E[X+Y | = EX + EY;

EX endlich & E[ | X|] <o,

a<X, a<X, X<b, bzw.X<b fur gewisse a,b0R 3 a<EX, a<EX, EX<b, bzw. EX<b.

14.3 Korollar. Sei Z Zvamit Wertenin (Q',3), g:Q'=R mb, u MaR auf (Q',3"). Die folgenden Identititen
gelten mit der Mal3gabe, dal3 die linke Seite genau dann existiert, wenn die rechte Seite existiert.

(@

(b)
(©)

E[g(2)] = JodQ, falls Z[1Q; insbesondere:
E[xK] = [xKQ[dx] kN, falls X 0.
Sei Q' abzb., dann: E[g(2)] = 2o g(i) P[Z=i].

Z habe die p—Dichtef, dann: E[g(Z)] = J g du ;insbesondere:
E[xK] = [xKf(x)dx, KON, falls X die Lebesgue-Dichtef hat.

E[g(Z)] hédngt also von Q,P,Z nur iber Q = Pz 1 ab.

Bew. a) folgt aus dem Transformationssatz 10.19, b) ist ein Spezialfal von (c) mit p als Zahimal3. c)
folgt aus (a) und 10.10. [ |

14.4 Beispiel. X DU(ab) 3 EX = 2 01 /Pxdx =

a+b
b

X ON(0,1) 3 EX = [ x ¢(x) dy =0 mit der Dichte ¢ zu N(0,1), dax [d(x) ungeradeist.

145 Def. Die Cauchy-Verteilung ist die Verteilung auf (R%,) mit der A'-Dichte:

X+ %[ %2 [= %[%arctan(x)] :
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14.6 Beispidl. Ist X Cauchy—verteilt, so gilt: E[X ] =E[X | = oo, d h. EX ex. nicht. Nach 12.10 und
T _ —_ _ +-_ 1-x

14.3agilt namlich: E[X|= E[(-X)" | =E[X" |= oJ 550X 2 anj L i =eo.[]

14.7 Satz. (a) Ist X=0, so gilt: EX = OI°°P[ X>t]dt.

(b) Hat X Wertein Ny s0 gilt: EX = zor(]):O P[X>n].

Bew. a) Sei B = {(t,x), O<x<t} (D‘BZ), XQ, dann folgt mit Fubini:
of “PIX>t]dt = QB A [ct] = A IxQ)[B] = 1AY[B,1Q[ax] = [x* Q] = E[X™].

b) wie oder mit (a).| |

14.8 Beispiel. Fiir X 0Geo(p) folgt (vgl. 12.18a): EX = 3 ° o(1—p)””1:1—|[‘)|9.

14.9 Korollar zu Fubini. Seien Zi unabh. Zva mit Werten in (Qi ,Si), i=1,2, h:leQ =R mb,

2
sodaf3 E[h(Zl,ZZ)] existiert, dann gilt:
E[h(Zl,ZZ)] = E[ﬁ(Zl)] mit h(z) = E[h(z,ZZ)],

inshesondere: P[(Zl,ZZ) O0B]| = E[p(Zl)] mit p(z) = P[(Z,ZZ) O0B]| = P[Z2 0 BZ].

14.10 Korollar. Gilt X, 20, 1<i<n, oder E[| X; | | <eo, 1<i<n und sind XX, unabhangig,
o gilt: E[I‘I?Xi] = I'IQ E[X;] , insbesondere ex. E[I‘I?Xi].

Bew. 0.E. n=2, jetzt 11.12 mit 13.1a [ |

Ungleichungen.

14.11 Markoffsche Ungleichung. (vgl. 9.16 d):
P[|X|2e] <e PE[|X|P] Op>0.

14.12 Schwarzsche Ungleichung (Spezialfall der Holderschen Ungleichung):
ImFale E[X ]<oo E[Y ]<oo gllt
E[XIY]| < {E[X?] E[Y?]}?
mit"=" & X=aY f.s. fireinalR oder Y=0 f.s.

Bew. Wegen |E[XLY ]| <E[|X|OY|] sa 0.E.: X=0,Y=0; jetzt wie liblich. []

14.13 Jensensche Ungleichung. Sei | bel Intervall inR (z.B. 1=R) mit X0l f.s, E[|X]|] <co,
g:1=R konvex. Dann gilt: EX 01 und

9(EX) < E[9(X)].
Interpretation: Bei konvexer Verlustfkt. (konkaver Nutzenfunktion) empfiehlt sich Risikoaversion.
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Bew. EX0I folgt aus 14.2]. Der Fall EXOdl impliziert nach 9.16a: X = const f.s., ist also klar. Liege nun
EX im Innern von |, dann ex. Stutzgerade y=ax+(3 an g im Punkt EX; aso g(x)=ax+p und
g(EX)=aEX+B. 3 E[g(X)] = E[aX+B] =aEX+B = g(EX).|[]

14.14 Anwendung. Fir p>0 sei [X|| =E[ X |P) P gann gilt fiir q<p: Xl < X

Bew. 1=[0,), g(x) = Xp/q ist konvex. Sei ||X||q<oo; dann folgt nach 14.13:
E[1X| NP9 e x| 9% zum Fall Xl =< vel.14.15b.[]

Momente

14.15 Lemma. Sei p>0, alR. Dann gilt:
@ E[|X-a|P] <o & E[|X|P] <w & E[|X-b|P] <o O bR
()  E[|X]|P] <o 3 E[|X|Y] <o D 0sqsp.

Bew. a) Fir a,B0R gilt: |a+B|P < @Ta|v|B|)P<2P(a|P+|B|P).
b) |X|9<1+|X]|P fir o<qep.[]

14.16 Def.Im Falle der Existenz heif3en E[Xk] k—tes Moment und bei endlichem Erw. a=EX:
E[(X-a)K] k—tes zentrales Moment, V [X] := E[(X—&)2] Varianz von X.

14.17 Bemerkung. (a) E[Xz] <o &3 X hat endliche Varianz. (Bew. 14.15).
(b)  V[X]=0 & X=const (CR) f.s. (Bew. 9.16.8). |

14.18 Déf. It E[X %] <w, E[Y?] <o, 50 heifen
Kov[X,Y] := E[(X—EX)(Y-EY)] Kovarie]1nZ vonXundY,
Kor[X,Y] :=Kov[X,Y|QV[X]V[Y]} ? Korrelationskoeffizient von X und Y.
X undY heifl3en unkorreliert, positiv korreliert bzw. negativ korreliert, falls
Kor[X,Y] =0, >0 bzw. <0.

14.19 Satz. Sei E[X2]<w, E[Y?] <o, dann gilt: (@) Kov[X,X] = V[X]:
(b)  V[X] =E[X?] — E[X]? (Steinersche Gleichung),
Kov[X,Y] = E[XY] - E[X] (E[Y];
(c) |Kor[X,Y]| <1und |Kor[X,Y]| =1 & Oaz0, BOR, mit X=aY+B f.s, V[X]£0£V|Y].

Bew. a),b) leicht, c) mit der Schwarzschen Ungleichung. ]

14.20 Beispidl. Betrachte n—malige Wiederholung eines 2—stufigen Experiments (etwa eine
repréasentative Umfrage nach 2 Merkmalen). Als Ergebnis (Stichprobe) erhélt man: (xl,yl),...,(xn,yn) a

IR2 (etwa XiY; Korpergrof3e oder 1Q von Vater und Sohn bei Paar i).
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Wahle Q, 00 {x;}, Q, 00 {y;}, [0.E. Q; endlich]

X: leQZHQ1 und Y: leQZHQZ als Projektionen sowie:

PIA]:= EMPIA | (Xq Y XY )] = 5 31y 1 ((xy) fir ATQ xQ.,
Dann E[g(X,Y)] = 3, 6(xy) PO = 5 5, 907,
dso EX =+ zx =: %, X heifit Stichprobenmittel EY=13y. =y,

VI[X] == Z(x —x) dabei hei Bt Z(X x) Stlchprobenstreuung,

[der Faktor ﬂ statt %‘WI rdin der Statistik erklart] V[Y] =2 z(yi—y) :

Kov[X,Y] =1 Z(X-—X)(yi—y), Kor[X,Y] =: fy hei 3t empirischer Korrelationswert.

Xy
D[ 1,+1| wird als MaR3 fur den linearen Zusammenhang interpretiert.

Als kritische Werte werden +{ +2}7 angesehen.

14.21 Satz. Sei E[Xi]<oo, i=1,...,n. Dann gilt:
n - - :
(@ XX hatendiicheVarianz V[3X,] =% V[X;] + 2@4 Kov [Xi,Xj],
(b) XXy unabh. 3 XXy paarweise unkorreliert 3
Vv [in] =% V[Xi] (Gleichung von Bienaymé).

2.«

Bew. a) Sei n=2. (X ) < X7t +2|X1X2| ; jetzt benutze die Schwarzsche Ungleichung. Dann

0.E. E[X;]=0, betrachte sonst X;:=X,—E[X,]. b) mit 14.10. []

14.22 Beipiele.
(@  X0U@b)s E[X]=2%2 E[xK|= gL 0P ax, v [X] =E[X?] —E[X]?= 15 (b-a°

() X, 3E[X]=via, V[X] = via®. Allgemeiner gilt:
E[X k] = (k+V—1)(k+v—2) (v+1)v Eb(_k;

k 1 — 1 oo_K+ 1 1 Kk
E[X ] _F(v) Oj°°x a'xV e o(de:r(v) OI XV e %z = WG I (k+v).

Jetzt benutze die Eingeschaft der T—Funktion (12.13) .

(©  XIN(O,1)3E[X] =0, V[X] = E[X?] = 1. Allgemeiner gilt:

X = ;L ,00dx =0 da xex®

2

¢0 1(x) ungerade;

E[xZ = g[x3K] mit x T} 4 (vgl. 12.178), also nech (b)

E[(XDK] = (k4)(k3-1)..3 @)% somit: E[xZX] = (2k-1) {(2k—3) 0. (BLL..
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XIN(a02) 3 EX =4 V[X] = E[(X—a)z] = 02. Allgemeiner gilt:

211 = 0, E[(X-a)2] = (2k—1) [(2k-3) [L.. B&2X, KON,

(X—a)/lo ON(0,1) 3 E[(X—a)
(d)  Xib(n,p) > EX =np, V[X] =np(1—p).

Bew. GemaR 5.150.E. X = 22 X mit (Xi) iid Ch(1,p), dann E[Xi] :E[Xiz] =0[{1—p)+10p=p
also V [X;]=p-p?=p(1-p). Jetzt 14.2h und 14.21b.

(© XOMA)3EX=V[X]=A.

Bew. mit kr(A:k) = AT(A;k—1) und E[X(X—1)] = A% wegen k(k—1)T(A:k) = A2TA:k—2).

815 Transformierte.

Erwartungswert komplexer Zva.

15.1 Def. Sei (Q,3,P) ein W—Raum, i=y/~1.

@  Z:Q-C heil’t eine komplexe Zva, fals 0(Z) und 0(Z) reelle Zva sind (& (0(2),0(2)) ist
2—dim. Zufallsvektor).

(b) Sind fur die komplexe Zva Z die Erwartungswerte von [(Z) und 0(Z) endlich, so sagt
man:"EZ ex. in " und nennt EZ := E[0(Z)| +iIE[J(Z)] den Erwartungswert von Z.

15.2 Bemerkungen. Durch Zerlegung in Real— und Imaginarteil zeigt man.

@ Der Erwartungswert bleibt auch fiir komplexe Zvalinear.

(b) Ex.EZin(, sogilt: E[Z] =EZ.

() EZexinC&E[|Z|]<w3 |EZ| <E[|Z]|].
Bew."&" |Z| < |0(2)| + |0(Z)| <£2|Z]; "3" vgl. Ubung, dort Z d—dim.

(d) Der Satz von der magjoriserten Konvergenz gilt auch fur komplexwertige Zva unter der
Vorauss. [Z,|<Y mit E[|Y ] <co.

(e Der Satz von Fubini gilt auch fur komplexwertige Zva, deren Erw. in C ex.
() SindZ; und Z,, unabh. komplexe Zvamit E[ | Z; | | <co, i=1.2, dann gilt:

E[Z,(Z,] = E[Z,] E[Z,].

Laplace-Transformierte.

15.3 Def. (a) Ist Q ein W—Mal3 auf [O.oo)n‘Bl, o heifdt :[0,00)~[0,1] mit

(t) := fe XQ[dx] die Laplace-Transformierte (LT) von Q.
(b) Ist X eine Zva auf (Q,5,P) mit Werten in [0,00) [oder mit Werten in [O,0] und X#eo f.s],
so hei3t die LT g von PX_l, also (gemaf 14.3a) Y(t) = E[e_tx] auch LT von X.
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15.4 Def. (a) Ist Q ein W—MaR auf N, so heif3t g: [0,1]~[0,1] mit
o(9) = 37— Q[{n}]s" erzeugende Funktion von Q.
(b) It X eine Zva auf (Q,§,P) mit Werten in Ny [oder mit Werten in INO und X#eo f.s.], so heif3t

die erzeugende Funktion von PX_l, also
a(s) = zorc;zo P[X=n]s"=E [sx] auch erzeugende Funktion von X.

15.5 Bemerkung. Ist Q ein W—Mal3 auf [NO mit erzeugender Funktion g, soist Y(t) = g(e_t) dieLT von

Q wegen Ie_tXQ[dx] =3 e_th[{n}] und umgekehrt entsprechend. Deswegen o.E. hier nur
Behandlung der LT.

15.6 Satz. Sei Y die LT zum W—Mal3 Q und der Zva X. Dann gilt:
(@ P[X=0|=1& =1,
P[X=0]<1 &  streng antiton < P[X=0] = Y(+w) := Iimt_m W(t) < Y(t) < P(0) = 1, O<t<oo,

(b) W@ = je_ZXQ[dx] ist holomorph in G = {z0C; 0(2)>0} und stetig in G = {z0C; 0(2)=0},
alsoist Y bel. oft db. in (0,0) und esgilt: WKo+) = HKEXK].

(c1) Sind X,Y unabh. Zvamit LT ¢ und X, soist X LT von X+Y,

(c2) Ist Wy LT von Qk’ k=1,2, soist L|J1E|J2 LT von Ql*QZ'

Bew. 3) Fir s<tist W(9-4(t) = g OO)I(e_S(—e_tX)Q[dx] , dlso Y(S)—Y(t)=0 falls Q[(0,0)]=0 und
P(s)—y(t)>0 falls Q[(0,0) | >0 geméaf’ 9.16a mit p = Q| (0,00)0 B,
’ 1

Ferner mit maj. Konv.: lim, | | Ie_tXQ[dx] = flim...= jl{o}dQ =Q[{0}].

b) Die Stetigkeit von U auf G folgt aus 10.15 mit € IR,

Fur zZOG und || <8<0(2)=:r gilt:
|(e—(z+Z)x_e—zx) e e_rX|(e_ZX—1) 7] < e 1X To0 sHLn A(9)x5
Nun folgt wiein 10.16 mit maj.Konv.:

lim; o J(e FrOX &2z Q[ax] = flim... = [(-x)e 2*Q[dx].

Daauch xkae_(r_a)X beschrankt ist auf [0,), folgt mit vollst. Induktion:

LIJ(k)(Z) = I(—x)ke_ZXQ [dx] , @so mit monot. Konv.:
Ky = 1K K —tx _ o akeok
0+ = (-1)Nim,_ g 1xe Q] = (-1 [x*Q[a].

c1) E[e ) = gre X e Y E[e X E[e Y] mit 13.6 und 14.10.

c2) folgt aus (c1) Wahle X,Y unabh, mit X Q, YRy, [

15.7 Beispiele. (@) 1(a) hat die erzeugende Funktion g(s) = ea(s—l).

(b)  b(n,p) hat die erzeug. Fkt. g(s) = (1—p+ps)n.
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(© Ty hadielTwn =G

Bew. a)g(s)=e zk,ak&k—e s

b) b(1,p) hat die erz. Fkt. g(s) = (1—p)s +ps, jetzt 15. 6c mit 5.15.

c) Y(t) = je_tx av[dx] :OIme VO(V(X) dx_l’(v)%I e X V-1 ox

r(v)%f Ve = )Eaaﬂ) Vi ey e Yoy = r(v)maﬂ) V).

Charakteristische Funktionen.

15.8 Def. (3) Ist Q ein W-MaB auf 8., so heift ¢ 1R+ ¢ mit

o) = J é'X Qax] = fé T W% Qrdx] (= feostt™)Q[dx] + iTsin(t"x)Q[dx])
charakteristische Funktion (CF) oder Fourier—Transformierte von Q.

(b) Ist X d—dim. Zufallsvektor auf (Q,§,P), so heil3t die CF ¢ von PX_l,also
d(t) = E[exp{it'X}] auch CFvon X.

15.9 Satz. x:(xl,...,xd)T habe die CF ¢. Dann gilt:

@ |¢| <1=¢(0) und ¢ ist gim. Stetig;

0 1 ATR™Y bIR" sohat AX+b die CF: Rt - exp{it™b} H(AH).

(c1) Sind X und Y unabhéangige d—dim. Zvamit CF ¢ bzw. X, soist ¢ Cx CF von X+Y;
(c2) Snd ¢k CFvon Qk, k=1,2, soist ¢ 1 Ebz CF. von Ql*QZ'

(@)  RMd~¢((t0....,0)) ist CFvon (Xy,..X ) fir m<d,
(e Sind Qk W-Mal3e auf %l mit CF ¢k, 1<k<d, soist
d d

Bew. a) Mit 15.2c folgt: |§(t)| < E[|exp{it'X}|] = 1=¢(0). Mit 15.2c,d folgt:
|o(t)—d(t+h) | = |E[exp{it' X} (1—exp{ih"™X})] | <E[|1-exp{ih"X}|] - O fiir h-0.
b) E[exp{it" (AX+b)}] = exp[it'b} (E[exp{i(ATt) ' X}].

c) analog zu 15.6¢ bzw. mit Fubini 15.2f. d) folgt direkt oder aus (b).

e) exp{it'x} = I‘IE=1 exp{it,x, }. Jetzt Fubini 15.2f. ]

15.10 Beziehung zur LT.
Sei Q [zB. Q= rav] ein W—Mal3 auf [0,00) mit LT @ [z.B. Y(t) = (0(+t) | und CF ¢, G = {Z0(;

0(z)>0} und U eine stetige Fortsetzung von Y auf G, die in G holomorph ist [z.B. {i(z) = ( ) |. Eine

o+z
solche Fortsetzung ist nach 15.6 auch (z) = Ie_ZXQ [dx] . Nach dem |dentitatssatz fiir holomorphe
Funktionen gilt Y = { auf G und somit: ¢(t) = P(—it) [z.B. d(t) = (0( It) ]
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15.11 Beispidle. (a) N(0,1) hat die CF ¢(t) = exp{—%tz},
N(a,02) hat die CF ¢(t) = exp{iat302t2).

(b) §11< N(0,02) hat die A9 Dichte RIt v (2m02) %2

exp{—||t||2/202} und
dieCF RAt v, (1) := exp{—o?||t| Z/2}}
0,02\ -~ &P '

—2

Bis auf den Faktor 02 bzw o “ im Exponenten unterscheiden sich Dichte und CF also nur durch die

Normierungskonstante. Dieswird im Beweis vom Eindeutigkeitssatz 15.16 benutzt werden.
(c) Die Cauchy—Vert. hat die CF ¢(t) = exp{—|t|}.

(d)r,, hatdieCF ¢(t) = (0( It)

Bew. a) Nach 15.9b geniigt es, N(0,1) zu betrachten Da sm(tx)exp{—gx } ungerade und
cos(tx)exp{—gx } gerade ist, gilt: ¢(t) = 2[@211)_7 %I ®cos(tx) exp{—gxz} dx = ¢(-t). Also o.E. t>0.

Aus 10.16 oder 15.22 folgt: ¢'(t) =2 EQZT[)_70] sin(tx) X Edaxp{—jx }ax.

Mit partieller Integration ergibt sich ¢'(t) = —t ¢(t) bel ¢(0)=0.
b) Mit [t = St und 1117 und 15.9e.

0 Wieina) folgt ¢(t) =20 ™ q14x?) ™ x = ¢(-t) =t L [ f(x) dx, dlso 0.E. t>0.

Sei f(2) = €%1(1+29) = g@)/(z—i) mit g(2) := €' Z/(z+i)
und Hr der Halbkreis um 0 in der oberen Halbebene von € mit Radius r. Fir r>1 liegt i innerhalb die

Kurve [—r.r|0H r Nach der Cauchyschen Integralformel gilt daher
er|oH, [f(2)dz = 5 [ 202 = o 1) = e Fuir 20H, gilt:
-1_ : 2 -1 2 -1
@) < |expitz} | |22 -1} L = |exp{ith(@)} | O exp{~t0@)} | | 22| -1} L < {rP-1)
Esfolgt: ||_| Jf(2)dz| < nr[{rz—l}_l-»o (flir r-co) und somit:
r
() =lim 1] [f(x)dx = ——
d) I ha nach 157c die LT 3)Y. Nun ig L

a,v o+
{z0C; 0(2)>—a}; jetzt 15.10. [ |

o +z eine holomorphe Fortsetzung auf

Das nichste Ziel sind die Eindeutigkeitssitze.

15.12 Parsevalsche Gleichung. Seien Qi W-Mal3e auf *Bd mit CF ¢i, i=1,2. Dann gilt:
[,(x-y)Qq [dx] = fexp{-itTy}d,()Q,[dt] yoRY, speziell: [9,0Q;=10,dQ,.

Bew. Mit Fubini 15.2f gilt:

fexp{-it'y} (Jexp{it' x}Q, [dx]) Q,[dt] = | (fexp{it! (x-y)Q,[dt]) Q [dx] .[]

15.13 Def. Cb(IRd) sei die Menge der beschrénkten, stetigen Funktionen auf le.
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15.14 Lemma. Gilt fur zwei W—Mal3e Ql,Q2 auf ‘Bd: jfdQ1 = jfsz, fDCb(IRd), S0 stimmen
se berein.

Bew. 17.2.[]

15.15 Lemma. Ist Q W—Mal3 auf *Bd und Q0 =Qx §:< N(0,02), dann gilt fur 02-0:
jfdQG -+ [fdQ DfDCb(IRd) [d.h. Qg konvergiert schwach gegen Q].

Bew. Wéhle X Xd,Y unabhéngig mit XkEN(O,l) und Y Q. Dann gilt

1o

Y + 00Xy, X ) 0Q, gemaR 12.15b, 13.1a, 13.12a,

e
also Ifon =E[f(Y + c[ﬂXl,...,Xd))] ; jetzt maj.Konv. .||

15.16 Eindeutigkeitssatz fiir CF. W—Mal3e auf %d mit gleicher CF stimmen tberein.
Bew. Seéi Q W-MaR mit CF ¢, Q wiein 15.15.

Idee: [fdQ, fDCb(le), lankt sich durch ¢ ausdriicken, dann 15.14.

Q, hat nach 15.11b und 13.12b2 die A%-Dichte

y + (2102 Y2 (Jexp{—|lyx||%/206%} Q[ ] = (2ro2) V2

—d/2

Vg 1/g2YQI k],
also nach 15.12 die )\d—Dichte (wobei sich (02) wegkdirzt):
(2r9 90 exp{-itTy} () exp{ 407t P}t = g(d.0%y) .

Gemal 15.15 gilt nun eine Inversionsformel:

(1517)  [fdQ=lim, o Jf)a(.02y)dy 1fIC,®RY. []

15.18 Eindeutigkeitssatz fiir LT. W—Mal3e auf [O,oo)n‘Bl mit gleicher LT stimmen Uberein.

Bew. Nach 15.6 und dem ldentitatssatz fir holomorphe Funktionen ist Y(z) := je_ZXQ [dx] auf G =
{z0C; 0(2)=0} durch seine Werte W(t), t0[0,c0) bestimmt. Die CF ¢ ist wiederum durch ¢ auf G
bestimmt wegen  (t)=W(~it), IR [|

15.19 Korollar. Seien Xk reelle Zvamit CF ¢k’ 1<k<d. Dann gilt:
X e X g UNBBIANGIG € (X 1,... X ) het die CF (ty ...ty) - NS 0, (t,):
Bew. Sei X, [Q,.. Nach 15.9¢iist (ty....t) » M9 ¢ (t,) die CFvon & Q; jetzt 13.1aund 15.16. |

15.20 Korollar. Sind Q W-MalRe mit CF ¢k [bzw. LT W) bzw. erzeugender Fkt gk], k=1,2,3;
dann gilt: Q3 = Q*Q, > 5 =¢, [, [bzw. W=y, M, bzw. g5=g4 @2] :
Bew. 15.9¢2 und 15.16 [bzw.15.6c2 und 15.18]. |
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15.21 Anwendungen. (a) (o)1) = T(0+f3) wegen e (s-1) @B(S_l) = e(a+B)(S_1).
(b)  b(n,p)b(m,p) = b(rvm,p) wegen (1—p+ps)" [L—p+ps) " = (1-p+ps) ™.
© T oy o Wesen GRH g5 = ™.
(d) N(a,02)xN(b,12) = N(at+b,02+12)
wegen exp{iat—%oztz} @xp{ibt—%rztz} = exp{i(at+b)t-} (02+t2)t2}.
(e) Sind Xl""’xn unabhéngige, Cauchy—verteilte Zva, dann ist auch % 22 Xk
Cauchy—verteilt. Denn die CF von 22 Xy iste t] nach 15.11c und 15.9c1; die CF von %ﬁi
X ist nach 15.9be_n|t/n| = e_|t|.
(f) Hat X die CF ¢, so gilt: ¢ reellwertig & px 1= P(— X)_ . Denn mit 15.2b gilt:

¢ reellwertig & ¢(t) = d(t) & E[eitx] =E[e 'tx]

15.22 Satz. ¢ sei die CF der reellen Zva X mit E[|X| ]<oo fir ein KON. Dann gilt:

@ g istk-ma stetig b, wobs ¢(k)(0) SR

® 00 =5 o) EXT @)+ o(1t]") fur 0.

Bew. 3) Sei XIQund ¢;(1) = [(ix)e™Q[dx]. Beh. aqaj(t) = 9,10, Osi<k.

Esist {[6;(t+)-0,0] = § (e ™ he™-1] Q[ax] =: ff, dQ.

Nun gilt fur yOR: |e'y—1| = ojyie'tdt |<|y|, alsofiir den gesamten Integranden: [f, (x)[<|x |J+1.
Also fir j<k mit mal.Konv.: ¢1() = flimy oy dQ= 6y, (0, somit ¢(J):¢j.

Die Stetigkeit von ¢k folgt auch mit maj. Konv. . b) Standardbeweis. | |

15.23 Lemma. Fir ein W—MaBQauf% mit CF ¢ gilt:

QU551 < § 05/%-0m)dt  1550.

Das Verhalten von ¢ bel 0 bestimmt also das Verhalten von Q bel . In 15.22 wurde umgekehrt aus
dem Verhalten von Q bei oo, was sich in der Endlichkeit von Momenten ausdriicken kann, auf die
Differenzierbarkeit von ¢ in O geschlossen.

Bew. von 15.23: Mit Fubini folgt _/°(1-p(®)dt=_5f°f(1 — costx — i sinb)Q[dx]

= | (1 — costx — i Bintx) dt Qo] = J 25(1 — SL1%%) Q[ek] .
Der Integrand ist nicht negativ und sogar > 6EL{ x| >2/5} EIE[l—W] > 6EL{ x| >2/5} 1]
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§16 Mehrdimensionale Verteilungen.

16.1 Def. Sei X:(Xl,...,xn)T n—dim. Zufallsvektor auf (Q.3,P). Sind alle Zva Xk P—intb., so heif3t X

P-intb. und EX = (EX,,...EX )T OR" Erwartungswertvektor von X. Gilt

11-'-1
E[IX[*] = 3] E[X{] <wo , 50 heift X quadratisch intb. und €on[X] := [Kov[X;X,]] 0 R™

Kovarianzmatrix von X. (Im Falle n=1 gilt Cou [ X|=V [X].)

16.2 Satz. Sei X intb. n—dim Zva, C [ [Rmxn’ bOR™. Dann gilt:
(@ E[CX+b] =CEX + Db, () |IEX]| < E[|IX]|]-

Bew. a) leicht , b) Ubung.

16.3 Satz. Sei X quadrat.intb.n—dim.Zva. Dann gilt:
@  Coo[X] = E[(X-EX)(X—EX)"]:
()  Fir CIR™M bR, ist CX+b quadrat.intb. und es gilt:
Con[CX+b] = Ceoo[X]CT IR™™, speziell fur aR™ V[T X] = a ¢oo[X]a

() Cou[X] ist eine symmetrische und nichtnegativ definite [positiv semi—definite] Matrix,
somit genau dann positiv definit, wenn sie nicht singulér ist.

(d) Standardiserung: Sei der Rang von Cov[X]| gleich rg€ou[X]=d<n. Dann gibt es
quadrat.intb. d—dim. ZvaW sowie ZDIRnxd mit rg>=d, so dal}
EW =0, Cou|W] = g (Einheitsmatrix), X = YW + EX.

(Fir n=1, 02:=V [ X]>0, a=EX gilt: X=0W+a &> W:x—ga )
Bew. a) klar, b) mit (a), ¢) Cov[ X ] nichtnegativ definit wegen (b) und V [aTX] >0.
d) Ziel: Zerlegung: oo [ X] :EZT.Wegen (c) existiert orthogonale Matrix UIR™" mit ¢ov [X] = U/\UT,
wobei A = [61- k)‘k] und A, 20 die Eigenwerte von €oo[X] sind. O.E. Ay,...A;>0 und A 4 +11:...:)\n=0.

| | |
Nun Zerlegung von A mithilfe von A2. Setze dazu A= [B'k)‘ij] 0 R yng B::[

J /\2] 0 [Rn><d ,

0
|

B = [/\_7 O] ol (verallgem. Inverse),

X = UT(X—EX), dann Xk:Of.s fir d<ksn; S:=UB O R W = B~X. Rest als Ubung. [ ]

Erinnerung (15.22): Ist X reelle Zva mit E[Xz] <oo und CF ¢, dann:
B(t) = 1+ ItEX — $t2(V [X]+E[X]?) + o(t?).

16.4 Satz. Sei X quadrat.—intb.Zufallsvektor mit CF F. Dann gilt:
o) = 1+it EX — 4t @oo[X ]t — (T EX)? + o(|[t]D.

Bew. Ubung.

Erinnerung (12.15b): X ON(a,02) €3 X = oW + a fir ein W ON(0,1).
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16.5 Def. Fir dN seien W Wd reelleiid Zvamit Wk (ON(0,1) und W:(Wl,...,Wd)T. Die Verteilung

1
von W ist die standardisierte d—dim. Normalverteilung N(O,Id) = % N(0,1).

Der Zufallsvektor X=(X,...X)! besitzt eine Normalverteilung N(a3>'), und die reellen Zva

1
Xl,...,Xn haben als gemeinsame Verteilung eine Normalverteilung N(a,EZT), falls eine d—dim. Zva W

d 2R mit X = SW +a.

wie oben existiert sowie IR
16.6 Satz. Seien X und W wiein 16.5. Dann gilt:

0) N(a,EzT) ist wohl definiert, d.h. die Verteilung von X hangt nur von a und EzT ab.
(@ EX=a Con[X]=5Y .

(b) N(a,0) ist das auf a konzentrierte Einpunktmal3 6 wenn 0 die Nullmatrix ist.

(©) xN(ak oﬁ) N(aI) mlta—(al, ,an) [ Jk] gR™" r:ng: [oﬁéjk] .
(d)  Fir CR™" bIR™, y=Cx+b gilt: Y ON(CEX+b,CEo0[X]|CT).
(e For J O {1,..,n} st haben Xj’ j0J, als gemeinsame Vertellung wieder eine

Normalverteilung.

()] Zu einer symmetrischen nichtnegativ  definiten Matrix roR™" und  aR"  ex.
Zufallsvektor X mit XCN(a,I'). Dabei kann rgl=:d wie in 16.5 gewahlt werden.

(g0 IstrgCob [X] =n, SO hat X die A" chhte
x & ((2m)'det¢on [X])_7 @xp{—g(x—a) Coo[X] (x—a)} .

(h)  N(al)hatdieCF tr exp{laTt - thI‘t}.

0] N(al’rl)*N(aZ’FZ) = N(a1+a2,r1+|'2).

() XXy unabh. & Xp Xy paarweise unkorreliert.

. ) T
(k) Gilt Xl""’xn unabh., XkEN(ak,G2) 0k, ugR™" orthogonal, so folgt fir (Yl,...,Yn) =UX:
- T
Yl""’Yn unabh., YkEN(bk,GZ) Ok mit (bl""bn) =Ua.
Bew. 0) Sei v CF von W; dann folgt mit 15.9b und 15.11b:

T T T TT
et (W = gt 5Ty =t a= 30 2t g4 Findeutigkeitssatz 15.16 fiir CF.

a) folgt mit 16.2 und 16.3 aus EW=0, Coo[W]=I ;.

b) Wahle y=0rR™d
c) Wéhle d=n, YW+a= (01W1+a1,...,oan+an)T.Dann gilt YW+a D% N(akoﬁ) nach 12.15b und 13.1a.

d) Y=CSW+Catb, C3(C3) T=C5STCT.

e) folgt aus (d).

f) Wahle ZDIRnxd wieim Bew. von 16.3d zu I anstelle von €ou [ X | mit d =rgl’, dann I’:EET.

g) Wéhle Ywieinf) und 16.3d. Die AM-Dichte von W sind etwa nach 15.11b bekannt. Damit ergibt sich
die A"Dichte von SW+anach 12.9.
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h) folgt nach 0).
i) wieim 1—dim. Fall 15.21d.
j)"€" Cov qu[éjkcﬁ] ,jetzt (c) [und 13.1a]."3" folgt aus 14.21.
k) Nach (c) gilt X Dkgl N(ak,oﬁ) = N(a,cr2ln) und nach (d)
Y ON(Ua,Ugon[X]UT) = N(Ua,U(02l JUT) = N(Ua, 021 ); jetzt (j) und (c). ]
Spezidfal n=d=2.
g _ 0,2 poC PR
Im Fall n=2 gilt: €ov[X] = {90152 825 2] mit p=Kor[X;X,].
Dabei gitl: rg€on[X] =2 ¢ |p|<1, 0,2,0,2>0. Diessai jetzt vorausgesetzt.
Fur die A2—Dichte f von X ergibt sich die Darstellung (nachrechnen!) mit t = (xi—a]-)/oi:
f(xl,xz) = (2n0102,/1—p2)_1 [exp{— 2(17}[32)(% —2ptyt, + tg)} :
Dies ist eine 2—dim. Glockenflache; die Kurven f(xl,xz) = const sind konzentrische Ellipsen um a
[bzw. Kreiseim Fall p=0].

Die folgende Beziehung ist interessant; dabei sei wiein 12.14 ¢ die Al-Dichte von N(a.02):

a,02
f(xl'XZ) = ¢a1,cri(xl) E|>az+ptlc52,(1—p2)cr%(X2) :

Nach 16.6eist ¢ A-Dichtevon X,.

1

8101
Waren X, X, diskrete Zvamit P[X,=x, [>0, so wére

*) P[XZDB | Xlle] = E)(ZDB P[Xlle, X2:x2]/P[X1:x1] :

Fur den hier vorliegenden Fall P[X 1:x1] =00 Xq braucht man eine allgemeinere Def. der bedingten

W. (— W.th. I1). Mit dieser ergibt sich ein Ausdruck, den man aus (*) durch formales Ersetzen der
Z—Dichte durch die Lebesgue—Dichte erhilt:

P[XZDB|X1:X1] = BI f(xl,xz) dx2/ ¢al’ oi(xl) = N(a2+pt102,(1—p2)0§) [B] .
Daraus ergibt sich fir den bedingten Erwartungswert:
E[X2|X1:x1] = ay*+pt,0, =: g(xl).
Dabei hei 3t g Regressionsgerade.
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Die Bezeichnung Regressionsgerade ergibt sich aus einem historischen Beispiel [Galton 1886]: Seien
Xl,X2 KorpergrofRe von Vater und Sohn und es liege der stationare Fall

a =a,=aq, cri = 05 =: 02 vor. Dann ist g(xl) = (1p)a + PXq; der bedingte Erwartungswert der
Korpergrof3e des Sohnes bel gegebener Grolie X1 des Vaters ist aso bei p>0 [Korpergrof3e von Vater

und Sohn sind positiv korreliert] eine konvexe Linearkombination des globalen Mittelwerts a und der
Korpergrofde Xq des Vaters. Ist etwa X,>0, SO ist o < g(xl) < Xq- Dies wurde als Rickschritt

(Regression) zum globalen Durchschnittswert a interpretiert.

Diese Interpretation ist allerdings fragwirdig, was man erkennt, wenn man die Rollen von Vater und
Sohn vertauscht.

. _ . . . —_|S,0 S_O'l — 1 1 — . .

Eine Darstellung X = YW +a ergibt sich mit ) := {sio} s+02] und S, 5 = 5y/1-p2; aso:
X1=5,0/W;+s 0, W, +a

X2=s+02WN1+s_c52HN2+a2; dabei gilt:s =0 & p=0 & Xl,Xzsind unabhéngig.
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8§17 Schwache Konvergenz von W—Mal3en.
Sei (S,d) ein metrischer Raum, & die Borel—o—Algebra auf S.

17.1 Def. P(S) sei die Menge der W—Mal3e auf &, 6XDIP(S) sel das auf {x} konzentrierte Einpunktmal,
Cb(S) bzw. CIB(S) sei die Menge der reellen, beschrankten und stetigen bzw. Lipschitz—stetigen
Funktionen auf S,

S(f) := {xOS; fistin x stetig} sei die Menge der Stetigkeitsstellenvon f: S+ R.

17.2 Lemma. Fur p,vOP(S) gilt p=v, fallsnur [fdu=[fdv O fDCt(S) .

Bew. Sei AJS abgeschlossen. Fir kON definiere fk : S+ [0,1] gemaR fk(x)::exp{—kd(x,A)}.
Dann gilt kaCt(S) wegen |fk(x)—fk(y)|sk [d(x,y) sowie fkllA. Mit maj.Konv. folgt:
H[A] =lim [f, du=lim [f dv =V[A]. Die Beh. folgt aus Eindeutigkeitssatz fir Ma3e 7.5.[ |

17.3 Def. (a) Seien p, i (IP(S), nN. Dann konvergiert j schwach gegen p €3 un‘i"p
["w" von weak] &> Ifdun + [fdu O fDCb(S).

(b) Sind Xn Zva auf (Qn,Sn,Pn) mit Werten in S, nlN, so konvergiert (Xn) in Verteilung
gegen pdP(S) & xn‘L"p &3 ann_l Wi . Gilt dabei X[y fiir eine Zva X auf (Q,3,P),

so konvergiert (Xn) in Verteilung gegen X (¢3: Xn W X).

17.4 Beispile. (a) 6X W 6X € X = X, Slaft sich also in P(S) einbetten vermoige XH6X.
n

(b) Approximation von u:=U(0,1) durch un::U({E; 1<k<n}). Esgilt:

srou, =350 1L rteodx Doc, ®), dsop Wi
(c) N(x,02) W 6X fur 02-0. Wahlein 15.15 d=1, Q:6X; dann gilt: 6X*N(O,cr2) = N(x,02).

17.5 Bemerkung. In 17.4 gilt nicht: u [B] »u[B]| OBIG.
Wihlein (a), (c) B={x}, dann un[B] =0 aber u[B]=1. Wahlein (b) B=(.

Istin (a) S=R, X >X 0nund Fn VT zu 6X , FVfzu 6X, so gilt: Fn(x):O 0 n, aber F(x)=1.
n

17.6 Eindeutigkeit des schwachen Limes. Aus pn‘LVp und pn‘LVp' folgt pu=y".
Bew. mit 17.2.[ ]
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17.7 Satz von Portmanteau. Seien i, i JP(S). Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
@ Y

(b)  limp, [G] 2p[G] OGoffen;

() Tim My, [A] <p[A] OA abgeschlossen;

(d) limp,[B] =p[B] 0BUS mitp[oB]=0;

(@  ffdu = ffdu DFOCH(S);

® jfdun - [fdyu O0f:S-R mb, beschrankt und p—f.s. stetig

Bew. Schema: (a) 3 (€) 3 (c) & (b) 3 (d) > (f) 3 (3). Klar sind (a)3(e), (c)<>(b) und (f)>(a).
"(e)3(c)" Sei A abgeschlossen und fk wieim Bew. von 17.2. Dann

Wn My, [A] < Wn [f,au, = I du L u[A] fur koo,
"(b),(c) 3 (d)" Sei B das Innere von B, B der AbschluR; dann
u[B] <limp_[B] <limy [B] <fimp_[B] <[imp_[B] <u[B] =u[B°] +u[oB].
"(d)>(f)" Idee: Fasse [fdu as Erwarungsw. auf, und benutze dessen Darstellung vit Hilfe von Vfen.
Ziel: Konvergenz der Vfen a's Folgerung aus (d) mit B = {f < t}:
*) Fn(t) = un[fst] » F(t) == p[fst] OtOS(F).
Wahle NOS mit u[N]=0 und S(f)°ON. Dann gilt:
(**) offst}O{f=t} ON;
denn fUrf(xn)st [bzw. >t] und X 17X folgt f(x)<t [bzw. >t] oder xXCN.

Nach 7.18 gilt: p[f=t]=uf 2] {t}]=F(t)—F(t-0), also p[f=t]=0 fiir t1S(F).
Nun folgt (*) aus (**) und (d).

Die Unstetigkeitsstellen S(F)C einer Vf F sind abzb., somit gilt: AL [S(F)€]=0.
O. E. sai f20; sonst ersetzte f durch f—||f|| mit ||f||=sup|f|. Aus 14.7 folgt nun
jfdun = [O’W)j(l—Fn(t))dt = 10,J1F|] I(l—Fn(t))dt , entsprechend fir g und F.

Die Beh. folgt nun mit maj. Konv.. ||

17.8 Korollar. Seien S metr.Raum mit Borel-o—Algebra &', h:S:S &—-&'—mb, u,unDIP(S), sodal3
“nw“ und h p—f.s. stetig. Dann gilt: unh_l W uh_l.

Bew.Z. z. [ fDCb(S): jfdunh_1 - jfdph_1 ; d.h. geméR 10.19: [foh dun - [fohdu.

Nunist foh dort stetig, wo h stetig ist, also p—f.s.. Jetzt 17.7f. []
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Der Fal S=RL.

17.9 Bemerkung. Sei F 1-dim. Vf, F : (0,1) = R die verallgem. Inverse von F gemaR 7.10. Dann gilt:
S(F ) = {a(0,1); F nimmt a héchstens einmal an}, also:
S(F) =(0,1) & Fist streng isoton. Bew. Ubung.

17.10 Satz. Sei S=[R1, u,unDIP(lRl) mit Vf. F bzw. Fn, nCN. Dann sind aquivalent:
G TE

(b)  F,(9~+HKs USISF);

(b)  F(t-0) <limF (t-0)<fimF (1)< F® Dtk
(©) FH(C() +F (o) DaOS(F ) ;

() F (@)<lim FE(CX) <lim FH(G+0) <F (a+0) Oa0(0,).
Bew. Schema: (8) 3 (b) 3 (b) 3 (c) 3 (¢) 3 (8.

"(@)3(b)" (—oo,t) ist offen, (—oo,t] ist abgeschlossen; jetzt 17.7b,c.

"(0")3(b)" klar. "(b)3(c)" Ubung. "(c)3(c)" klar, daF  isoton.
"(c)=>(a)"F_,FH sind Zva auf (Q.§,P) := ((0,2), (O,l)n*Bl, U(0,1)) mit an)m(n) gemall 7.11. Da F

monoton, ist S(F_)C abzb., also eine P-Nullmenge. Nun folgt mit Transform.—Satz 10.19 und maj.
Konv.: [fdu, = E[foFH] +E[foF | =[fdu fir f0C,(R). []

17.11 Zentraler Grenzwertsatz. Seien Xl’ X2,..

e —n H1len w
Dann gilt: Wn._J;E[ﬁzlxk—a] WN@©.1) .

-iid Zvamit a:= EX, OR, 0 <02 :=V[X,] < c.

17.12 Bemerkung: Die Existenz einer Folge von iid Zva mit Xn [0 Q (zu vorgegebenem Q) wird erst
gpater gezeigt. Sie ist hier auch nicht notwendig. Die Verteilung von Wn hangt nur von der
gemeinsamen Verteilung von Xl""’xn ab, also von % Q. Deswegen lafdt sich die Aussage auch mit
einem sogenannten Dreiecksschema Xl((n), 1<k<n<oco formulieren.

Dabel ersetzt man X 1,...,Xn jeweils durch identisch verteilte Zva Xign), 1<k<n<oo, wobel X &”),...,xr(]”)
unabhangig sind auf (Qn,Sn,Pn). Ein Beispiel fur (Qn,sn,Pn) ist nach 13.5 (IRn,‘Bn,% Q). []

Bew. von 17.11: In 1.19 wurde in Hinblick auf 17.10b ein Spezialfall behandelt mit

0= (0" §,=0D"B,, By= A" 5 XU©), KW (x X ) = GO,

aso X"V = Goz, wenn z, : (0,1)" - (0,1) die k-te Projektion ist. Damit sind aus jetziger Sicht die Z,
und damit die X (") unabhangig und identisch verteilt mit 2, 1U(0,1).
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Sei FVf der Verteilung Q der X und G =F ; dann gilt nach 7.11: U(O,l)G_1 =Q.

Damit haben also die)N(iEn), 1<k < n, die gleiche gemeinsame Verteilung WiedieXk , I1<sksn []

17.13 Lemma. Sei D dichte Teilmengein (0,1), F,Fn, nCN, 1—dim. VT, so dal3:
Fn(t)-»F(t), Fn(t—O)aF(t—O) 0t0{F (a); aOD}. Dann gilt: supg |Fn(t)—F(t)| -+ 0.

Bew. Ubung.

17.14 Satz. Sind K, OP(R) mit Vf F bzw. Fn und ist F stetig, so sind dquivalent:

@ pvn (b) supy | F,(O-F(9)| +O.

Bew. "(a)3(b)" Es gilt S(F)=R, also mit 17.10b lim F (t) = lim F_(t-0) = F(t) = F(t-0) DtOR. Jetzt
17.13. []

17.15 Korollar zum zentralen Grenzwertsatz. Es sei d)a 02(t):CD(tg—"") die Vf zu N(a,02) mit CD::CDO 1

Dann gilt unter den Voraussetzungen von 17.11 :
(8) sup; [P, [Wst] — &) +0;

1 .

(0 supy [P 27X <] = 0y 0] 0

(© supy [P 27 X" <] = (0] 0.
Bew. @) mit 17.11 und 17.14; b) ersetztein (a) t durch y/n(t—a)/c;
C) ersetztein (a) t durch (t—na)/oyn .||
17.16 Beispid (Moivre—Laplace). Sei Yn Zvaauf (Qn,Sn,Pn) mit YnD)(n,p); dann gilt:

sup; |P,[Y < t] — @((t-np)/ynTp(1))| » 0, und z.B. P, [Y <np] - 1= ®(0).
Bew. O.E. Y =57 x (" mit x&r:),...,xr(]”) iid mit Xign)lEb(l,p).
Moivre / Laplace zeigten : (npa)? (b(n,p;k) = ¢((npa) 2 [k — np)), wobei ¢ die Dichte von N(0,1) ist.|]

Verteilungskonvergenz

1717 Lemma Sei S separabel; dann ist G0S die Borel-o—Algebra B(SxS) auf (dem

separablen metr. Raum) SxS und SxSL{X,y)~d(X,y) SO0S—mb.
Bew. "6&06 0 B(SxS)" gilt wegen 6.13 auch ohne Separabilitdt, da das Produkt von offenen Mengen
offenist. "B(SxS)ISOS" zeigt man wie "%chr(Jd)" in 6.4. Dabei wird ‘]d durch eine abzéhlbare Basis

von S ersetzt. Die Mef3barkeit von d folgt jetzt aus der Stetigkeit. | |
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Konvergenz in Verteilung gegen eine Konstante kann durch einen &quivalenten Begriff ersetzt werden.
Dazu:
17.18 Lemma. Flr Xn, nCN, Zva auf (Qn,Sn,Pn) mit Werten in S und XODS sind aquivalent:
(@ Xn W Xy
(b) Xn konvergiert nach W. gegen Xgr d.h. Pn [d(Xn,xO)zs] -+ 0 (n»o0) De>0.
w
(©) d(Xn,xO) - 0.
Bew. "(a)3(b)" Mit 17.7c folgt:
™ e -1
lim P_[d(X xg)2e] =lim P X “[{x[S; d(x,xp)ze}] < 6XO[{XDS; d(x,xy)ze}] =0.
"(b)>(a)" Setze im Bew. des folgenden Stérungsl emmaYn:xO.

Offenbar gilt: "(b) ¢ d(Xn,xO) konv. nach W. gegen 0"; verwende nun "(a) <> (b)". [ |

17.19 Bemerkung. Sind Xn' nCN, Zva auf (Q,3,P) mit Werten in S und XODS, dann folgt jede der

Aussagen 17.18(a) und (b) aus jeder der beiden folgenden Bedingungen:
@ Xn +Xg P—f.s,;

(b) E[d(Xn,xO)p] - 0 fir ein p>0.

Bew. ) Q%:={X xg}={imd(X_x)=0} 0F und Q°n 0__ {d(X Xxp)>e} |0 mitP[Q°] =1.

m>n

b) mit Markoffscher Ungleichung. ]

17.20 Stérungdemma. S sei separabel und Xn'Yn’ nON, seien Zva auf (Qn,SnPn) mit Werten
inS. Gilt dann Yn‘LV W OP(S) und d(X .Y ) Yo, sofolgt xn‘LV .

Bew. GemaR 17.18 "(a)3(b)" konvergiert d(Xn,Yn) nach W. gegen 0. Se fDCIB(S) mit

Lipschitzkonstante L und ||f|| = sup |f|. Dann gilt:
-1 -1
[JfdP X [ TdPY "] = [E[f(X )-f(Y )] | < EHf(xn)_f(Yn)|1{d(Xn,Yn)zs}] +

EHOGH0Y ) Ligx v yeey] S 2IMPIAX,Y 2e] + Le 060 detzt 17.7e. ]

17.21 Satz. S sei metr. Raum (z.B. S = S), S sei separabel, Xn’Yn’ nDINO, seien Zva auf (Qn,Sn,Pn) mit
Werten in Sund YO:yODS konstant, h:SxS-S sel mb. und in (x,yo) stetig 0 xOS.
. w w w
Gilt dann Xn > XO und Yn Yoy so folgt h(Xn,Yn) > h(XO,yO).

Bew. (i) Esfolgt leicht: \?n = (Xn,yo) W (Xo,yo); setze >~<n = (xn’Yn)' (if) Die Metrik d2((x,y),(x',y'))
= d(x,x")+d(y,y") erzeugt die Produkttopologie auf SxS, und dZ(Xn,\?n):d(Yn,yo) Yo.
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(iii) Mit 17.20 folgt nun: (Xn,Yn) W (Xo,yo). (iv) hist PO(XO,yO)_l—f.s. Stetig; jetzt 17.8. []

17.22 Anwendungen (Cramér). Setze in 17.21: S=S=RC,

Xn W X0 , Yn Wos XniYn W XO (setze h(x,y) = xzy, yO:O);
X, % Xg, Y ¥ 1 s x v W Xgund X gy X fird=1
(setze h(x,y)=x [y oder h(x,y):§ A (y#0} yozl).
8§18 Der Stetigkeitssatz.

18.1 D€f. Ist S ein metrischer Raum, so heil3t I O P(S) straff, falls gilt:
Oe>0 O(relativ—) kompakte Menge KOSOpOr: p[K]| 2 1-¢ .

18.2 Beispiel. {3, , nON} 0P(RY) ist straff & {x_; nON} ist beschrankt.
n
Schreibweise: Fiir ;1 0P(RY) sei p(ab]=p[(ab]], u(ab):=p[(ab)].

183Lemma. Sei I 0 IP(IRd), Tﬁ : IRd ~ R Projektion auf die j—te Koordinate. Dann gilt:

@ Essind daquivalent:
(i) [ ist straff;
(i) 0 £>0 Da,b ORY 0 par: p(ab] = 1 ;
(iii) rrﬁ.‘1 = {uﬂj-_l; WOr ) ist straff 0 1sj<d.
(b) [T |<co 3T ist straff;
(c) jedeTeilmenge einer straffen Menge von W—Mal3en ist straff.
Bew. In (a) ist (i)3(ii) klar. ad "(i) €3 (iii) ": Fira= (al,...,ad), b:(bl,...,bd) gilt:
-1 —1
ure(a.b 1% =m0 || < w(@ab]® = [0y {m @b 1)1 < 5y umg (@ by |
(b) MaX4 <y uk(a,b] t 1 fur (ab] tRd. (c)istklar. []
18.4 Satz von Prohorov (oder Helly fur d=1).
Farr O IP([Rd) sind folgende Aussagen aquivalent:

@ [ ist straff;
(b) I ist rel. folgenkompakt, d.h. 0 (un)DF O (n")ON, uDIP(IRd) mit My W M.

Bew. "(b)>(&)" mit 18.3aindirekt.
Ann. 0e>00n Oy 0 mit un(—'ﬁ,ﬁ] <l—¢; dann ex. nach Vor. (n")ON, uDIP(IRd) mit LT
Wahle ab mit p(a,b)>1-¢, dann gilt mit 17.7b einerseits lim p (ab) 2 p(a,b) > 1-¢

und andererseits i _(ab] < 1-& 0 nmit (ab] [ (-A,A] im Widerspruch zur Ann. .
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"(a)3(b)" Der Beweis soll hier zundchst nur fir den Fall d=1 gefiihrt werden. Der allgemeine Fall dON
wird soll in einem Anhang zu § 18 behandelt werden.
Geg. sei (un)DI' mit Vf. Fn'

(i) Mit Hilfe eines Diagonalisierungsverfahrens erhélt man (n")0N sodai3
G(r):=1lim Fn.(r) ex. 0 rdQ. Gist dannisoton auf (.

(ii) F(x):= inf {G(r); r0Q, r>x} ist isoton auf R und O<F<1. Ferner ist F rechtsstetig.
Denn fir xnlx hat man: 0 r>x [ N & n2ng: X<, d.h.

Or>xlim F(x)<G(r), also lim F(x)<F(X).

(iii) Beh. 0 e>0 On<co mit: (1) F(n) 2 1-€, (2 F(-n)<e.
Wegen der Straffheit von (un) (vgl. 18.3a,c) gilt: 0e>00Nn0Q On: Fn(r])—Fn(—r]) >1-¢.

Diese Eigenschaft Ubertrégt sich tiber G auf F [vgl. (*)].

(iv) Gemalf3 (ii) und (iii) ist F eine Vf. Nach dem Fortsetzungssatz 7.13 ex. zu F ein W—Mal3 |, sodal3 F
Vfzupist.

(v) Beh. Wi Bew. mit 17.100:

Zu xOR, €>0 ex. r,s0Q mit x—e<r<x<s<x+e. Aus Fn.(r) < Fn.(x)an.(s) folgt:

(*) F(x—€) < G(r) =lim Fn.(r) <lim Fn.(x) <lim Fn.(x) <lim Fn.(s) = G(s) < F(x+¢€).
Ist nun xOS(F), so folgt fur €10: lim F(9) = F(X).. [

18.5 Bemerkung. Die Eigenschaft () p, Y

ist dquivalent zu (b) 0 ()N D(n")0(n) mit . LT

Die schwache Konvergenz wurde mit Hilfe der Konvergenz in R definiert; fiir diese ist die Folgerung
"(b)>(a)" aber bekannt. []

18.6 Stetigkeitssatz von Levy-Cramér. Seien . 0 PR) mit CF ¢ bzw., , niN.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

CRETI AT

B 6,060 DR

Bew. "(3(b)" folgt aus ¢ () = jcos(th)u(n) [dx] +i{s n(th)u(n) [dx]

mit x - cost’x), sin(t"x) 0 C, &% 0tk

"(b)>(a)" (i) Beh. {un} ist rel. folgenkompakt.

Nach 18.3aund 18.4 geniigt esdazu z.z.: {HnTﬁ-_l} ist straff 0 j. Bew. davon mit 15.23:

Wir betrachten zunédchst den Fall d=1. Nach 15.9 ist ¢ stetig und ¢(0)=1; also:
0 >0 0O 6>0 mit % _515(1—¢(t))dt < €. Aus (b) folgt: ¢n(t)"¢(t) a tDIRl, aso mit maj. Konv.:
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L %6 (0t + & 5f%1-6(0)ct. Somitfolgt:

Ong O nzny: %_616(1—¢n(t))dt < g und mit 15.23: M, [—323,%] >1-¢.

0
Durch Verkleinerung von & kann erreicht werden, dafi3 dies fiir alle nN gilt.
Fur denFall d> 1ist nach 15.9 R[1 +~ ¢n(...,0,t,0,...) CFzu Hnﬂj-_l- Nun folgt:

d,(t)+d(t) It 3 CFzu unrﬁfl > CFzu urﬁ-_l 0j 3 {unrlj-_l} ist straff 0] geméR dem Fall d=1.
(i) Beh. Wir zeigen 18.5b:  Sei (n")UN geg; nach (i) ex. (n")I(n"), ﬂDIP([Rd) mit My W a.
GemaR "(a)3(b)" folgt: ft hat CF ¢, also gilt fi=p nach dem Eindeutigkeitssatz 15.16. | |

18.7 Cramér—Wold-Trick: Reduktion auf d=1.
Seien Xn d—dim Zva auf (Qn,Sn,Pn), nDINO. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

W .
@ Xn—v XO’

) cx Yex d

0 U cR™.

Bew. "(a)3(b)" folgt aus 17.8 mit h(x)=c'x . "(b)3(a)" Sei ¢n CFvon X, dann hat nach 15.9b [setze
dort A=c'] CTXn die CF: R » ¢n((cT)Tt) = ¢ ,(t[€). Nach Vorauss. (b) und 18.6"(a)(b)" mit t=1 gilt:

0, (C1d(C) 0 cTRY. Jetzt 18.6'(0)3(a)". []

Anhang: Verallgemeinerungen auf Dim. d.
d

Al181 Def. F : R » R heil3t setig von oben, falls F(xn) + F(x) fur x_»x und

n
X 12X (komponentenweise). Fir a:(al,...,ad), b:(bl,...,bd) a IRd, a<b, sei

OF .= _ |{|,y:}|
fa 2y:(yl,---,yd),yiD{a,-,bi} 0T Ry)

Dabei summiert man gerade liber die Menge igl { ch ,bi} der Eckpunkte des Intervalls (a,b].

A182 Lemma It F VT zu 0 PRY), so gilt i ab 0RY: p(ab] = APF,

Fir d=2 gilt APF = F(b, b,) — F(ay b,) — F(by.a,) + Flay a).
Bew. p(ab] = u[{x; xsb}] — u[0; {x; x;<a, xsb}|. Verwende jetzt fur den zweiten Term die

Siebformel 2.19(11). [ |

A18.3 Fortsetzungssatz.Ist F : IRd r» R eine von oben stetige Funktion mit AgF >0 Uabund (*)
0e>00nN<co : (1) F(x) = 1=, fallsx=n fur alej und
(2) F(x) <&, fallsx.<—n flr einj,

J
So existiert genau ein p 0 [P(IRd) mit VT F.
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Bew. Die Eindeutigkeit folgt aus 7.7a. Die Existenz eines Borelma3es p mit p(ab] = AgF 0 a<b folgt

aus dem Fortsetzungssatz von Carathéodory [vgl. Billingsley (1978/86) Theorem 12.5|. Z.z. ist noch,

dad pu ein W—Mal3 mit der Vf Figt.
d

Beh. pu(—,b] = F(b) 0 bIR".  Zum Bew. wahle zu £>0 ein n wiein (*) und a<—1}. Dann gilt: F(x) < €
fur alex O % {—a]-,bj} \ {b}, d.h. fiir alle Eckpunkte von (a,b]| auRRer b. Somit folgt nach A18.2 : F(b) =
u(-3,b] = p(ab] = AF 2 Fb) - (2%-1)e.

Beh. u[R] = 1; denn fiir b>A folgt nun mit (*)(1) und F<1: 1—€ < p(—»,b] < 1. []

A184Ddf. Ist FVfzupu O IP(IRd) und m IRd r R Projektion auf die k—te Koordinate, Fk die (1-dim.)

Vf der k—ten Randverteilung |~”T|;1 von |, dann sai: Sd(F) = kgl S(Fk) ad IRd.

Sd(F) hat gegeniiber S(F) den Vorteil, eine Produktmenge zu sein; dies wird unten in (A18.7) benutzt.

Sd(F) kann genau so gut wie S(F) die schwache Konvergenz gegen p charakterisieren.

A185 Lemma. Sei uOP(RY) mit Vf F. Dann gilt:

(@  p[o(-3s]] =0 DsISyF);

(b) Sy istdichtink’,

Bew. a) d(—,s] [ Dgzl {xDIRd; X, =S} und u[{xDIRd; X =S = HTﬁzl[{Sk}] =0 fir 5 OS(F, ), wobei
F, wiein 184ist. b) S(F, ) st abzb..[|

d

A18.6 Satz. Sei S=R™, p,unDIP(le) mit VT F bzw. Fn, nCN. Dann sind dquivalent:

@ Y

(b)  u,(@b] - u(@b] O0ablSyF), asb;

©  F(9-Fs) OsIS4F).

Bew."(a)>(c)" mit 17.7d und A18.5a.

"(c)3(b)" Nach 7.22 gilt p(ab] = AgF, wobei AgF Linearkombination von Werten von F an den
Eckpunkten kgl{ ak,bk} von (a,b], entsprechend fur Fi und M- Nun gilt aber:

(A18.7) L{a b ) 0S,F) firabOs).

"(b)3(a)" Sei 4 := {(ab]; ab 0 S(F)}. Nach Vorauss. gilt p_[U] » p[U] O UOY. Wegen (6.4b) (und
im Grunde genommen (18.7)) ist 4 n—stabil. Nach der Siebformel 2.19(11) folgt:

M, [DTzl U l-u [DTzl U, ] fir U, 04, 1<ksmiN. Sei nun G offen; dann gilt:
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G= D‘E:l Uk fur gewisse UkDu, da Sd(F) dichtin IRd (vgl. Bew. von 6.4). Esfolgt:
: : m m .
limp [G] zlimp [0 U [ =0 U] ;jetzt moeo. []

Al88Lemma. Sei I IP(IRd), FH Vf. zu u. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

@ [ ist straff;

(b) Oe>00n<co O udr: Q) FM(X) > 1€, fallsszr] furalej und

(2 FM(X) <g , fallsij—r] firenj.

Bew. "(a)3(b)" Zu €>0 wahle n gemaf? 18.3a(ii), sodal3 0 pudrr 0 j: prﬁfl(—r],rﬂ > 1—% . Dann:
. a2 _ o orod .

(10 uDFd- 1R ) =p[0jq {1 <3 u[m>n| sdig/d =g

(2 OxOR™ O pr Oj: edzp| Tﬁs—rﬂ > H[Tﬁs—r], T <X O k#j| = Fu(""xj—l’_n’xj+1"") :

"(b)>(a)" zeigt man mit den Methoden vom Beweis zu A18.3.[ |

Beweisvon 18.4 Satz von Prohorov "(a)3(b)" fir dON.
st (@ 'O IP(IRd) straff, soist (b) I rel. folgenkompakt, d.h. [ (un)DI' O(n")ON, uDIP(IRd) mit My W M.

Geg. (un)DF mit Vf. Fn.

(i) Mit Hilfe eines Diagonalisierungsverfahrens erhélt man (n")0N sodai3
G(r):=1lim Fn.(r) ex. [ rDQd. G ist dann (komponentenwei se) isoton auf Qd.

d

(i1) F(x):= inf {G(r); rDQd, r>x} ist isoton auf R™, O<F<1. Ferner ist F stetig von oben, denn sei xnlx,

dann 0 r>x Ong 0 nzny: x <r, d.h. 0 r>x [im F(x)<G(r), also [im F(x )<F(X).

b b

(iii) Beh. AaF >0. AusA FnZO Oa<b folgt zunachst: A?Gzo ar<s, r,sDQd.

a
Fur €>0 gilt nun |AfG — AgF| < g, wenn r>a,rDQOI nahe bei a, s>b,sﬂQd nahe bei b und somit alle

Eckpunkte von (r,s| nahe bei den entsprechenden von (ab]| liegen.

(iv) Beh. 0 €>0 [In<oo: (1) F(x) = 1—=, fallsszr] furalej und
(2 F(x)<e , fallsij—r] firenj.

Diese Eigenschaft Ubertragt sich wegen der Straffheit von (Fn) (vgl. A18.8b) Uber G auf F.

(v) Nach dem Fortsetzungssatz A18.3 ex. zu F ein W—Mal3 p mit Vf F. Z. z. ist noch:
(vi) My W M. Bew. mit A18.6¢. Fir xDSd(F) gilt nach A18.5a

(*)limg o F(X—2) = p(—,X) = p(—o5,x] = F(x) = lim g F(x+8).
Zu >0 ex.r,sDQd Mit X—8<r<x<s<x+t.Aus Fn.(r) < Fn.(x) < Fn.(s) folgt:

F(x—2) < G(r) < lim F () <TimF_(x) < G(9) < F((x+8). Jetzt 10 und (*). []
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819 Grenzwertsitze.
Im folgenden Satz sei in Hinblick auf 18.7 0.E. d=1 (vgl. Beweisvon 19.11)

19.1 Schwaches Gesetz der grof3en Zahlen. Seien Xl,X .iid Zvamit a= EXJ- 0OR. Dann gilt:

o

v ._1lchn W, .
@ Xn'_ﬁzjzlxj*a’

(b) Xn konvergiert nach W. gegen a, d.h. P[ | Xn—a| >g] +0 (nwco) 0e>0.

Bemerkung 17.12 gilt hier entsprechend.
Bew. von 19.1. (a) Sei ¢ CF von Xj’ ¢n CFvon Xn' dann ist nach 15.9 th)(t)n CFvon z?zl X.(n) und

o, (1) = (¢(%))n. Nach 15.22 gilt: ¢(t) =1 +ita+ o(t) fur t-0, |

also: ¢, (1) = (1 + Fita+ o(1)" fiir t fest und nco. Nach 5.16 folgt ¢, (1) » et

Diesist die CF zu 6a OP(R). Jetzt 18.6.

"(a)3(b)" Mit 17.7c folgt:

limP [|X-al)ze] =lim PnXal[{xDS; x,a2e}] <8, [{xOS; [x-alze}] =0. []

Gilt auch V[Xj(n)] <oo, 50 folgt die gemal3 17.18 &quivalente Konvergenz nach W. direkt aus der
Markoffschen (fur p=2 O Tschebyscheffschen) Ungleichung (vgl. 1.14).

19.2 Starkes Gesetz der groRen Zahlen. Ist xl,xz,... eine Folge von reellen iid Zva auf
(Q.3,P), so dalR azE[Xj] OR existiert, dann gilt:
_ i 1
Xn =n z;]zl XJ +a fs.
19.2 bedeutet in der Situation der Statistik, wo P und a unbekannt sind, dal3 Xn ein konsstenter
Schéatzer flr aist.

Bew. in W—theorie |l as Korollar zum Martingalkonvergenzsatz. Die Vorauss. von 19.2 ist erfillbar
nach der folgenden Verallgemeinerung von 13.5.

19.3 Satz. Seien (Qr'],gr'],Qn), nON, W—R&aume. Dann existieren (Q,3,P) und unabhdngige Zva
Xn auf (Q,3,P) mit Werten in er1 und XnEQn.

Bew. in W—Theorie |l as Korollar zum Satz von lonescu—Tulcea. Dieser wird wiederum mit dem

Fortsetzungssatz von Caratheodory bewiesen.

19.4 Bemerkung. Das schwache Gesetz folgt aus dem starken Gesetz der grof3en Zahlen. Zu p wéhle
dazu (Xn) wie in 19.3 mit Qn:u. Dann folgt nach 19.2 und 17.19a: Xn W a Dieses Xn hat aber die

gleiche Verteilung wie das X | aus 19.1. ]
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19.5 Borelsches starkes Gesetz der grof3en Zahlen. Sei (Yn) Folge von iid Zva auf (Q,3,P) mit
1 ! | . — 1 . — 1 1 .
Wertenin (Q',§") und A'DS’, p.—P[YnDA 1, hy =5 22 1{YJ-DA'}' Danngilt: h -p fs.

Bew. Wahlein19.2 X = 1{YnDA'} =1p0Y ]

19.6 Def. Seien X Xn reelleiid Zvaauf (Q,3,P). Dann heif3t

1
Fn(t)(w) = % 2;:1 1(_00’,[] (Xj (w)) empirische Vf zu (xl,...,xn).

Also Fn( D(w) ist Vf zu Emp(Q] Xl(w),...,xn(m)).

Fn ist "Schatzer" fur Vf F der X j auf der Basis der beobachteten Stichprobe (X 1(w),...,x n((A))). Fn hat in

t Sprung der Hohe % fallsder Wert t in der Stichprobe m—mal angenommen wird, und ist zwichen den

Spriingen konstant.

19.7 Lemma. Sei (Xn) eine Folge reeller iid Zva mit Vf F und emp.Vf Fn zu (X Xn). Dann gilt: (a)

E[Fn(t)] =K(t) [d.h. Fn(t) ist erwartungstreuer Schéatzer fur F(t)|; 1
(b)  F.()~F(®f.s[dh F(t) ist konsistenter Schatzer firr F(t)],

F(t-0) » F(t-0) f.5. DR .
Bew. ) E[F,(0)] =+ 3 P[X;t] = F(0).

b) Setze im Borelschen Gesetz 19.5: A'=(—oo,t| oder (—oo,t). []

19.8 Satz von Glivenko—Cantélli. Sei (Xn) eine Folge von reellen iid Zva auf (Q,3,P) mit Vf F und
emp.Vf Fzu (Xl,...,Xn). Dann gilt: Supy | Fn(t)—F(t)| +0 fs.

Bew. SUpy ... U ... ist mb. Nach 197 ex. § 00" T {F(D+F(), . (t-0)-F(t-0)} mit P[Q"]=L. Sei

D:=(0,1)nQ, dannist T:={F (a); aD} abzb.. Setze Q Qt; dann Q03 und P[QO] =1. Auf

0~ "oT
Qo gilt nun nach 17.13: supt| Fn(t)—F(t) | »0.[]

19.9 Korollar. Sei (Xn) eine Folge von reellen iid Zva auf (Q,5,P) mit XnEuDIP(IRl). Dann qilt:

Emp(0 X Xn)\fyp f.s.

1
Bew. Sei QO wieim Bew. von 19.8. Fir ooDQO gilt geméan 17.10b:

Emp(C] X 1(@),... X (@) ¥ . []

19.10 Anwendung: Weierstral3scher Approximationssatz. Sei f reelle, stetige Funktion auf [0,1],
ph):= 300 M2 (Bemstein-Polynom). Dann gilt:  p| + gim. auf [0,1].
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Bew. Seien X, niN, iid auf (Q,3,P) mit X [U(O,1), S (t):=nF () = 22 1[0,,[] X,

Danngilt S ()b(nt), also E[f(F (1)] = E[f(%sn(t))] = pI](t).

Sei Qy= {SUppeteq |F (-] -0}, danngilt P[Q]=1 nach 19.8 und somit

Wgie PO-TO] = Pogicy IEITEO)-10]| < Elspggcy T (0)-1()|1g | +0 wegen gim.

Stetigkeit von f und maj. Konv.. | |

Erinnerung: Ist X = (X,...X 3) d—dim. Zufallsvektor mit E[||X||2] = zEzl E[XE] < o0, 50 heifdt X

dxd

quadratisch intb. und Cou [ X] := {Kov [xj,xk]} OR™™ Kovarianzmatrisvon X (vgl. 16.1).

Zu jeder Kovarianzmatrix I' 0 IRdxd mit Rangrg M = m< dexistiert 30 [Rdxm mit (vgl. 16.3b,d)
rg¥=mund I =5%y.

Fur mON seien W Wm reelle iid Zva mit Wk ON(O,1) und W=(W Wm)T. Die Verteilung von W

1 1
ist die standardisierte d—dim. Normalverteilung N(O,| m) = ? N(0,1) mit der Einheitsmatrix lm'

d

Der Zufallsvektor X=(X....X )" besitzt eine Normalvertailung N(ar) mit ak%, r 0 R%Y, falls eine

dxm

1!'-'!
m—dim. Zva W wie oben existiert mit X = YW + a, IR , =Y. Dannist I' die Kovarianzmatrix
von X (vgl. 16.5). Fur ¢ RY hat ¢™X = c'SW + c'a die Normalverteilung N(c'ac'S (c')') =
N(c'ac'Sy ¢)=N(c'ac'Tc).

19.11 Zentraler Grenzwertsatz. Seien Xl’ o iid quadratisch intb. Zva mit

EX. = adRY dxd

J , Coo[X]=I OR

. Dann gilt:
W=7 (x, —aiyn Y NON
n- <1V n

Bemerkung 17.12 gilt hier entsprechend.
Bew. von 19.11. &) Neuer Bew. fir d=1. Sei o%= Var[X,]. Setze Xk:: X, —& dann gilt: (Xk) iid,

E[X,]=0, E[Xi] =02. Sei ¢ CFvon X, ¢ CFvon W = 22 X, Jym; dann folgt mit 15.9:
q)n(t) = (¢(t/@)n. Danach 15.22 ¢(t) =1+ itE[f(l] — 11202 + o(t2) fir t-0, folgt:
0, () = (1 - 28802 + o) fiir t fest, .
Aus5.16 folgt: ¢n(t) » exp{—}022}; diesist die CF von N(0,02) nach 15.11 b mit N(0,0) = 60 CJetztist

L, i
W = h(W )

der Stetigkeitssatz 18.6 anwendbar. Ist 62 > 0, so ergibt sich die Form 17.11 mit Wn =5

und 17.8.
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b) Bew. fur d > 1 mit dem Cramér—Wold—Trick. Sei cDIRd. Dannist

(:TVN\/n = 22 (CTXk — c'a)lyn ; dabei sind CTXk reelle iid Zva mit E[CTXk] = c'a (vgl. 16.2),
Var [CTXk] =c'lc=: 02 (vgl. 16.3).

Nach a) gilt: CTWn W N(0,02). Wahle nun X ON(O,I"). Dann hat c"X die Normalverteilung N(0,c'T'c)

d

=N(0,02) wie oben gezeigt wurde, also cT\/~Vn We™x 0cmrY, Jetzt 18.7.

c) Ein direkter Beweisfir bel. d kann analog zu a) gefuhrt werden mit 16.4 und 16.6h. ||
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Anwendung: Die Black—Scholes—Formel zur Bewertung von Optionen.

Das 1—Perioden—Modell:

Situation: Es bestehen zwei Anlagemdglichkeiten:

(i) Einerisikolose Anlage von & EUR in ein Sparkonto (festverzindiches Wertpapier, bond) erbringt am
Ende der Periode R(E DM mit R > 1.

Ann.: Dasgleiche R gilt auch fiir £<0, also wenn Geld geliehen wird. (Modelleinschrankung).

(Zur Vereinfachung kann man sich zunachst R=1 denken.)

(ii) Eine risikobehaftete Anlage von & Anteilen in ein kursabhangiges Wertpapier (stock) [z.B. Aktien,
Devisen oder Investmentfond] mit dem Kurs X >0 kostet z.Zt. m=0 &[Xy DM und hat z.Zt. m=1 den

Wert & (X 1

Ann.: X=Xq bekannt, X4 0{ P_Xg P +x0} (Modelleinschrankung) mit p_ <R<p_.

Die Bank bietet einen Vertrag an. Der Kaufer zahlt z.Zt. m=0 einen Preis (Pramie) V und hat dafur z.Zt.
m=1 einen Zahlungsanspruch h(X 1).

Problem: Wasist zu geg. h ein fairer PreisV ?

Klassische Antwort: V = E[R™ L h(X )], fallsP[X ;= p,X,] bekannt.

In der vorliegenden besonderen Sitation gibt es eine andere Antwort.

Die Bank kann sich gegen den Zahlungsanspruch absichern, in dem sie selbst mit dem Startkapital V in

das Wertpapier (und das Sparkonto) investiert. Kauft sie § Anteile, soist ihre Bilanz z.Zt. m=1:
Einnahmen: ¢ D(l + ROV —-¢& D(O) =RLV + E(Xl—R D(O) Ausgaben: h(Xl).

In der vorliegenden Situation gibt es nach folgendem Lemma ein V, so dai3 die Bilanz in jedem der

Félle Xlzp_x0 oder X1:p+x0 ausgeglichenist. V wird dann als fairer Preis angesehen.

Setze hi:: h(pixo).

19.12 Lemma. Das Gleichungssystem RV + {[p,XRXg] =h, ~ in V und & hat eine

eindeutige Losung; dabei ist: RV =p_h_+p_h, mit
p+ - R R — p_

P, —p P+Tp, —p_

Wirde X1 mehr als zwei Werte annehmen, so hatte man fir die beiden Unbekannten V und & mehr als

, und O<p,<1,p_ +p, =L

zwel Bestimmungsgleichungen.
19.13 Bemerkung. Wéhlit man ein kunstliches W—Mal3 P*, so dal3 P*[X 1=P +XO] =p,, sogilt:
_1 % % _1 —
V=R TE"[h(X)], E*[R "X ] =x5 wegen
(19.19) p p +p.lp, =R
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[In dem haufigen Fall h_=0<h_ gilt: ED(O >V, eswird also mehr in das Wertpapier investiert, als

die Bank von dem Kaufer erhélt.|

Das n—Perioden Modell.

Modél: Q := {—,+]Ln = {oo:(il,...,in); imD{—,+}}; , dann: Xm(oo) = pimD.. Hbilﬁo = pimD(m_l(oo).

Zu oo:(il,...,in) setze W, ::(il,...,im), also Xm(oo):xm(wm).

Eswird kein W—Mal3 vorausgesetzt!

Wir betrachten wieder die Situation: Die Bank bietet einen Vertrag an. Der Kaufer zahlt z.Zt. m=0
einen Preis/Pramie V und hat daflir z.Zt. n einen Zahlungsanspruch h(X n).

Eine (call-)Option ist ein Vertrag, der dem Kdaufer das Recht einrdumt, zum Falligkeits— termin
(maturity time) n fur einen festen Wahrnehmungspreis (exercise/striking price) K unabhangig von dem
vorliegenden  Kurs Xn ein  Wertpapier zu kaufen (Europdische Option). Dann st

h(Xn):z [X n—K] " der Zahl ungsanspruch (contingent claim),
also der Gewinn des K&ufers.
Problem: Welchesist ein fairer PreisV0 flr diese Option?

Die Bank braucht (im Prinzip) nicht tatenlos abzuwarten, ob der Kurs fallt, was gunstig fur die Bank ist,
oder steigt, was gunstig fir den Kaufer ist. Um den Verlust bei steigendem Kurs abzusichern (hedging),
kann die Bank selbst Wertpapiere kaufen (in den stock investieren). Die damit verbundenen
Unsicherheiten werden durch wlQ dargestellt.
Dabel kann eine Strategie verwendet werden, gegeben durch

£k, € (0 IR, @ D{—+}™, 1<me<n.;

Die Bank startet mit dem Kapital VO’ gegeben durch den Preis fur die Option.

Davon werden EO Anteile zum Kurs von X also zum Preis von EOXO’ gekauft (in den stock investiert)
und VO—EOX0 zum Zinssatz r angelegt (in den bond investiert).

[Oftist V5= 1%5<0, dann wird Geld geliehen zum selben Zinssatz wie beim Sparen! |

Z.Zt. m=1 verfigt die Bank beim KursX1 uber: EOX1+R(V0—EOXO) = RVO+EO(X1—RXO).

Nun wird die Anlage umgeschichtet. Die Bank halt nun insgesamt El Anteile am Wertpapier. Die
Entscheidung (ber El kann dabei Uber die bis dahin beobachtete Preisentwicklung abhangen, also
El = El(i 1) = El(wl)’ i]_D{_""}'

Z.Zt. m=2 verfiigt die Bank beim Kurs X2 uber:
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£, X+ RIRV g+ (X, Rxg) — 1%, ] = ROV + REG(XRxg) + &1 (X,RX,);

usw. Z.Zt. m=n verfiigt die Bank beim KursXn uber:

Y .- ph n n—m : _
Vi=RVy+3 1R &g OX RX gl mitg =& (w) ,0sm<n.

19.15 Lemma. Zu einer beliebigen Funktion h: R+~ R existieren VIR, &R, & {—,+}m =R, 1sm<n,
sodal DlQ gilt: vn(w) = h(X ().

Dabel ist RV =3 00 Pi P -0y ThX(@)

1
mit p, wiein 19.12.

Wahlt man im Fall h(x) = [x — K] " hun Vo EO,...,En wiein 19.14, so hat die Bank aus dem Startkapital
VO gerade soviel erwirtschaftet, dal sie dem Kéufer seinen Zahlungsanspruch (Xn—K)+ auszahlen kann,
und zwar unter jeder moglichen Preisentwicklung wIQ. Insofern ist das Startkapital V0 gleichwertig
mit der Option. Man kann damit die Option imitieren (dublizieren) oder risikolos absichern. VO wird

dann als fairer Preis angesehen.

Bew. von 19.15. Setze Vn(m) = h(Xn(m)). Zu Wy k<n, wahle rekursiv V = Vk(wk) und & = Ek(ook)

gemal3 19.12 als Lésung von
RV +¢& [Xk+1(ook,i) -R D(k(wk)] = Vk+1(wk,i) ]

19.16 Darstellung von VO:
(Q,B(Q),P*) sai kiinstliches W—Raum mit P*H(il’“"in)}] =p; O Ch.Op, , also
1 2 n

P* = kgl Q*, wobei Q*[{+}]=p,. Dann sind die Koordinatenvariablen mj : Q » {—+} , 1<k <n, iid
mit T 0Q*, Xm = pn_m D(m_l. Unter P* gilt:

Vo=R "E[R (X )]

0
e (R ™D 0t =0 ] =R (@), Osm<n.

Dabei ist E*[...|A] = [..dP[OA] = E*[...ELA]/P[A] :

Die zweite Eigenschaft in (19.15) besagt gerade, dai3 (R_m[Xm, O<msn) ein Martingal ist, wobei

R_m[}(m der auf den Zeitpunkt O abdiskontierte Kurs z.Zt. m ist. P* heildt deswegen auch

Martingalmal3. Der Beweisfolgt leicht aus (19.14). Aus (19.15) folgt nun:
n —m —(m-1) _
Vot 2Zm=1ém-1HR "X, -R Xy 1] =X
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Die linke Seite kann als zeitdiskretes stochastisches Integral aufgefaldt werden mit (Em) als Integrand
und dem Martingal (R_mD(m) als Integrator. Man nennt die obige Gleichung aus einen

Martingal darstellungssatz.
Zur weiteren Auswertung von V o flr Optionen setzen wir nun:
p_:eD, p +:eU mit eD <R< eU
Zm(m) = 0 oder 1fUri = bzw. + aso Z {+}(T[m)
Unter P* sind damitdieZ , 1gmsn, iid mit Z Eb(l p,), aso Z
m
X = Xoexp{¥ | —1[(U-D)[Z, +D]}
Nach 19.15 gilt:
R'Va=3 i i yoP O .0 [p O D0 Bxy—K]*
0 oo—(ll,...,ln)DQ iy iy g Ty i 0

m=1 Zm Cb(n,p,) und es gilt weiter:

=Y T pilmizm..min[pilmizm.minm(o—K] mit
M= {w=(igmi ) DQ; pilmizmmin&o> K}={wlQ; zrrT]l:1 Iog(pim) >log(K/x)}.

Wegen log(p. ) =(U-D) z ., +D gilt mit a:= [Iog(K/xo)—nD] /(U-D):

T
(19.17) [={(U-D)F_q Z +nD>log(Kixy) } = {3} 1 Z >a}

Sei P ein weiteres W—Mal3 auf Q mit P = kgl Q', wobei Q'[{£}]=p, := p, [p,/R. Dabei ist Q" wegen
(19.14) ein W—Mal3. Dann ergibt sich fur V die Darstellung:

[P[F]—K[[R_n[P*[F]
K o kK

(19.18) Vo= Xg

k n—k
OIIk>a (k) p+ - K DR |Ik>a (k) p+

a.= [Iog(K/xo)—nD]/(U—D) und p; :=p, [p_/R.

mit

Diesist die Bewertungsformel fiir Optionen im sog. Binomialmodell.

Konvergenz gegen ein zeitstetiges Modell.

Nun sollen die Periodenlangen immer kleiner und n immer gréf3er gewahlt werden, sodald dabei der
Falligkeitstermin O0<T<co festgehalten bleibt. [Im Zeitater der Computermérkte wirden eine
Periodenlénge tatsdchlich immer kleiner; beim DAX ist sie eine Minute.| Mit kleinerer Periodenlédnge
miissen auch kleinere Werte fiir die Sprunghdhen U und D angesetzt werden.

Wahlt man als Periodenlange T/n, so wird sich U = g/T/n = -D als ein geeigneter Ansatz erweisen,

aso p+—exp{+0,/i n} = etV



85

Dabel ist o ein Mal3 fir die Fluktuationen des Kurses. Je kleiner die Periodenlange ist, desto weniger
gravierend ist Ubrigens die Beschrankung flr Zn und damit Xn auf zwei Werte.
Ferner mul3 die Verzinsung fur das Intervall [0,T| konstant bleiben, also etwa folgendes gelten:
R" = erT fur ein 0<r<T,d.h.R= erT/n_
. i _ n
Sei I =:{W >log(K/xp)},also W =% - ,[(U-D)Z +DJ.

Unter P* hat Wn die CF q);:](s) = (p, @isu +p_ @—isu)n , und entsprechend gilt:

unter P hat W die CF ¢(9) := (p ' + p e )" [vgl. 15.9].
Dabei gilt mit R = exp{rT/n}:
p, =(R-p)(p,—p_) = (R—exp{-o/T/n})/(exp{cyT/n} — exp{—cyT/n}) =
1+ rT/n + o(l/n) — (1 — oyT/n +1a2T/n + o(1/n))

20/TIn{ 1 + o(1/yN))
p+:% +%E%Ex_51/ﬁ+o(1/¢ﬁ) mit ai::ri%cﬂ.

Der vorliegende Fall ist als komplizierter als beim zentralen Grenwertsatz; denn hier hangt p_ und

. alsomit (1+0(g)) L= 1+ o(e):

damit Q* auch noch von n ab. Esfolgt:

0:(9) = (p, 1+ isU —4s°U% + o(Un)] + p_[J1—isU —§ sU% + o(1/n)])"
= (1 +isUTp,—p ) — 457U + o(Un)" = (1 + iso_ [T/ — b0 T/n + o(/m)"

=(1+(iso [T —%5202 [T)/n + o(Un))" » exp{iso_ [T — %SZGZEF}.

Diesist die CF zu N(o_[T,02(T), diese hat die Vf x»®((x —a_ [T)/oy/T), wenn ® die Vf zu N(0,1) ist
(vgl. 12.15b). Dabei gilt: 1-d(x)=P(—x) gemal’ 12.10.

Nach dem Stetigkeitssatz 18.6 und 17.10 folgt:

P[] »1—d( [Iog(K/xO) —a_[@]/loyT)) = d( [Iog(xolK) +a_[T]/ayT).

Ebenso zeigt man: P[] » ®( [Iog(xolK) +a_ [T]/oyT).

Insgesamt ergibt sich also aus 19.18 fiir naoo:

(19.19) Vo= Xg [ap( [Iog(xolK) +a_ [T]/0yT) —K radl [ep( [Iog(xolK) +o_ [O]/oyT).

Diesist die Black—Scholes—Formel fir die Bewertung einer Option in einem zeitstetigen Modell. Dabei
ist  a,:=rtio?

r die Zinsrate im zeitstetigen Modell,
02 die sog. Volatilitat als Mal3 fiir die Kursfluktationen,
X der Kursz.Zt. O,

T der Falligkeitskeitstermin der Option,
K der Wahrnehmungspreis der Option.



