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Erinnerung: Ein stochastischer Prozef X ist ein Familie X = (Xt, tdl) von Zufallsvariablen auf einem

W—-Raum (Q,3,P) mit Werten in einem Melraum (S,6), Dabel ist t der Zeitparameter, | die
Parametermenge und S der Zustandsraum. Ist | 07 (z.B. | = Ny = {0,1,2,...}), so spricht man von einem

zeitdiskreten Prozel3, fur ein Intervall | O R wird (Xt) als zeitgtetiger Prozef3 bezeichnet. Die Abb. t~
Xt(w) hei 3t Pfad (Trajektorie).
(Xt) modelliert die zufallsabhdngige zeitliche Entwicklung eines Systems. Dabei gibt Xt den Zustand

des Systems zum Zeitpunkt t wieder.
EsistlF = (St, t0l) eine Filterung (in §), wenn St eine Unter—o—Algebravon § ist und ferner gilt:

SSD St firs<t.
{X;, t20} hat unabhangige Zuwéchse, falls fir kN, 0:=t <t,<..<t, dieZva

Xt Xt —Xt ,Xt —X ,...,Xt —Xt ) unabhéngig sind.
o 1 0 2 1 k k-1

{X,t20} hat stationare Zuwachse, falls fir >0 die Verteilung von X

t

t +h_Xt unabhéngig von t=0 it .

8§ 0 Gliickspiele.

Seien Z» nON, unabhangige Zva auf (Q,§,P) mit P[Zn =1] =p, P[Zn =-1] =1-p:=qfurein0<p<
1. Dabei ist Zn als Gewinn beim n—ten Spiel zu interpretieren, wenn der Einsatz 1 Geldeinheit ist. Dann
ist Sn = Zl+"'+zn gerade der Gewinn nach n Spielen, wenn der Einsatz jeweils 1 Geldeinheit ist; sei
0

A Das Ruinproblem.
Seien 0 < a< ¢ gegeben mit all INO, c ON. Wir interpretieren a als Startkapital, ¢ als den zuerreichenden

=0.

Kapitalstand (Zel) und 0 als Ruinzustand. Xn =a+ Sn ist der Kapitalstand nach dem n—ten Spiel, wenn

der Einsatz 1 Geldeinheit ist, und eine Irrfahrt auf 7.. Gesucht sind

Q,(d) = P[Df{zo {X,=¢.X_>0,0smsn}] mitQ,(0)=0,Q.(c)=1

Q@)= P[Dorc;zo {X,=0,X <c0smsn}].
Dabei ist Q, (a) die W., das Ziel ¢ vor dem Ruin zu erreichen, und Q, (a) die W., vor Erreichen des Ziels
c ruiniert zu werden. Gemal3 der Vorlesung " Stochastische Prozesse" Beispiel, S. 38 nach Stoppsatz 4.6
wissen wir:

ar ,0<a<c
(c-a)c p=1

(0.2 Qi@ +Qu(@=1 mitp:=ap.

i ¢ -p/[p°—1] pz1
(0.1) Q*(a)={ f



B Strategien.
Es liege die gleiche Situation vor wie oben; jetzt soll aber nicht immer der Einsatz 1 gewéhlt werden,
sondern es sollen beliebige Strategien erlaubt werden. Dabei kann der Einsatz 5n nach n Spielen in

Abhangigkeit vom Spielverlauf (Z Zn) bis z. Zt. n abhangen.

11-'-1
Definition. 6 = (6n, nDINO) ist eine Srategie, wenn 60 a INO eine Konstante ist und

] n . . . ..
0,1 {—1,+1} '~ Nyeine Funktionist fiir n O N.

Beispiel. Verdoppel e den Einsatz bis zum ersten Gewinn (Petersburger Spiel).
0~:=1,0 (—1,...,—1) =N 6 := 0 sonst.

0
n—l

Bel einem Gewinn z.Zt. n hat man dann einen Kapltalstand von 2" - 20 =1

Dabei |stP[I] —1{Z,=1} = 1-lim, ooq =1 ]

Zu gegebenem Anfangskapital a und einer Strategie o definieren wir nun weitere reelle Zufallsgréf3en
0 wobei W6 den n—ten Einsatz und X6 den Kapital stand nach n Spielen beschreiben:

n

T 6 ) — - .
=5 Z, 2 xo =a Xp = X0 +WOTZ, § =02y, Z2) N2 1, § = {1.Q);
offenbar eine Z—wertige Zva. Da die Menge {—1,+1}n endlich ist, sind Wﬁ

beschréankte Zva, und wir haben keine Integrierbarkeitsprobleme. Offenbar sind WE

6
W X
0.
Wy = _1(Z

, o)
dannist Xn

1o 1o

o
und Xn
und Zn

unabhéngige Zva und wir wissen:
0 0 0 : - 0 —
E[Xpl8nq] = Xpq + WLE[Z] ; dabei ist W 20und E[Z ] =p—q. [In der Sprache der

Vorlesung "Stochastische Prozesse”, Def. 3, S. 35, ist (Un) = (Wﬁ_l) eine Kontrolle des
Super—Martingals (Xn) (bei p<d).] Somit ergibt sich
Lemma0.3. (Xﬁ) ist ein Supermartingal fiir p <3 fir jede Strategie 8.

Neben Strategien konnen durch (Sn)—Stoppzeiten T Abbruchzeiten definiert werden. Die Entscheidung,
z. Zt. n zu stoppen, fallt also auf Grund der Beobachtung von dem Spielverlauf (Zl,...,Zn) [{t=n} =
{(Zg-Z )0 B} O, fireingewisses B .

Beispiele: 1) T =inf {nON; Z.= 1} mitinf 0 := oo st eine Stoppzeit.
2)t=inf {nON; Xﬁ > c} ist eine Stoppzeit.

Definition. Zu einer Strategie 6 und einer Stoppzeit T sei dAT die Strategie mit

WB/\T W5El und damit Xa/\T 6 (mit nAT := min(n,1)).

n {t=n} Xnat



Es ist leicht zu sehen, daf’ durch diese Vorschrift dAT as eine Strategie im Sinne obiger Definition
festgelegt wird. Ebenso leicht sieht man, dai3 fur eine f.s. endliche Stoppzeit T ( d.h. P[t<ew| = 1)
XT eine gemaf Xr(w) = Xr(w)(w) f.s. erklarte Zvaist. Aus 0.3 erhalten wir:

o 1_ OAT _ O i
(0.4) E[Xpol =E[X,, 1sa=Xg furps<i.
Offenbar gilt XEM = X? auf {T<n} und damit lim_, . XEM = X? auf {1 < o}. Esinteressiert nun die

Frage: Gilt die Ungleichung (0.4) auch fir E[X?] ?

Gegenbeispiel. Sei T :=inf {n; Z.= 1} und & durch 6n = 2" definiert. Dann ist SAT gerade das

Petersburger Spiel. Dann gilt aber X? =a+lauf {T<ow} mita= Xg und P[T < »| =1, aso auch

0 _ 0
E[X{] =a+1, aber E[Xn/\T
Definition. d heil3t Strategie mit beschranktem Kredit, fallsein M (=M(a)) [ INO exigtiert mit X

] <afirps<i. []

)
n

>—M fs..
o)

EAT =X 2~ M und P[t < o] =1 liefert das Lemma von Fatou (das folgt auch aus dem
)

. , . 5 , _
Stoppsatz 4.6 in "Stochastische Prozesse") : lim E[Xn/\r] > E[lim Xn/\r] = E[X?].

Bei X

0.4 Stoppsatz. I1st T eine f.s. endliche Stoppzeit und dAT eine Strategie mit beschranktem Kredit,
S0 gilt: E[X?] <a= Xg firp<i.

Nach diesem Satz ist es optimal, berhaupt nicht zu spielen, wenn man E[X?] bei p <4 maximieren

will Gber alle (3,1), sodal? T eine f.s. endliche Stoppzeit und dAT eine Strategie mit beschranktem Kredit
ist. Ferner kann das Petersburger Spiel keine Strategie mit beschranktem Kredit sein.
Maximierung von P[X? =c] =E[1 {C}(X?)] :

Eine interessante Fragestellung ist es aber bei p< 1, die W. zu maximieren, das Ziel ¢ zu erreichen (vgl.
Dubins & Savage: How to gamble if you must). Es sei wieder das Anfangskapital all INO und das Ziel ¢

0 N vorgegeben. Es werden jetzt nur Strategien ohne Kredit (M=0) zugelassen, also mit Xﬁ > 0. Dies
erreicht man durch 0< WE < Xﬁ. Da man nicht Gber das Ziel hinauzuschief3en braucht, kann man auch
OSWES c—Xﬁ annehmen. Sei
(0.5) =15 :=inf {n; Xﬁ 0{0,c}}, Qg(@ :=P[1* <, X?* =c}.

Definition. Die Strategie &* heil3t wagemutiges Spidl, falls flr Xn = Xﬁ* gilt:

X falsX . .<ic
o _ . _{"n-1 n-1-2
W —mln(Xn_l,c—Xn_l)—{

o
c — Xn—l falIan_lzz c

Sei dann Qn(a) =P[t* <n, X = cl = P[Xn =c] firO<a<c, mit Qn(O) =0, Qn(c) =1



Es soll wie Abschnitt A eine Rekursionsgleichung hergeleitet werden. Dazu setzen wir
fz(x) =x+min(x,(cx))Z ,z0{-1+1},0<x<c.

Dann gilt gerade: Xn = fzn(xn_l) = fzno...ole(xo). Fur 0 <a<cergibt sich dann
Q@ =%,-41 PlZy=z. X, =¢] =% ,_,1 P[Z=7] [P[fzno...fzzofz(a) =c|
=2,-41 P[lez] [}P[fzn_lo...le(fz(a)) =c| = 2,41 P[lez] BDn_l(fZ(a)) und damit

Q@ = PRy, 1(28) + a®y, 4(0) fir asic, Qd) =Py, 4(c) + ARy, 4(2a-0) fir a= dc. Wegen
Qn—l(o) =0, Qn_l(c) =1 erhalten wir schlief3lich
P, 1(28) , asic
(0.6) Qn(a) = { _
p + qQ, 4(2a—<) azic

Der wesentliche Schritt wird im folgenden Lemma vollzogen:
0.7 Lemma. Fiir p< 4, geradescund n [ Ng it :
(0.8) Qn +1(x) >p @n(x+w) +q BDn(x—W) ,0sw<x, x+tw<c.

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist gerade die W, das Ziel ¢ zu erreichen, wenn man zuachst w
einsetzt und dann geméanR der wagemutigen Strategie fortfahrt.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Induktion. Esist Qo(x) = 1{0}(X) firO<x<c.

0 x<ic
Nach (0.7) wissen wir Ql(x) = { . Also gilt (0.8) fur n=0.
p fcsx<c

Wir machen jetzt den Schlu3 n—1 - n.
Im Fall x+w < 4c¢ haben wir mit (0.6) und Induktionsvoraussetzung:

PR (x+W) +qQ (x—w) = pLpQ ;(2x+2w) +q[Q, ;(2x—2w) < pIQ,(2X) = Q,,1(2).

Der Fall x—w > 4c geht analog.
Wir betrachten jetzt den Fall 0 < x—w < x < 4c¢ < x+w < ¢. Dann haben wir mit (0.6)

PR, (x+w) +qQ (x-w) =pLp+qRQ, ,(2x+2w-c)| +qp[Q, ,(2x-2w)
=p°+q Hp, ((X+w)+p@Q  (x-w)} mitx =2x—}c w'=2w—jc
=p~+qpQ, (X+W|)+p@Q, 1(x—|w])}

<p?+ gD, 4(x+|W'|)+q®,, 4(x—|w'|)} <p”+q@Q,(x) (nach Ind. voraus)
=p~+qp@Q, 4(2x) (nach (0.6) wegenx' < c)

=p~+qlp @n_1(4x —C)=p BDn(Zx) (nach (0.6) wegen 2x > x+w > 1¢)

= Qp41(X) (nach (0.6) wegen x < 1c).

N N NN



Der letzte Fall 0 < x—w < 4c < x < x+w < ¢ geht wie der dritte Fall, indem man eine Spiegelung bei 3¢
vornimmt , d.h. man betrachet Qn(x) =1- Qn(c—x). []

0.9 Satz. Fir p< 4, geradescund n INO gilt : &* ist optimal flr den Horizont n, d.h.
P[XE =c]<Q @ = P[Xﬁ* = c| fur alle zul&dssigen Strategien d.

Bewdis Esist E[Q (XD)] E[1

“2p<wsxsc {X —x,WE:W}[Qm(XJrW[Zk)]

“20<wsxsc P[XE—lz X, WE: W] E[Q,(x + WIZ,)]
da (XE—l’WE) = (XE_l,ék(Zl,...,Zk_l)) unabhangig von Z, ist,
<2p<wsxsc P[XE—l =% WE =wW] Qp1(X) wegen (0.8)
= E[Q,(X0_y)] - Also ergibt sich
Q@ = E[Qn(xg] > E[Qn_l(x?)] >..2 E[Qo(xg)] = P[Xﬁ =c], []

Jetzt kann die Optimalitat von &* auch fir eine unbeschrénkte Spieldauer gezeigt werden.

0.10 Korollar. Fur p< L und gerades c gilt : &* ist optimal fiir den Horizont oo, d.h.
P[X =C, T <] < P[X =, T* < oo fir ale zul&ssigen Strategien d.

Beweis Esist P[XT* =c, T* <o | =lim P[Xf* =c, v sn|=lim_ P[Xﬁz c|

. o* ] o* n-»oo* o* .
slim o P[X, =cl =lim_, P[Xi=¢ 1 <n| =P[X_, =¢ 1" < |. []



Kapitd 1: Zeitstetige stochastische Prozesse.

81 Stochastische Prozesse und Stoppzeiten
Im folgenden sei ein metrischer Raum (S,d) gegeben, & bezeichne die Borelsche o—Algebra bzgl. der
Metrik d. Falls nichts anderes gesagt wird, ist X :(Xt, t=0) ein zeitstetiger stochastischer Prozel3 auf

einem W—Raum (Q,3,P) mit dem Zustandsraum (S,8).
Die Uberlegungen uibertragen sich in der Regel direkt auf den Fall, dal3 zu einem endlichen Zeithorizont
T 0 (0,00) ein Prozef3 X :(Xt’ 0<t<T) gegeben ist. Einen solchen kann man etwa durch XS = XT fur T

fortsetzen und dann darauf die folgenden Uberlegungen anwenden.

1.1 Def. X heildt stetig bzw. rechtsstetig [bzw. linksstetig], wenn ale Pfade von X stetig bzw.
bzw. rechtsseitig stetig [bzw. linksseitig stetig| sind.

Es soll ein Gleichheitsbegriff flr stochastische Prozesse untersucht werden.

12 Def.Seien X und Y stochastische Prozesse auf (Q,3,P) mit Zustandsraum (S,&). Dann
heif3en X und Y nicht unterscheidbar oder Versionen von einander, falls gilt:
Xt = Yt 0 O<t<oo P—f.s. .

Bei Nichtunterscheidbarkeit existiert also eine von t unabhdngige Nullmenge, aulRerhalb derer
Gleichheit von Xt und Yt vorliegt.

13 Lemma Sind X und Y rechtsstetig [oder beide linksstetig], so sind sie bereits nicht
unterscheidbar, wenn gilt: Xt = Yt P—f.s. [ 0<t<co.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Menge Q' vom Mal3 eins, so dal3 gilt:
Xt(w) = Yt(w) 0 w0Q', t0Qn [0,0). Esfolgt:

Xt(w) = ”mrlt,rDQ Xr(oo) = “mrlt,rDQ Yr(oo) = Yt(oo) 0 w0Q', t20. |]

1.4 Def. Eine Filterung (in ) ist eine FamilielF = (St,tzo) von o—Algebren mit:
SS 0 St 0§ 0 0<s<t<oo., Man nennt (Q,§,F,P) auch eine stochastische Basis.
Man definiert S = cr(IZISZO SS) 0% und St+ = Nt SS, F, = (St+,t20), aso St 0 SH.
IF wird al's rechtsstetig bezeichnet, wenn gilt: IF = 1F _..
Zu einem Prozef X ist die kanonische Filterung [~ definiert durch §y 1= (X (St), t20.



1.5 Def. Ein Prozef3 X heif3t an eine Filterung [F adaptiert [oder F—adaptiert]|, wenn gilt:

X, ist §-mbOt, dh. X DF. X heilt F-progressiv, wenn gilt:

die Abbildung [0,t]xQ O(s,w) ~ Xs(m) ist [Ot] B, 05— mb Ot

Die Me3barkeit auch in t wird etwa bentétigt, wenn Integrale liber Zeitintervalle oder der Prozel3 zu
einem zufélligen mb Zeitpunkt T, also XT, betrachtet werden.

1.6 Lemma. (a) I ist wieder eine Filterung.

(b) [ istimmer rechtsstetig, d.h. (F ), =T .

(© Ist X [F—progressiv, soist X [F—adaptiert und die Abbildung
[0,00)xQ [(t,00) = Xt(oo) ist [O,oo)n‘BlmSoo —mb.

Der Beweisist sehr einfach.

1.7 Beispidl. Um sich klar zu machen, dai3 die Kenntnis von St+ mehr Information liefern kann als%t,

betrachten wir flr einen reellwertigen Prozel3 X das Ereignis A, dal3 der Prozel3 nach t nach oben
: : 1 . .
tendiert, also etwa: A := {“—mhlo,hDQ ﬁ(xt+h_xt) > 0}. Dann gilt offenbar: A [ Bt aber in der Regel:

A U §;. Andere Beispiele werden im Zusammenhang mit Eintrittszeiten auftreten. []

1.8 Proposition. Ist X [F—adaptiert und rechtsstetig [oder linksstetig|, soist X [F—progressiv.

Beweis: Sei X etwa rechtsstetig. Fiir t>0 und nlN definiert man Zeitintervalle
IE = [k%lt, %t) , 1<k<n, und Ig = [%, t| sowie Prozesse (Xg, O<s<t) gemal}

X3 = XthUr s0 1. Danngilt fir B0 &:
n
N _ n -1
{(s)0[0t]xQ; X () 1B} = Ulsksn IkXXKt(B) 0 [0t]n®B, OF,
n

Alsoist (s,w)+~ Xg(oo) [0,t] B, 05— mb. Diese Eigenschaft tbertragt sich auf
— i n

Xs(w) = Ilmn_m XS(oo). [

1.9 Def. Sei [F eine Filterung in §. Eine Abbildung 1: Q+ [0,00] heif3t eine F-Stoppzeit,
wenn gilt: {rst} 0§, Ot.

Offenbar ist jede konstante Abb. T eine Stoppzeit und jede Stoppzeit eine Zva DalF, mit [F auch eine
Filterung ist, ist auch der Begriff der I —Stoppzeit erklart. Er ist eine Abschwachung des Begriffs
[F—Stoppzeit.



1.10 Lemma. Jede [F—Stoppzeit ist eine [F, —Stoppzeit.

Beweis. Esgilt: B U Sy [

1.11 Lemma Folgende Auusagen sind &quivalent fir t: Q~ [0,00]:
i) TistlF —Stoppzeit;

i) {t<t} O 5 O

i) TAtist§—mb Ot.

Beweis: "(ii) 3 (i)" {t<t} =n

1
nem {T<t+ﬁ}Dgt+(1/m) OmON.

Offenbar gilt nun: Nm %t+(1/m) = %t+'

"(ii) 3 (i) {T<t} = {At <t} OF,.
{{r <s} DSS+DSt fur s<t

(i) > (ii)" {tat<s)= .
fir s>t

1.12 Lemma. (a) Mit o und T sind auch 1A und Vo [F-Stoppzeiten.
(b) Ist T eine lF, —Stoppzeit und s>0, so ist T+s eine [F-Stoppzeit.

Beweis a) {tao<t} ={t<t}0{o<t},{tvost} ={t<st}n{o<t}.
b) {t+s<t} ={t<t-s} [ S(t—s)+ 03 (1

1.13 Def. Fur B 0 & ist die Eintrittszeit von X in B definiert als

Tg = inf {t20; X, 0B} mitinf 0 = co.

Fir beliebige B 0 & ist die Mel3barkeit der Eintrittszeit kompliziert. Jedoch gilt:

1.14 Proposition. Sei X [F—adaptiert. Dann gelten:
(@ Ist X rechtsstetig [oder linksstetig| und ist B offen, soist = einelr —Stoppzeit.

(b) Ist X stetig und ist B abgeschlossen, so ist ) [F—Stoppzeit.

Beweis: @) Wir verwenden 1.11. Esgilt: {tg <t} =04 0, {X 0B} =0 0.0 {X 0B} .

Dabel gilt die erste Gleichung stets und bei der zweiten stets "[0". Ferner folgt "0" aus den
Stetigkeitseigenschaften der Pfade und der Offenheit von B.
Aus der Adaptiertheit ergibt sich nun {tB <t} O -
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b) Sei Bn ={x0S;d(x,B) < %} ; dannist Bn offen und wegen der Abgeschlossenheit von B gilt:

N Bn = B. Eswird nun folgende Gleichung gezeigt werden:

*) {tBst}:{XtDB}Dnn {tBn<t} 0t=0.

Dann folgt die Beh. aus (a).

"(*) 0" Sei w geg. mit s= rB(oo) <t Dann ex. nach der Infimumseigenschaft (sn) mit snls und

X s (w) 0B On.Wegen der Rechtsstetigkeit von X und der Abgeschlossenheit von B folgt: Xs(oo) 0B.
n

Ists=t,s0ist Xt(w) 0B. Ist s<t (inshesonderet > 0), so gilt: %S (w) < IB(oo) =s<t.
n
") 0" st Xt(w) 0B, sofolgt tB(oo) <t.Seinunt>0.
Gilt dann fir alle nON: %S (w) <t, so exidtiert eine Folge (sn) mit SRS und XS (w) O Bn'
n n
Sei nun rd[0,t] ein Haufungspunkt von (sn). Dann folgt: Xr(oo) 0 B und damit rB(m) <t []
1. 15 Def. 1<t T eine [F—Stoppzeit, so heil3t
5= {AD3,; An{tst} 03 0t=0}
o—Algebra der —Vergangenheit.
Der Name ist gerechtfertigt aufgrund des folgenden Lemmas. Dabei reicht es statt A U §_, lediglich

An {1=0} 0 F_ zuzeigen.

1.16 Lemma. Seien T und o [F—Stoppzeiten. Dann gelten:
@ ST ist eine o—Algebra;

(b) 5, = {ADQ;An {t=e0} UF_,An {1t} [ S O t>0};

(c Tist St—meBbar, insbesondere gilt: {1 <o} [ S

(d) istt=skongant, so gilt: ST = SS;

(e aus o<1 folgt SGDST.

Beweis: @) Die Abgeschlossenheit gegeniiber der Komplementbildung z.B. folgt aus:

ASh {1t} = {1st} — A n {1t}
b) "0" Fur A in dem rechten Mengensystem hat man: A =A n {T =} [ UnA n{t<n} 03,

"0" Fur A O3 ergibt sich: A n {T=c0} =A\ 0 An{tsn}.
c) Wir zeigen {tss} 0§ mit (b). Einmal gilt: {T < s} n {1st} = {1 < sAt} 0 §; und zum anderen:
{tss}n {t1=c0} =00 F_.
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d) ist leicht zu sehen.
€) Fir A0S, gilt: A n {tst} = A n {ost} n {tst} mit An {ost} <G []

1.17 Def. Zu einer F—Stoppzeit T definieren wir XT mit Hilfe einer beliebig vorgegebenen §_—mb

ZvaX  gemal Xt(w) =X (w). Der gestoppte Prozef3 ist Xt= {X_ s t20}.

T(w) AL

DieWahl von X | wird keine Rolle spielen, da X_ nur auf {1<eo} betrachtet wird. X_  kann as

Konstante oder im Falle eines reellwertigen Prozesses z.B. gewéhlt werden as
X = IimQ Xt = infn SuPt>n,tDQ Xt .
Bedingungen dafir, dal} XT eine Zvaund X' ein stochastischer ProzeR? i, liefert:

1.18 Proposition. Sei X F—progressiv.

(@ Istteinelr,—Stoppzeit, soist XTi={X_ . t20} F—progressiv;

AL
(b) Ist T eine F—Stoppzeit, so ist XT St—meBbar.

Beweis: a) (s,w) f—» (t(w)As, w) h-» xr(u))/\s(w)
9 ,
Sei tfestund ([Ot] xQ, [Ot] nB, D&[) =: (D,9). Nach Voraussetzung ist

D O(s,w) » Xs(m) = h(s,w) ©—mb.
Z.z.igt, dald auch D [(s,w) » Xr(oo)/\s(w) = g(s,w) D—mb ist.

Wir werden g in g = hof faktorisieren. Zunéchst ist in Hinblick auf 1.11
D O(s,w) » T(w)As = T(w)AtAs =: d(T(w)AL,S) D — [0,t] B, — mb;

denn ¢ ist sogar stetig. Somit ist auch
D O(s,w) » (¢(w) , w) (T(w)As,w) =: f(5,00) D—D—mb.
b) Fur BOS gilt: {XT OB} n{t<st}= {Xr/\t 0B} n {tst} Dst,

danach (a) X' insbesondere adaptiert ist. Ferner giltauch {X UB,T=0} 0F_.
Nach 4.16b haben wir also: {X_ 0B} 0[]

1.19 Def. st 1 eine [, —Stoppzeit, so wird die o—Algebra {s”t + der (t+)-Vergangenheit definiert
als o—Algebra der —Vergangenheit bzgl. IF _, d.h.
Bpy 1= {ADS An{tst} 034 0t}.
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1.20 Lemma. Sei X F—progressiv. () Ist T einelF  —Stoppzeit, so gilt: XT ist ST +—Mmefbar und
SH:{ADSOO;A n {t<t} 03 0t}
(b) Ist T sogar eine [F—Stoppzeit, so gilt: ST a SH.

Beweis: a) Verwende 1.18b und vgl. Beweisvon 1.11. b) ist klar wegen B U Sy [
121 Bemerkung. Ist T eine [ —Stoppzeit und ist (Tn) eine Folge von [—Stoppzeiten mit
T>T. Dann gilt: SH 0 ST und , fallsrnlr auf Q, SH =N, Srn.

n

Der Beweisist eine einfache Ubungsaufgabe. Ein Beispiel ist nach 4.12b: T, =T+ % .

Vergleiche dazu St+ = nn&[ + 1N 1]

1.22 Lemma. Seien T und o [F—Stoppzeiten. Dann gilt:
@ S pg =SSy
(b) {o<t} {o<t}03 0T,
Beweis. @) "[I" folgt aus 1.16e. Sei nun A [J ST n SG; dann hat man:
An{trosti=An{t<t} 0 An{os<t} OF, 00
b) Esgilt {o<t} 03, wegen {o<t}n {t<t}={oAt<TAt} n{T<t}n {o<t} 0F, nach 1.1
ebenso {o <t} 0F, wegen {o<t}n {r<t}={ort<tat}n{r<tin{o<t}Dg.

Die ubrigen Aussagen erhélt man durch Komplementbildung. [ |

123 Satz. Sei Y ein an [F_ adaptierter Prozef3, dessen Pfade Pf.s. reellwertig und stetig sind. Dann
exidtiert eine an IF_ adaptierte, reellwertige, rechtsstetige Version X von Y [deren Pfade also simtlich

reellwertig und rechtsstetig sowie nattirlich wieder P—f.s. stetig sind].

Beweis. Sei Q0% mit P[QO] =1, so dal} die Pfade Y doo) fir wl Qo reellwertig und stetig sind.
(i) Die Schwierigkeit besteht darin, daid i.a. nicht QO ad 3t+ 0t>0gilt.
N._ ¢
Setze Xy 1= 2e=0 iy, 0Ry L, ey -
Dannist X" anF + adaptiert und hat reellwertige und rechtsstetige Pfade.
(i) Esgilt fur w Qg 0<T <o, wegen der gleichméaRigen Stetigkeit von Y doo) auf [O,T]:

UPperet | XF(@) — Y (@) < Moo t_getin | Y@ — V(@] — 0 (o).
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(iii) Setze t(w) :=inf {T =0; Xn(oo) konvergiert nicht gleichméf3ig auf [0,T]}.
Dannist T=o0 auf QO gemal3 (ii). Ferner ist T eine [F, —Stoppzeit wegen

— : m N
r<t={Urcr g {“mN P neN Pt 57 1 X's X5l > 0} 05
(iv) Setze X; =Ly _ 1y [lim X3 (= 11 <y dim X3). Dannist X anF , adaptiert.
Ein Pfad X doo) ist reellwertig und rechsstetig auf [0,t(w)) wegen der gleichméRigen Konvergenz und
konstant auf [T(w),). Ferner gilt X dw) =Y doo) fur wl Qq wegen @i). []

1.24 Bemerkung. Man sagt: [F geniigt den tiblichen Bedingungen, wenn [F rechtsstetig ist und wenn gilt:
NO3, fur alleN 0§ mit, P[N] = 0.

Unter diesen ublichen Bedingungen ist der obige Satz trivial. Wahit man QO wie im obigen Beweis,
so hat man QODSODSH 0 t. Man kann dannde) :Ydoo) fur w0 Qowahlen undde) =0 far
wl QO. Dannist X sogar ein stetiger Prozel3 und adaptiert wegen

{X,0B}={Y,0B}nQ, 0 {00B}nQ [|

1.25 Konvention. Ist Y ein an [F adaptierter Prozef3, dessen Pfade P—.s. reellwertig und stetig sind, so
wahlen wir immer einean IF adaptierte, reellwertige, rechtsstetige Version X von'Y [deren Pfade also

samtlich reellwertig und rechtsstetig sowie natiirlich wieder P—f.s. stetig sind|.
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§2 Markoff—Prozesse
Es sei wieder (S,d) ein metrischer Raum mit der Borelschen o—Algebra &. X = (Xt, t=0) ist ein

stochastischer Prozef3 auf (Q,3) mit Zustandsraum S.
Nun werden Operatoren eingefiihrt, die den Ubergang zwischen zwei Zeitpunkten, etwa Gegenwart und
Zukunft, beschreiben.

2.1 Definition. Es heif3t {3,, t=0} eine Familie von Shift—Operatoren, falls
St : Q= Q eine Abbildung ist mit
(2.2 X9 =X, o Ust.

[Hat man einen zeitdiskreten Markoff—Proze3 auf dem gemal? lonescu—Tulcea konstruierten
kanonischen Raum Q = 3( S, sind also X | die Koordinatenvariablen [Projektionen]|, so ist immer eine

Familie von Shift—Operatoren {Bn, n>0} gegeben durch Sn(xo,xl,...) = (xn,xn +1,...).]

Eine &hnliche Konstruktion kann man auch im zeitstetigen Fall machen.

Bei Markoff—Prozessen ist es glinstig, wenn man fir jeden méglichen Startpunkt XOS ein Modell hat.

2.3 Definition. (X,{PX, x0S}) ist eine Markoff—Familie (MF), falls folgende Bedingungen erfullt sind:
{PX} ist eine Familie von W—Mal3en auf (Q,3), sodal3 mit der kanonischen Filterung X gilt:

) P [Xg=x] =1 0x

i) die Abbildung xHPX[XSD B] isS&—mb 0s, 0BOG;

i) P [X

Xq _
s1BI 571 = th[xsu B] f.s OX,ts B .

iv)  esexidtiert eine Familie von Shift—Operatoren {3, t20} .

Eigenschaft (iii) ist gerade die Markoff—Eigenschaft (ME) und ist so zu lesen:
. . X
PXt[XSD B] isteineVersionvon P, [X,, OB| 3% 1.

2.4 Lemma. In Definition 2.3 kann die ME (iii) ersetzt werden durch

i)' P, [X,s OB xtl,...,xtn,xt] = th[ X O0B] Ox, B, 0sty<..<t <t<t+s,n 0N

Beweis: "(iii) > (iii)' " ist klar wegen G(Xt) 0 c;(Xt e X 'Xt) 0 3):
1 n

“(iii)" > (iii)" wird mit einem Dynkin—Argument gezeigt.

¢:=0 o(X, ,..X, X))
0St1<...<tnst,nD[N0 t1 tn t
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ist ein n—stabiles Erzeugendensystem von 3): und
. X _
D= { ADFL i PIA 1 X, JBY = oS Py [X DB 0P, }

ist offensichtlich ein Dynkinsystem, flr das nach Vorausetzung © 0 & gilt. ||

2.5 Konstruktion einer d—dim. Brownschen Familie.
Sei C[0,0) = {w: [0,») = R, w stetig} versehen mit der Borel—o—algebra € und W, : C[0,0) ~ R die

Koordinatenabb. |Projektion], d.h. Wt(oo) = w(t). Dannist W = (Wt' t=0) die ldentitat.

Das Wienerma3 p auf (C|[0,),&) ist dadurch charakterisiert, da3 W auf (C|[0,0),&,n) die
standardisierte Brownsche Bewegung (BB) ist.

Es soll nun die d—dim. BB betrachtet werden.

Sei p dazu das Wienermal3 auf (C[0,),¢).

Q= % C[0,0) kann mit der Menge der stetigen Abbildungen w: [0,0) + IRd

identifiziert werden,

3= “lﬁez .

W(i) : Q » C[0,) bezeichne die i—te Projektion; also ng)(w) = oo(i) firw= (w(l),...,w(d)) 0Q.

w =W, w®) ist die 1dentitat auf @, w, = wD,...w{D).

P0 = % H.

Auf dem W-Raum (@,3,Pg) sind W, w(® unabhangig mit w® oy, dh. wh, . w(@ sind

unabhéngige 1—dim. standardisierte Brownsche Bewegungen.

Somit ist W eine d—dim. standardisierte Brownsche Bewegung.

Durch eine Trandation um x [ IRd erhdlt man den Proze3 x + W = (X + Wt’ t=0). In der Definition einer

MF sollte sich die Abhdngigkeit vom Startpunkt jedoch im W—Mal3 ausdriicken. Dies kann auch
erreicht werden. Offenbar ist die Abb. x+W : (Q,3) » (Q,5) stetig und somit mb . Alsoist durch

— -1 — d o_
(2.6) Py = o(x+W) , d.h. Py [WOT] = Po[x+W ari], ro 1DQ: =5,

ein W-Mal3 P, af (Q,3) definiert [mit P,W

d

= Pyx+w) 1.

Fir x OR™gilt: P, [W = X] = Pg[x+Wq=x] =Py[Wy=0] = 1.

x+W hat offenbar die gleichen Zuwéachse wie W, also gilt:

P W, —~W,0B,..W, —W, 0B;]=Py[W, —W,0B;..W, —W, DB

1 0 I tn n—1 1 n n—1

Eine Familie von Shift—Operatoren ’St - Q r Q definiert man gemal3:

1l

(Stoo)(s) =w(t+s),s20, w0 Q.
Dann hat man WS(Stoo) = Ws(w(t+ D) = w(t+s) = W, +S(w). []

Damit ist eine Brownsche Familie gemal3 folgender Definition konstruiert:
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2.7 Definition. (W, {PX, xD[Rd}) hei3t d—dim. Brownsche Familie (BF), falls W ein stochastischer
Prozef3 auf (Q,&PX) ist, xDIRd, mit Zustandsraum (Rd,%d), sodald gilt:

0) W ist stetig;
) P [Wo=x] =1 0x;

1)) W hat stationare und unabhangige Zuwachse unter PX 0x;
d .

iii) Wt+S—WSD>1< N(0,s) unter PX Ost, Ox;

iv) es existiert eine Familie von Shift—Operatoren.

Es soll nun gezeigt werden, dal3 eine Brownsche Familie eine Markoff—Familie ist. Dazu brauchen wir
noch einige Vorbereitungen.

2.8 Definition. Sei Y eine Zva auf (Q,3,P) mit Werten in (S,&) und & eine Unter—o—Algebra von 3.
Dann heif3t Y unabhéngig von &, wenn gilt:
P[{YOB}nG|=P[YIB|[P[G| 0GI®,BIG.
Prozesse mit unabhédngigen Zuwdachsen besitzen die Markoff-Eigenschaft.

29 Lemma. Se X ein d-dimensionaler Prozel3 auf (Q,F,P) mit unabhdngigen und stationdren
Zuwéchsen. Dann gelten mit Q(sx;B) := P[x + X sXgl Bl [: | 1B(x+XS(w)—XO(w) P[dw] |:

@ die Abb. xr Q(sx;B) issmb Us, 0B ‘Bd;

(b) Xy
X . _ :

(© P[Xt+SD B |St] = Q(S,Xt,B) (= P[Xt+SD B|Xt] Markoff—Eigenschaft).

. . X _
+s~ Xt ist unabhdngig von St Ost;

Bew. a) folgt leicht aus der Vorstufe zu Fubini.
b) Fur O<t <..<t <t, nlN, sind Xor th— X e Xy — th,X

tl,...,xtn,xt) als Funktion von (XO’th_XO""'Xt — th) unabhéngig von Xt . X

— Xt unabhéngig.

1 t+s

Somit ist (XO,X t

Mit einem Dynkinargument folgt nun wie bei 2.4 die Behauptung.

c) Gemal (b) ist (w,B) + P[X;, .— X O Bl (= P[XS—X0 0B]) einebedingte Verteilung von Xirg— X

t
X,) 0 B]. Es

t+s

bzgl. S): [vgl. Sto. Pro. 1.7a]. Sei nun f(X,y) := x+y. Dann gilt Q(sx;B) = P[f(x,Xt+S—
folgt dann, da8  P[X,, < 0 B|F;] = P[f(X.X,,cXJ O BF(] = QsX(@)B) eine bedingte

Verteilung von X, cist [vgl. Sto. Pro. 1.10h].[]

2.10 Proposition. Eine d—dim. Brownsche Familieist eine MF.
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Bew. Sei y der Startpunkt. Wir verwenden nur die Eigenschaften aus 2.7 und nicht 2.5. Die Punkte (i)
. . . d
und (iv) aus Def. 2.3 sind klar. Nun gilt P [W 0 B] = P, [x + W, - W,y UB] = X N(x;.s) [B] =

Py [X + W-Wq OB] =: Q(sx;B). Insbesondere ist P, [W [ B] mef3bar in x.

Lemma2.9a,c (mit W =X, Py = P) liefert nun (ii) und (iii) aus Def. 2.3. []

2.11 Definition. Sei W d—dim. standardisierte Brownsche Bewegung.
Fir b O IRd und eine invertierbare Matrix o [ [Rdxd sel X = (Xt, t0) = (tb+ o0 Wt’ t=0);

dann heif3t (X,F) d—dim. Brownsche Bewegung mit Drift b und Dispersons— koeffizienten
(—matrix) o.

Im Fall d = 1 etwa kann man sich vorstellen, dal? ein Wind ein Partikel mit konstanter Geschwindigkeit
b driften 143t und o ein Mal fir die Hohe der Amplituden der Zickzackkurven ist [welche etwa mit
steigender Temperatur wachsen]|. Dann gilt Xt 00 N(bt, o2t) und (Xt) hat unabhangige und stationare

Zuwaéchse.

2.12 Bemerkung. Wie in 2.5 kann mit etwas mehr technischem Aufwand eine Markoff—Familie
konstruiert werden, die als Modell fir eine d—dim. Brownsche Bewegung mit Drift b und Dispersions—
koeffizienten o und beliebigen Startpunkten x O Rd dient.

2.13 Bemerkung. Ein zusammengesetzter Poissonprozef3 X = { Xp t>0} wird konstruiert mit Hilfe einer
unabhéangigen Folge Zl’Yl’ZZ’YZ"" mit ZmEExp()\), und YmD Q, m=1, fir ein O<A<oc und ein

W-Mal3 Q auf R. Setze TO =0, Tn = Zl+"'+zn’

N

Ne=n auf {T st<T .} nONg, X =350, 20

t
Dann haben (X,N) = {(X;N,), t20} und somit N = {N,, t=0} und X = {X,, t=0} unabhéngige und

stationdre Zuwachse (zunéchst ohne Bewels).
Wie in 2.5 kann eine Markoff—Familie konstruiert werden, die als Modell fur einen zusammengesetzen
Poi ssonprozef3 mit beliebigen Startpunkten x UR [oder x 2 0flr Y > 0] dient. []

Es soll die ME bzgl. allgemeinerer Ereignisse der Zukunft untersucht werden.

[020).

2.14 Definition. Sei S ={& : [0,0) » S} und T : s19),. 5 die Koordinatenabb. [Projektion]|

mit T[t(E) = &(t). Ferner sel ?6 = Uoct<oo G = o(rtt, t=0).

. . o .0 . <l0,2)
Bei einem Prozel3 X stehe Xt+ Dfur den Prozef3 Xt+ 0= (Xt+ ,$20): Qr S[ .

S
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2.15Lemma. Sei (Q,5) ein Mel3raum und X = (Xt’ t=>0) eine Familie von Abb. X;1QrS

Dann sind die folgenden Aussagen &quivalent:
i) Xt ist 3~6-—-mb 0t, d.h. X ist ein stochastischer Prozef3;

iy x:0-s0) g 3_ne—my,
t

i) X:QwDist §—Dn0OS—mb 0D mit X(Q) 0D0s%®).
t

Ein Beispiel fur D in (iii) ware D = C[0,0) bei S=R, dann gilt: Dn 0& =¢.
t

Beweisvon 2.15. "(i)3(ii)" Diese Richtung folgt aus: 0 o(nt) ist Erzeugendensystemvon 06 .
t

"(ii) > (iii)" folgt aus X (D n A) =X HA).

Die Richtungen "(ii) 3 (i)" und "(iii) 3 (ii)" sind offensichtlich. [ |

Gemal3 2.15 ist die Verteilung PX_1 von X definiert. Als kanonischer Prozel3 wirde sich also wie im

zeitdiskreten Fall = (i) af (5190, PXY) anbieten. Da  die Identitat auf SI0) ist, hat m
t

dann die gleiche Verteilung wie X. Allerdings hat dann 1t keine besonderen Pfadeigenschaften, die im
zeitstetigen Fall jedoch wichtig werden wie 81 zeigt. Insofern ist dies Modell fir den zeitstetigen Fall
oft nicht glinstig. Gemal? 2.15 ist Xt+ o Fr 06 meldbar.

S

2.16 Satz. Sei (X,{PX}) MF, so dai die Pfade von Xiy Din einer Pfadmenge D O S[O’oo) liegen O t.
DanngeltenfiurT 0D n OG-
S
() die Abb. x+ Py [X O] istmb, asoist (X,A) + Py [A] eine UW von S nach SZ(O = o(X);
. X
(i) PX,HTI87]= th[x 0r] fs ot

Beweis Se T UDn OGS, asol =D n M"mit ' 00&. Dann gilt: {Xt+DD
t t

Also kdbnnenwir 0.E. D = S[O’m) wahlen.
DieMenge {I' 0 0& ; esgelten (i) und (ii) } ist ein Dynkinsystem. Somit gentigt es, (i) und (ii) fur
t

r ={X 0ry.

t+ [

Elemente aus einem n—stabilen Erzeugendensystem zu zeigen. Ein solches bilden die Mengen der
Form: " = {m_ [ Bl,...,nSnD B,,}- Wir zeigen noch allgemeiner:

1
(2.17) 0 nON, Oss; <...<s <o, fm : S+ [0,00) mb, 1<msn, gelten:
N1 n . .
) xrE, [I'I1 fm(XSm)] ist mb;

Xq _
(ii) Ex[ngfm(xt+sm)|gt1 _Ext[ngfm(xsmﬂ fs.
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Der Bewelis wird induktiv gefuhrt. Im Falle n=1 gelten (i)'und (ii)' fur Indikatorfunktionen f1: 1B'

Der algemeine Fall folgt mit mal3theoretischer Induktion.
"IL,n»>n+1" Seidazu A St 0 St+s . Wir verwenden den Fall n=1:
m

X
E, [f, (X 5 =E fo (X = g(X
x[ n+( t+s, +1)| t+sn] Xi +Sn[ e+ Sh +1_Sn)] o t+sn)

und nun den Fall n;
AI I-ITlfm(XHs )dPx :AI Emgfm(xﬁs )[ﬂn+1(xt+s )|S)t(+s ] dl:)x
m m n+1 n

_ n
- AI I-Il fm(xt+sm) @J(XHSn) dl:)x

) F X
'AI Exmg fm(xt+sm)|gt] OlPx

N Ext[l'lgfm(xsm) @(Xsn)] dP, nach Induktionvorauss. mit fn::fn 4, fm::fm, m<n.
Dabei gilt insbesondere (mit A = Q, t=0): EX[nTl fm(Xsm)] =E [N} fm(xsm) Eg(xsnﬂ.

Alsoist x+ E, [I'I2+1 fm(Xsm)] nach Induktionsvorauss. mb und es gilt (i)' fur n+1. []

2.18 Korollar. Sei (X,{P,}) eine MF und Y : Q » R Sz(o—mb und nach unten beschrankt.
Danngilt: E,[Yod,|F] =Ey [Y] f.s 0t20,x3S
t

Dabei ist 9, : (Q.3) » (Q.5) meRbar.

Der Beweisfolgt mit mal3theoretische Induktion leicht aus 2.16
wegen % = 6(X), Y =foX und Xo, = X, s []

2.19 Definition. Ist (X,{P, }) MF, s heifen
(x,B) » P(t,x;B) := Py [Xt 0B], t=0,
die zugehorigen Ubergangswahrscheinlichkeiten (OW).

220 Korollar. Sei (X,{P, }) MF mit UW P(t,J0. Dann gilt:

@ P(t+s,x,B) = [ P(t,x;dy) P(s)y,B) (Chapman—Kolmogoroff—Gleichung);

() P xtlu Bl,...,xtnu B, =

B,] PlaXi®y) g Ity 17 2% 2% ) Pty 1% 1By

00st <...<tn < o0, BmD &, 0<smsn ON.

1
Der Beweisist eine Ubungsaufgabe.
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2.21 Beispie fiir Yo9,.

Sei 1:=1pg :=inf {s20; X [IB}, BOS, dann ergibt sich:

t+Tod, =t +inf{s20; X 08, 0 B} =inf{t+s =0, X, [ B} =inf{s>t; X 0B} = 1.

Damit erhalt man: Xroﬁt = Xt + roﬁt wegen XT(Stw) = xr(ﬁtw)(atw) = Xtt(w)—t(st(’o) = XTt(oo) fur

Tt(w) < oo, |st (X,{PX}) eine MF, ist X rechtsstetig und B offen, so ist 1 = %S nach 1.14a eine
IFif—Stoppzeit und es gilt gemal3 2.18:

X
(2.22) P [T<t+u[Fy] = th [T<u],

. _ Ny X 5 X
denn wir haben 1{Tt<t+u}_1{r<u}o’9t mitY := 1{T<u}’ {t<u} 0%, 05, (1

2.23 Bemerkung. Die allgemeine Definition eines Markoff—Prozesses kann folgendermal3en gegeben
werden.

(X,JF) heil3t Markoff—Prozef3 (MP) auf (Q,§,P) mit Zustandsraum (S,5), falls gilt:

(1) X ist eine stochastischer Prozef3;

(2) FisteineFilterunging;

(3) XistlF—adaptiert;

(4) esexidtiert eine MF (XO, { Po x0S}) mit der Markoff—Eigenschaft:

(0]
(ME) PIX;TBI] =Py [XgUB] f.s.0st B8
(X°.{P,., xCS}) heit interne MF und PX ;" hei 3t Startverteilung.

Inder Regel ist die interne MF ein auf einem kanonischen Raum definiertes Modell fir den
vorliegenden MP, das fiir jeden mdglichen Startpunkt konstruiert werden kann.

Ublicherweise geht man dazu von UW P(t,x,B) aus, die die Chapman—K olmogoroff—Gleichungen 2.20a
erfillen. An Stelle von (4) fordert man dabei:
(ME)' P[Xt+SD B |St] = P(s,Xt,B) f.s. 0st, BUG.

Fur die Existenz wird dann die zeitstetige Version des Satzes von Kolmogoroff benétigt. In (ME) wird
hier gleich die Existenz einer MF vorausgesetzt. Die UW konnen ohnehin nur in den seltensten Féllen,
so bei der BB und beim Poisson—Prozel3, explizit angegeben werden. In den Beispielen, die wir
betrachten, kann in der Tat die MF auch ohne Benutzung des Satzes von Kolmogoroff konstruiert
werden. So gibt es verschiedene schone Beweise fiir die Existenz einer Brownschen Bewegung.

Durch (ME) sind auch die UW gemaR P(t,x,B) = Py [X?DB] gegeben.

[ Der Satz von Kolmogoroff wird bei diesem Zugang nicht ben6tigt. |
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8§83 Starke Markoff—Prozesse

Seien (S,d) und (S,6) wie in 82. Jetzt soll die Markoff—Eigenschaft (ME) mit einer Stoppzeit T als
Gegenwart formuliert werden. Diese starke ME gilt im zeitdiskreten Fall stets, kann aber umgangen
werden wegen der Zerlegung: {t<eo} =0 {1=n}.

Es wird eine Beschrénkung auf {t<ew} nétig sein, da nur dort zukiinftige Ereignisse nach T in
natirlicher Weise betrachtet werden kdnnen. Dazu die

3.1 Definition. Sei (Q,F,P) und eine Unter—o—Algebra & von § gegeben. Fir GI®, COGnF heildt f
Versonvon P[C|&] auf G (kurz P[C|&] =f f.s auf G), falls f: G+ [0,1] Gn&—mbist und fallsgilt:
(3.2) P[ANC] = 5[ fdP, ADGn®, & P[AGNC] = ;4 JfdP, AD®.

Entsprechend ist eéine Version von E[Y |&] auf G definiert.
Die Restriktion von P[CnG|®]| auf G, also P[CnG|& ] |G , ist eine solche Verson von P[C|&| auf G .

3.3 Définition. (X,{PX}) heilit eine starke MF auf (Q,35) mit Zustandsraum (S,&), falls

X

X IFX—progrv ist und fur IF —Stoppzeiten 1, BIS, <0, gilt:

X
PIX +IBI3T 41 = PxT [X 0B] f.s auf {t<eo} (starke ME).

Die Def. ist sinnvoll, denn t+s, 0, ist IFif—Stoppzeit nach 1.12b. also gilt:

X

- - - X X )
Gi={T<o} 06 :=F7,, Ci={X;, IB1<w} DF 1,9, U5, 0T gemad 118

PXT [X 0 B] istferner {T<eo}n§. ,—mb nach 1.16c, 1.18b.

X

Die Formulierung der starken ME mit [F7 ist starker als die mit IF>.< Jede starke MF ist MF; wahle T=t.

3.4 Satz. Sei (X,{PX}) starke MF, so dal3 die Pfade von Xiy Din einer Pfadmenge D [ S[O’w) liegen Ot

Dann gilt fur IFZE—Stoppzeiten ,fODnOG:
t

P Xy BT 155,12 Py [XOT] fs a {r<e).

Beweis Esist X_ ¢ {1<e0}nF — & mb; somit ist X+

hach 2.16 x+ P [X 0] mb und somit er [X O] {t<e}nF ,—mb. Jetzt kann der Beweis wie in

{1<0}nF— D n 0S — mb nach 2.15. Ferner ist
t

2.15 gefuhrt werden. Dabei wird die starke ME auch fir T+s | benutzt. [ |

3.5 Definition. Sei X stoch. ProzeB auf Q, 1 : Q ~ [O,»] eine Abb., {8, t20} eine Familie von
Shiftoperatoren. Dannwird 9. : {1<e0} = Q definiert durch
9. =9, auf {t=t}, Ost<eo.
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3.5* Folgerung. Xod =X, auf {1<00}.
Fur w0 {t =t} gilt ndmlich: X(Brw) = X(Btw) =Xy doo) = Xr(w)+ doo) = X1t doo).

Im nichsten Satz wird die starke ME formuliert fiir einen Fall, wo der Abstand t—t1 zwischen der
Gegenwart T und der Zukunft t = T + (t—T) zufallsabhédngig ist. Dies kann zuriickgefiihrt werden auf die
Tatsache, dal? bei der Bildung von Ef... |S>T( +] die S)T< +—mb Zva 1 als Konstante s betrachtet werden

kann und man somit wieder in der Situation von Def. 3.3 i<t.

3.6 Satz. Sei (X,{PX}) eine starke MF auf (Q,3), T [FZE—Stoppzeit. Dann gilt:
FirBO S ist (sx)+ P(sx,B) = Py [XSD Bl [O,oo)n‘BltK‘S—mb ,und eineVersion
X : )
von P, [X, 0B|§7 ] auf {tst}ist P(t=T,X_;B), xS,

Wir beweisen eine noch allgemeinere Aussage.

3.7 Lemma Sei (X,{P, }) eine starke MF auf (Q,3), T IF)JE—Stoppzeit, Y i RxQ = R ‘BDSé— mb und

nach unten beschrankt. Dann gilt fur f(sx) := E, [Y(s,0] ,s[ R,xOS: fistBOS—mb und

X
B [Y(19) |3,

Spezidfall. Ist wie 2.18 Y unabhiangigvons,asoY : Q=R SZ(O— mb, Y >0, so folgt:

X
EX[YOST|ST

L =f( X)) f.s auf {1<eo} , xOS

= EXT [Y] f.s auf {1<e} , x[S.

Beweisvon 3.7: Wir haben gemal3 3.5*
() S OfXpy T <00} =8 HX X)) 0 f1<e} , T O 08,
Von 2.15 wissen wir % = a(X) = {X (); T 106}, dsoist
t

9. {T<w}nFl » T mebar.

Fur A 0§ gilt also gemaR 3.4:
. 1 X ) X

(3.4) PP AT =Py [A] auf frse} furADEG X0

Dabei gilt fir Q(iA) := P, [A] , AU, gemaR 2.16(1): (+*) Qist eine UW von (S&) nach (2.320).
Betrachte erst Y (s.6) = 19 [, () , C0%B, A D 3.
Dann gilt f(sx) = 1C(s) [P, [A] und somit: f ist BOS— mb und nach (3.4)* gilt:

BV 3741 = 1O P, A)IT,] = 160 Py [A]
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denn 1 ist nach 1.16¢ S>T(+—mb. Der Fal Y(sw) = 1B(s,oo), B [ ‘BDS?)Z folgt jetzt mit einem
Dynkin—Argument, und der allgemeine Fall folgt schlief3lich mit maf3theoretischer Induktion. [ ]
Beweisvon 3.6. Sei t fest. Fir sO R, w 0 Q betrachte Y(sw) := 1[0’00)(t—s) A (X;_(w); dann ist
Y ‘BDSZ(O—mb; denn wegen der Progressivitat von X ist (u,w) + 1B(Xu(w)) %lmgé—mb (vgl 1.6c).
Esgilt Y(S,19T) = 1[0,00)(t—s) ELB(XT +t—s) nach 3.5 und Y(r,ST) =1 (1st) ELB(Xt) :

Mit f(sx) = E, [Y(s,O] = 1[0,00)(t—s) [P(t—s,x,B) folgt die Beh. []

Esfolgt ein hinreichendes Kriterium flr die starke ME.
3.8 Satz. Sel (X,{PX}) rechtsstetige MF auf (Q,3) mit UW P(sx; [J. Dann ist (X,{PX}) eine starke MF

unter der folgenden Feller—Bedingung:
x e P(sx; 0 ist w—folgenstetig, d.h. P(s,xn; 0 W P(s,xo; O fur XX 0s.

Beweis: Fir f O Cb(S) ist nach Vorauss. X~ E, [f(X S)] stetig und somit t - Ext [f(X S)] rechtsstetig.

¢ . ke k-1 Kk e fT T
Sei 1 I, —Stoppzeit und T, h furTsr < ﬁbw. T=0 fur 1=co.

[Dann ist T ubrigens IF—Stoppzeit mit abzahlbar vielen Werten. Fir solche gilt — wie im zeitdiskreten

Fall — die starke ME stets. Dies soll hier gerade ausgenutzt werden.| Esgilt:

T<T sr+l und f(X -+ f(X

n o Tn+s) flr n+oo auf {1<o0}.

T+S)
Sei nun der Startpunkt x fest gewahlt und P := PX sowie A [ S)T( 4 dannist
AE =An {% <1< %} 0 3}/, 9emaf 1.20 und wegen der ME:

AEf f(Xrn+s) dp = AE[ f(Xk/n + s) dP

= AE f Eka[f(xs)] dP= AE f EXTn[f(XS)] dP.

Durch Summation tiber k ergibt sich mit A_:= A n {1<wo}:

f(X dP= E f(X )] dP.
Arf ( 'l'n+S) AT.[ Xrn[( s)]

Fir n»co folgt wegen maj. Konv.:

(3.9) AL f f(X g dP= AL f EXT [f(XQ] dP.

Die starke ME ergibt sich nun, wenn man den Schluf3 von fDCb(S) auf 1B durchfiihren kann. Sei dazu
o.E. P[AT] >0. Mit definieren jetzt W—Mal3e p und v auf &
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u[B] =, [ 15X JdP/P[A] und v[B] =, [ E, [15(X)] dP/P[A ],
T T T
so dai die linke Seite von (3.9) gerade [fdu DP[AT] und die rechte Seite [fdv [IP[AT] ist. Dies erhlt

man mit maldtheoretischer Induktion. Nach (3.9) gilt [fdu = [fdv [ fDCb(S) )

Dannfolgt p=v [vgl. W.th. |, Lemma17.2. |]
Die Ergebnisse sollen nun auf die BB angewendet werden.

3.10Korollar. Eine d—dim. BF (W,{PX, x[Rd) ist eine starke MF.

Beweis: Sei fDCb(S). Esistz.z.: x+ [ f(y) P(sx,dy) = E, [f(WS)] =Ey [f(x +WS))] ist stetig;

diesfolgt aber sofort wegen maj. Konv. []

Es sollen nun Eigenschaften der BB mit Hilfe der starken ME hergel eitet werden.

Sei dazu (W,{P, }) diein 3.5 konstruierte BF auf Q = C[O,oo)d, P:=P,.Gemal 3.10ist (W,{P, }) eine

starke MF. Wegen W = idQ und PX = P(x+W)_1 gilt 5= S\g und fiir die zugehérigen UW
P(sx;B) =P, [W,OB] =P[x+W_UB],

und die starke ME 143t sich wie folgt schreiben (vgl. 3.7):
(3.11) Sei Y : Q+R F—mb und nach unten beschrénkt,
h(x) :=E, [Y] = E[Yo(x+W)].

E, [Yod |81 = EWT [Y]= h(W,) auf {t<eo} O —StoppzeitenT.

Es sollen nun mit Hilfe der starken ME, insbesondere mit dem Spiegelungsprinzip, die Verteilungen
von gewissen Zva bestimmt werden, die zu einer BB W definiert sind.

3.12 Definition. Sei d=1.

T, = inf{t=0, W;>y} istdie Uberschreitungszeit—/ Passierzeit des Niveaus y>0,

M, = max0<

t <<t
(|W,|, t20) it die (bei Null) reflektierte BB.

WS ist das laufende Maximum,

Nach 1.14agilt:
w

(3.13) Ty st —Stoppzeit,

{ry<t,WO:0}={Mt>y,W0:0},WTyzy auf {Wq =0}.
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3.14 Proposition. Fiirt >0, x <y, y > 0 gelten folgende Aussagen:
(0) W, ON(O,t) Dﬁwvl mit W, [ON(0,1) unter P;

(@  P[Wysx Mi<y] =P[x=2y <W,<x],x<y;

3.15 Satz. Fir t > 0, y > 0 gelten folgende Aussagen:
@  P[Msy]|=P[|W,|<y] =P[M-W, <y];

(b) P[ry <t] =2P[W,>y],

Ty hat die gleiche Verteilung WieyZ/W% insbesondere gelten: P[ty <] =1, E [ty] = 0o,

Gemaf 3.14b haben der Prozel M = (M,) des laufenden Maximums und die reflektierte BB [W| die

gleichen 1-dim. Randverteilungen. Dies ist fur die 2—dim. Randverteilungen nicht mehr richtig; denn
esgilt zB. fur s<t: P[M, <M.] = 0 < P[|W,| < [W_[]. Dagegen kann gezeigt werden, daf3 die

reflektierte BB |W | und der Prozel? M—W sogar als Zva mit Werten in C|[0,) die gleiche Verteilung
haben.

Die Aussagen von 3.15b gelten entsprechend auch fur negative Niveaus y, da W gemal3 Def. 2.7 durch
—W ersetzt werden kann. Die BB ist gemal3 3.15b also nullrekurrent im gleichen Sinne wie die 1-dim.
symmetrische Irrfahrt.

3.16 Bemerkung. Mit Hilfe von 3.14/3.15 lassen sich auch die [gemeinsamen| Dichten berechnen.

Die Beweisidee soll zunachst fur t:=ry an 3.15 (b) erlautert werden. Esist
Plt<t] =P[T<t, W >y] + P[T<t, W, <y] =P[W,>y] + P[T <t, W-W_<0]
?
=Pt <t —(W-W ) <0] =...+ P[T<t, W, >y] =2[P[W, >V].
Der Schritt " 2 wird Spiegelungsprinzip genannt. Der Prozel} (W,[—WT , t21) verhalt sich unabhéangig
von der Vergangenheit SVTV + SO wie der Prozef3 (Wt) unter P, seine Verteilung ist also unabhéngig

gegeniiber einer Spiegelung. Zu seiner Rechtfertigung muld die starke ME herangezogen werden.

Beweisvon 3.14. Sei wieder r::ry. (0) ist bekannt.

a) Wegen P[y+WS< x| = P[y—WS< X| = P[2y—x < y+WS] gilt:

(3.17) P(syy; (—%,x) ) = P(s)y; (2y—X,») ) (Spiegelungsinvarianz).
Somit ergibt sich mit 3.6, sowie P[Wt:x] =0 und 2y—x2y:
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P[M;>y, W, x| =P[M, >y, W, <x| =P[t<t, W <x] = {r<t}f P[Wt<x|SVTV+] dP
= ey Py (200 P CD ) [Py 2yxer) ) P
=Pt <t, W, >2y—x] = P[W, > 2y—x]
= P[W; <x-2y| = P[W, s x=2y] .
Speziell ergibt sich das Spiegelungsprinzip " 2 mity =x = WT auf {T <oo}.
Damit ergibt sich: P[M, <y, W, < x] = P[W, <X]| —P[M, >y, W, < x| = P[W, < x] — P[W, < x-2y].

[

Beweisvon 3.15. Q) P[Mt <y| = P[Wt <Y, M, < y| ; jetzt kann 3.14 (a) benutzt werden.

Die Verteilung von M,[—Wt ergibt sich aus der gemeinsamen Verteilung von Mt und Wt’ also aus 3.14
() oder mit einer Zeitumkehr:

Mt_Wt = MaX oot (Ws_Wt) = max WS:: Mt mit WS = Wt—s_W

Oss<t t

Dabel gilt:
(3.18) (VVS, 0<s<t) ist eine standard. BB auf [0,t]

wegen WO =0, Ws_wu =W, oW, ,=—(W_,;W,_JON@Os-u) Ouss dieUnabhangigkeit
der Zuwéchse folgt direkt. Also ergibt sich: P[M, —W, <y]| = P[I\N/It <y] =P[M,<y].
b) Mit (a) und (3.13) folgt: P[T <t]| = P[Mt >y = P[|Wt| >y = 2[IP[W,[ >y],adso
(3.19) P[t, <t] =2(P|Wy >y ] = PIWZ > y2H] = P[y /W5 <t] ;
dieser Ausdruck ist stetig in t, also = P[tst] und konvergiert fir t+oo gegen: 2(P[W, >0] = 1.
Wegen (3.19) gilt:

El[t] = y2 DE[WEZ] = yzlJZTTDf x 2 exp{—x2/2} dx > const %jl X2 dx = oo. [
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Kapitd 2: Martingale

§ 8 Zeitgtetige Martingale.

Neben stochastischen Prozessen auf [0,0) sollen auch solche auf [O,T]| betrachtet werden. Es sei stets
ein fester W—Raum (Q,§,P) zugrundegelegt mit einer Filterung [F = (St, t0 [0, T|nR) inF fureinT O

[0,00].
8.1 Definition. X = (X,, t 0 [0,T]nkR) sei ein stochastischer Prozef3 mit Zustandsraum R. Dabei ist T der

Zeithorizont. Dann heif3t (X,IF) Martingal [bzw. Submartingal bzw. Supermartingal |, falls gilt:
i) X ist F—adaptiert;
i) E[|Xt|]<oo 0t0;

i) E[X|8g =X f.s Dsst [bzw. "2" bzw. "<"].

Die Eigenschaft (iii) bedeutet: X ist eine Version von E[Xt|SS]. Offenbar ist (iii) in der Situation

8.1a,b &quivalent zu
i)’ AI (xt—xs) dP=0 DAL T sst [bzw. "2" bzw. "<"].

8.2 Beispidl: Brownsche Bewegung. Sei W eine 1-dim. standard. BB.
@ (W) ist ein Mart, esgilt:
W o

E[W, — W, |§8 | = E[W, ~ W] =0 fir st
denn der Zuwachs Wt — WS ist unabhdngig von S\g/ (vgl. 2.9).
() (W5-t)F) ist ein Mart und (W2)F) ist ein Submart. Diesfolgt aus

2 .2 2 2
E[WZ — W[ 3] = E[(W, ~ W + 2W W, — 2W2| 3]
2

= E[(W, ~ WQ%] + 2W W, |F ] —2W=t-520 . ]

8.3 Beigpiel: Poissonproze3. Sei N ein Poisson—Prozel3 mit Intensitit A 0 (0,c0), [F die kanonische
Filterung und Mt = Nt — A . Dann hei3t M kompensierter Poisson—Prozef3.

N und M haben unabhangige und stationdre Zuwachse; deshalb folgt wie in Beispiel 8.2:
(MJF) und (M2 —At), ) sind Martingale, und (M2JF) und (N,F) sind Submartingale. []

84 Lemma Sei (X,F) Mart [bzw. Submart], ¢ : R - R konvex [bzw. konvex und isoton],
soda3 ¢(X,) fur t=0intb. ist. Dannist (§(X),F) Submart mit ¢(X) := (¢(X,), t=0).

Der Beweisverlauft wie im zeitdiskreten Fall. Ein Beispiel ist ¢(x) = x2.
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Viele Aussagen fiir zeitstetige [Sub—| Martingale kdnnen auf entsprechende Aussagen flir zeitdiskrete
Prozesse zurlickgefihrt werden Dabei ist es bequem, auch zeitdiskrete [Sub—| Martingale mit einer
abzéhlbaren Indexmenge | = {to <t < ..} 0 [0,0) zuzulassen. Der Begriff einer Stoppzeit T mit

Werten in | oder 10{«} und die Resultate iber [Sub—| Martingale mit Indexmenge | 0 NO{co}
Ubertragen sich in natiirlicher Weise. (Setze etwaMn = Xt )
n

8.5 Stoppsatz. Ist (X,IF) rechtsstetiges Submart und sind o,t beschrankte [F —Stoppzeiten mit 0 < T, so
sind XG und XT intb und es gilt:
E[XT|SG+] 2 X5 f.s..

Nach 1.18ist X5 SG+—mb mit S5+ U8, 0T

Ist 0 sogar F—Stoppzeit, so folgt in der Situation von 8.5 erst recht:
(8.6) E[X 851 2 X5 f.s;

denn X o ist dann So—mb nach 1.18/1.20.

8.7 Folgerung Fir Martingale X erhdlt man im Stoppsatz "=" anstelle von ">", da dann
sowohl X alsauch —X Submart ist.
8.8 Folgerung. Ist (X,IF) rechtsstetiges Submart [bzw. Mart], soist auch (X,F,) Submart [bzw. Mart].

Beweisvon 8.5. Sei etwa 1 <N ON. Zu zeigen ist neben der Integrierbarkeit:
8.9 Beh. AIXGdPsAjXTdP fUrADSGJr.
Sei o, = k/2" auf {(k—l)/2n <0< k/2n} fiir k= 1,...N 2" und T, entsprechend definiert. Dann gilt:
0<0,<T ST, 4,0, 10,1 171 Wegen{o, < k/2n} ={o< k/2n} 0 3y on Sind o, und entsprechend
T gemaf 1.11 F—Stoppzeiten mit [vgl. 1.16e und 1.21|

S, U8, U8 U&

o* o Th Tha

Nun kann als Vorstufe Folgendes gezeigt werden:

(*) Beh. AfxondPsAjXdeP fUrADSGnDSCH,msn

Die Zufallsabhangigkeit von o beherrscht man durch Einfiihrung von
**) AR:=An{o,=k2"} [An {0, <ki2"} \ An {o < (k-1)2"}] 0§00
und digjenige von Tm durch den zeitdiskreten Stoppsatz. Sei I = {k/2n; k=0.1,...,N m”}.

Dannist (Xt,&[, tl n) ein zeitdiskretes Submart und T Stoppzeit dazu; denn man hat wiein (**) :
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{1, =t} 0 fartOl o und {v =t} =0 fartOl\l .

Somit ist nach dem zeitdiskreten Stoppsatz [Sto. Pro. Kor. 4.6] (X t O In) Submart,

JJS' )
t/\l’m t

insbesondere XT = XN/\rm intb, ebenso ch. Esfolgt mit O und (**):

m
nfX_ dP=,nf X, N dP< ,n| X dP=,n{ X_ dP.
Akf o Akf (k/2 )/\rm Akf NAT,, Akf Tm
Durch Summation uber k erhalt man (*).
Unser Ziel ist jetzt zum Limes m=n -+ o (iberzugehen. Setzt man in (*) 0 =T, so ergibt sich:
X dP< X dP firAOJ. , msn.
A T A Tm T

=X_ und § =% ,s0ist (X
T -n"" vt —

Element. Somit ist (XT va) fur ad R gimintb [Sto.Pro. Lemma4.4]. Entsprechendes gilt fir o anstelle
n

Definiert X_ , —m=...—2,—1,0) also ein Submart mit letztem

n m’ S—m

von 1. Das gestattet den Grenziibergang m=n - oo in (*) fur A [ S+ [Sto. Pro. Kor. 4.3], wenn man X4

durch Xtva ersetzt, was nach 8.4 erlaubt ist. Also ergibt sich wegen der Rechtsstetigkeit der Pfade:

al XgvadPs [ X vadP, A3, insbesondere: E[Xva] < E[X_va] < E[Xva]

wegen T < N. Wegen monot. Konv. folgt schlieflich fiir al— das gewiinschte Resultat.
Der letzte Teil ist dem Beweis des zeitdiskreten Martingal—K onvergenzsatzes nachgebildet. | |

8.10 Stoppsatz. Sei (X,F) rechtsstetiges Submart [bzw. Mart| und Xt = (X;,., t=0) der gestoppte

tAT
Prozef3. Ist T [F, —Stoppzeit, so ist auch (XT,IF +) Submart [bzw. Mart].
Beweis. Die Adaptiertheit anF_folgt aus 1.18. Sei s<t, A [ %s+' Esgilt {t>s} [ %s+'
Mit dem Stoppsatz 8.5 folgt flr die Stoppzeiten s und T :=tA(TvS) = S
An{t>s}I X dP= An{t>s}I XgdPs< An{t>s}I XpdP= An{t>s}I Xipr 9P
Auf {t < s} gilt: Xpp = Xipp dsofolgtauch [ X, o dP= 5[ X, dP. []
Im Fall, dal3 X nicht nur Submart, sondern sogar isotone Pfade hat, ist folgender Satz gerade die
Markoffsche Ungleichung.
8.11 Maximal—-Ungleichung von Doob. Sei (X,F) en rechtsstetiges nichtnegatives Submart,
zB. X = M P fur ein Mart M und p=1. Dann gilt fiir t=0:
@ PlsUppeeet X2 O] sa_pDE[XE[)] Oa>0;
2 2
(b) E[supgeget X5l S 4E[XL].
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Bewdis Sei 0.E. E[XP] < w. &) Wahle 1= {kt2"; k=0....,2"}. Dann ist (X4 I ) zeitdiskretes

Submart. Aus der zeitdiskreten Maximal—Ungleichung von Doob und dem Beweis dazu | Sto.Pro. Prop.

4.14] folgt fur V= maxlnx D P[V,>27] s z P E{vn>z}f X'? dP<z PQg X'? dP.

Esgilt: Vn 1 sup 0] X =:V wegen der Rechtsstetigkeit der Pfade und somit
{V,>2} t {V >z}. Damit ergibt sich:
*)  P[V>z]=lim P[V >7]< z—pq\bz}j xPdp<z PE[XP].

Mit zta erhélt man die Beh.
b) Esgilt:

(%) E[VZ] =20 2PV > 2] dz
1. Bew. von (**): E[VZ] = OIOO P[V2 >y| dy; setzey = 2
2. Bew. von (**): E[VZ] = ZEE[OIV(V—U) du| = ZEE[OIV du ujv 1dz| ; benutze jetzt Fubini.
Mit (*) fir p=1 und (**) folgt:
EIV2] 203" oy X BP U2 = 200 X, of 11y 2 P =20E[X, of ¥ 17] =
= 2[E[X, V] < 20E[X?] E[VZ] 1.[]

Ein Martingal soll einen Prozel beschreiben, bei dem weder ein Trend nach oben noch ein Trend nach
unten besteht. Die obige Definition ist an die Endlichkeit des Erwartungswertes gebunden. Davon kann
man sich durch ein "Stutzung" befreien. Offenbar ist aber die Stutzung ¢n(X) =X An— X"An nicht

geeignet, da sie eine eventuell bereits vorliegende Martingaleigenschaft zerstéren kann, denn ¢n ist
nicht konvex. Dagegen kann das Stoppen eines Prozesses in Hinblick auf den Stoppsatz 8.10 eine
geeigneten Stutzung bieten.

8.12 Lemma. Sei X einreeller an [F adaptierter Prozef mit f.s. stetigen Pfaden sowie XO =0 f.s. Dann
sind T, = inf {t=0; |Xt| >n} (mitinf U :=c), nON, [ _—Stoppzeiten mit T 1 f.s. Der gestoppte

Prozef3 X(n) = (X ,t20)isteinanlr adaptierter Prozef3 mit f.s. stetigen Pfaden und:

t/\'l'n

XV <n 0tzo0 fs

Beweis Gemé 1.14 (sowie 1.23-1.25) ist 1, I, ~Stoppzeit und gemdB 1.18 ist X an ', adaptiert.
Sei Q03 mit P[QO] = 1 so gewahlt, dal} Xo(m) =0 und de) stetig 0 w [ Qy Auf Q9 gilt:
|X§n)| <n und T, t o, daX {w) auf jedem kompakten Intervall beschrankt ist. []
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Mit dem Trick aus 8.12, der Lokalisierung genannt wird, kann also etwa bei Prozessen mit stetigen
Pfaden die Integrierbarkeit erzwungen werden.
Ein Prozel3 X heif3t natiirlich gim. intb., wenn es die Familie der Zva (Xt’ t=0) ist.

8.13 Definition.(a) Eine isotone Folge (Tn) von [, —Stoppzeiten heildt Lokalisierungsfolge, falls :
T, 1o f.simFaleT=co bzw. P[0 {1 2T} =1 im Falle T<w .
(b) Ist X ein [F—adaptierter rechtsstetiger Prozel3 und existiert eine Lokalisierungsfolge (Tn), sodal}
der gestoppte ProzeR (X ,Fy mit X("W ==X, , nON, ein gim. intb. Mart ist, so heift (X.I) ein lokales
n

Martingal mit Lokalisierungsfolge (Tn).

Sowohl fir T=co alsauch fiir T<co hat man die wichtige Eigenschaft:

(8.14) Xt/\t » Xy f.s. flrn+co, t 0 [0, T|nR fur jede Lokalisierungsfolge (Tn).
n

Aus dem Stoppsatz 8.10 folgt, dal3 man die Lokalisierungsfolgen verkleinern kann:

8.15 Lemma. Sei (X,[F) lokales Mart mit Lokalisierungsfolge (rn).

(i) I1st o eine I —Stoppzeit, so ist X0 = (X t 0 [0,T|nR) wieder ein lokales Mart. mit

tAo’
Lokalisierungsfolge (rn).

(i) st (Gn) eine beliebige Lokalisierungsfolge, so sind (Tn/\O'n) und insbesondere (rn/\n) wieder
Lokalisierungsfolgen fir X.

Beweis: Nach dem Stoppsatz 8.10 ist (XM t0) = (x

tAG® t>0) ein Martingal. Sei q;a(x) ‘=

tAT O’
(|x|—0()+. Dann ist Uy konvex und somit qJ(X(n)) nach 8.4 ein Submart. Es folgt nach dem Stoppsatz
8.5: sup, E[4, (x")1] < sup, E[u, (X(™)] + 0 (01+c0).

Aus der glm. Integrierbarkeit von X(n) folgt also die von (Xg\%, t=0). Dies gilt auch fur o anstelle

von a. Sicher ist (‘l’n/\Gn) Lokalisierungsfolge. ||

Jedes Martingal ist ein lokales Martingal; man kann T,=n als Lokalisierungsfolge wahlen. Die gim.
Integrierbarkeit von (Xt’ t<n) folgt etwa aus E[an(Xt)] < E[an(Xn)] + 0 fur ateo, wobei Wy wieim
Beweisvon 8.15 gewahlt wird.

8.16 Lemma. (@) Ein nichtnegatives |okales Mart X ist ein Supermart.
(b)  EinSupermart [Submart] X mit E[X4] = E[X,] 020 ist ein Mart.
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Beweis. Sai s<t.

a) Ist (rn) eine Lokalisierungsfolge flr X, so folgt zundchst die Integrierbarkeit mit Fatou und (8.14):
O<E[X,] <limE[X

] =limE[Xg,. ] =E[X

1.
t/\rn 0/\tn 0

Aus dem Lemma von Fatou fir bedingte Erwartungwerte ergibt sich :
XS: lim XS/\Tn =lim E[Xt/\rnms] > E[lim xt/\Tn|SS] = E[Xt|SS].
b) Einerseitsgilt: Y := E[X, —X [T ] <0, anderseits E[Y] =0; alsofolgt Y =0 f.s..[]
Das obige Lemma liefert u.a. eine hinreichende Bedingung dafir, dal3 ein lokales Mart ein Mart ist.
Weitere Bedingungen bietet
8.17 Propodition. It X ein lokales Mart mit Lokalisierungsfolge (Tn), soist X sogar ein Mart unter jeder

der folgenden Bedingungen:
0) {xt/\r , NON} ist glm. intb. 0t>0;
n

(i) sup oy EIXE,. ] <w 00,
n

Beweis. Unter (i) folgt fir A [ SS und u = st aus der glm. Integrierbarkeit

AJ X dP=\[lim X . dP=lim \[X _ dP

UATn UATn

Der Fall (ii) ist ein Spezialfall von (i) [Sto. Pro. Bem. 4.2.(4)]. [ |
Die folgende Aussage ist eine einfache Folgerung.

8.18 Bemerkung. Sei X ein reller Prozef mit f.s. stetigen Pfaden sowie XO = 0 f.s. Dann ist X genau

dann ein lokales Mart, wenn (X, , _ , t=0) ein Mart ist, wobei die Folge (Tn) wiein 8.12 gewéhlt ist.

t/\Tn
Diesist eine Ubungsaufgabe.
8.19 Bemerkung. Ist M ein Mart, so gilt:

E[M|3; | =M _ f.s DO<sst mitM__ =lim Mo /-
Beweis: Esgilt M. 4, = E[M{[T_ 1/]-
Nun ist (SS_ Uy nCN) eine zeitdiskrete Filterung, sodal3 offenbar gilt:

Ss— nCON gs— 1/n) '

Aus dem Lévyschen Martingalsatz [ Sto.Pro. Kor. 4.11] folgt:
Iimn E[ Mt|SS_ 1/n] =E[ Mt|SS_] f.s.[]

=o(0
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§ 9 Stetige quadrat—integrierbare Martingale.
Es sei wieder ein W—Raum (Q,§,P) zugrundegelegt mit einer Filterung [F = (St, t0[0,T|nR) in § mit

T<eo. In Hinblick auf 8.5/8.8 kann und soll o.E. F = [F_ angenommen werden. Martingale und

Stoppzeiten sind immer solche beziglichF ..

9.1 Definition. Ein Mart X heif3t quadrat—intb., falls gilt: E[X%] <o [tx0. Hat ein Mart X

rechtsstetige [bzw. f.s. stetige| Pfade und gilt: X =0f.s. und E[|X| p] < oo [ t20fUr ein p=1,

loc loc
]

o schreiben wir X 0 P [bzw. X O Jtcp]. Ferner sei A [bzw. A, die Menge der

rechtsstetigen lokalen Martingale [bzw. mit f.s. stetigen Pfaden].

Man sieht leicht, da . P ein Vektorraum ist (wegen |x+y|p < 2pEQ|x|p+|y|p)) . Der Start in 0 ist
keine Einschrankung, denn offenbar ist X genau ein Mart, wenn X—XO ein Mart und X0 intb. ist. Bel

p=1ist die Integrierbarkeitsbedingung fir Martingale natiirlich immer erfillt.

9.2 Lemma. Sei X ein quadrat—intb. Mart, dann gilt:
(@  X%=(XZ t20) ist ein Submart;

(b) E[(XV - Xu) EﬂXt - Xs) |Sr] =0 f.s [00ssstsugy, ry;
(©  E[(X,— X%+ (X~ XQ%I5,] =E[(X,~XQI3,] fs Dossstsu, r<t

Ein quadrat—intb. Mart hat also bedingt unkorrelierte Zuwachse; und somit ist die bedingte
Varianz der Summe gleich der Summe der bedingten Varianzen.
Der Beweis von (a) folgt aus 8.4; derjenige von (b) und (c) ist eine Ubung. []

9.3 Definition. Ein rechtsstetiger, an [F adaptierter Prozel3 A heil3t wachsend, falls fast alle Pfade isoton

sind mit Ay =0 und falIsE[At] < oo [Jt20 gilt.

In9.3gilt: U, AtsAn<oo f.s.; somit sind fast alle Pfade von A reellwertig.

9.4 Definition. Existiert zu X 0 .4 2 ein wachsender Prozel3 A mit f.s. stetigen Pfaden, so da3 X2 — A
ein Mart ist, so heif3t A =: <X> Varianzenprozef3 zu X.

Man sagt auch: <X> ist ein Kompensator zu X2. Die Existenz eines Varianzenprozesses folgt aus der

sog. Doob—Meyer—Zerlegung. Diese wird hier nicht benétigt. Vielmehr kann der Varianzenprozel3 in
den hier behandelten Fallen direkt angegeben werden. Das beruht auf dem folgenden Lemma.

9.5 Lemma. Ist W eine 1-dimensionale standardisierte Brownsche Bewegung (BB), so ist <W>t =t

Varianzenprozeld zu W.
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Der Beweis folgt aus dem Beispiel 8.2. Der gleiche Varianzenprozeld ergibt sich fiir den kompensierten
Poissonprozeld mit Intensitat A = 1.

Mit Hilfe oben eingefiihrter Begriffe a3t sich ein weiteres Kriterium dafiir angeben, wann ein lokales
Mart auch ein Mart ist:

lo

9.6 Proposition. Sei X [J M © und A ein wachsender Prozef mit f.s. stetigen Pfaden, sodal3

X2—A 0 ./ltlcoc gilt. Dannist X O ,/ftcz mit Varianzenprozef3 A.
Bewels. (i) Seien (Tr']) und (TI',']) Lokalisierungsfolgen zu X bzw. XZ—A. Dann ist (rn) = (tr']/\r'r']) geman
8.15 Lokaliserungsfolge zu X und XZ—A.
. _ 2
(i) Beh.: E[Xtmn] <SE[A{].
2 _ 2 _ T 2 —
Aus E[Xt/\tn_At/\rn] =E[Xp—Agl =0 folgt namlich: E[Xtmn] = E[At/\tn] <SE[A{].
_ 2
(iii) Beh.: E[X{] < E[A].
. o . _ N 2 . 2
Dies ergibt sich mit Fatou aus: E[X{] =E[lim_ Xt/\rn] <lim, E[Xtmn] <E[A{,
(iv) Beh. X 0 4.
Aus (ii) und 8.17 (ii) folgt, dal3 X ein Mart ist und somit wegen (iii) in ,/ftcz liegt.
(v) Beh: Mit T =T ist )~(2 = (X%/\T ' Fap oM 0 N) ein nicht—negatives zeitdiskretes Submart.
n n

2

Gemal3 (iv) und 9.2a ist X~ Submart mit rechtsstetigen Pfaden. Ferner sind tAT, beschrénkte

Stoppzeiten mit AT STAT fir m < n< oo, Jetzt kann der Stoppsatz 8.5 angewendet werden.

(vi) Beh.: (X%/\T _At/\r ,nON) ist gleichmaRig integrierbar.
n n

In Hinblick auf (v) ist %2 ein nicht—negatives Submart mit letztem Element. Damit ist %2 gleichméRig

integrierbar (Sto.Pro. Lemma 4.4). Ferner ist (At oL 0 N) gleichmaRig integrierbar wegen
n

0< At M, < At und der Integrierbarkeit von At'

(vii) Beh. (X2 — A) ist Mart.
Dies ergibt sich nun mit (vi) aus 8.17(i). ||

Das folgende Lemma rechtfertig den Namen V arianzenprozef3.
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9.7Lemma Sei X U 2 mit Varianzenprozeld <X>.

@ Sind p <o <1 beschridnkte Stoppzeiten, so gilt:
2 2 2
E[(X; —X;) |Sp] = E[XT—XG|Sp] = E[<X>T—<X>0|3p] fs. .

(b) Ist T Stoppzeit, dann ist (Xt AT t=0) [ Jtz mit dem Varianzenprozef3 (<X>t AT t=0)
e — 2 4 _
undesgilt: Var[X,, ] = E[XY, ] = E[<X>, ]

Der Beweisist eine Ubungsaufgabe.

9.8 Definition. Sei M = {0<t;<...<t_=t} eine Zerlegung von [O,t]. dann sei zu s=t, (T der Vorganger
definiertalss_:=t,_, mitt)=0und die maximale Schrittweiteals ||| := max - |s—s_|.
Zu p > 0 wird die p—te [bzw. totale fir p=1 bzw. quadratische fiur p=2| Variation von X uber Il
definiert a's
(p) —vP i = D

ViT(MX) = V() = 3 o X=X [T
Zu einer reellen Funktion f(IM) schreibt man “m||l‘l||—>0 f(n) = 0, fals f(I‘In) -+ 0gqilt O (I'In) mit
||I'In|| -+ 0. It V,Ep) eine Zvamit Werten in [0,), so gelte:

i Py = yvP e i
l'm|||'|||->0Vt (I'I)—Vt nW. & I|m”|_|”_’o

Dann hei3t V{P) p-te Variation von X auf [0.t]. Der Stetigkeitsmodul zu 8 > 0 sei definiert dls:

PIVIPm) ~vP|> €120 De>o

m(X,0) :=sup {| X, =X [; 0sr<sst, sT<0}.
Hat X rechtsstetige Pfade, so ist der Stetigkeitsmodul eine Zva. Es gilt offenbar:

(9.99) vy < vPmy o, In)TP, o<p<a.
(9.9b) mt(X,é)(oo) -+ 0 flr &~ 0, fallsder Pfad X dw) stetig ist.
Heuristik: Existiert “m||l‘l||—>0 V,Ep)(l’l) = V,Ep) in einem bestimmten Sinne, so kann man mit (9.9) oft

schlieBen: V(¥ = oo fir g<p (2B. p=2, ¢=1) bei V{P) > 0 und V{P) = 0 fiir g > p bei v{P) < oo

Das nichste Ziel ist die Bestimmung von V,Ep) aus Definition 9.8 flr ein geeignetes p.

2

9.10 Satz. Sei X [ M mit Varianzenprozef3 <X>. Dann gilt fur Zerlegungen 1 von [Ot]:

- (2 —
“m||l'|||->0Vt (I‘I,X)_<X>t nW. 0t>0.

In einem ersten Schritt soll unter Beschréanktheitsvoraussetzungen sogar ,Zz—Konvergenz gezeigt

werden. Fur den Beweis der [to—Formel [s.u.| wird die Aussage etwas allgemeiner formuliert.
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9.11 Propodtion. (Der beschriankte Fall). Sei X [ Jtcz mit Varianzenprozeld <X> und sei Y €en

adaptierter Prozeld mit f.s. stetigen Pfaden, so dai fur t > 0 gilt:
OK<eo mit [X | <K, <X>.<K, |Y [ <K,0ss<t f.s Danngilt fiir Zerlegungen I von [0,t]:

: 2 t 24 _
im0 EHZgn Yo X=X )™ = of Yed<X>g] =0,
: . 2 2
insbesondere I|m”|_|”_’OE[{V,E )(H,X)—<X>t} ] =0

9.12 Erlduterung zu 9.11. Fur <X>t(oo) <o gt Sk <X>S(w) mal3definierende Funktion zu einem Mal3
ey auf (Ot]. Also ist Ojt YS(oo) d <X>S(w) = 1{<X>t < 00}(oo) Qo,qf Ys(oo) uw[ds] = It(oo)
wohldefiniert und (lt) ein adaptierter Prozefd mit rechtsstetigen Pfaden [vgl. Ubung]. []

Beweis von 9.11: Wahle Qq U § mit P[Q,] = 1, so dal3 auf Q folgendes gilt: X, <X> und Y haben

stetige reelle Pfade, [X| <K, <X><K, |Y [ <K, X5 =0. Auf Qq gilt dann fir [|1T]| -+ O:

0
zg]l’l Ys—ﬂ(s_,s] (u) » Yu J0<u<t undsomit wegen maj. Konvergenz (bzgl. uw):

— t i
J(n) := z§]r| YS_Q<X>S— <X>S_) - OI Yu d<X>U = J"

Dabei hat man |J(M)| < K2, |J'| < K2 auf Qo Somit folgt wegen maj. Konvergenz (bzgl. P):
E[{3(M) —~3'}%] +0. Setzt mannoch XM) =3 Yo X~ X )°, sobleibt 2z

E[{J() —J(I‘I)}Z] -+ 0. Esgilt nun:
E[{XM) — (M}?] = S g BN Y5 H(Xg—Xg 12— (X>g=<x>¢ )}
Der Beweis verlauft analog zu 9.2c mit Hilfe von 9.7a [vgl. Ubung].

Wegen (a%—p)%< 2o+ B9 ergibt sich:
E[{IM) - 3} < 2<2gevnx)] +EvI(n,<x)]).

Die Behauptung folgt jetzt aus den nachfolgenden Lemma 9.14. []

Beweisvon 9.10 mit Hilfe von 9.11 und Lokalisierung: Seien X, <X> wie in 9.10. Wahle QO 03 mit
P[Qg] =1, sodaB3 auf Q gilt: X = 0 sowie X und <X> haben stetige reelle Pfade. Setze

T, = inf {20; [ X[ >n} Ainf {t20; <X> >n}, inf 0 := co.
Dann ist T Stoppzeit nach 1.14 und es gilt T, 1o auf QO wegen der Beschranktheit von X und <X> auf

jedem kompakten Intervall. Dies gilt auch fir T < oo. Gemaf3 9.7 gilt flir den gestoppten Prozel3:

<) = (X, )0 42 und <XW> =<x> .

t/\'[n n
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Auf Qg gilt: |X(n) | <n, <X < n. Aus dem beschrénkten Fall 9.11 mit Y = 1 folgt insbesondere:

()] Ty — B 2
Vi (X =34 (XS/\Tn xs_/\rn) " <X>S/\Tn nW.

Nun gilt schliefilich: P[t  >t] +1 und s=sAt auf {1 >t} firsOmn.[]

2

9.13Lemma Seien 0 <t, K <o, X [ .. Unter der Voraussetzung [X | sK DO<s<t f.s. gilt fir

jede Zerlegung I von [0,t]: E[ng)(l'l)z] < 481K2.

. : : (2) ;2 _ _
Beweis: Wir schreiben Vi (m== 200 250 - _qu,sﬂﬂ,«s“' + Y=

Mit 9.2c gilt zunachst fir r 0 M0{0}:

ElSgn oo Xs— X ) 13,1 = E[0¢—X)?|5,] <4KZ.

Darausfolgt:

B2 gn sor Xs— xs—)2 X, - Xr_)z] =2 EIX, — Xr_)2 E[Yor K~ Xs_)2 S 11
S4K2E[E[zrun’r>o (Xl’_xr—)2|30” S4K2 2 4

[4K"=16[K " sowie
E[T oy Ko~ X )M S 4KPE[3 g (X~ X )] S4KZBK? 4N

[AK“=16K".
9.14 Lemma. Seien 0 < tK < oo, X [J ,/MCZ mit Varianzenprozef3 <X>. Unter der Voraussetzung
[X[¢sK,<X>,<K O0ss<t fs giltfir Zerlegungen I von [Ot]:
. 4 s
@ limnig evi¥nx =0,
- 2
®  limng VM <x>)] =0

Bewdis Esgilt: VD) <vOm)mn(x,Inh? mit mx,N[) < 4K? (vgl. (9.98).

Mit der Schwarzschen Ungleichung folgt:
e[vAm2<ev@m?) Emxin?.

Der erste Faktor ist geméaR 9.13 beschrénkt, und der zweite geht wegen (9.9b) gegen Null.
Der Beweis von (b) verlauft ebenso wegen: V§1)(I‘I,<X>) =<X> <K. []

9.15 Korollar (Eindeutigkeit des Varianzenprozesses). Ist X [ ,/ftcz mit Varianzenprozessen A und A',

so sind A und A’ nicht unterscheidbar.

Beweis. Wegen Lemma 1.3 geniigt es z.z.: At = A,E f.s. 0t. Gemald Satz 9.10 folgt:

ng)(l‘l) - <X>t nW. fir <X>t = At und <X>t = Ai. Der Limesn.W. ist aber f.s. eindeutig
[wegen P[IA —A| > €] <P[[VOm) —A | >1e] +P[IvOm) - Ay >%s]]. i
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9.16 Korollar. Ein 1-dim. standard. Brownsche Bewegung W hat f.s. Pfade, die auf jedem (noch so
kleinen) Intervall von unbeschrankter totaler Variation sind.

Hilfssatz. Jede n.W. konvergente Folge (Zn) enthdlt eine f.s. konvergente Teilfolge (an).

Kk

. . 1 : 1
Beweis: Gelteo.E. Z_ »0n.W. Dannex. (n, ) mit P[|an| >l s 127 Esfolgt: 3, P[|an|>R] < o0,

; : Cli—nfiroC—n TTm 1 :
Mit Borel—Cantelli folgt P[Q ] = O flr QJ:=0_ Tim { |an| > 51+ Auf Q  findet Konvergenz statt. | |
Beweis. Von 9.10 und 9.5 wissen wir:
(9.17) |im”|_|”*0v§2)(r|,W):t nW. 0t> 0.

Nach dem Hilfssatz existiert nun eine Folge mit
i = ir O' = {[i 2 —
I [0 mit P[QT] =1 forQ = {lim_, V§ )(nn) = t).

GemaB (9.9b) gilt auch lim _ m(W,M ) = 0. GemaB (9.98) gilt: V() < vV tm (w,m1|).
Setze V, = Ii_mn Vgl)(l'ln,W). Esgilt nun: Q'O {Vt =o}. Ist Vi=%,%0 ist also die totale Variation
in [0,t] unendlich. Dann ist auch [, 0 {V, < o} eine Nullmenge. Fir s> 0 ist W, ,— W, t 2 0 auch
eine Brownsche Bewegung. Also ist auch die totale Variation in [s,stt] f.s. unendlich. []

Nimmt man also die Brownsche Bewegung als mathematisches Modell fir die Bewegung eines
Partikels, so gelangt man gemal3 9.16 zu Aussagen, die im Widerspruch zur Newtonschen Mechanik
stehen. Ferner kann das stochastische Integral Ojt Y S(oo) dWS(w) nicht im Sinne der L ebesgue—Theorie

definiert werden. Dies geht nur, wenn der Integrator Ws(oo) sich as Differenz von zwei

mal3definierenden Funktion schreiben lat. Dann muld der Integrator aber zwangdaufig in jedem
kompakten Intervall von beschrankter Variation sein. In 810 wird deswegen ein anderer Weg zur
Definition des stochastischen Integrals beschrieben, wo das Integral nicht pfadweise (w fir w)
konstruiert wird. Die Aussage von 9.16 |af3t sich verallgemeinern.

9.18 Bemerkung. Hat X [ ,/lzcl C f 5. nur Pfade, die auf jedem kompakten Intervall von beschréankter

Variation sind, soist X nicht unterscheidbar von Y = 0.

Der Beweisreduziert sich durch Lokalisierung auf den Fall [vgl. v.Weizsicker/Winkler S.88]:

(9.19) X 0 A2

;Zut> 0 ex. eine Folge (M ?) von Zerlegungen von [0,t] mit ||I‘I?|| + 0, sodal3
sup, V,El)(l’l ?,X) = Vt quadrat—intb. ist.
Diese Bemerkung gestattet einen zweiten Beweis der Eindeutigkeit des Varianzenprozesses. Gilt

namlich X% -A, X%~ A'D ', soauch M := (X*~A) — (X~ A) =A — A" 0 4_". Die Pfade von

A—A"sind aber in jedem kompakten Intervall von beschrénkter Variation. ||
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Zum Abschluf3 soll noch eine Verallgemeinerung der Vollstdndigkeit des JZ gezeigt werden.
9.20 Satz. (Vollstandigkeit von ,/ftcz). Der Zeithorizont T sei endlich.

Ist dann (X(n)) eine Folgein ,/ftcz mit E[{X.f.n)—x.f.m)}z] + 0 fir nm - oo,

2

- 2 2 )
soex. X 02 mit supp E[{X{V = x 12| = E[{x{M - X1}2] + 0 fir oo,

1
2 setze I¥lly = (E[YZ])? < IVl g furts<T, da Y Submart igt.

2k

Beweis. Fir Y O ,/ltc

Wakle eine Teilfolge (ny) 0N mit sup,. ||Xnk — X ll<277, sogiltfiry, = x (NK).
—2k 2
1Yyr1— Yk||2,.|. <2 7" (schnelle -#“—Konvergenz) wegenn, . 4 2.

Mit der Maximal—Ungleichung 8.11 fur |Yk+1—Yk| folgt:

- —k 2k 2 —k

P[A,] = P[sup[oﬂ [ Yie1— Yl 22 7] =2 Eﬂ|Yk+1_Yk”2,TS2 .
Mit Borel—Cantelli ergibt sich somit: P[lim Ayl =0. Wahle nun Qq mit P[Q,] =1, so da3
Qy 0 lim AE und alle Pfade von X" stetig sind auf Qqy OnON. Dann existiert k0 1 Qg+ N, so daf3 auf

- —k
Qg gilt: SUp[O,T] [ Yir1— Yl €2 7 Okzkg,,
und somit SUp[OT] |Ym—Yk| 32_k+1 Dm>k2ko. *)
Damit ist {Yk(oo)} eine Cauchy—Folge bzgl glm. Konvergenz auf [O,T] fir w Q.
2

Definiert man Yt = Ii_mk th , SO gilt auf QO wegen (*): Yt = Iimk th (schnelle .#“— Konvergenz
impliziert f.s. Konvergenz. Ferner ist Y = (Yt) adaptiert und hat auf QO sogar stetige Pfade wegen der

glm. Konvergenz. Mit Fatou folgt :

¥l < I =ELm Y2 12 <Um Yl S 5y I¥igq = Yilpp <o sowie
2

||Y—Yk||2t lim ||Y k||2t 2 sk ||Yk+1 k”2,T"O (£~—Konvergenz).

Jetzt soll gezeigt werden, da3 Y ein Mart ist. Wegen E[|Y, —Y || < [[Y =Y ]|, haben wir auch

,Zl—K onvergenz, welche die Martingal—Eigenschaft erhlt.
So ergibt sich nun AI YSsz AI Yt dPfur s<t, Aﬂgswegen:

A YgOP= AT Y (OP+0() = 5 Y} (dP+0(2) = o] Y P+ 0(1).

Nach 1.23 — 1.25 existiert ein Proze? X, der von Y nicht unterscheidbar ist und dessen Pfade
reellwertig, rechtsstetig und wieder f.s. stetig sind. Fir diesen Prozel3 X gilt:

e P L P e S P e
und somit ||X(n)—X||2T->O.
Somit hat X alle gewtinschte Eigenschaften. ||
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§10 Konstruktion des stochastischen Integrals.

Die Beschreibung deterministischer Abldaufe kann durch gewéhnliche DGI. erfolgen:
X(t) = b(t,x(t)) oder dx(t) =b(t,x(t)) dt .

Hier soll nun der Fall behandelt werden, dal? b zuféllige Stérungen lberlagert sind:
dXt = (b(t,Xt) + o(t,Xt) [&t) dt.

An den stochastische Prozel3 & kdnnen folgende Forderungen gestellt werden; man spricht dann von
einem wei3en Rauschen (white noise):
Q) Fir st sind die Zva ¢ g Et unabhéngig;
(2) diezva Et, t=0. sind identisch verteilt;
3 E[Et] =0, d.h. die Et sind (0.E.) zentriert; esliegt keine systematische Ablenkung vor.
Ein solcher Prozef? & kann aber keine stetigen Pfade haben; und bei Normiertheit: E[E%] = 1 kann
(t,w) = Et(oo) nicht einmal mb sein [vgl. Bauer (1991), Aufg. 1, S. 442].
Man kann aber folgenden Zugang wahlen. Ersetze Et dt durch th, wobei W eine Brownsche
Bewegung ist. Aus den obigen Eigenschaften werden dann die folgenden:
(1)  Fir s<stAs<t<t+At gilt: AWS = Ws " As_Ws und AWt sind unabhangig;
(2) AWt ON(O,At) [it; diesimpliziert:
(3) E[AWt] =0.
Man erhélt dann die stochastische DGI..:
(10.0) dXt = b(t,Xt) dt + o(t,Xt) th &
t t
Xt = XO + OI b(s,XS) ds+ OI G(S,XS) dWS.
Umvon einer Lésung von (10.0) zu sprechen, mul also zunachst definiert werden, was man unter
einem stochastischen Integral OIt YS dWS versteht. Dabel wird, wie bereits im Anschlul3 an 9.16

erwéhnt, die Konstruktion des Integrals nicht pfadweise durchgefiihrt.

Essel (W,IF) eine 1-dim. standard. Brownsche Bewegung (BB) auf (Q,§,P). Gemal3 9.5 gilt dann:
(A1) (W) D 2 mit (QE)F=F, ;

(A2) <W>t =t,t=0, ist Varianzenprozeld zu W.

Im folgenden werden nur diese beiden Eigenschaften (A1) und (A2) benutzt werden. Esfolgt in 812 die

Lévysche Charakterisierung der BB, gemal} der dann (W,IF) notwendigerweise eine BB ist. Wir gehen

also von der folgenden Situation aus:

Voraussetzung fir 810: W ist ein Prozel3 mit (A1) und (A2). Im ersten Teil von 810 sei zudem
der Zeithorizont T endlich.
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Eine Klasse moglicher Integranden Y fur OIt stWs ist die folgende:

2>_ <2

10.1 Definition: Y 0 £~ 4 e Yid progressiver Prozefd mit

Efyf Y2ds] (=of T E[YE] ds) <.
2

2% igt also die Klasse der progressiven Elemente von JZ(Px)\l‘ 0 T])'

Die Struktur dieser Obermenge, insbesondere die Dreiecksungleichung, wird im folgenden wesentlich
benotigt. Zunachst beginnt man mit einer kleineren Klasse:
10.2 Definition: Ein Prozel? H heif3t elementar ;&> H 0 & :¢3 Es ex. eine Zerlegung M von [0,T],
sowie beschrankte § —mb Zvag , s, [s ist wieder der Vorgénger vonsin M| mit:

H(®) = S & @ g
10.3 Definition: Existiert zu einem reellen Prozel Y ein K<eo mit [V, [<K [t [f.s] fir ein K<, 0
hei3t Y [f.s.| beschrankt.

Offenbar gilt fir HO#% : H ist ein an [F adaptierter Prozeld mit linksstetigen (!) Pfaden, also progressiv,
mit Hy=0. H ist ferner beschrankt durch max - |€| . Somit folgt:
(10.4) #0 42
Fir H O & kann die Def. des stochastischen Integrals noch pfadwei se gegeben werden.
10.5 Definition: Sel H 0 # wie oben. Dann heif3t der Prozefd H.W, definiert durch
(10.6) (H.W)t =2an Es_ EQWS/\t - Ws_ /\t)
= 2gn st &s MWg=Wg ) + &gy MW — W)
mit S(t) = max {sJMNC0{0}; s<t}, stochastisches Integral von H bzgl. W.
In der atypischen Situation, dal3 der Pfad de) eine mal3definierende Funktion ist, stellt (H.W)t(oo)
also gerade das Integral (O] [ H S(oo) U w[ds] dar, wobel u © daszu W dw) gehorige Mal3 ist.
[(H.W)t ist analog zu einem zeitdiskreten durch (ES ,80M) kontrollierten Mart zu (Ws' sano{o})

definiert]. Esist leicht zu zeigen, dal3 H.W ein Mart ist. Es gilt ferner:

2 mit Varianzenprozef3 <H.W>t = ojt Hé ds,

10.7 Propodition. (a) Fur HO &% ist HW [ M
insbesondere gilt: E[(H.W)?] = E[,f* HZ ds] (fundamentale Isometrie).

(b) SNdGHDO #,a,p0R, soist o [G+BIH O #, und esgilt:
(a [G+HEMH).W =a QG.W) + BH.W) .

Der Bew. ist eine leichte Ubung. Es soll nun dem folgenden Programm gefol gt werden.
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<2> suche eine Folge (H(n)) 0 o mit

10.8 Programm. Zu Y[ .¢
(10.9) Efof " {H{"™ — Y }? dt] +0 (o) (Approximation des Integranden).

Dann folgt mit der Linearitat und der fundamentalen Isometrie in 10.7 fir m,n-co:

EFHY W) — HMw) 12 = E[HO-HM)w)2) = [ T (HV-H}2 ds] - 0

Auf Grund der Vollstdndigkeit 9.20 von thcz ex.nunein X = Y.W [ .//tcz mit:

(10.10) sup, 1 E[{(H™W.W), — (Y.W),}%] + 0 (moo) (Approximation des Integrals).

Dann definiert der Prozef3 Y.W das stochastische Integral gemafd Ojt Y dW = (Y.W)t 1]

10.11 Bemerkung.(Hauptsatz der Differential— und Integralrechnung). Ist ¢0 Jl()\1| [O,T])’ so gilt fir
f(t) := OI d(s) ds: dtf =¢ auf [O,T] A —f s. [vgl. Hewitt/Stromberg (1969) S.286] .

<2 ex. (HMy 0 2% mit (10.9).

10.12 Approximationdemma. Zu Y [ 2
Bew. (i) Approximation von Y durch beschrénkte progressive Prozesse Y.

ZuY definiere Y geman \?%K) = Ytﬂ[—K,K] (Y,). Damn ist v(K) \ieder progressiv und es gilt
E[OJT {\?t(K)—Yt}Z dt] » 0 fur K-co wegen maj. Konv. mit Y2 als Majorante.

(ii) Approximation von beschrénkten, progressiven Prozessen Y durch beschrankte adaptierte Prozesse
Z mit stetigen Pfaden.

Setze Zt = OIt \?S ds (als Stammfunktion) und Z,Em) = mE[Z — Z _ ]Jm)+] (as

Differenzenquotienten), mON. Dann sind Z und Z(m) beschrénkte adaptierte Prozesse mit stetigen
Pfaden, insbesondere progressiv. Nach 10.11 ex. zu wIQ eine Menge N [[0,Tn®B, mit A, [N =0

a _ ~

und azt(oo) :Yt(w) 0t0[0,T]| \Noo'
panngiltauch lim_  2(M(w) = ¥ () TOT\N
Damit folgt wegen maj. Konv. auf [0,T]: OIT{ Z%m)(oo) - \?t(oo)}2 dt- 0.
Wieder wegen maj. Konv., jetzt auf Q, ergibt sich E[OIT {Z,Em) - \?t}z dt] - O.
(iii) Approximation von beschrankten adaptierten Prozessen Z mit stetigen Pfaden durch elementare
Prozesse H. Zu Zerlegungen I von [0,T] sei Ht(l'l) gemali Ht(I'I) =2qn s EL(S | (t) definiert.
Dann gilt: H(M) O & und wegen maj. Konv. auf [0,T]xQ:

- T 2 41 _

I|m|||_|”_’oE[oj {H(M) —Z,}"dt] =0
Aus (i) — (iii) folgt jetzt die Behauptung. [ |

<2> . 2

10.13 Lemma. Fir YU.¢ hangt Y.W [ M wie in 10.8 defininiert, bis auf Nichtunterscheid—

barkeit nicht von der gewahlten Folge (H(n))D% ab.
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Mehr as "bis auf Nichtunterscheidbarkeit” ist in 10.13 nicht zu erwarten. Denn gilt 10.10 fir Y.W, so
auch fur jeden von Y .W nicht unterscheidbaren Prozef3.
Bew. von 10.13. Seien (H{™)1o%, i=1,2, mit

i T,4(n 2
(10.9) Ef,f {Hi(’%—Yt} dt] +0 (o) .
Gilt nun far XiDJtCZ die Beziehung:
i n 2
(10.10) sup, 1 E[{(H! ).W)t—xi,t} 10 (o),
soist z.z., dal3 X1 und X2 nicht unterscheidbar sind. Wahle eine neue Folge Hgn) als Mischung der

2

beiden gegebenen gemald HéZn—i) = Hi(n) , 1=1,2, dann gilt (10.9)i auch fir i=3. Wahle nun X DMC

3
gemaR 10.8 mit (10.10)' fiir i=3. Dann gilt auch
n 2
sup, 1 E[ {H! ).W)t—Xs’t} 140 (o)
und somit Xi = X3tf.s 0t, i=1,2, also auch Xlt:XZt f.s. Ot. Mit 1.3 folgt die Nichtunterscheidbar—
keit von X, und X,,. []
10.14 Definition. Das stochastische Integral von Y0.#~2” bzgl. W ist der bis auf Nichtunterschei dbar—
keit eindeutige ProzeR YW 0 .4 2, so da (10.10) gilt fir alle Folgen (H™)0% mit (10.9)
; - —. _. & _ t
Schreibweise: Y. W =: of Y dW , (Y. W), = of' Y aw = oty dw
In Analogie dazu soll auch die folgende Schreibweise benutzt werden: OIt Y S ds=: OIt Y dA.
Diese Definition setzt das Integral H.W fir HO &% fort; dies sieht man mit H(n)::H On. Allerdings ist
jetzt jeder Prozel3 X [ ,/ftcz, der von H.W nicht unterscheidbar ist, Version von H.W.
Das Integral wird also global auf Q als Jz—Limes und nicht pfadweise definiert.

<2>

10.15 Satz. Fir YU .¢ hat Y.W den Varianzenprozef3 <Y.W>t = Ojt Y2 dA.

Beweis. (i) Der angegebene Prozel3 At = Ojt Y2 d\ hat offenbar isotone Pfade, und es gilt nach
Voraussetzung an Y: E[A,[<co und somit P[A<eo|=1. Auf {A <o} sind die Pfade von A stetig.
Auf {A<e0}® kann aber der Fall o' Y2(@) dh < o0, oY YZ(w) dA = @ O ust, auftreten. Als eine
rechtsstetige an [F =IF adaptiert Version kann dann (At +) gewahlt werden.
(ii) Fr XO,2 gilt: E[XE-XZ| 5] = E[{XX %] %] . s<t, [vgl. 9.7a].
Alsoist (Y.W)2—A genau dann ein Mart, wenn gilt (mit X = Y.W):

2 ty2
(10.153) E[lBE{(Y.W)t—(Y.W)S} | = E[lB %j Y<dA], Os<t, B,
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Sei jetzt YD,Z ” und (H(n))DJé wiein (10.9). Dann folgt aus (10.10) :
E[15 Y W), — (Y. W) 12
= E[lBE{(H(n) W) (H(n) W) } ]7 +0(1) (Dreiecksungleichungin ¢ (P| B))
= E[1 %j (H(”)) d)\P +0o(1) ((10.158) fiir YO2% gemaR 10.7a)
= E[lB %j Y2 dr ]7 +0(1) (Dreiecksungleichungin ¢ (P‘ BX}‘l‘ Ist] )-[]
AlsKorollar ergibt sich mit 9.7b oder (10.15):

<2>

10.16 Fundamentale Isometrie. Fir YO~ gilt: E[{,f'Y dW}?] =E[ /' Y2 dA] , 0.

Mit dieser Beziehung kann etwa aus dem Verschwinden von Y auf das Verschwinden von oft Y dw
oder aus der Konvergenz von Y(n) gegen Null auf die Konvergenz von OjtY(n) dwW gegen Null

geschlossen werden.

10.17 Linearitat. Sind Y .Y, 0 %", a B OR, soist alY, +BLY,0 #~%

OI qa w]_"'BD(Z) dw = CX%IDY:L dw + B%I |:lYZ dw f.s..

und esgilt:

2 ein Vektorraum it, folgt die erste Behauptung. Wahle nun Hi(n)D%, i=1,2, im

2 folgt, deB otH{M+pHS"

Beweis. Da der ¥
Sinne von (10.9) fir Yi' Aus der Dreiecksungleichung im ¢
Approximation von o EY1+B D(2 ist. Damit ist (o [H-I&n)+[3 []Hén)).w =a EQHgn).W) + BE@Hén).W)
Approximation von (a Y 1+B D(Z).W, andererseits wegen 10.7b auch von «a EﬂYl.W) + BEQYZ.W).
Somit sind (o EY1+B D(Z).W und a EQYl.W) + BEQYZ.W) nicht unterscheidbar gemar 10.13. []

Dasfolgende Lemma zeigt, dal3 der Verlauf des stochastischen Integral bis zu einer Stoppzeit nur vom
Verlauf des Integranden bis zu dieser Stoppzeit abhéngt. Zu X := Y.W sei xt/\r wie tblich definiert.

<2> <2>

10.18 Lokaliserungdemma. Sei Y[.¢ und T Stoppzeit. Dann gilt (YtD{ =0 0 ¥

t<t}

tAT _ «t
und OI YdW—Oj YSEL WS,tzo,f.s.

fs<t} @
Bew. (0) Setze Zt = 1{tsr} und \?t = Yt[}Zt . Dann ist der Prozef3 Z adaptiert und hat linksstetige
Pfade, ist also progressiv. Somit ist auch Y progressiv und es gilt: |Yt| < |Yt| :

(1) ((Y.W)t AT,tzO) und ((\?.W)tAT, t>0) sind nicht unterscheidbar.

Der Beweis dazu ist typisch fur die Theorie. Die Eigenschaften fir [...dW werden zuriickgefihrt auf
die entsprechenden Eigenschaften fiir [...d\. Esgilt Y=Y [ ,Z<2> sowie

nach 9.7 und 10.15: E[ ((Y—\?).W)f ol =El <(Y—\?).W)>t ol =Elg th(Y—\?)Z dA] =0.
Also gilt wegen der Linearitat (Y.W),[/\T = (\?.W)t/\T f.s.. Mit 1.3 folgt die Beh. (i).
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(ii) ((\?.W)t Ap 20) und Y.W sind nicht unterscheidbar.
- ami " . 2 . ' 2 to2
Mit 9.7afolgt ndmlich E[{(Y.W)t—(Y.W)tM} 1= E[<Y.W>t—<Y.W>tM} = E[th Y= dA] =0.

Jetzt folgt die Beh. (ii) wieder aus 1.3. Damit ist auch alles gezeigt. []

2

10.19 Definition. Fir Y 0 .#~%” setzt man: 'Y aw := oJ'Y aw — fSY dw fiir Ossst.

1020 Lemma. Se Y 0 # <2

0<s<t<T; dann gilt:
(a) SItY dw = OIT 1(S,t] (U) wu qu fS,

, & beschrénkter adaptierter Prozef3, M Zerlegung von [0,t]| und

)  JEY aw=E 'Y aw fs;

© oMZgn £ Mg oW} Y, W, = gy £ 1S5Y W fs.

Bew. a) Mit dem Lokalisierungdemma 10.18 folgt die Aussage zunachst fir s=0 und dann mit der
Linearitat 10.17 und 1(3,,[] :1(0,,[]—1(0151 fur jedes s<t.

Teil (b) ist eine Ubungsaufgabe; man betrachtet zundchst den Fall YO Teil (c) folgt aus (a) und (b).

[

Jetzt soll die Definition des Integral erweitert werden, einmal auch auf den Fall T=co und zum andern
auf eine grollere Klasse # 2 von Integranden. Bel der letzteren Erweiterung braucht das Integral
lediglich ein lokales Mart zu sein.

Voraussetzung: Sei also jetzt T=co .

10.21 Definition. Sei j', i0N, die Klasse der progressiven Prozesse Y mit

(10.22) SV dh <o fs It

Dajedereelle stetige Funktion auf kompakten Intervallen beschrankt ist, gilt:
(10.23) Hat Y reellwertige, f.s. stetige Pfade, so gilt: Y [ ' iN.

10.24 Programm. Zu YD%2 definiere T, :=n A inf{t=0; Oft+ Y2\ > n} fur 0Ny, (Dabei wird wieim

n
Beweis von 10.15 eine rechtsstetige Version von OIDYZ dA genommen.) Dann ist T, nach 1.14a
Stoppzeit, und es gilt wegen (10.22): T, 1 f.s.

Setze nun Y,En) = Y,[El{T >t} Dort wo die Pfade von OI Hy2 g stetig sind, insbesondere auf der
e

2 - 2 2
Menge n .oy {ij Y“ d\ <o} vom MaR 1, gilt: Ofn {Y(n)} d\ = OIT“ YZdA<n.
Somit erhdlt man: (an), O<t<n) [ “ZI'<2> mit T =n,
sowie auf Grund des L okalisierungsemmas 10.18 die folgende K ons stenzbedingung:

(10.25) o/ YMaw = % v () aw , ostsn, f.s, msnon.
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Diese Konsistenzbedingung gestattet nun eine von n unabhangige Definition des Integrals:
10.26 Definition. Zu Y 0 %2 sai Y wiein 10.24 gewhit.
Dann definiert man das stochastische Integral f Y dW = Y.W geméR

ty aw = ty(M) g |
oY aw=3 R

mCN 1{r <t<t

m—1~

Aus der Konsistenzbedingung (10.25) folgt :

(10278 Lo 1§ ity aw=1 foctr 1 1ty aw f.s 00w,
='n ='n

@2r) "y aw = bt yVaw, ostsn, f.s0noN.
Dabei ist {Ojt Y(n)dW , Ost<n} ein Mart mit letztem Element und somit gleichméRig integrierbar.
Damit ist OI Uy dw ein lokales Marti ngal mit Lokalisierungsfolge {rn}. Die Beziehung (10.2) gilt nach

dem Lokalisierungsdemma 10.18 auch fir das Integral im Sinne von Def. 10.14. Also setzt das Integral
von Def. 10.26 das Integral von Def. 10.14 fort.

10.28 Satz. Das stochastische Integral von Y 0 # 2 bzgl. W ist der bis auf Nichtunterscheidbar—
keit eindeutige Prozel3 OJDY dw O Jtcloc, so dal fir alle Stoppzeiten T die folgende

L okalisierungseigenschaft erfillt ist:

tAT _
(10.29) OI Y dW = OI vy a (<1} dWS, =0, f.s.,
Ferner gilt die folgende fundamental e Isometrie, wenn deren rechte Seite endlich ist:
tAT 2 tAT 2
(10.30) E[{Of Y dW}| = E[OI YZdA] .

Bew. Ausder Def. 10.26 folgt, dal3 Y.W adaptiert ist. Gemal3 (10.27) ist Y.W ein lokales Mart mit f.s.

loc 2

stetigen Pfaden; somit gilt Y.W [ M Zum Beweis von (10.29) setze Y:= (YtEl{tq},tzO) 0 %

und definiere T, v wie in 10.24 zu V. Damn gilt T, < T Nun folgt mit (10.27) und dem
L okalisationslemma 10.18:

It/\TATn Ydw = IW v gw = 0 jt Yg‘) 1 dW, f.s.. Ebenso folgt:

0 {s<t}

OItATn Y dw = OJ't/\Tn/\Tn ? dw = OIt/\Tn V(n) dw = OIt ?gn) a n} dWS f.s.

{s<t
Die rechten Seiten der beiden Gleichungsketten sind aber gleich. Somit folgt:

. (ATATa v gy = 0 [Ny aw | ten, fs. .

Mit n»oo folgt jetzt (10.29). Sei nun die rechte Seite von (10.30) endlich, d.h.
YO ;{<2>, und 0.E 1At = 1. Dann folgt aus (10.29) und der fundamentalen Isometrie 10.16:

E[{of"" Y aW)?] =E[{f' Y aw}?] =E[of Y2 ] = E[f " Y2 o).
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Zum Nachweis der Eindeutigkeit wéhle X [ ﬂcl oc

mit X, = Ojt Y dW , t0, f.s. fiir alle Stoppzeiten .
. t t

Mit T=T,, und (10.27) folgt: X, = of Y™ aw = "y aw, osten, ts..

Mit nmoo ergibt sich schlieBlich: X,= oft Y dw. []

10.31 Folgerung.Ist T = o und ist Y 0 £ <%

, d.h. ist Y ein progressiver reeller Prozel3 mit
E[Ojt 2 d\] <e [t=0,s0istY.W = OI Uy aw o thcz mit Varianzenprozel}
<YW = off Y2 d\ 0.
Bew. Fiir NON setze Y| \:=(Y, 0<tsN); dann gilt: Y NDJN<2>. Aus (10.29) folgt mit T=N: ((Y.W),,
tsN) = ((Y | N.W)t t<N) f.s. , wobei das rechte Integral im Sinne von Def. 10.14 gewéhlt werden kann.

[

1032 Linearitit. (8) Sei X; 0 4/'°i=1,2 o, BOR, 0 gilt: a X +BIX, 0 kO
() Sind Y;0#%i=120a,B0R gt alY +BIY,0 #%und
of @Y +BIY,) dW = afyf Ty, dW + Bryf Y, dW fs.

Der Beweisist eine Ubungsaufgabe.
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811 Die It6—Formel.
Aus der klassischen leferentlalrechnung ist diefolgende Differentialformel bekannt:

4 (tx) = & f(tx®) + I 1ex(®) S x() = Hex) + £ 1ex(w) by,
oder df(tx(t) = Rt,x(t)) dt + f '(t,x(t)) Cdix(t).
Jetzt soll die entsprechende Formel hergeleitet werden fiir ein stochastisches Integral X anstelle der
Funktion x( 0.
Wiein 810 seil W ein Prozef3 auf (Q,§,P) mit Filterung IF, so dal3 die Bedingungen (A1) und (A2) erfillt
sind. Dabei liege 0.E. T<co vor. Nitzlich ist die folgende Klasse von Prozessen X, die abgeschlossen ist
gegeniiber der Bildung von f(t,Xt) fir hinreichend reguldare Funktionen f, was fir die Klasse der

stochastischen Integrale nicht gilt.

11.1 Definition. Ein 1-dimensionaler 1t6—Prozef ist ein reeller stochastischer Prozel? X mit [rechts—
stetigen und] f.s. stetigen Pfaden S0 darS gilt:
(11.2) X, =Xo+ o Zdh + /'Y dW , wobei Xy §5-mb. zva, 20 #% ¥ 0 #2ist

Man sagt auch: X besitzt das stochastische Differential dXt = Zt dt + Yt th.

Ein Ito—Prozel} ist also eine Verallgemeinerung einer BB mit Drift b und Dispersionskoeffizienten o;
dieser Speziafall ergibt sichmitZ=b, Y =o.

Ein [t0—Prozel ist ein speziellesf.s. stetiges Semi—Martingal X, das sich in der Form

X =X+ M +V schreiben [4@t, wobei M 0 4% undV = A, —A_gilt; die Prozesse A, haben dabei
f.s. stetige und wachsende Pfade. Hier gilt A OI Z dA.

11.3 Bemerkung. Zu Z [ 561 ex (gemal3 4.25) ein reeller Prozeld | mit rechtsstetigen und f.s. stetigen
Pfaden, sodald gilt: I OI Zd\ 20, f.s

In Zukunft ist immer diese Version | von OI Z d\ gemeint.

[ Die Modifikation kann hier gemaB 1 =0 , s > t, fiir Oft+ |Z| d\ = 0 vorgenommen werden, wéhrend

bei dem wachsenden Prozef3 A aus 10.15 die Modifikation A =oo f{r Ojt+ Y2 dA = oo zweckmalRiger

war. | |]

11.4 Definition. C 2 ([0,T],R) ist die Klasse aller reellen (stetigen) Funktionen f auf [0, T] xR
mit: f(tx) = 9 f(tx) ist stetlg,f () = (1) ist stetig, £ *(tx) = g)z(zf(t X) ist stetig.

12 _

Fur einen [t0—Prozel der Gestalt (11.2) setzt man: OI V dXx = OI V (Z d\ + OI V Y dwW , sofern

die Integrale auf der rechten Seite erklért sind.
Zidl ist der Beweis der folgenden Ito—Formel flr einen [t0—Prozeld der Gestalt (11.2):
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(11.5) (1—dim. Ito—Formel) Fiir f1C12 gilt:
f(tX,) =F0X o) + of F(sXQ ds+ ot F(sX X+ of F(sX )Y 2 ds

=f(0.Xp) + OIt {f(s,XS) +f(s Xy [ZS+% fr(sXg) D(g} ds
+ o F(sXQ IY sdW,, 120, f.5
Mit anderen Worten: f(t,Xt) hat das stochastische Differential
df(t,X,) = f(t,Xt) dt +f'(t.X)) dX, + i "(tX) d<X>y
Der Term if "(s,XS) D(g ds riihrt daher, da3 <Y.W> die quadratische Variation (Varianzeprozeld)
OI ElY2 dA in Sinne von 9.10 hat. Da das Lebesgue—Integrals in (11.2) Pfade von beschrankter
Variation hat, stellt <Y.W> auch die quadratische Variation <X>von X dar [vgl. 11.7 mit U= 1]. In

der klassischen Differential— und Integral rechnung werden nur Funktionen von beschréankter Variation,
also mit verschwindener quadratischer Variation betrachtet.

Heuristik: Zundchst soll ein heuristischer Beweis von (11.5) gegeben werden, wie er etwa bei
Ingenieuren beliebt ist. Entscheidend ist, dal3 man die Taylorformel flr infinitesimale Incremente bis
zur 2—ten Stufe benutzen mul3:

df(tX) = HtX) dt+ F(tX) (@)% +f X ) EX + 4 F(tX) (@X,)?

= HEX) dt+ (X ) OZ, dt+ Y, dW,] +5 £ (X ) TZ, dt+ Y, W,
12

2
]
= [Rt,xt) +f '(t,Xt) EZt] dt +f '(t,Xt) Y, th +1f "(t,Xt) E{Yt th
= [HLX) + £ (EX) Z,+3 £ EX) IY Z] dt + £ (LX) Y, W, .
Dabel wurde gesetzt: (th)2 = dt, was durch (9.17) motiviert ist,
(dt)2 =0, dt mwt =0, was motiviert wird durch
”m||l'l||->0 zsﬂl‘l (s—s) QXS—XS_) =0 nW.
Diese Beziehung kann mit der Methode von (9.9) gezeigt werden. Ahnlich motiviert man (dt)2 =0.[]

Aus (10.23) folgt leicht:
11.6 Lemma. Sind X,Y,Z wie (11.2), so gilt:
(FEX)20), (F(EX) Z20), G (LX) Y2200 21, (F'(tX) Y, 00 #2
11.7 Lemma. Seien X,Y,Z wie in (11.2), U ein reeller progressiver Prozel3. Es existiere ein K<co mit:
of | 1ZIdhsK, [of'Y dw] <K, of T Y2 dh <K, |U,| <K, Ost<T, f.s

Dann gilt fir Zerlegungen I von [0,T]|:
. 2 t 2 \127 _
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Der Beweis folgt fiir den Fall Z=0, f.s. aus 9.11 mit 10.15. Die Ubertragung auf den vorliegenden Fall
ist eine Ubung. []

1,2

11.8 Satz (I1t6). Sei X ein Ito—Proze? der Gestalt (11.2), fOC™<, Dann ist (f(t,Xt), t>0) ein

[t0—Prozeld mit (11.5).

Bew. In Hinblick auf 1.3 braucht nur ein fester Zeitpunkt betrachtet werden. Wegen der
Lokalisierungseigenschaft (10.29) von Y.W kann dieser als Horizont T < o angenommen werden.
. t S ty2
Setze X:= [Xg| +of  [Z] dA +sup [oJ7Y dW| + 5f" YT dA , 20.
. <2>
15 K fs., msbesondereYD;ﬁI. :
Waéhle nun QoIS mit P[Qo]:l, so dal der Pfad X dw) stetig ist und XT(m)sK gilt fur WIQ . Dann

(i) Der beschrankte Fall. Es existiere ein K<co mit X

folgt auch: [X {w) [<K 0 wlQy.

Die stetigen Funktion f, f, f ' und f " sind betragsmaRig beschrankt auf dem Kompaktum
[0,T]*x[-K,K], etwadurchK .

Sei nun I eine Zerlegung von [0, T]. Dann gilt auf Qy
f(T,XT) — f(O,XO) =24 {f(s,XS) — f(s_,XS_)}
=3 (Tf(sX9 —f(s X1 + [f(s_X9 ~f(s X )T}

=T gn (S HEXQ A+ X  YXgXg )+ "(s_,as)(xs—xs_)z}

3y (M) + (M) + (M) fiir ein Egmit [E¢ X [<|XgXg |-

V)
ad Jl) Mit Gt(l'l) = zsjl'l f(t,XS) ﬂ(s_,s] (t) gilt gerade Jl(l'l) = OIT G(IM) dA sowie:
Gt(l’l) - f'(t,Xt) auf QofUr |IM||~0. Wegen maj. Konv. auf [0,T| folgt somit:

(i) := Jl(l’l) — OIT f(t,Xt) dt-0 auf QO (, also liegt f.s. Konvergenz vor).
adJZ) Setze Ft =f '(t,Xt) und Ht(l'l) = zsﬂl‘l Fs_ ﬂ(s_,s] t). Auf QO gilt nun:
Ht(l’l) - Ft 0t<T. Die Zerlegung (11.2) bewirkt eine Zerlegung J2 = Jé + JVZV.

T
add) BMm=3 Fs Q°Zan= T HMZ .

Wegen maj. Konv. auf [0,T] mit Majorante K []Z| folgt:
(i) = M) - of T FZ -0 af Q.

ad %) M=3 Fs %{SY dw = of T H(M)Y dW wegen 10.20c.
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Mit der Linearitat 10.17 und der fundamentalen Isometrie 10.16 folgt:

E[{Gi)V}?] = EHIY M) - of TFLY dw)?] = E[{of T(HIM)-P)Y dw)?]

= E[OIT(H(I’I)—F)2 ry?2 d\] - O wegen maj. Konv. auf [0,T] *xQ mit Majorante (2K)2Y2.
adl) SetzeU, :=4f"(tX,) und J(M):=3 - U OX X )% Danngilt:

[Gig)] == |35 ~ M| < T $OF (&Y —1 (s Xg )| XX )?
<N @M VM) mitvEm) = 5 XX )
(M) := max o [XsXg [+0 und

N = M T 5 yI[-K K] ,|x—y|36% Of "tx)-f"(ty)| - 0.
Dabei gilt: &(MM)-0 fir ||M]|-0 auf Qo und r]T(ES)-»O fur 50 etwa wegen der gleichmafigen Stetigkeit

vonf" auf [O,T]x[-K,K].
Mit der Schwarzschen Ungleichung erhélt man:
E[|ita) 12 < E[np@m)?] E[VAAmy?)

dabei gilt: E[r].l.(é(l‘l))z] -+ 0 wegen mgj. Konv. auf QO und
ENVAmZ) S E[{fT Y2 dA}?] wegen 11.7 (mitU=1), dso
- 2 tv2 12
I|m|||_|”_’OE[{V.§. Y - o/t Y2dn?) =o,
und der Stetigkeit der Norm in ,ZZ, aso
E[|(iia)]|] » 0.
Fur J folgt nun aus 11.7: E[{(iiib)}] := E[{3(M) — JTUY2dA}%] » 0.
Bildet man die Differenz AT der linken und rechten Seite der Ito—Formel, so hat man jetzt die folgende
Situation:
- T T
Ay = f(T,XT) — f(O,XO) - OI .odt— OI ...th
= [@)] + [G)™) + [6)V] + [Giia)] + [Giib)];
dabei konvergieren die Klammerausdriicke |[...| fur ||1||-0 gegen Null entweder f.s. oder in einem P
p=1,2. Beide Konvergenzarten ziehen die Konvergenz n.W. gegen Null nach sich; also gilt auch AT -»0

n.W. , wobei AT nicht von N abhédngt. Dies kann nur sein, wenn AT:O f.s. gilt, was zu zeigen war.

(ii) Der unbeschrankte Fall wird durch Lokalisierung auf den beschrankten Fall zurtickgefiihrt. Sei
T, = TAINf{t20; X;>n}, C,, = {|X|sn} O 3,

[Ist X f.s. konstant oder auch nur f.s. beschrankt, so kann C := Q gesetzt werden.] Da X o.E.

reellwertige, rechtsstetige und f.s. stetige Pfade hat, ist T Stoppzeit und auf Cn giltf.s.: XT <n.
n
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Setze Y,En) =Yy D{tgn} : Z§n) =Z, ﬂ{tsrn} ; diese definieren entsprechend Prozesse X(n) und X(n).

Dann gilt nach der Lokal.—Eigenschaft (10.29): X,En) =X,,. und Xgn) =X A% X.f.n) <n auf

t/\rn tA n
Cnf.s

Wir werden uns jetzt Uberlegen, dal? die Ito—Formel flr die durch o()s indizierten GroRRen f.s. auf Cn
gilt. Wir betrachten dazu das Mal3 P = P[[JC | , wobei oE. P[C [>0 sei. Dann sind die
Voraussetzungen (A1) und (A2) auch unter P erfullt. Denn ist M Mart, CDSO mit P[C]|>0 und P :=

P[OC], soist M auch auf (Q,5,P) ein Mart.

Ferner ist die Voraussetzung des beschrénkten Falls flr X.f.n) P—f.s. erfullt. Somit gilt die Ito—Formel
in der Tat fir die durch """ indizierten GroRen f.s. auf C, Wegen {XTsn} 0 {1 =TinC,, gilt auf
{Xy=n} Xgn) = X fiir <T und somit (11.5). Wegen Q =0 {X{<n} ist alles gezeigt. []

11.9 Bemerkung. Die I1t6—Formel bleibt richtig, wenn man die Existenz und Stetigkeit von %f =f

ersetzt durch die folgende Bedingung: Es existiere eine Funktion f (t,x) mit
f(tx)—f(sx) = Sjt flux) ds 0O st, 0 x ; dabei sei f(t,) stetig und fir ng(to) =

MaX, V1K KT, [x-y|<5 | f(t,x)-f(ty)| gelte: Ojt Nk (ud) du~ 0 fir 30, 0 K<eo, 0 £20.

Der Beweisist eine Ubungsaufgabe. [ ]

1110 Beispiel. Darstellung von (W2-).

Wiahle X =W, aso X,=0,Z=0,Y =1, und f(t,x) = f(X) = x2, aso f'(x) =2x, f" =2 Nach der

0
Ito—Formel ergibt sich dann: f(X) =0+ o/ 4 2 ds+ of 2 dw, d.h.

2
t

(11.12) W

Wo=t+2 %It W dW . Also erhilt man fur das Mart (W%—t) die folgende Darstellung:

2 L _ t 2 _
t—t—Z%j W dW oder th—ZWtth+dt,

wobel sogar W [ ,Z<2> 2

gilt wegen E[oft Wg ds| = Ojt E[Wg] ds= Ojt sds=1t" <o .
Durch den Term dt unterscheidet sich (11.11) von der klassischen Kettenregel. ||

11.12 Beispidl. Die Geometrische Brownsche Bewegung.
Sei (bt+c5Wt) die Brownsche Bewegung (BB) mit Drift bR und Dispersionskoeffizienten 0>0. Dann

hei (3t
(11.133) S, = SpExp{bt+aW,} = S,Exp{oW, + (1 - %02) [d} mit u=b+} 02,

mit einer reellen So—mb Zva SO>O Geometrische BB. Es gilt offenbar stets St>0'
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Wir schreiben § = exp{Xt} :f(Xt) mit X, = Iog(SO) + bt + oW,. Diesist ein spezieller [to—Prozel

mitZ=p,Y=ound f=0,f'=f"=f. Dielto—Formel liefert nun:
f(X) =f(Xg) + of {bI(XQ + 302X )} ds+ oS o TH(X ) AW , d.h.

S, =Sy * (brod) rt s ds+ oyt SAw, oder

(1113b)  dS,=S,Oudt+odW,] mitp=b+io®

Ist der Prozel3 {St} ein Modell fir den Kurs eines Wertpapieres (Aktie, Dollar), so nennt man
[udt+o th] die zugehdrige Rendite fur das Intervall [t— dft, t).

Es kann also der Fall auftreten, dal3 u>0 gilt , was einen Aufwértstrend und damit eine Instabilitat im
determistischen Problem dEt:u [&t dt, also Et:EO [éxp{ut}, bedeutet, dald aber b:u—%02<0 gilt, was

einen Abwadrtstrend im stochastischen Problem (11.13a) nach sich zieht. Der Storterm dW kann also
eine Stabilisierung mit sich bringen.

Die geometrische BB wird oft zur Beschreibung von Kursschwankungen von Wertpapieren
herangezogen, weil einerseits St>0 und andererseits dSt proportional zu St ist.

ImFall p=0,ist St offenbar ein lokales Mart und , wie noch gezeigt wird, sogar ein Mart. Dieser Fall

wird jetzt verallgemeinert:

11.14 Beispid. Der Brownsche Exponentia prozef3.
Sei Y 0 42,20 2%, f(tx) =f(x) =€ und X, = o/ Z d\ + o' Y dW ein Ito-Prozes,

. t t _
G, = exp{oj Zd\+ OI Y dW} = f(Xt)
Danngilt f=0,f'=f" =f und somit nach der 1t6—Formel:
t 2 t
G =1+pf GOZ+1YS}d\+ o GLY dw.
Wir fragen jetzt wann (3t ein lokales Martingal ist. Diesist der Fall, wenn das A—Integral verschwindet,

2. Diese Definition vertragt schmit Z U 56lwegen YO 562

asowennZ := Y . Dann gilt also:
(1115)  G=exp{ of' Y dw — st YZdn ) .

(11.15b) G =1+, tGry dw oder dG, = Y, [G, dW, .

Ware th = Et [dit [vgl. den Beginn von §10], so erhielte man als Losung von (11.15b):

Gt = exp{oft Y dW}. Fiir das stochastische Integral wird die Rolle von G [oder exp{u (W} im Felle
Y=u] durch G; [bzw. exp{ulW, —%uzt}] ubernommen.

G ist ein nicht—negatives lokales Mart und somit nach 8.16a ein Supermart. Im Zusammenhang mit der
Girsanov—Transformation wird in 812 untersucht, wann G sogar ein Mart ist. Insbesondere wird sich
GY := (exp{u W, —%uzt}, t>0) alsein Mart erweisen. [ ]
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11.16 Beispidl. Lineare Gleichungen.
Zunachst soll das folgende Anfangswertproblem in Integralform im Sinne von Carathéodory betrachtet

werden [beachte dabei 10.11]:
£ =2(0) + of' [BOE(E + ()] ds, 0<t<T, mit of | [|B(S)|+[B(9)|] ds<co.

AlsLdsung erhdlt man
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&) = 00 [E(0) + of' §3 ds]  wobei §(1) = exp{ ' B(S) ds)
Ldsung der homogenen Gleichung ¢(t) =1 + OIt B(s) [d(s) ds ist.
Die letzte Aussage laldt sich auch aus der Ito—Formel herleiten. Die erste folgt dann mit Hilfe von

Fubini. Jetzt soll diese DGI. mit einem additiven Rauschen betrachtet werden der Form:
(11.173) th = [B(t) [V, + B(t)] dt + a(t) th mit OIT cz(t) dt < co.
AlsLdsung ergibt sich mit der [to—Formel:
- tB(s) ta(s) —
(11.17b) V= d(t) E{VO + OI 16 ds + OI 6 dWS] = (1) X
Dabei ist das stochastische Integral als Mart wohl definiert, da1/¢ in [0,T| beschrankt ist.
Zum Beweis. X ist ein 1t6—Prozef3 der Form (11.2) mit: X0 = VO’ ZS::B(S)/d)(s) und YS::G(S)/q)(s).

Offenbar gilt dann: Vt = f(t,Xt) mit f(t,x)=¢(t) X. Aus der Ito—Formel, falls B stetig ist, oder sonst aus

11.9 folgt:
V=V * of 169 X+ 09 MO |ds + o 6(9) B(S/(S) AW
=Vo+ oft [BOVg+BE] ds+ off o(9) dw []

11.18 Veralgemeinerung von 11.15 und 11.17.

Eine Verallgemeinerung von (11.15b) und (11.17a) ist die stochastische Differentialgleichung

(12.19) th = [Bt [V, + bt] dt + [At [V, + at] th.

Eine Lésung findet man in Karatzas & Shreve § 5.6, (6.30).

Als Anwendung kann man sich ein Versicherugsunternehmen denken, bei dem Vt den Kapitalstand

beschreibt. Das Unternehmen investiert einen Anteil y in einen Investmentfond mit der Rendite
[udt+o th] (vgl. Bsp. 11.12). Daneben trifft ein Pramienstrom ein mit der Pramienrate c. Zwischen

zwei Schadensmeldungen hat man dann also einen Verlauf gemaf
dv, =y, [udt+ o dwW,] +cdt. []
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8§12 Martingal—Charakterisierungen der Brownschen Bewegung, Girsanov—Transformation.
Sei wieder (Q.5,P) mit einer Filterung [F=IF _ vorgegeben und T < co.

121 Satz. (Lévy). Sei W O ., mit (W21, 20) 0 ¢/ %. Dann gilt:
(1) W,[—WS ist unabhéngig von SS , 00ss<t;
(i) W-W ON(Ot-s), 0 Ossst;

d.h. (W ) ist eine 1-dim. standard. B.B. bzgl. .

12.2 Anmerkung. Durch Verkleinerung von Q um eine Nullmenge kann erreicht werden, dal3 W (iberall
stetige Pfade hat. Man nennt einen adaptierten Prozef3 W mit [rechtsstetigen und] f.s. stetigen Pfaden
sowie mit Wo=0 f.s. und den Eigenschaften (i) und (ii) aus 10.1 aber auch eine BB. []

Bew. von 12.1. Nach Def. von .//tcloc

gilt W0=0 f.s. Esliegt die Situation von 9.6 vor mit At:t Ot; also
ist: W Jtcz mit Varianzenproze3 A. Also sind die Voraussetzungen von 88 10.11 an W erfillt. Als

Hilfsmittel verwendet man charakteristische Funktion; dazu wird das stochastische Integral mit
komplexwertigen Integranden Y benétigt. Die Def. ergibt sich zwanglos durch eine Aufspaltung in Real—
und Imaginarteil gemal:

Y dW = [0(Y)dW +i[ 0(Y) dW , falsdie Integrale auf der rechten Seite erklart sind.

Wahlenun f(x) = €% mit uTR, i=y=1; dann gilt: f '(x) = iWOEX), f "(X) = —u2TH(x). Mit einer
Aufspaltung in Real— und Imaginarteil und der 1to—Formel ergibt sich:
(12.3) exp{ ith} —exp{ iuWS} = iu%{t exp{iuw} dw —%uz %jt exp{iuw} dA.

Wegen |f|=1sind OI DD(exp{iuW}) dw und OI DD(exp{iuW}) dW Mart'e und man erhalt:
. t : —
Es,t =E[ exp{iuw} dwW | 5] =0 f.s
Sei jetzt sfest. Multipliziert man (12.3) mit exp{—i uWS}. und integriert Uber Al so folgt:
exp{ iu(Wt—WS)} —1=iuléxp{- uWS} %jt exp{iuw} dw — %uz %{t exp{iu(Wr—WS)} dr und damit
d(t) — §(9) = E[exp{iu(W-W )} 1, ] — P[A]
= ulE[E_, [exp{—iuW} 1, | —%UZEE[SIt exp{iu(W ~WJ} dr 01, |
= 4u? L Efexp{iu(W,-W )} L, ] dr =3’y  o(r) o
Damit ist ¢ stetig; daraus folgt hier auch die stetige Differenzierbarkeit.

Also muB ¢(t) = ¢(9) @xp{—%uz(t—s)} t>s, gelten, d.h.:
E[exp{iu(W-WJ}A] =P[A] Gaxp{—%uz(t—s)} ,wobei U~ exp{—%uz(t—s)} die

charakterische Funktion zu N(0,t—s) ist.
Fur A=Q erhélt man nun Aussage (ii). Fir P[A]>0und P | J:=P[ JA] ergibt sich:
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E'[exp{iu(W-WJ}] = exp{—%uz(t—s)} ,aso P[W-WJB] =N(0t-5)[B] , dh.
P[A 0 {W,~WB}] = P[A] (P[W,~WIB] fiir BB ; diesist Aussage (i). ]

Von nun an kann und soll anstelle eines Prozesses W, der die Voraussetzungen von 10.1 erfiillt, gleich
eine 1-dim. standard. BB genommen werden.

12.4 Korollar. Sei W ein reeller Proze3 mit [rechtsstetigen und]| f.s. stetigen Pfaden sowie W~=0

0
f.s., so da 0 ul(—1,1) der Exponentialproze GY mit Gl,[J = exp{th -1 u? [} , t=0,

ein lokales Mart ist. Dann ist W eine 1—dim. standard. BB.
Die Bedingung von 12.4 ist nach Beispiel 11.14 auch notwendig.

Bew. von 12.4. (i) Eine von u unabhéngige L okalisierungsfolge (Tn) fiir GY erhalt man durch

u

n
<e f.s.
t/\Tn

T, = inf {20, [W,[>n} [vgl. 8.12]. Esgilt: 0= G

Dann folgt, dai3 (GltJ AT t=0) ein Mart ist [vgl. 8.18 und Ubung].
n

(i) Es soll nun gezeigt werden, dafi3 (Wt AT t=0) und (W% AT AT, t>0) Mart'e sind. Die gleichmafige
n n

2 < n2 f.s. Dann folgt aus 12.1 die Behauptung.

Integrierbarkeit folgt aus |W AT S
T

| <n fs, W
t/\Tn

Sei dazu =0 und ADSS. Nach (i) ist

2

u _ | .
E[Gt/\Tn e E[exp{uW,U\Tn —3 Ut} (1, ] unabhdngig von t2s.

Die Differentiation nach u, die durch maj. Konvergenz gerechtfertigt ist, ergibt :

u . .
(12.5) E [(Wt Mn_ u [ﬂ/\tn) KEN M, A A] ist unabhdngig von t=s.
Eine nochmalige Differentiation liefert:
2 . .
(12.6) E[({Wt Mn_ u [ﬂ/\tn} - t/\tn) [([3‘,[J M, A A] ist unabhdngig von t=s.

Setzt man nun in (12.5a,b) u=0, so erhalt man die gewlinschte Martingal eigenschaft:
2 . .
E[Wt/\rn 1, ] und E[W} . tAT, (1, ] sind unabhéngig von ts. []

12.7 Gronwall—-Ungleichung. Seien 0<a,3,T<co und g:[0,T|-R eine mb beschrankte Funktion
mit:  0<g(t)<a+ Byt g(9 ds, Ost<T.

Dann gilt: g(t) < a @Bt , O<t<T, also g=0 im Falle a=0.
Bew.: Sei 0<g(t) < CO < oo, O<t<T. Durch Induktion erhdlt man dann:

m k m k
gt)<a qrh(w;(% (r%}) + (kgl)! Dojt g(s)(t—s)k_ldss a er,;_l (BY™, %Q Oc

=0 m! 0-

Fur k-co folgt jetzt die Beh. . []
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128 Satiz. Sel Y beschrankter progressiver Prozef3, W 1-dim. standard. B.B. und G der
Brownsche Exponentialprozef3 zu Y, also: G, = exp{ Ojt Y dw —1 %jt y2 dA}, t=0.

Dannist G ein Mart.

Beweis Sei Y durch K beschrankt. Nach Beispiel 11.14 ist G = 1+ of “GLY dW, also stets ein
lokales Mart. Gemal?3 10.24 und (10.27) erhalt man eine Lokalisierungsfolge (rn) durch:

: t ~2~2
T, =nAinf{t20; ["G"Y“dA >n} .

2

In Hinblick auf 8.17(ii) genligt esjetzt sup, E[Gt/\T

| < oo Ot zu zeigen.
n

Aus der fundamentalen Isometrie (10.30) erhalt man fur =T,
E[{o/" 6y aw}?] =E[o/" G*rY2 dA] <n
und wegen (a+b)232(a2+b2) :
o) =E[GZ, ] <E[20L + {of " GrY aw}?)] = 2011 + E[ /" GZ Y2 dA]) < 20{1+n) sowie

2 tAT 2 t <2 t 2
E[G{, ] <201+ KE[f" G, ds|) <201+ KE[,f Gg, ds|)=2+2Kh[ E[GE, ] ds.
Firg(t) =E [G% /\T] < 2(1+n) gilt also: g(t) <2+ 2K %th(s) ds. Aus 12.7 folgt somit:

E[G% M] < 22°X" Diese Schranke it unabhéngig von n. []

12.9 Bemerkung (Novikov). Die Aussage von 12.8 bleibt richtig, wenn die Beschranktheit von Y ersetzt
wird durch [vgl. Karatzas & Shreve S. 199
Efexpf [ Y2 d\}] <, 00, []

1210 Satz. (Girsanov). Sei T<eco, W eine 1-dim. standard. BB, Y en beschréankter
progressiver Prozef3 und G der Brownsche Exponential prozef3 zu Y, also:
G, = exp{of Y aw — 4 3r' Y2 dA} , t20. Sel ferner P das W-Mal mit dP = G, dP

und W := (W, — o' Y dA, O<t<T) (BB mit Drift).

Dann ist (W,F) unter P eine standard. BB (ohne Drift)..
Bei einer BB mit Drift — Ojt Y dA laft sich dieser also durch einen MalRwechsel wegtransformieren.
Die Beschrénktheit von Y 143t sich wegen 12.9 durch die dortige Bedingung ersetzen.
Wegen GT>O ist P sogar ein zu P dquivalentes Mal3, hat also die gleichen Nullmengen wie P.
Bew. von 12.10. Nach 12.8 ist G ein Mart, somit gilt: E[G;]| = E[Gy] = 1. Also ist P ein W—MaR.
Nach 12.4 geniigt es nun zu zeigen, daR GY mit Gltj = exp{u WVt —4 uzt} unter P ein Mart ist fir

|u| < 1. Zum Beweis dient das folgende
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12.11 Lemma. Seien G, Pund Pwiein 12.10 und M ein reeller stochastischer ProzeRR. Dann gilt:
(@ dl5| 5" G dP| 3 | G heil3t deshalb auch Dichteprozef3].
t t

(b) It ferner M [G Mart unter P, so ist M Mart unter P.

Bew. (i) Fir t<T und ALg, gilt: P[A] = E[GrA,] =E[G;[1,] . daG Mart unter P.
(ii) Sei nun M [G Mart unter P, s<t, ADSS. Dann folgt wegen Teil (i) und der Vorauss.:
E[M (] =E[M G 1,] =E[M,[G 1 ] =E[M[1,];asoist M Mart unter P. []

Bew. von 12.10 (Fortsetzung). Nach 12.11 genugt es nun z.z., dal3 GY E(Bt ein Mart unter Pist.

Schreibt man G:GY, so ergibt sich:

GltJ EB\,[( = exp{u WVt —%uzt} Gaxp{oft Y dwW —4 %jt 2 dA}
= exp{utW, —utgfty d\ —but+ oty dw 4 rt Y2 dh
= exp{of" (Y+u) aW S St (v ar} = YU

Y+u

Mit Y ist auch Y +u beschrénkter progressiver Prozef3, somit G nach 12.8 Mart. ||

12.12 Korollar. Esliege die Situation von 12.10 vor. Dann gilt:
o/ X AW = JfEX AW+ ofE X DY d |, Ost<T, s fiir XO#2, dh. dW = dW + Y .

Der ProzeR X.W = Uy dw ist auf (Q,3,P) und der Proze3 X.W = OIt X dW ist auf (Q,3,P) definiert

gemiR §10. Wegen der Aquivalenz von P und P hiangen aber die Aussagen "f.s", "bis auf

Nichtunterscheidbarkeit eindeutig” sowie " X[ 562" nicht von der Wahl von P oder P ab.

Die Gleichung in 12.12 gilt definitionsgemal, wenn man W als 1to—ProzeR auf (Q,F,P) auffaldt (vgl.
11.4 ff).

Bew. von 12.12. Fur Xt = Ht = Zg]rl Es_ﬂ(s_,s] ®0# gilt

(HW), = S & g Wy )= T & MWg e Wo )~ S & [ (¥ Y o

= (H.W)t - OIt HLY d\. Der algemeine Fal ist nun eine Ubungsaufgabe. []
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8§13 Die Black—Scholes—Formdl.
Das folgende Diagramm zeigt Wege zur Berechnung der Black—Scholes— Formel:

zeitdiskretes Model | — zeitdiskrete Formel
| |
zeitstetiges Modell —  zeitstetige Formel

Mit Hilfe einfacher Arithmetik kann man den Weg vom zeitdiskreten Modell zur zeitdiskreten
Binomialformel und dann von der zeitdiskreten Formel zur zeitstetigen Black—Scholes—Formel durch
einen Grenziibergang analog zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes gehen. Der Grenziibergang
vom zeitdiskreten Modell zum zeitstetigen Modell wird durch das Satz von Donsker (Invarianzprinzip)
geliefert.

Hier soll nun das zeitstetige Modell als Basis gewéhlt werden und in diesem Modell die zeitstetige
Formel hergeleitet werden.

Folgende Situation liegt zugrunde. Es bestehen zwei Anlagemdglichkeiten:

(i) Eine risikolose Anlage auf einem Bankkonto, also in ein festverzingdiches Wertpapier (bond) mit der

Zingrater. Wir schreiben:

It
Bt.—e .

Dann beschreibt Bt die Entwicklung von einer Geldeinheit auf dem Bankkonto. Eine Geldeinheit, die
man erst in t Zeiteinheiten erhdlt, hat gegenwaértig einen Wert von et

Annahme: Das gleicher gilt auch, wenn Geld geliehen wird. (Modelleinschrankung).
(Zur Vereinfachung kann man sich zunachst r=0 denken.)

(i) Eine risikobehaftete Anlage in ein kursabhdngiges Wertpapier (stock) [z.B. Aktien oder Devisen|
mit dem Kurs S Wir stellen uns hier eine Investitionin $ vor.

Annahme: Der Prozel} (St)’ der die Kursentwicklung beschreibt, ist eine geometrische BB
$=% (exp{ oW+ (p—%oz)t}, 0<t<T<oo, oder
dS, = §udt + o dW,].
Dabei ist SO > 0 bekannt, W eine 1—-dim. standard. BB mit stetigen Pfaden,
o > 0die Volatilitat und p O R der Trendkoeffizient oder mittlere Renditenrate.
Der Term [p dt + o th] beschreibt die Rendite in [t — dt, t), 1 (5 dt beschreibt die Trendprognose

und der Term [ [St th die Fluktuation.
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Die Bank bietet eine (Europdische) (call—) Option. Dabei muf3 der Kaufer z.Zt. t=0 einen Preis X

zahlen und hat daflir das Recht (aber nicht die Pflicht), zum Falligkeitstermin T ¢$ (mit ¢ > 0) fir einen
festen Wahrnehmungspreis K unabhangig von dem vorliegenden (Dollar—)Kurs ST zu kaufen.

Dannist [cLE—K] " der Gewinn des Kéufers.
Problem: Wasist ein fairer Preisx ?
: oy —prea T +
Klassische Antwort: x, = E[e " (c[5;—K) '].

In der vorliegenden besonderen Situation gibt es eine andere Antwort. Die Bank braucht (im Prinzip)
nicht tatenlos abzuwarten, ob der Kurs fallt, was glinstig fiir die Bank ist, oder steigt, was gunstig fur
den Kéufer ist. Um den Verlust bel steigendem Kurs abzusichern (hedging), kann die Bank gemal3 einer
geschickten Strategie selbst Wertpapiere kaufen (in den stock investieren).Hélt sie etwa eine positive
Anzahl von Dollar, so gewinnt sie bei steigenden Kursen und kann damit den oben beschriebenen
Verlust absichern.  Sei IF:(St, O<t<T) mit St = G(WS,Ossst).

Eine Strategie (ein Portfolioplan) der Bank ist ein progressiver Prozef3 (¢1,¢O) = {(¢1t’¢0t)’ O<t<T} mit

1

geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen: ¢1[S 0 yz, ¢0[B 0 #~. Diese Integrierbarkeitsbedingungen

werden im folgenden erfiillt sein auf Grund der Stetigkeit der Pfade (vgl. 10.23).
Dabel ist ¢1t die Anzahl an $, die z.Zt. t gehalten wird, und ci)o,[ert der Betrag, der z.Zt. t in Euro

gehalten wird. Wir schreiben ¢ := ¢1.

Dann ist der Wertprozef X = X¢ gegeben durch:

(13.2)* X, = ¢Ot B, + ¢t (5, Ost<T.

Die Wahl von ¢0 erlaubt aso eine symmetrische Darstellung von Xt in den beiden
Anlagemdglichkeiten.

Wir betrachten zundchst den Fall r=0; dannist Bt =1und

(13.2) X, = ¢Ot + ¢t (5, Ost<T.

Wir gehen jetzt davon aus, dal3 die Bank z.Zt. 0 mit dem Kapital onxo startet, welches sie etwa von

dem Kaufer als Pramie erhilt.
Eine Strategie(q),q)o) = (¢1,¢0) heil3t selbstfinanzierend, falls gilt:

dxt:q)t dSt 0t>0,
d.h. (¢,¢O) = (¢1,¢O) ist selbstfinanzierend, falls sich die Verdnderungen bei Xt lediglich aus den

Kursinderungen (und dem Zinsgewinn bei r > 0) und nicht aus Zuschufld oder Abzug von Kapital
ergeben.
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Ist (¢,¢O) = (¢1,¢O) selbstfinanzierend, so ist X also ein 1to—Prozef3 gemald

(13.2) X, =Xg+ of 05 0Sg =X+ 0L o (5 AW, + [ o (S ds

Jedes (vorgegebene) ¢ kann erweitert werden zu einer selbstfinanzierenden Strategie (¢1,¢0) gemaf
(in Hinblick auf (13.1)):

(13.3) O =X+ o 0 dSs— 0,5, , 0.

Anschaulich bedeutet dies: Man kann immer die Anzahl ¢t von Dollar vorgeben, die man in t halten

will. Der notige Kauf bzw. Verkauf von Dollar wird dann stets durch das Bankkonto ausgeglichen. Also
ist bei selbstfinanzierenden Strategien ¢0 durchd =¢ 1 festgelegt.
Gesucht sind nun xozo und ¢, so dal3 gilt:

— T - +
(13.4) Xy=Xg+ OI ¢S dSs =(c [ST—K) .
Zahlt dann der Kaufer fir die Option die Pramie Xy SO kann die Bank den Zahlungsanspruch
(contingent claim) (c [ST—K)+ risikolos absichern.

Investiert die Bank namlich in Euro und $ gemal3 der Strategie ¢, die durch (13.2) — (13.4) gegeben ist,
so hat sie zusammen mit der Pramie X gerade das K apital XT =(c [ST—K)+ erwirtschaftet.

Definition. Bei Vorliegen von X0 und ¢ mit (13.4) wird p = X0 als fairer Preis fir die Option (auf c$)

bezeichnet.
Dieser Preis ist auch aus Sicht des Kaufers fair; denn er kann ja ebenfalls mit dem Preis Xg SO

investieren, dald er in T den Gewinn (c EST—K)+ hat.
Gesucht ist also eine Darstellung (13.4). Wir machen dazu den Ansatz :
(135)  (c[5K) = {e—rT qeS,K)* :] f(T,Sp) fir einf 0 CH24([0,T)x(0.)) n C([0.T]x(0.).
Dann folgt mit der 1t6—Formel:
f(tS) = 0.5y + of (859 dS.+ of [1(s:S) + 4 "(5SY 7 [5.7] ds , t<T.
Die Ito—Formel gilt zundchst nur fir t<T, aber aus Stetigkeitsgriinden auch fur t=T.
Kann nun f so gewahlt werden, daf3 |...| verschwindet, so hat man eine Darstellung der Form (13.4)

gewonnen. Man betrachtet also das folgende Riickwarts—Cauchy—Problem:
(13.6) F(tX) + 1 "(tX) B2 X% = 0 auf [0,T)x(0.00)

f(Tx) = (B-K)", £ 0 cL2([0,T)x(0,0)) n C([0,T]X(0.9)).
Hat man eine Losung, so setzt man (vgl. (13.2) mit der 1to—Formel):

(13.7) Xg = f(O,SO) und ¢t =f '(t,St) , somit Xt = f(t,St) , 1=0.



63

Dann haben ¢ und damit gemaf3 (13.2) auch ¢O stetige Pfade.

Das Problem (13.6) wird weiter unten mit w—theoretischen Methoden gel 6st werden.
Hier soll aber zundchst die Lésung direkt angegeben werden:
(13.8) f(t,x) =
cx [@([log(ex/K) + 302 [{T-t) | /ayT-t) — K [@([log(cx/K) — a2 ({T—t) | /oyT-t) .
= cx [ (log(cx/K)/ayT—t + Lo /T-t) — K [ (log(cx/K)/oyT—t — La,/T—) .
Dabei ist ® die Verteilungsfunktion der N(0,1)—Verteilung.
Man kann nun unmittelbar nachrechnen, dal3 f eine Losung des Cauchy—Problems (13.6) ist. Hier soll
nur die Stetigkeit in t=T gezeigt werden.

139 Lemma. lim, . lim, _ f(t x )= (cxk—K)".

tnTT XX
Beweis. (i) Im Fall cx>K ergibt sich: “mtnTT ”mxn-»x f(tn,xn) = cx [ (+00) — K [P (+0) = (cx—K)+.
(i) Im Fall cx<K: Iimt 1T Iimxn_’X f(tn,xn) = X [@P(—o0) —K [@(—c0) =0 = (cx—K)J.’

n
(iii) Im Fall cx = K zeigen wir:

Zu jeder Folge (tn,xn) mit tht T, X=X exigiert eine (n) ON mit

Iimn. f(tn.,xn.) =0= (cx—K)+. In der Tat existiert wegen der Kompaktheit von R eine Teilfolge (tn.,xn.)
undeiny OR mit log(cx,,/K)/oy i —t, »y. Dann hat man wegen der Stetigkeit von & auf R:

Iimn. f(tn.,xn.) = cx[(y) —KP(y) = 0. []

Definiert man ¢ und X0 gemal (13.7), soistp = X0 ein fairer Preisfur die Option auf c$. Dabel ist Sy
gerade der Kurswert von c$ z.Zt. 0. Meist wird ¢ = 1 gewahlt. Man erhalt mit o = r+} o2

N T .
(13.10) p= Xg = f(O,SO) = ¢S5, [(d, /oyT) —K[e r [(d /oyT) mit di = Iog(cSOIK) +oa, [T.

Dies it die Black—Scholes—Formel (die hier gleich fur den allgemeinen Fall r > 0 formuliert wurde)
flr die Bewertung der Option. Bemerkenswert ist, dal3 die Formel nicht vom Trendkoeffizienten u
abhangt! Man kann auch leicht nachrechnen, dal3 p isoton ist der Volatilitat o.

[Die Preisformel ist im gewissen Sinn linear in c. Ist K = KC der Wahrnehmungspreis und p = f)c der

Black—Scholes—Preis fiir ¢ Dollar mit KC = Kl; so gilt: f)c = c[jbl. Also ist eine Restriktion auf c=1in

der Black—Scholes—Formel gerechtfertigt. |

Wirdedie Bank nicht den fairen Preis fir die Option nehmen, so ergabe sich eine sogenannte
Arbitrage-Mdglichkeit (free lunch). [Arbitrage O Ausnutzung von Preis— oder Kursunterschieden].
Dann herrschte kein Marktgleichgewicht. Wiirde die Bank etwa einen héheren Preis p > p nehmen, so
kdnnte sie p zur Absicherung ihres Verlustes nehmen und p—p als Gewinn einstreichen.
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Der Fall r > 0: Reduktion auf den Fall r = 0.
Der Werteprozeld ist gegeben durch
(13.2)* X, = ¢0t B, + ¢1t (5.
Wir schreiben auch wieder: ¢1t = ¢t'
Eine Strategie (¢t,¢0t) = (¢ 1t’¢0t) ist selbgtfinanzierend, falls gilt:
— _ rt

dXt = ¢t dSt + ¢Ot dBt = ¢t dSt + ¢0t (@ " rdt 0t=0.

Ist (¢t’¢0t) = (¢1t’¢0t) selbstfinanzierend, soist X ein [t0—Prozeld gemal3
* _ t t s . _ t t r

(13.2) Xt =Xg* OI ¢SdSS+ OI ¢Os re ~ds= Xyt o%j ¢S[SS dWS+ OI [H EI)S[SS+ ¢Osr@ S] ds.
Die Darstellung vereinfacht sich, wenn man den diskontierten Kurs(Preis)prozef3 und den diskontierten
Wertprozel3 einfihrt.
Sei dazu g(t,x) = e x [also g(t,x) = —r[g(t,x), g'(t,x) = e_rt, g"=0] und
S{ =gt (5, = 9(t.S) = Sy[exp{oW, + (u—r—%cz)t} ,

X{ =€ X, = g(tX,) = 0y + 04,05 (vl (13.1)).
Wegen der letzten Beziehung entspricht also der Ubergang zum diskontierten Modell formal einem
Ubergang zur = 0.
Aus der Ito—Formel folgt:

dS) = g(t.S) dt + g'(tS) dS, = & S dt+e " dS,.

aX{ = g(tX,) dt + g (tX,) dX, = (& T X, dt+e " aX,
—It rt —It rt

=—tle " [oqle + ¢, [F]dt+e " [, dS + g rle dt|

— —It _ r

= ¢t@ E{dSt—r[St dt] = ¢t dSt :
also ist die Strategie auch sebstfinanzierend im diskontierten Modell und:
(132 X[ =xq+ ' ¢ dSL, 20.
Diese Darstellung ist wieder analog zum Fall r = 0.
Folgerung : Ist (¢t’¢0t) =(¢ 1t’¢0t) selbstfinanzierend, so ist der abgezinste Wertprozef3 (X{) und damit

auch der Wertprozef3 (Xt) bestimmt durch X und ¢.
Jedes (beliebig vorgegebene) ¢ mit den geeigneten Integrierbarkeitseigenschaften (hier
Stetigkeitseigenschaften) kann erweitert weden zu einer selbstfinanzierenden  Strategie
(9p0gp) = (01,00 gEmal

* — t —It

(13.3) bt =Xt o) $dS —¢,& "5, 0.

Deswegen spricht man auch von selbstfinanzierenden Strategie ¢, die man sich gemal3 (13.2) erganzt
denkt.
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Diese Form fur (¢Ot) ist offenbar notwendig; sieist aber auch hinreichend.
[In der Tat ergibt sich dann mit dem Ito—Prozef3 )N(,[ =Xgt OIt ¢ ds’:
Xt = ¢Ot AR ¢t [St = ert[f(t. Mit g(t,x) := e I und der Ito—Formel erhélt man dann wie oben mit r

statt —:
Ry [ | t t
dX, = dg(t.X,) = re" X, dt + € [@X, = r (¢, [&" + ¢,[5) dt+¢" ¢, dS|

=rog @+ ¢,05) dt+ e o (&S dt+e T dS,) = ripy, " dt+ ¢, dS,. |
Gesucht sind nun xozo und ¢, so dal3 gilt:
* _ T _ T _ —T
(13.4) XT=xg+of 0,05 =€ (c5K) =(cBr—€e ' K)]
_ +
d.h. XT—(CEST—K) :
Zahlt dann der Kaufer flr die Option p = X als Pramie, so kann die Bank den Zahlungsanspruch
(contingent claim) (c [ST—K)+ risikolos absichern.
Bel Vorliegen von Xq20 und ¢ mit (13.4)* wird X0 wieder als fairer Preis fur die Option (auf c$)
bezeichnet.
Die Gleichung (13.4)* ist aber die gleiche wie (13.4), wenn man in (13.4) St durch S{ (d.h. p durch p—r)

ersetzt sowie K durch
KM= e—rT K.
Die Lésung ist also mit :

f* (t,X) = ex [@( [log(ex/K") + 402 {T—t) /oy T=t) — K" [@( [log(ex/K") — o2 T—t) | /oyT—)
die Gleichung

(13.7)* Xg:=f*(0,8)), &= '(tS), X{=*(tS).
Dabsei gilt: Xg = f* (O,SO) =S, [eb( [Iog(cSolK) + Iog(erT) ++02[T]/0yT)
—K @ T m([log(eSyK) + log(e ") —102T)]/oyT)
= €Sy Lop( [Iog(cSolK) +(r+402)[M]/oyT) — K radl Cab( [Iog(cSolK) +(r—402)[T)]/oyT) , dso

(1310¢  p=x,=cSyEp(d,) K& m(d )

mit  d, := [log(cSy/K) +a, T]/oyT, a, = r+l o2,
d_:=[log(cSyK) +a_[T]/oyT.
Diesist gerade die oben flr beliebiges r > 0 angegebene Black—Scholes—Formel.
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Bestimmung des Preises p mit rein w—theoretischen Mitteln.
Statt von einer Losung f* in geschlossener Form starten wir jetzt von der folgenden Annahme:

Annahme: f* ist eine L6sung von (13.6) mit K" statt K , so dai? gilt:
|f*(tX)| <a+Px,0<t<T fur gewissea,p OR.

. 2 . —
Esqgilt: S{:SOEGExp{GEQWthS () —$0“} mit 9 ::}%r.
Ist 9=0, so ist (S{) als Brownscher Exponentialproze? ein Mart. Dies kann durch eine

Girsanov—Transformation erreicht werden. Dazu setzt man
(13.11) W, +9t=: W2, also S =S, xp{o W —§ 04},

Nach Girsanov 12.10 ist W* eine standard Brownsche Bewegung unter P* mit
dP*:=Z; dP und Z, :=exp{-9 W, -} Szt} :

13.12 Proposition. (a) (Sy) ist ein Mart unter P*.
(b) Definiert man ¢, :=f* '(t,S) und X" wiein (13.7)*, soist X" ein Mart unter P*.
t t

Beweis: a) Wegen 13.11 und 12.8 ist S{ =S [éxp{o (Wi —%02 [} ein Mart unter P*.
b) (13.11) besagt dS; = 0[5 AW} (vgl. Beispidle 11.12/14). Aus (13.4)* folgt mit 12.12:
r_ r_ (U
dX, = ¢, dS; = ¢, 0[5 dW3 ,
asoist (X{) als stochastisches Integral ein lokales Mart. unter P* und nach (a) auch

a+ BDSr +X =+ BDSr + f(DSr) . Nach unserer Annahme ist dieser Prozef3 > 0, und somit gemaf3
Lemma 8.16 auch ein Supermart. Also ist wieder nach (a), = X" eine Supermart. ]

Allgemeine Definition. Ein (zu P aquivaentes) W—Mal3 P*, unter dem der diskontierte Preisprozef3 g
ein Martingal ist, heil3t ein (aquivalentes) Martingalmal3.

Satz13.13. p=x, = E*[X]] = E*[(cB[—K)T] dh
b = cSy@([log(cSy/K") + 02T ]/ayT) — K" [@([log(cSy/K") — 02T ]/ayT)
f*(O,cSO) = ﬁ)(T,cSO,Kr,c) ; dabei ist @ die Vf zu N(0,1) .

Beweis. Aus 13.12b erhalt man: x, = E* [ 1] 132" E¢[(crsl k).
Dabei gilt nach (13.11):

| |
S{. = Syexp{o T2 [V —%GZD'} mitu:=T 2 (W3 ON(0,1) unter P*. Mit
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A= {CES{. ~K'>0}={u> [Iog(Kr/cSO) +1 GZT]/GEF%} = {U>{} folgt:
Xg=E*[(c [S{.—Kr)ﬁ = E* [(cxq[exp{o T W —%GZT} —K') [l
= conijwexp{cr]D'% [ — %GZT} QIZTE)_% @xp{—%uz} du—K' P [A]
= coniIoo (2m 2 @xpl{—%(u—o Er?)z} du—K' P [A]
= X o @10 Exp{-dy?} dy — K 1P [2(]

|
_ 2 1
= oxo 0, ) 0T (@) texp{dy?} dy — K P [2<C]

= oXq D(-g+0T?) — K (7). []
Andererseits haben wir wegen (13.7)*: p(T,cx,Kr,c) = f*(0,x).
Das legt nahe, dal3 folgendes gilt:
f*(t,x) = p(T-t,ex,K",0) =
= oex [@([log(ex/K") + 302 T-1)]/0yT—0) — K" [@([log(cx/K") — §02 qT—t)]/oyT—) .
Dies ist gerade unser f, wenn man K durch K" ersetzt, somit unser *, also erhalten wir gerade die
Funktion f, diein (13.8) vom Himmel fiel.
Aus 0<d<1 folgt : K" < (t,x) < cx. Somit erfillt f die obige Annahme, und Proposition 13.12 und
Satz 13.13 gelten.
Damit ergibt sich der allgemeine Sachverhalt:
Der Preis (die Pramie) p fur den Zahlungsanspruch C := (c [ST—K )+ im Zeitpunkt O ist der

Erwartungswert des diskontierten Zahlungsanpruch C/BT = (0[51r.—Kr)+ unter einem

aquivalenten Martingalmal3 P*, also p = E* [C/BT] :

Zulassige Strategien.
Allgemeine Definition. Eine selbstfinanzierende Strategie ¢ heif3t zulassig fur das Anfangskapital x020,

wenn der flr den zugehorigen Werteprozef3 Xt = X? gilt

(13.14) x020, 0stsT, fs

Korollar 13.15. Obige Strategie ¢ ist zuldssig.

Beweis. Nach 13.12b ist der zugehdrige diskontierte Werteprozess X{ ein Martingal unter P*. Esfolgt:
r r ro Nt
(13.16) Xt:E[XT|St] :E[(CEST—K) |St] >20,0<t<T. []

Eine Charakterisierung p = X0 ergibt sich aus:
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13.17 Korollar. Sei ¢' eine zuldssige selbstfinanzierende Strategie und X' der Wertprozel? dazu. Aus der
Absicherungsei genschaft: X.i. >C:= ((:S.I.—K)+ f.s., folgt: Xg < x(') = X(').

Bew. Da ¢' selbstfinanzierend it, folgt wie im Beweis von 13.12b, dai3 X' ein lokales Mart unter P* ist.
Dazudem ¢' zuldssig ist, ist XT>0f.s. und somit nach 8.16aein Supermart unter P*. Esfolgt:

Xh=E*[X{' ] 2 E* [X1] 2 E¥ [C/B1] =X []

Der Preisint.
Aus der Beziehung fiir die Selbstfinanzierbarkeit X, =xy+ of ¢ dS+ o' ¢, dB

erhalten wir
T T +

XT:Xt+tI () dS+tI ¢0dB:C::(cST—K) :
Somit erhélt man in T genau den Zahlungsanspruch C, wenn man in t gerade Xt besitzt und in (t,T)
gemaldt der Strategie (¢,¢0) investiert. Mit den gleichen Argumenten wie vorher ist Xt also ein fairer
Preisfur Cint. Aus 13.12b erhdlt man dann X[ = E* [X.tr|3t] , also:
(13.18) X, =B, [E* [C/BT|&[] :
Dies ist eine Verallmeinerung von x, = E* [C/BT]. Denn es kann 3, trivial gewahlt werden mit

E* ... |3 =E*[..].

A—Hedge
Nach (13.7)* qilt fiir die selbst—finanzierende Absicherungsstrategie ¢ :

(13.19) 6= f(6S) = A®M) mit f*(t.S) = X{.
Dabel heil3t A(t) Delta der Option und ¢t = A(t) heildt Delta—Absicherungsstrategie (delta—hedge,

delta—hedging—rule). In komplizierteren Modellen, in denen y und o sowohl von t als auch von der
Vorgeschichte bist abhdngen kdnnen, ist Xt nicht in geschlossener Form berechenbar. Dann wahlt man

als Approximation fur ¢t
¢t = Axt/ASt’
wobei A die Anderung tiber ein kleines Intervall (t — At , t) ist und Xt eventuell eine Approximation fur

den Preis X, ist. []
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Vollstandigkeit.
Wieim Beweis von 13.12a gezeigt, haben wir
r_ r_ (P
dXt = ¢t dSt = ¢t cr[St th.
Damit erhalten wir fiir das Mart X" unter P*
" _ r ol _ ot r_ ot r
E [C/BT|St] =E* [XT|&[] —Xt —Oj ¢ dS —Oj ¢ o5 dwr,
insbesondere firt=T:
CB-= [ & orE dw* = [T ¢ds
T°0 0 :
Dies sind Darstellungen des Martingals X" und der Zva C/BT als stochastisches Integral und damit
Speziafall desfolgenden Martingal—Darstellungssatz.

13.20 Martinga—Darstel lungssatz
Sei W eine standard Brownsche Bewegung auf (Q,ST,P) und St = G(Wt,tZO).

(@ IstCeineZvaauf (Q,51.P) mit E[C?] <, s existiert Y [ <% (vgl. 10.1) mit
_ T
C-E[C]=4f YdW.
() 1M O 4% bzgl. () (vgl. 9.1), so existiert Y 0 % mit
_
M=ol Y dW.

Beweis. vgl. von Weizsicker / Winkler 8 9.7 Beweis von 9.7.4, Karatzas & Shreve Chap. 3, Theorem
4.15 fur den Fall, dal3 die Filterung den "ublichen Bedingungen” (vgl. 1.24) geniigt.
Aus (a) folgt (b) mit My =C, M, := E[MT|S,[] = E[OJT Y dW|St] = oft Y dWw.

Umgekehrt folgt (a) aus (b) mit M+ :=C—E[C] []

T

Definition. (a) Ein Zahlungsanspruch C heif3t erreichbar (attainable, replicable), falls ein Startkapital <

und eine selbstfinanzierende Strategie ¢ existiert mit
C =X =XS0®, dh. (mit (13.2)*):

r_ _ T
C'=ClBr=c +of ¢dS.
(b) Der Finanzmarkt [hier mit zwei Wertpapieren mit Preisprozessen (Bt) und (St)] hei3t vollstandig,

falls jeder beschriankte Zahlungsanspruch erreichbar ist, d.h. jeder beschrankter Zahlungsanspruch
beschrieben durch eine Zva C kann durch das Startkapital < und die Strategie ¢ abgesichert werden.

13.21 Satz. Der vorliegende Finanzmarkt ist vollstandig.
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Beweis. Esist ST =o(W*,0<t<T). Nach Satz 13.20 mit P*, W* statt P, W gilt:
- T _ T rH—1 r
C=cotol YAW*=cy+,f Y [0[5] “0lE dw*
=co+of Y [008] 1 dS' gemaR (13.2)*.

Mitxq=cqund ¢, =Y, [0 [S{] L ol gt die Behauptung. [ |

13.22 Korallar. In jedem vollstdndigen Markt existiert hochstens ein Martingal mal.

Beweisidee: Esist C=1, =chy + T 9™ dS' ; und esfolgt

A T, A & A
P*[A]:E*[lA]:E*[cO+OJ 0) dS]:c0
fur jede Wahl eines Martingalmal3es P*. Denn ist g Martingal unter P*, so auch OIT ¢ ds'. Also ist

P*[A] , A §y, unabhangig von der speziellen Wahl von P*. []

Arbitrage
Definition. Eine Arbitragemdglichkeit ist gegeben, falls ein Startkapital X und eine selbstfinanzierende
Strategie ¢ existieren, so dal3 fiir den zugehdrigen Wertproze3 X gilt:
(i) Xo =0, (ii) ¢ ist zuldssig (iii) P[XT >0] >0, d.h.
(13.23) () X5=0, (i) X{ >0 ,0<t<T,f.s., (iii) P[X.rr >0] >0.

Arbitragemdglichkeiten fiilhren zu einem instabilen Markt; denn jeder wiirde sie ausnutzen.

13.24 Satz. Exigtiert ein aquivalentes Martingalmal3, so existiert keine Arbitragemdglichkeit, d.h. der
Markt ist arbitragefrei..

Beweis: Sei (i) X =0, (i) X; 20, 0< t<T, f.s Wieim Beweisvon 1312 ist X' ein Iokales Mart unter

P+ ; damit ist X" nach Lemma 8.16 ein Supermart. Esfolgt:

Xo= 02 E[X1] bei X120 f.s,as0 X1 =0 f.s und (iii) kann nicht gelten. [|

Dieser Satz mit seiner Umkehrung bilden einen Fundamental satz.
Die Aquivalenz der Vollstandigkeit des Marktes und die Eindeutigkeit des Martingalmal3es in einem
arbitragefreien Markt bildet einen weiteren Fundamental satz.
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Nutzenmaximierung (Anhang)
Bei der Nutzenmaximierung geht es darum, die Strategie so zu wahlen, dal3 der erwartete Nutzen
maximal ist. Dazu wird eine konkave isotone Nutzenfunktion U vorgegeben mit

U : [0,00)  [—00,00).
Die Konkavitét reflektiert einmal, dal3 eine Steigerung des Kapitals von 1000 auf 1001 als weniger
bedeutend angesehen wird als eine Steigerung von 1 auf 2. Zudem ist ein Agent mit einer konkaven
Nutzenfunktion riskoavers, in dem Sinne dal3 er bei einem fairen Spiel mit Gewinn X und Einsatz
E[X] es vorzieht nicht zu spielen und stattdessen den einsatz zu behalten. Nach der Jensenschen
Ungleichung gilt namlich: U(E[X]) = E[U(X)]. Hier geht esum die

Maximierung von E[U(XT)]

mit einem festen Angangskapital X und selbstfinanzierenden Strategien ¢.
Dabei gilt
(13.25) dX, = X, E{r dt + ), 1) it + 1, [© th] mit
ng = ¢t [St/Xt Antell des Wertes des Dollar—K ontos am Gesamtwert.
Wir werden dabei nur die Félle Xt > 0 betrachten. Zum Beweis von (13.25) hat man nach (13.2)**:
oX{ = ¢, dS{ =¢, [1& S cdt+e as]
= ¢, [r& 'S dt+e S udt+odw,)]
= ¢,[5, [-r& " dt+e " (udt+odw,)], 20
und damit fiir X, = e't X (vgl. die Stelle zwischen (13.3)* und (13.4)*)
aX, = re X} ot + € dX=r X, dt +§,[5, [~ dt+ pct+ o dW,].

Die Beziehung (13.25) kann man auch so schreiben:
(13.26) dXt = (1—nt) D(t rat + N D(t [udt+o th).

Dabel ist dier dt die Rendite des Bankontos, pu dt + o th die Rendite des Dollarkontos,
(1—nt) D(t der Wert des Bankontos, Ny D(t Wert des Dollarkontos.
. 2 : ) .
Es hat (13.25) die Form dXt =X E[Zt +4 Yt] dt + X Oy th. Eine Losung ist
t t
X, = xOGaxp{Oj Zd\+ OI Y dW}, aso

(13.27) X=X @xp{oft (r +n p-1) - 1 o2 M) ds+ Ojt o[ dW}.
Unter der Voraussetzung n U J<2>, aso
(13.28) of | E[nZ] ds <oo

ist Ojt Gm]deSein Martingal und wir haben
(13.29) E[of o dW ] =0 ,t20.
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Die Voraussetzung (13.28) soll jetzt immer an n gemacht werden. Offenbar ist n (neben ¢) auch eine
maogliche Darstellung einer Strategie, die hier bevorzugt werden soll. Die Nutzenmaximierung soll jetzt
fur den wichtigen Spezialfall U(x) = In x durchgefiihrt werden. Ohne Einschrankung sei jetzt X0 =1.

Dann ergibt sich aus (13.27), (13.29) :

(13.30) E[InX] =E[oJ (r + ngu—1) — 4 02 ds].

Die Maximierung kann hier pfadwei se gemacht werden. Esist
(r+nglhn —3 020 = 02— g)> +r+5 9% mit9 =k

Dieser Ausdruck ist maximal fur

(13.31) =Y ostsT.

Durch (13.31) wird die Strategie definiert, die den erwarteten Nutzen maximiert. Sie hat hier eine
besonders einfache Gestalt: Sie ist namlich unabhdngig von Zeitpunkt und Vorgeschichte.

Definition.  E[In X 1] heiRt Wachstumsrate von n in [0,T].
Fur den Spezialfall Ng= Oergibt sich gerade% In Xt =r. Offenbar gilt:

13.32 Satz. (a) Die Strategie n* in (13.31) maximiert die Wachstumsrate.
(b)  Diemaximale Wachstumsrateist r+4 92.
(© Die Wertfunktion unter n* ist Xi= exp{(r+4982)@+3 th}.

Die Merton—Gerade.
Beschreibt y den Wert des Dollarkontos und z den Wert des Bankkontos unter der Strategie n*, so gilt
die Beziehung ZX_y = % . Dies ist eine Gerade in der (y,z)—Ebene und wird als Merton—Gerade
bezeichnet. Mit jeder Anderung des Dollar—Kurses dndern sich diese Werte, etwa zu (V,2). Die Strategie
besagt, dal’ das Portfolio in der folgenden Weise zu (y*,z*) umgeschichtet werden muf3. Soll diese
Umschichtung selbstfinanzierend sein, so mul3 gelten y*+z* = X := y+2. Also muf3 die Umschichtung
auf der Geraden g =—z + X erfolgen. Dort wo diese Gerade die Merton—Gerade schneidet, gilt wieder
_yr

Z*+y* - fo) .
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Das Numeraire—Portfolio.
Sei wieder Zt die Dichte, die die Girsanov—Transformation von P auf P* beschreibt (vgl. 13.11/ 13.12),

dso  Z, =exp{-9 W, —} 920}

Dann gilt nach 13.32c

(13.33) z, =€tz

Damit erhdlt man fur den fairen Preis einer Zahlungsforderung C gerade
L _ —IT —

(13.34) p=E* [C/BT] = E[ZT@ [C| = E[C/XZ‘I.].

Dabel kann man 1/XZ‘|. as einen modifizierten Diskontierungsfaktor auffassen. Xi‘r ist der Wert in T,

wenn man mit Xg = 1 startet und dann gemal? der Strategie n* investiert. Dagegen ist BT ist der Wert

inT , wenn man mit Xg = 1 startet und dann gemalR der Strategie n = 0, also immer nur in das

Bankkonto investiert. Man sagt, man nimmt im zweiten, klassischen Fall Bt als Numeraire und im

ersten Fal X:; als Numeraire. Dabei heildt die (Portfolio—) Strategie n* das Numeraire—Portfolio.

In dem vorliegenden Fall, wo ein Finanzmarkt zur Verfligung steht und nicht das Bankkonto, ist auch
eine Diskontierung durch 1/X2*|. gerechtfertigt. Das erlaubt die folgende Interpretation von (13.34).

Angtelle eines MalRwechsel P -+ P*, nimm enen Wechsel des Diskontierungsfaktors
(Numeraires) ]JBT - 1/XZ‘|. vor und berechne den fairen Preis als Erwartungswert unter dem

originalen Mal3 P, das den realen Markt beschreibt, und wéhle eine Diskontierung durch das
Numeraire—Portfolio.
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14 Starke Losungen stochastischer Differentialgleichungen.
Sei W eine 1-dim. standard. BB auf (Q,3,P), F=IF_ eine Filterung darauf, T<eo. Eine Erweiterung der

Resultate auf den Fall T=o ist wie in §10 mdglich.
Da der Existenzsatz in diesem 8§14 umso stérker ist, je kleiner [F ist, kann man gleich [F = IF\iV asdie

kleinste rechtsstetige Filterung wahlen, bzgl. der W adaptiert ist.
Es soll die folgende Gleichung studiert werden:

(14.2) dX, = b(t,X,) dt + o(tX,) AW, , 120, X5=xqIR.

070

Def. 1. Sind die Funktionen b,o : [0,T] x R » R mb, so heillen sie Drift— bzw. Dispersions—
koeffizient; o heit Diffusionskoeffizient.

Def. 2. Eine starke Lésung von (14.1) mit Startpunkt XODIR ist ein reeller Prozel3 X = X(xo) mit

(rechtsstetigen und) f.s. stetigen Pfaden, sodal3 gilt:
(14.2) (i) X ist anF adaptiert;
(i) XO:XO auf Q;
(iii) of T{IbSX Q] + 0%(sX )} ds<w fs
. t t
(iv) Xt = XO + OI b(s,XS) ds+ OI G(S,XS) dWS, 0t=0,f.s..
Auf Grund von (iii) ist der Prozel3 X ein Ito—Prozef3.
14.3 Anmerkung. (14.2)(iii) ist gemaf3 10.23 stets erflllt, wenn b und o stetig sind.
Beispiel. Fir den Fall b und o konstant sind, ergibt sich die BB (b + cwvt,tzo) mit Drift b und
Dispersionskoeffizienten o gerade als starke L dsung von (14.1).
Beispid. Xi=Xg [exp{bd+ o th} ist nach dem Beipiel 10.23 starke Lésung von

dX; = PIX, dt + o IX, dW, , t=0. mitbzu—%oz.

Beispiel. Ist o | [|B(9)|+|B(9|+0%(9)] ds< @ , p(t) := exp{,f'B(9ds} . 0 ist nach Beispiel 11.16
X, = 00 [%g+ o B/ ds+ o o(9/d(s) AW

starke Lésung der linearen stochastischen Dgl.:
dXt = [B(t) D<t+[3(t)] dt + o(t) th , 0.

Def. 3. Fir die stochastische DGI. (14.1) liegt starke Eindeutigkeit vor, wenn flr allexODIR gilt:

Sind X und X starke Lésungen von (14.1) mit Start in Xq» SO sind X und X nicht unterscheidbar.

Def. 4. b und o heifRen loka Lipschitz—stetig in x, wenn gilt: 0 nON O K:Kn<oo mit:

(14.4) |b(t.x)-b(ty) | + [o(tx)-o(ty) | < KOx-y|, 0t0,0xyd[-n,n].
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14.5 Eindeutigkeitssatz. Sind b und o loka Lipschitz—stetig in x, so liegt starke Eindeutigkeit
vor bei (14.1).

Zum Beweis benétigt man folgende

14.6 Abschitzung. Ist J 1t6—Prozef3 mit ‘]t = OIt Z d\ + oft Y dW, 1 Stoppzeit <T, so gilt:
2Ly 22 dh +{ofTY awW}?) und
E[P] s LE[f" Z%+Y?) d)\]] mit L:=2(T+1).

Bew. Esgilt: {of"Zd\}?< T 12 dh Oy 2 A < TG" 2% d\ [Schwarzsche Ungleichung] . Aus
(a+b)232(a2+b2) folgt jetzt die erste Ungleichung. Die zweite ergibt sich aus: E[{OIT Y dW}Z] =
E[OjT & d\] [fundamentale Isometrie 10.16], falls o.E. die rechte Seiteendlichist. []

Bew. von 14.5. Seien X und X starke Lésungen von (14.1) bei Start in X

Setze T,:=T Ainf{t20; |X,|+|X,| >n}. Aus

> tAT, > tAT, >
Xire Ko = of ' {bsX-blsXJ}ds+ of " {o(sXJ-0(sXJ} AW,

folgt mit 14.6 sowie mit K wiein 14.4, wobel X, . ’>~(t/\1' O [—n,n] f.s.:
n n
v 2 t 2 o 12
g(t) ::E[{xmn—xmn} 1 <LE[f" K OX X )7 ds]
<LIK2E[ ' (X, X, }%ds] =LK2Thf  g(9) ds
- 0 SAT,, "SAT, ol 9 ’

wobei g beschrankt ist wegen g(t) < 4n2. Aus der Grownwallschen Ungleichung 12.7 ergibt sich nun

0=0, also xt/\rn = Xtmnf.s. . Flr nteo folgt Xt = Xt f.s. wegen tn:T far

n>max {|X,|+|X| ,0stsT}. GemaR 1.1 sind also X und X nicht unterscheidbar.[]

Bei den in den obigen Beispielen angegebenen stochastischen DGI'en liegt offenbar starke Eindeutigkeit
vor, wenn im Falle der linearen Gleichung B al's beschrénkt vorausgesetzt wird.

Im deterministischen Fall 0=0 wird aus (14.1) die gew6hnliche Integralgleichung:
X(®) = X + of B(sX(9) ds, t20.

Ldsungen erhélt man bekanntlich Gber die Picard—Lindel 6f—Iteration:
x(o) =Xg x(k+1)(t) =Xg* Ojt b(s,x(k)(s)) ds.

Diese Iteration soll auf den stochastischen Fall ibertragen werden.
Bereits im deterministischen Fall reicht aber eine lokale Lipschitzbedingung nicht aus, um die Existenz
einer globalen Ldsung zu sichern, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispid. Xt = (1—t)_1 ist Lésung von dXt = X% dt mit onl flir T<1 und nach 14.5 auch die einzige
Losung. Dabei gilt aber X »co fir t+1. [ |

Def. 5:b und o geniigen den globalen Lipschitz— und linearen Wachstumsbedingungen, falls:
0K <o sodald fur t=0. x,yOR gilt:

(14.7) [b(tX)-b(ty)| + [o(tX)-oty)| sKTxy|;
(14.8) [b(tx)| + |otx)] < KIL+|x]) [ <KL} 1.

14.9 Anmerkung. Die Bedingung (11.8) laf3t sich abschwéchen zu
(148)I SUpOStST { | b(t,O) | + | G(t,O) | } <o,

denn aus (14.7) und (14.8)' folgt bereits (14.8) fiir ein geeignetes K. Im obigen Beispiel gilt natirlich
(14.8)", aber nicht (14.7).

14.10 Existenzsatz. Modgen b und o den globaen Lipschitz—und linearen Wachstums—
bedingungen (14.7) und (14.8) geniigen. Dann existiert zu jedem Startpunkt xODIR eine

starke Lésung X von (14.1) mit SUP; T E[X%] <o,
Der Beweiswird Uber die folgende Iteration gefuhrt:
a1 XOs, xE* D=y + toex() ds+ o osx ) aw, o
1412 Lemma. Seien b,o wiein 11.10 und X wiein (14.11). Dann gilt fur ko
@ E[x®)?) <Burxd) P 0, mit B=B(T K) [=2(1+L%?) mit L=2(T+1)].
0 {bex) 0} und {oxMh 0y 0 2%,

Bew. von 14.12. Der Fall k=0 ist klar. Mdgen nun (a) und (b) flr k gelten.

a) Dannist X(k+1) insbesondere ein 1t6—Prozef’ und aus der Abschatzung 14.6 folgt:
k+1),2 2 k+1 2

e[ (x{*D)2) <263 + E[(x**Dx)?))

2+ LE[,f b%sx () + o%sx () ds]]
+LiftE[2k %+ (x 1)) ds]

+L2K2[t+ o BOIHD) EeBSds]]
BY,

<2|X

>

<2|X

>

<2|X

>

<2|X

ONONONO

+ 2L IK2[t+ (L4x5) [

< 2|(1+x9 5 + 2L IKZOT+1) 1+x)) EeBt] = (1+x) "' B
b) Als Ito—Prozel} ist X(k+1) progressiv. Aus der MefRbarkeit von b und o folgt leicht, dai3
{ b(t,X§k+1)),t20} und {G(t,xng’l,tzO} progressiv sind. Ferner gilt:

Elf " b2ax* Dot x® D)y ary = T E[2x K D)ro?ex D)) ar

< of T 2PE[1HXK D)2 dt< o wegen Tl 3). [
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Bew. von 14.10. Der Beweis verlauft ahnlich wie der der Vollstandigkeit 9.20 von ,/Izcz.
esist XD x® = stz an+ sty aw mit
—{b(sX(k)) b(sx(k Dy} und v, = osx)-oex® Dy ;
<2> (k) _ (k+1) (K),2 : : . ,
dabe| giltZ,, Y, 0 £ " .Der ProzelS A = {Xp" =X}, k=20, isti.a kein Quadrat eines Mart's,
also i.a kein Supmart. Er wird aber dominiert durch einen Prozel3 Vk+Mi, der sich als Submart

erweisen wird. Aus der Abschatzung 14. 6 folgt ndmlich:
o) < oT+1)(,ft 22 d)\+{of Y, dw}?) = '-E“th”"\"kt) k1, mit L:=2(T+1),

sowie fir gk(t) = E[Vk t+Mk t] , k=1,
90 < El o' (zk+vk> ] <k E[pf A4V ]
2 2t
<L K2 EIE[OI (Vk_1+Mk_1) d\] =LK %j gk_l(s) ds
und Cq = sup gl(t) <K? %It E[Ago)] ds <o nach 14.12a.
Aus dem Beweis der Gronwall-Ungleichung 12.7 folgt nun
6,0 =E[ Vk,t+Mﬁ,t] < C, 0L K2kt fir keL, somit 3,
Wegen Yk { J’I’
Submart'e. Mit der Maximal—Ungleichung 8.11 erhdlt man nun
P[sup [0,T] AK) S e] <P[sup [0T] (Vk+Mﬁ) > e/l ]
L 2 2 2 Kk
< EEQE[Vk,TJ'Mk,TD =L @k(t) <sLCy L (KT T) k!,
(K)

K
Wpogrer EAY] <.

<2> ist Mk ein Mart; ferner hat Vk isotone Pfade. Also sind Mﬁ, Vk und somit Vk+M§

Somit folgt: 2y P[sup[O T] AV > 2_k] < o0, Insgesamt wissen wir also:
' k+1) +(K),2
w13 3, g or ENXEDx0)2) <
k+1 k)2 _ ,—k
%\ Pl 7] XD _x (0325 57K <o
Jetzt folgt wie im Beweis der Vollstandigkeit 9.20 von Jtcz die Existenz eines Prozesses X mit:
(14.19) @ X ist adaptiert und hat rechtsstetige und f.s. stetige Pfade;
®  sppop X ~x®)| L0 f.s fir kao,
’ k), 2 2
(© SUPyT E[{Xt— X,E )} | -0 und SUp; T E[Xt] < o,
Damit ist also die Konvergenz des Iterationsverfahren gesichert. Zum Nachweis, da3 X auch starke
Losung von (14.1) im Sinne von (14.2) ist, mul3 gezeigt werden, dal3
1= 1 bex () —bsx g ds+ o osx () — ot x g aw,

also die Differenz der rechten Seiten von (14.11) und 14.2 (iv) gegen Null strebt. Wir zeigen dabei

JZ—Konvergenz. Die Differenz der linken Seiten geht ja wegen (14.14)(c) in der ,ZZ—Konvergenz

gegen Null. Also folgt dann aus (14.11) die Gleichung 14.2 (iv).
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Aus (14.14c) ergibt sich zundchst mit dem linearen Wachstum (14.8):
Eff | b%(5XQ + 0%(sX ) ds] < co.

Also ist ‘]t Ito—Prozel3, und aus der Abschdtzung 14.6 sowie der globalen Lipschitzstetigkeit (14.7)

folgt:
e[{19)2) <L Erioex W) - baxg 2+ {oex W) — asx 91 ds

<L K2 E[x0-x 2] ds
Wegen (14.14)(c) geht aber der letzte Ausdruck gegen Null. []

Vereinfachter Beweis.

Der Beweis wird Ubersichtlicher, wenn man sich auf den folgenden wichtigen Speziafall beschrankt:
"b=0".

Deshalb sollen kiirzere Beweise flr diesen Fall gegeben werden.

Der Bewels der Existenz wird also tiber die folgende Iteration gefiihrt:

« 0)= (k+1) _ t (K)
*0) X =g Xt =Xg* OI cr(s,XS ) dWS, t>0.
Wir setzen Y0 =0o( Elxo) und
0 ._ @ _O_ t
M= X4 Xp = OI Yo dw.
Dann gilt nach der fundamentalen Isometrie und der linearen Wachtumsbedingung:
E[IM{12] = 1t oxsx) ds< 2011 +x) KT,
. <2> (0) 2 . .
aso msbesondereYOD & und MY/ [J M .Furk=1sa nun
(K) .= (kD) (k) .t
M = X4 - X = OI kaW
mit Y, | = |o(0X®) — o(x®* Dy | <k m® D) wegen der globalen Lipschitzbedingung.
Mit Induktion zeigen wir nun:
¢ E[IM®|?] <Rs, =201 +xd) qk}—l), K2k,
B0 42 v 02

Esist nach der obigen Beziehung und Induktionsvoraussetzung
JJUENY, 12 dh sk2rprte[METD)2) o)

<k2201 +x9) Gy (kK gy ot () 3 ds= Rs,.
Somit gelten Yk 0 ,Z<2>
E[IM{I12] = SYE]Y, %] dh <RS,.

und damit M(k) O thcz. Ferner folgt mit der fundamentalen I sometrie:
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Ausder Drel ecksunglelchung ergeben sich nun:
efpx{™ - x (M2 < 5L Epx (D ) (23 = 5L e vk 28

<3} n{zmﬂo)%« mrf
¢2) E[x{M _x{m;2 ]7—> 0 fir m2n-o.

e[ X121 <[ 1x(V=x; 2] + x|

< s e[+ - x(k)} 1+ Ixgl <302 {2[@1+ O Gy (K
*3) EHX§”)| P <o,

aso

k+1}7 + |XO| aso

Aus der linearen Wachstumsbedingung folgt auch:
¢4 o(xMo £ 2 x(MD gy 2 a0,

Aus der Vollstandigkeit von Jtcz (Satz 9.20) folgt nun die Existenz von X [J .//tcz mit

¢5)  supr E[X{V =X }12] 50 fiirn oo

Zu zeigen bleibt, dal3 X Lésung ist. Diesist wegen (*0) der Fall , wenn gezeigt wird:
o/t osx ) aw - St otsx dw in 2

<2> und damit OIt G(S,XS) dWS in .//tcz auf Grund der

2 ist X2 ein Submartingal, und wir haben

2

In der Tat gilt o(s,XS) 0 %
Wachstumsbedingung; denn wegen X [ M
of TE[ 0(sX9?] ds < 20K? JJT E[1+X2] ds < 2K2T(E[1+X2] <.
Schlieflich folgt mit der fundamentalen Isometrie
El1of" {osx ) — asx} dw|?)
= o/ El106sx) — osxg |?] ds

<K o El1X{9 - x| %) ds~0 0515 T wegen ().

Unter den vorliegenden Bedingungen folgt auch der Eindeutigkeitssatz sehr schnell.
Seien X und X Lésungen, also

+ o o(s X W und X

t ~
xt:XO 0 _fO'(S,XS) dWS.

t=%0%0
Esfolgt

ot) = E[ X, X,| %] = E[| oJ* {o(s X9 — 0(s X} dW,|?]

= E[oJ E[|o(sXQ —o(sXg|?] ds<K? (J'E[ X~ X %] ds

=K? /' g9 ds

Aus der Grownwallschen Ungleichung 12.7 ergibt sich nun g=0, also X, = )N(,[ f.s.



