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EEErrriiinnnnnneeerrruuunnnggg::: Ein ssstttoooccchhhaaassstttiiisssccchhheeerrr PPPrrrooozzzeeeßßß X ist ein Familie X = (X , t∈I) von Zufallsvariablen auf einemt

W � ��� Raum (Ω,
�

,P) mit Werten in einem Meßraum (S, � ), Dabei ist t der ZZZeeeiiitttpppaaarrraaammmeeettteeerrr, I die

PPPaaarrraaammmeeettteeerrrmmmeeennngggeee und S der ZZZuuussstttaaannndddsssrrraaauuummm. Ist I ⊂ � (z.B. I = � = � 0,1,2,... � ), so spricht man von einem0

zzzeeeiiitttdddiiissskkkrrreeettteeennn PPPrrrooozzzeeeßßß, für ein Intervall I ⊂ � wird (X ) als zzzeeeiiitttsssttteeetttiiigggeeerrr PPPrrrooozzzeeeßßß bezeichnet. Die Abb. t 	t

X (ω) heißt PPPfffaaaddd (Trajektorie).t

(X ) modelliert die zufallsabhängige zeitliche Entwicklung eines Systems. Dabei gibt X den Zustandt t

des Systems zum Zeitpunkt t wieder.

Es ist 
 = (
�

, t∈I) eine FFFiiilllttteeerrruuunnnggg (in
�

), wenn
�

eine Unter � ��� σ� ��� Algebra von
�

ist und ferner gilt:t t�
⊂
�

für s < t.s t

Der Prozeß X ist an 
 aaadddaaappptttiiieeerrrttt, wenn X jeweils
� � ��� meßbar ist.t t

§§§111 GGGrrruuunnndddlllaaagggeeennn uuunnnddd BBBeeeiiissspppiiieeellleee

Zeitdiskrete Markoff � ��� Ketten sind zeitdiskrete stochastische Prozesse mit abzählbarem Zustandsraum S,

der wie üblich mit der Potenzmenge � (S) als σ� ��� Algebra versehen wird.. Es finden Sprünge von einem

Zustand i ∈ S in einem Zustand j ∈ S statt mit einer W. p (der sogenannten Übergangs� ��� W.), welcheij

von der Vorgeschichte/Vergangenheit unabhängig sind.

111...111 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Sei S ein (höchstens) abzählbarer Raum. Dann heißt � = (p , i,j∈S) ÜÜÜbbbeeerrrgggaaannngggsssmmmaaatttrrriiixxxij

und die p ÜÜÜbbbeeerrrgggaaannngggssswwwaaahhhrrrsssccchhheeeiiinnnllliiiccchhhkkkeeeiiittteeennn, fallsij

p ≥ 0, i,j∈S, und ∑∑∑ p = 1, i ∈ S.ij j∈S ij

Die Übergangsmatrizen bilden eine Halbgruppe bezgl. der Matrixmultiplikation:

� = � ' ⋅ � " �� p = ∑∑∑ p' ⋅p " .ik j∈S ij jk

Das Produkt zweier Ü� ��� Matrizen ist also wieder eine Ü� ��� Matrix. Man benutzt folgende Bezeichnungen:
(0) 0(((111...222))) (p ) = � ist die Einheitsmatrix,i j
(n) n(((111...333))) (p ) = � ist das n � ��� fache Produkt von � mit sich selbst.i j

Dann folgt:
m+n m n (m+n) (m) (n)(((111...444))) � = � ⋅ � , d.h p = ∑∑∑ p ⋅p , m,n ∈ � .i k j∈S i j jk 0
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111...555 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn. Sei S ein abzählbarer Raum, X = (X , n∈ � ) ein stochastischer Prozeß auf einemn 0

Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,
�

,P) mit Zustandsraum S sowie 
 = (
�

, n∈ � ) eine Filterung in
�

. Ist X ann 0


 adaptiert, so heißt (X, 
 ) eine (zeithomogene) MMMaaarrrkkkoooffffff� ���� ���� ��� KKKeeetttttteee, falls eine Ü� ��� Matrix � = (p , i,j∈S)ij

existiert mit

(((111...666))) P � X = j � ��� = p auf � X = i � , i,j ∈ S, n ∈ �n+1 n ij n 0

(d.h. p ist eine Version von P � X = j � ��� ).X j n+1 nn ���� 1Dabei wird die Verteilung PX von X als SSStttaaarrrtttvvveeerrrttteeeiiillluuunnnggg von X bezeichnet.0 0

Wir legen jetzt immer die Situation in 1.5 zu Grunde.

111...777 BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg. Die Bedingung (1.6) besagt, daß der Zustand des Systems in n+1 nur über den

gegenwärtigen Zustand von der Vergangenheit abhängt. Dabei bedeutet (1.6) gerade:

(((111...888))) P � A ∩ � X = j � � = ∫ p dP = ∑∑∑ P � A ∩ � X =i � � ⋅pn+1 A X j i∈S n ijn

P � A ∩ � X = i,X = j � � = P � A ∩ � X = i � � ⋅p A ∈
�

.n n+1 n ij n

Daraus ergibt sich für die elementar definierten W.

(((111...888)))''' P � X = j � A ∩ � X = i � � = p falls P � A ∩ � X = i � � > 0.n+1 n ij n

Wichtige Spezialfälle für A in (1.8)' sind A = Ω und A = � X =i ,...,X = i � . � �0 0 n� ��� 1 n� ��� 1
Die Eigenschaft (1.6) läßt sich erweitern auf allgemeinere zukünftige Ereignisse.

111...999 SSSaaatttzzz... Es gilt für n ≥ 0, m > 0, i,j ,...,j ∈ S:1 m

(a) P � X = j ,...,X = j � ��� = p ⋅p ⋅ ... ⋅p auf � X = i � , insbesonderen+1 1 n+m m n ij j j j j n1 1 2 m � ��� 1 m

P � X = j ,...,X = j
�

= P � X = j
�

⋅p ⋅p ⋅ ... ⋅p .0 0 m m 0 0 j j j j j j0 1 1 2 m � ��� 1 m
(((mmm)))(((bbb))) PPP � � � XXX === jjj � � � � � ����� === ppp aaauuufff � � � XXX === iii � � � ...nnn+++mmm nnn iii jjj nnn

Die letzte Eigenschaft in 1.9a ist die elementarste Charakterisierung einer Markoff � ��� Kette.

BBBeeewwweeeiiisss von 1.9... Teil (a) ergibt sich induktiv, indem man zunächst durch
�

bedingt.n+m � ��� 1
P � A ∩ � X = j ,...,X = j � � = P � A ∩ � X = j ,...,X = j � � ⋅p .n+1 1 n+m m n+1 1 n+m � ��� 1 m � ��� 1 j jt � ��� 1 t

Summiert man über j ,...,j , so erhält man (b). � �1 m � ��� 1
(m)111...111000 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Die p werden als mmm� ���� ���� ��� SSSccchhhrrriiitttttt� ���� ���� ��� ÜÜÜbbbeeerrrgggaaannngggssswwwaaahhhrrrsssccchhheeeiiinnnllliiiccchhhkkkeeeiiittteeennn und die Beziehungi j

(1.4) wird als CCChhhaaapppmmmaaannn� ���� ���� ��� KKKooolllmmmooogggooorrroooffffff� ���� ���� ��� GGGllleeeiiiccchhhuuunnnggg bezeichnet.
(m)Dabei ist p die Wahrscheinlichkeit, im Zeitpunkt m+n den Zustand j erreicht zu haben, wenn mani j

im Zeitpunkt n in Punkt j ist.
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Es ist oft einfacher mit sogenannten kkkaaannnooonnniiisssccchhheeennn PPPrrrooozzzeeesssssseeennn zu rechnen, bei denen die X Projektionenn

sind.

111...111111 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Seien ein W � ��� Maß ν (Startverteilung) auf S und eine Übergangsmatrix � gegeben. Mit
o o ∞ ∞P bezeichnen wir das W � ��� Maß auf (Ω ,
�

) := (Π S, ⊗ � (S)), sodaß für denν n=0 n=0
o o o ∞Koordinatenprozeß X = (X , n≥0) � d.h. X ist die Projektion von Π S auf die n � ��� te Koordinate)n n n=0

o o o ound
�

:= σ(X , 0≤m≤n)
�

gilt: P � X = j ,...,X = j
�

= ν � � j � � ⋅p ⋅p ⋅ ... ⋅p .n m ν 0 0 m m 0 j j j j j j0 1 1 2 m � ��� 1 m
o oD.h. (X , 
 ) ist unter P eine Markoff � ��� Kette mit Zustandsraum S, Ü� ��� Matrix � und Startverteilung ν.ν

Ist die Startverteilung ν auf i konzentriert (d.h. ν( � i � ) = 1), so schreibt man P := P .i ν
o(X , � P ; i∈S � ) wird als iiinnnttteeerrrnnneee MMMaaarrrkkkoooffffff� ���� ���� ��� FFFaaammmiiillliiieee zu (X, 
 ) bezeichnet, wenn (X, 
 ) unter P einei

Markoff � ��� Kette auf (Ω,
�

,P) mit Ü� ��� Matrix � ist.

o oDer Vorteil von (Ω ,
�

) ist, daß auf ihm zu jeder möglichen Startverteilung eine Markoff � ��� Kette mit

Ü� ��� Matrix � existiert. Die Existenz und Eindeutigkeit von P folgt aus dem Satz von Ionescu � ��� Tulceaν
oder einem Satz von Kolmogoroff.

o111...111222 SSSaaatttzzz... Sei (X, 
 ) eine Markoff � ��� Kette mit interner Markoff � ��� Familie (X . � P � ). Dann gilt:i
o o o ∞P � (X ,X ,...) ∈ B � ��� = P � (X ,X ,...) ∈ B

�
= P � B � , n ≥ 0, B ∈

�
= ⊗ � (S).n n+1 n X 0 1 X n=0n n

111...111333 BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg. Genauer bedeutet die obige Aussage: die rechte Seite ist eine Version der linken Seite.

BBBeeewwweeeiiisss vvvooonnn 1.12. (i) Die Abbildung ω 	 P � B � ist
� � ��� meßbar, da X

� � ��� meßbar ist.X (ω) n n nn

(ii) Zu zeigen ist für alle A ∈
�

:n

(*) ∫ P � B � dP = P � A ∩ � (X ,X ,...) ∈ B � � .A X n n+1n

Wir zeigen die Aussage zunächst für Mengen B der Form: B = � j � ×...× � j � ×S×S×...; dann gilt:0 t

� (X ,X ,...) ∈ B � = � X = j ,...,X = j � .n n+1 n 0 n+t t

Wir haben mit 1.9 sowie P � B � = 0 für j ≠ j :j 0

P � A ∩ � X = j ,...,X = j � � = ∫ P � X = j ,...,X = j � ��� dPn 0 n+t t A∩ � X =j � n+1 1 n+t t nn 0

= P � A ∩ � X = j � � ⋅p ⋅p ⋅ ... ⋅p = P � A ∩ � X =j � � ⋅P � X = j ,...,X = j
�

n 0 j j j j j j n 0 j 0 0 t t0 1 1 2 t � ��� 1 t 0

= ∫ P � B � dP = ∫ P � B � dP.A∩ � X =j � X A Xn 0 n n
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� �
o(iii) Nun ist � := ∅, � j � ×...× � j � ×S×S×..., j ∈ S, t ≥ 0 ein ∩� ��� stabiles Erzeugendensystem von

�
.�

0 t m
�

�
o

�
Andererseits ist � := B ∈

�
; ∫ P � B � dP = P � � (X ,X ,...) ∈ B � ∩ A

�
ein Dynkin � ��� SystemA

�
A X n n+1

�
n

ound enthält � wie oben gezeigt. Damit enthält � auch σ( � ) =
�

und (*) ist gezeigt. � �A

o ∞111...111444 KKKooorrrooollllllaaarrr... Sei (X, 
 ) wie in (1.11), ν Startverteilung von X. Dann gilt für B ∈
�

= ⊗ � (S):n=0
o oP � (X ,X ,...) ∈ B

�
= P � (X ,X ,...) ∈ B

�
= P � B � .0 1 ν 0 1 ν

BBBeeewwweeeiiisss...
o oP � (X ,X ,...) ∈ B

�
= E � P � (X ,X ,...) ∈ B � ��� � = E � P � (X ,X ,...) ∈ B

� �
= ∑∑∑ ν( � i � ) ⋅P � B � .0 1 0 1 0 X 0 1 i∈S i0

oDiese Rechnung gilt gemäß Definition 1.10 auch für X anstelle von X. Somit erhalten wir auch
o oP � (X ,X ,...) ∈ B

�
= ∑∑∑ ν( � i � ) ⋅P � B � . � �ν 0 1 i∈S i� ��� 1 ���� 1Also ist die Verteilung PX durch PX und durch � bestimmt. Beim letzten Beweis fiel als0

Nebenprodukt ab:
o ∞(((111...111555))) P � B � = ∑∑∑ ν( � i � ) ⋅P � B � für B ∈

�
= ⊗ � (S).ν i∈S i n=0

111...111666 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn . Ein Zustand i ∈ S heißt absorbierend, falls p = 1 gilt.ii

BBBeeeiiissspppiiieeelll 111... VVVeeerrrzzzwwweeeiiiggguuunnngggsssppprrrooozzzeeeßßß (Galton � ��� Watson� ��� Prozeß).

Historisch geht diese Art von Prozeß auf Untersuchungen Galtons zurück. Er untersuchte, wann ein

Familiennamen ausstirbt, d.h. keinen männlichen Nachfolger mehr hat. Gesucht ist ein mathematisches

Modell, in dem ein stochastischer Prozeß X = (X ) jeweils die Anzahl der (männlichen) Individuen dern

n � ��� ten Generation beschreibt. Dabei soll jedes Individuum unabhängig von den anderen eine zufällige

Anzahl von Nachkommen produzieren gemäß der Zähldichte (Wahrscheinlichkeitsfunktion) b = (b ).j

Zur Modellbildung benutzten wir:
*ii) b , i ∈ � , sei die i � ��� fache Faltung von b mit sich selbst, d.h.0

*i j *i ���� 1 *0b = ∑∑∑ b ⋅b mit b = δ .j k=0 k j � � k j 0j
∞ jii) g(s) = ∑∑∑ b s � g : � 0,1

� 	 � 0,1
� �

sei die erzeugende Funktion von b.j =0 j
i *iDann ist g die erzeugende Funktion von b .

iii) µ sei die mittlere Anzahl der Nachkommen eines Individuums, d.h. µ = ∑∑∑ j b .j∈ � j0
*iSomit ist ∑∑∑ j ⋅b = i ⋅ µ die mittlere Anzahl der Nachkommen von i Individuen.j j
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Es bieten sich zwei Modelle an:

111... MMMooodddeeellllllaaannnnnnaaahhhmmmeee... Sei X eine Markoff � ��� Kette � bzgl. der kanonischen Filterung
�

mit Zustandsraum

S = � , mit der auf 1 konzentrierten Startverteilung ν und mit der Übergangsmatrix0
*ip = b .ij j

222... MMMooodddeeellllllaaannnnnnaaahhhmmmeee... Sei (Z , i ∈ � ) eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen miti

P � Z = j
�

= b . Definiere X = 1, X = Z , X = Z + ... + Z allgemein:m j 0 1 1 2 2 1+Z ,1
X�����

nX = Z .n+1 ����� X +...+X +mm=1 0 n� ��� 1
Man ordnet also hier jedem Individuum der n � ��� ten Generation dessen Nachkommen zu und

addiert diese zu auf zu X . Dann kann gezeigt werden, daß X eine Markoff � ��� Kette ist mit denn+1

Eigenschaften wie in 1. Der Beweis ist eine Übung.

Offenbar ist Modell 1 das einfachere Modell, mit dem wir jetzt auch rechnen werden. Man interessiert

sich für die W., daß eine Familie ausstirbt. Dabei heißt

α := P � ∪∪∪ � X = 0 � � die AAAuuussssssttteeerrrbbbeee� ���� ���� ��� WWWaaahhhrrrsssccchhheeeiiinnnllliiiccchhhkkkeeeiiittt.n≥0 n

Dabei ist der Zustand 0 absorbierend. Es gilt also

P � X = 0
�

= P � X = 0, X = 0
�

= ... = P � X = 0,..., X = 0
�
.n n n+1 n n+m

Somit erhält man
n 	 
 (n)α = lim P � ∪∪∪ � X = 0 � � � =: f* � = lim P � X = 0

�
= lim p .n � ∞ m=0 m � 10 n � ∞ n n � ∞ 10

Es soll nun α mit Hilfe einer Fixpunktgleichung gewonnen werden. Sei dazu
(n) jg (s) = ∑∑∑ p s die erzeugende Funktion von X .n j≥0 1j n

(n+1) (n)Aus p = ∑∑∑ p ⋅p und (ii) folgt:1j i≥0 1i ij
(n) *i j (n) ig (s) = ∑∑∑ p ∑∑∑ b s = ∑∑∑ p g (s) = g (g(s)).n+1 i≥0 1i j≥0 j i≥0 1i n

Dies ergibt

(((111...111777))) g = g  g = g  ...  g  g = g  g .n+1 n n

(n+1) (n)Da nun p = g (0) = g(g (0)) = g(p ) gilt, folgt aus der Stetigkeit von g,10 n+1 n 10
(n)α = lim g (0) = g(lim p ) = g(α).n+1 10

Da man mit der Iteration beim kleinsten Wert von � 0,1
�

beginnt (p = g(0)) und g isoton ist, gilt:10

(((111...111888))) α ist die kleinste Lösung von s = g(s) in � 0,1
�
.

Dabei ist s = 1 immer eine Lösung von g(s) = s und s = 0 ist eine Lösung in dem (uninteressanten) Fall

b = 0.0
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111...111999 LLLeeemmmmmmaaa. Sei 0 < b < 1. Dann existiert eine Lösung von g(s) = s in (0,1) genau dann, wenn µ > 1.0

Diese Lösung ist eindeutig und somit gleich α.

BBBeeewwweeeiiisss... Man sucht eine Nullstelle von h(s) = g(s) � ��� s in (0,1). Es gelten: h(0) = b > 0, h(1) = 0,0
j k � ��� 2und für s < 1: h'(s) = ∑∑∑ j b s � ��� 1 < h'(1� ��� 0) = ∑∑∑ j b � ��� 1 = µ � ��� 1 sowie h"(s) = ∑∑∑ k ⋅ (k� ��� 1) ⋅b s .j j k

FFFaaallllll 111... b + b = 1 � h ist linear. Es existiert keine Nullstelle und µ = b < 1.0 1 1

FFFaaallllll 222... b + b < 1 � h ist strikt konvex.0 1

FFFaaallllll 222aaa::: µ � ��� 1 ≤ 0 � h' < 0 auf (0,1) da h strikt isoton � es existiert keine Nullstelle in (0,1).

FFFaaallllll 222bbb::: µ � ��� 1 > 0 � h < 0 in einer linksseitigen Umgebung von 1. Es existiert also eine Nullstelle in

(0,1). Diese ist wegen der strikten Konvexität von h eindeutig. � �

Sei nun M := ∑∑∑ X die Gesamtzahl aller Individuen; wir haben insbesondere α = P � M < ∞
�
.n≥0 n

Es folgt auf � X = i � : E � X � X ,...,X
�

= i µ wegenn n+1 0 n
*i∑∑∑ j P � X = j � X ,...,X

�
= ∑∑∑ j p = ∑∑∑ j b . Also folgt:j≥0 n+1 0 n ij j

E � X � X ,...,X
�

= µ ⋅X , insbesondere E � X �
= µ ⋅E � X � .n+1 0 n n n+1 n

Da E � X =1
�
, folgt also0

n n(((111...222000))) E � X � = µ , E � M � = ∑∑∑ µ .n n≥0

Ist speziell b = 0, so folgt X ≥ X . Also ist α = 0 und E � M � = ∞. Wir betrachten jetzt den Fall0 n+1 n

b > 0. Aus 1.19 und (1.20) ergibt sich :0

111...222111 SSSaaatttzzz... Sei (o.E.) b > 0.0
1a) Ist µ < 1 , so ist α = 1 und E � M � = ����������� ��� < ∞.1���� µ

b) Ist µ = 1, so ist α = 1 und E � M � = ∞.

c) Ist µ > 1, so ist α < 1 � und damit E � M � ≥ ∞ ⋅P � M = ∞
�

= ∞
�
.

i111...222222 BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg... Sind in der nullten Generation i Individuen vorhanden, so ist die Aussterbe � ��� W. α ,
(n) id.h. lim p = α (Übung).n � ∞ i0
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BBBeeeiiissspppiiieeelll 222... EEEiiinnn WWWaaarrrttteeesssccchhhlllaaannngggeeennnmmmooodddeeellllll...

� � ����� ����� ����� ���

�
� ����� ����� ��� X• � ����� ����� ����� ��� � ����� ����� ����� ��� � ����� ����� ����� ���� 1�X • ���� ����� ����� ��� X• � ����� ����� ����� ����� ����� ��� X• � ����� ����� ����� ����� ��� � ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ��� X• � ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���0 � 2 3 5�

���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���������������� ����� ����� ���������������� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���������������� ����� ����� ����� ����� ��� • ������ ����� ����� ����� ��� � ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���������������� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���

X4

An einer Bedienungsstelle treffen nacheinander Kunden ein und beanspruchen eine Bedienung. Es kann

jedoch stets nur ein Kunde bedient werden. Z beschreibe die Anzahl der Ankünfte von Kundenn

während der n � ��� ten Bedienung, X = 1 die Zahl der zu Beginn wartenden Kunden sowie X die Zahl der0 n

wartenden Kunden nach der n � ��� ten Bedienung. Ist X = 0, so beginnt eine neue Bedienung mit dern

Ankunft des nächsten Kunden. Somit hat man für X , n ∈ � , und i ∈ � die Gleichungn+1 0 0
+(((111...222333))) X = 1, X = (X � ��� 1) + Z =: f(X ,Z ).0 n+1 n n+1 n n+1

MMMooodddeeellllllaaannnnnnaaahhhmmmeee... Sei (Z , n∈ � ) eine Folge identisch verteilter unabhängiger Zva aufn

(Ω,
�

,P) mit P � Z = j
�

= b , j ∈ � . Ferner sei b > 0 ,
�

:= σ(Z ,...,Z ).n j 0 0 n 1 n

Aus (1.23) folgt leicht (vgl. Übung), daß (X ) eine Markoff � ��� Kette ist mit Übergangs� ��� W. p gemäßn ij
+p = P � (i � ��� 1) + Z = j

�
= b + mit b = 0 für j < 0.ij 1 j � ��� (i � ��� 1) j

Die Verkehrsrate (mittlere Anzahl der Ankünfte pro Bedienung) wird definiert durch

(((111...222444))) ρ := E � Z � = ∑∑∑ j ⋅b .n j≥0 j

Man betrachtet nun einen eeeiiinnngggeeebbbeeetttttteeettteeennn VVVeeerrrzzzwwweeeiiiggguuunnngggsssppprrrooozzzeeeßßß (X ' ). Dabei sind die Nachkommen einesn

Kunden gerade die während seiner Bedienung eintreffenden neuen Kunden.

Zum obigen Bild erhält man den Verzweigungsprozeß

X ' �n � • � ����� ����� �����• ���� ����� ����� ��� • � ����� ����� ����� �����
���� ����� ����� ���������� ����� ����� ���������� ����� ����� ����� ��� • � ����� ����� ��� � n

*Die Aussterbe � ��� W. des Verzweigungsprozesses ist also gerade die W. α = f := P � T < ∞
�
, wenn10

T = inf � n ≥ 1; X = 0 � der Zeitpunkt ist, an dem die Warteschlange zum ersten Mal abgebaut wird (bein

Start in 1). Die Gesamtanzahl M der Individuuen ist gerade die Anzahl der ankommenden Kunden

(inclusive dem ersten Kunden) und damit auch die Anzahl der Bedienungsbeendigungen bis zum

erstmaligen Abbau der Warteschlange, also M = T, E � M � = m := E � T � . Dabei ist ρ = µ.10

Dann bedeutet ρ < 1 gerade, daß im Mittel weniger Kunden ankommen als bedient werden können.
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111...222555 SSSaaatttzzz. Für die Markoff � ��� Kette des Warteschlangenmodells gilt:
* 1f = 1 und m = ������ ���������� ����� ��� < ∞, falls ρ < 1,10 10 1 ���� ρ

f* = 1 und m = ∞, falls ρ = 1,10 10

f* = α < 1 und m = ∞, falls ρ > 1, wobei α die einzige Lösung in (0,1) der Gleichung ist:10 10
js = ∑∑∑ b s .j≥0 j

Für das letzte Beispiel benötigen wir noch den Begriff einer inhomogenen Markoff � ��� Kette:

111...222666 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Sei X ein stochastischer Prozeß auf einem W � ��� Raum (Ω,
�

,P), 
 eine Filterung in
�

.

Dann heißt (X, 
 ) eine iiinnnhhhooommmooogggeeennneee MMMaaarrrkkkoooffffff� ���� ���� ��� KKKeeetttttteee, falls X an 
 adaptiert ist und Übergangsmatrizen

� (n) , n ∈ � , existieren mit

(((111...222777))) P � X = j � ��� = p (n+1) ∀ j ∈ S, n ∈ � .n+1 n X ,j 0n

Bei der inhomogenen Markoff � ��� Kette sind die Übergangs� ��� W. zeitlichen Veränderungen unterworfen.

Mit einem Trick, nämlich der Aufnahme des Zeitparameters in den Zustand, kann man jedoch aus einer

inhomogenen eine homogene Markoff � ��� Kette machen.

111...222888 PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn... Ist (X, 
 ) eine inhomogene Markoff � ��� Kette mit Übergangsmatrizen � (n), so gilt für den

Prozeß X' = ((X ,n)): (X', 
 ) ist eine (homogene) Markoff � ��� Kette mit Übergangs� ��� W. � ' gemäß:n
	 p (n+1) für m = n+1, i,j ∈ Sijp' =

�
.(i,n),(j,m+1) � 0 sons t

	 P � X = j � ��� für m = n+1n+1 nBBBeeewwweeeiiisss... P � X ' = (j,m) � ��� =
�

. � �n+1 n � 0 sonst

In §3 werden Aussagen zum asymptotischen Verhalten von Markoff � ��� Ketten gemacht. Der obige Trick

hilft dann aber nicht weiter, weil jeder Zustand in 1.28 nur einmal aufgesucht wird.

BBBeeeiiissspppiiieeelll 333... DDDaaasss SSSeeekkkrrreeetttääärrriiinnnnnneeennnppprrrooobbbllleeemmm (((PPPrrrooobbbllleeemmm dddeeerrr bbbeeesssttteeennn WWWaaahhhlll)))...

Es werden s ∈ � Bewerberinnen in zufälliger Reihenfolge nacheinander vorgestellt. Unmittelbar nach

jedem Gespräch ist zu entscheiden, ob die Bewerberin eingestellt wird oder nicht, so daß ein Rückgriff

auf zuvor abgelehnte Bewerberinnen nicht möglich ist. Gesucht wird eine Entscheidungsregel, die mit

möglichst hoher W. die beste der Bewerberinnen aussucht.

Die s Bewerberinnen lassen sich hinsichtlich ihrer Qualifikation mit den absoluten Rangzahlen 1,...,s
� �

bewerten (1 = beste , s = schlechteste Bewerberin). Die Reihenfolge der Vorstellungen sei zufällig,

wobei angenommen wird, daß sämtliche s! verschiedenen Vorstellungsreihenfolgen
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gleichwahrscheinlich sind. Die Information bei der Beurteilung der Bewerberin ist der relative Rang im

Vergleich zu den vorherigen Bewerberinnen. So kann eine Entscheidung über die Einstellung der n � ��� ten

Bewerberin nur auf Grund der relativen Rangzahlen R getroffen werden. R gibt an, dien n

wievielt � ��� beste die n� ��� te Bewerberin unter den ersten n Bewerberinnen ist.

Eine formale Darstellung kann folgendermaßen gegeben werden:

Sei Ω die Menge ∑ aller Permutationen der Zahlen aus � 1,..,s � . Ω wird mit der Gleichverteilung Ps

versehen mit � Ω � = s!.

Zu ω = (ω(1),...,ω(s)) sei Z (ω) = ω(n) der absolute Rang des n � ��� ten Bewerberin (d.h. Z ist dien n

Projektion auf die n� ��� te Koordinate) mit Z : Ω 	 � 1,...,s � , 1 ≤ n ≤ s.n
n n nDie Information bei der Vorstellung der n � ��� ten Bewerberin ist die relative Rangfolge R = (R ,...,R )1 n

n∈ ∑ , d.h. R ist der Rang von Z in (Z ,...,Z ), 1 ≤ m ≤ n.n m m 1 n
1 2 3 4BBBeeeiiissspppiiieeelll... s = 5, ω = (4,2,3,1,5) � R (ω) = 1, R (ω) = (2,1), R (ω) = (3,1,2), R (ω) = (4,2,3,1).

n n n+1Definiere
�

= σ(R ). 
 = (
�

) ist eine Filterung, da R (meßbare) Funktion von R ist.n n

Es gilt offenbar:
n 1P � R = r, Z = z ,...,Z = z

�
= ������ � ∀ r ∈ ∑ , 1 ≤ z ≤ s, z ≠z für k≠ � ,n+1 n+1 s s s! n m � k

da ein solches Ereignis für genau ein ω ∈ Ω eintritt. Daraus resultiert:
n 1(((111...222999))) P � R = r
�

= ������ � ∀ r ∈ ∑n! n
1 1wegen ������ � = ������ � ⋅ s ⋅ (s� ��� 1) ⋅ ... ⋅ (n+1). Definiere nunn! s!

X := 111 n , d.h. X zeigt an, ob die n � ��� te Bewerberin die führende ist.n � R = 1 � nn

Offenbar ist X
� � ��� meßbar. Es gilt nun:n n

n 1111...333000 LLLeeemmmmmmaaa... R und X sind unabhängig mit P � X = 1
�

= ���� , 1 ≤ n ≤ s.n+1 n n

n n+1 1 1 nBBBeeewwweeeiiisss... P � R = (r ,.. ,r ), X = 1
�

= P � R = (r +1,.. ,r +1,1)
�

= � �������� ���������� � = ������ �������� ⋅P � R = (r ,.. ,r )
�
.1 n n+1 1 n (n+1)! n+1 1 n

1Durch Summation über (r ,.. ,r ) erhält man: P � X = 1
�

= ������ �������� .1 n n+1 n+1
cDaraus folgt auch sofort mit � X = 0 � = � X = 1 � :n+1 n+1

n n nP � R = (r ,...,r ), X = 0
�

= P � R = (r ,.. ,r )
�

⋅ ������ �������� . � �1 n n+1 1 n n+1
nDa (X ,...,X ) eine Funktion von R ist, sind also (X ,...,X ) und X unabhängig. Es folgt:1 n 1 n n+1

(((111...333111))) X ,...,X sind unabhängig.1 s

Setzt man noch
�

= � ∅,Ω � , X := 0 für n ∉ � 1,...,s � ,
�

:= � (Ω), n > s, so erhält man:0 n n
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111...333222 SSSaaatttzzz... (X , 
 ) ist eine inhomogene Markoff � ��� Kette mit den Übergangs� ��� W.
1	 ���� j = 1np (n) =

�
für , 0 ≤ n ≤ s, � p (n) = δ für j > s

�
.ij n ���� 1 ij 0j� �������������� j = 0n

nBBBeeewwweeeiiisss... Sei A ∈
�

, n < s, also A = � R ∈ B � für ein B ⊂ ∑ . Dann folgt:n n

P � A ∩ � X = j � � = P � A � ⋅P � X = j
�

= ∫ P � X = j
�

dP.n+1 n+1 A n+1

Also kann man p (n+1) = P � X = j
�

unabhängig von i setzen. Der Fall n ≥ s ist klar. � �ij n+1

Hier bietet sich eine OOOppptttiiimmmiiieeerrruuunnngggsssaaauuufffgggaaabbbeee an. Man sucht eine SSStttoooppppppzzzeeeiiittt τ ≤ s bzgl. 
 , so daß die Größe

P � X = 1, X = 0, τ < m ≤ s
�

τ m

maximal ist, also daß die τ� ��� te Bewerberin den absoluten Rang 1 hat. Wir schreiben dazu:
sP � X = 1, X = 0, τ < m ≤ s

�
= ∑∑∑ P � τ = n, X = 1, X = 0, τ < m ≤ s

�
τ m n=0 n m

s s= ∑∑∑ P � τ = n, X = 1
�

⋅ΠΠΠ P � X = 0
�

n=0 n m=n+1 m
s s m � ����� 1= ∑∑∑ P � τ = n, X = 1

�
⋅ΠΠΠ � ������� ����������n=0 n m=n+1 m

s n= ∑∑∑ P � τ = n, X = 1
�

⋅ ���� .n=0 n s
nDabei wurde � τ = n � ⊂

�
= ρ(R ) benutzt. Also gilt:n

s n(((111...333333))) P � X = 1, X = 0, τ < m ≤ s
�

= ∑∑∑ P � τ = n, X = 1
�

⋅ ���� .τ m n=0 n s

Das zu maximierende Funktional hat also die folgende Gestalt:
nE � r(τ,X )

�
mit r(n,i) =111 (i) ⋅ ���� .τ � 1 � s

Diese ist eine bekannte Form in der Theorie des optimalen Stoppens. Das Problem soll in nächsten

Paragraphen in ein allgemeineres Problem eingebettet werden.
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§§§ 222 MMMaaarrrkkkoooffffffsssccchhheee EEEnnntttsssccchhheeeiiiddduuunnngggsssppprrrooozzzeeesssssseee (SSStttoooccchhhaaassstttiiisssccchhheee dddyyynnnaaammmiiisssccchhheee OOOppptttiiimmmiiieeerrruuunnnggg).

Ein Prozeß wird an Zeitpunkten n beobachtet und gesteuert; X sei der beobachtete Zustand und a =n n

u (X ) sei die ergriffene Aktion. Wir erlauben also, daß die Aktion in n nicht schon zum Zeitpunkt 0n n

festgelegt werden muß, sondern eine Funktion des Zustands X in n ist. Man spricht deshalb vonn

dynamischer Optimierung. Gegeben seien dazu folgende Größen:

(i) S ist der ZZZuuussstttaaannndddrrraaauuummm (abzählbar);

(ii) A(i) ist der AAAkkktttiiiooonnneeennnrrraaauuummm (Menge der zulässigen Aktionen) für den Zustand i∈S;

(iii) N∈ � ist der ZZZeeeiiittthhhooorrriiizzzooonnnttt.

• � ����� ����� ����� ����� ��� • � ����� ����� ����� ����� ��� • � ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ��� • � ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ��� • ������ ����� ����� ��� •
0 1 2 n N���� 1 N

Die Stochastik wird durch Übergangs� ��� W. bestimmt. In Hinblick auf die Anwendung auf das Problem

der besten Wahl, sollen diese inhomogen sein, also vom Zeitpunkt abhängen. Der Kreis der

Anwendungen vergrößert sich erheblich, wenn man auch noch zuläßt, daß die Übergangs� ��� W. von der

ergriffenen Aktion a abhängen dürfen. Gegeben seien

(iv) die ÜÜÜbbbeeerrrgggaaannngggsss� ���� ���� ��� WWW. p (n,a) (≥0) mit ∑∑∑ p (n,a) = 1, i∈S, a∈A(i), 1≤n≤N.ij j∈S ij
� �i • �� p (n,a) �� ij • j��� �• � ��� ���������� ��� ��� ����������� ��� ��� ����� ����� ��� •

n� ��� 1 , a n

In jedem Zustand entstehen Kosten, die von Zustand und Aktion abhängen dürfen. Gewinne sind dabei

negative Kosten. Am Ende des Zeithorizonts N wird keine Aktion mehr ergriffen. Gegeben seien

(v) die KKKooosssttteeennnfffuuunnnkkktttiiiooonnneeennn c (i,a) ∈ � , 0≤n<N; diese seien nach unten beschränkt;n

(vi) die ttteeerrrmmmiiinnnaaallleee KKKooosssttteeennnfffuuunnnkkktttiiiooonnn c (i) ∈ � ; diese sei ebenfalls nach unten beschränkt.N

Diese Kosten sollen abdiskontiert werden durch einen Diskontierungsfaktor β. Werden zu den

Zeitpunkten 0,1,...,N die Zustände i , i ,...,i durchlaufen und die Aktionen a ,...,a ergriffen, so0 1 N 0 N� ��� 1
entstehen (auf 0 diskontierte) GGGeeesssaaammmtttkkkooosssttteeennn von:

N� ��� 1 N(((222...111))) c (i ,a ) + β ⋅c (i ,a ) + β ⋅c (i ,a ) + β ⋅c (i ) .0 0 0 1 1 1 N� ��� 1 N� ��� 1 N� ��� 1 N N

Um zulassen, daß man mit einer Stoppaktion abbricht, sollen die β von a abhängen dürfen. Gegeben

seien also

(vii) die DDDiiissskkkooonnntttiiieeerrruuunnngggsssfffaaakkktttooorrreeennn β(a) ∈ � 0,1
�

.

Dann entstehen Gesamtkosten von
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(((222...222))) c (i ,a ) + β(a ) ⋅c (i ,a ) + β(a ) ⋅ ... ⋅ β(a ) ⋅c (i ,a )0 0 0 0 1 1 1 0 N� ��� 2 N� ��� 1 N� ��� 1 N� ��� 1
+β(a )...β(a ) ⋅c (i ) .0 N� ��� 1 N N

Gilt einmal β(a ) = 0, so werden alle zukünftigen diskontieren Kosten gleich Null (m >n). Dies kann alsn

Stoppaktion interpretiert werden.

222...333 BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg::: Man kann sich der Einfachheit halber zunächst auf den Fall β(a)=1 konzentrieren. In

der Tat kann man den allgemeinen Fall auf diesen Fall zurückführen, indem man den Zustandsraum um

einen externen absorbierenden Zustand e∉S erweitert und β(a) ⋅p (n+1,a) als neue Übergangs� ��� W. vonij

i∈S nach j∈S auffaßt. (vgl. Übung). � �

222...444 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn. Eine KKKooonnntttrrrooolllllleee u ist eine Folge von Funktionen u = (u ) auf S mit u (i)∈A(i).n 0≤n<N n
u u uZu u definiere p (n) := p (n,u (i)), β (i) := β(u (i)) und c (i):=c (i.u (i)).i j ij n � ��� 1 n� ��� 1 n� ��� 1 n n n

Nun sollen kanonische Prozesse (im Sinne von §1) konstruiert werden. Diese sollen für jeden Zeitpunkt

n und für jeden Startpunkt i die zukünftige Entwicklung (inkl. Gegenwart) beschreiben).

Sei dazu Ω := � (i ,...,i ); i ∈S, n≤m≤N � und X (i ,...,i ,...,i ) : = i .n n N m m n m N m

222...555 EEExxxiiisssttteeennnzzzsssaaatttzzz...
uZu 0≤n<N, i∈S und einer Kontrolle u existiert genau ein W � ��� Maß P auf Ω mitn,i n

u u u uP � � (i ,i ,...,i ) � � = δ ⋅p (n+1) ⋅ ... ⋅p (N). Dann gelten: P � X =i
�
=1 sowien,i n n+1 N ii i i i i n,i nn n n+1 N� ��� 1 N

u u(((222...666aaa))) p (m+1) = P � X =j � X ,...,X
�

auf � X =i �i j n,k m+1 n m m
u u(((222...666bbb))) E � f(X ,...,X ) � X ,...,X

�
= E � f(X ,...,X )

�
f.s., m ≥ n,n,k m N n m m,X m Nm

falls f nach unten beschränkt ist.

Da der Horizont hier endlich ist, kann die Aussage direkt nachgerechnet werden ohne Benutzung des

Maßfortsetzungssatzes (etwa in der Form des Satzes von Ionescu � ��� Tulcea oder von Kolmogoroff).
u(X ,...,X ) ist unter P gerade eine inhomogene Markoff � ��� Kette mit Übergangs� ��� W p (m), m>n.n N n,i ij

uDann beschreibt P die zukünftige Entwicklung bei Gegenwart i unabhängig von der Vorgeschichtem,i

und insbesondere unabhängig davon, wo man gestartet ist (etwa in n mit Zustand k).

222...777 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Die auf den Zeitpunkt n diskontierten und durch X =i bedingtenn

eeerrrwwwaaarrrttteeettteeennn GGGeeesssaaammmtttkkkooosssttteeennn in � � � n,,,N
� � �

sind

u u N � ��� 1 u u u u uJ (i) := E � ∑∑∑ β (X ) ⋅ ... ⋅ β (X ) ⋅c (X ) + β (X ) ⋅ ... ⋅ β (X ) ⋅c (X )
�
.n n,i m=n n n m � ��� 1 m � ��� 1 m m n n N� ��� 1 N� ��� 1 N N
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u222...888 LLLeeemmmmmmaaa... (a) J (i) = c (i).N N
u u u u u(b) J (i) = c (i) + β (i) ∑∑∑ p (n+1) ⋅ J (j).n n n j∈S i j n+1

BBBeeewww... Es ist

u u u u N � ��� 1 u u uJ (i) = c (i) + β (i) ⋅E � ∑∑∑ β (X ) ⋅ ... ⋅ β (X ) ⋅c (X )n n n n,i m=n+1 n+1 n+1 m � ��� 1 m � ��� 1 m m
u u+ β (X ) ⋅ ... ⋅ β (X ) ⋅c (X )

�
.n+1 n+1 N� ��� 1 N� ��� 1 N N

u u uDabei gilt: E � ... � = E � E � ... � X ,X
� �

; jetzt (2.6b). � �n,i n,i n,i n n+1

BBBeeeiiissspppiiieeelll 111::: EEEiiinnn LLLaaagggeeerrrhhhaaallltttuuunnngggsssmmmooodddeeellllll (mit Vormerkung)...

X ∈ � beschreibe den Lagerbestand z.Zt. n. Die Nachfrage in der n � ��� ten Periode � n� ��� 1,n
�

ist durch Zn n

gegeben. Dabei seien die Z unabhängige Zva mit Werten in � mit Z ∼ µ . Eine Aktion a ∈ � bestehtn 0 n n

in der sofortigen Auffüllung des Lagers auf a. Unter der Kontrolle u gilt: X = u (X ) � ��� Z . Nichtn+1 n n n+1

befriedigte Nachfrage wird also vorgemerkt. M∈ � sei die mmmaaaxxxiiimmmaaallleee LLLaaagggeeerrrkkkaaapppaaazzziiitttääättt. Dann wählt man

(((222...999))) S := � i∈ � ; i≤M � , A(i) := � j∈ � ; i≤j≤M � , p (n,a) := µ � � a � ��� j � � ,ij n

c (i.a) := K ⋅111 (a � ��� i) + c ⋅ (a � ��� i) + � (a) für n<N.n �
� �S � = u � (X � ) ����� �s � ����� �X � ���� ���� u � (X � ) � ��� Z� � �����

• � �������� ����� ����� ����� ����� ����� ��� •
Dabei sind K die FFFiiixxxkkkooosssttteeennn und c ⋅b die ppprrrooopppooorrrtttiiiooonnnaaallleeennn KKKooosssttteeennn bei einer Bestellung b, � (a) dddiiieee LLLaaagggeeerrr� ���� ���� ���
uuunnnddd FFFeeehhhlllmmmeeennngggeeennnkkkooosssttteeennn bei einem Lagerbestand a... Die terminalen Kosten c können eventuell negativN

sein, wenn beim Verkauf des terminalen Lagerbestands ein Gewinn erzielt wird.

Für Parameter s ,S ∈ � (s ≤S ) heißt u eine (((sss ,,,SSS )))� ���� ���� ��� KKKooonnntttrrrooolllllleee, falls gilt:n n n n nnn nnn

u (i) = i für i ≥ s und u (i)=S für i < s . � �n n n n n

�
222...111000 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn. Sei W := � f:S 	 � ; f nach unten beschränkt � . Für f ∈ W setze

(L f)(i,a) := L f(i,a) := c (i,a) + β(a) ∑∑∑ p (n,a) f(j), a∈A(i),i∈S,n n n j∈S ij

L*f(i) := inf L f(i,a),n a∈A(i) n
uL f(i) := L f(i,u (i)).n n n

Stellt man sich f als die Kosten am Ende einer Periode vor in Abhängigkeit von dem dann vorliegenden

Zustand, so gibt L f(i,a) die Kosten am Anfang der Periode an.n
uDann gilt offenbar L* : W 	 W und L : W 	 W.n n
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222...111111 LLLeeemmmmmmaaa... Sei f,g ∈ W.
u(a) L f ≥ L*f ;n n

u u u(b) L* und L sind isoton, d.h. z.B. f≤g � L f ≤ L f ;n n n n
u u u u(c) L (f+g)(i) = L f(i) + β (i) ⋅E � g(X )

�
;n n n ni n+1

u u u u u(d) J = L J = L ...L c für 0≤n<N.n n n+1 n N� ��� 1 N

BBBeeewww. Der Beweis von (d) folgt mit 2.8. � �

222...111222 VVVooorrrllläääuuufffiiigggeee DDDeeefff.: v := c , v := L*v = L*...L* c , 0≤n<N .N N n n n+1 n N� ��� 1 N
u u uD := L v � ��� v = L v � ��� L*v ≥ 0 mit ∞ � ��� ∞:=0.n n n+1 n n n+1 n n+1
uD heißt der DDDeeefffeeekkkttt vvvooonnn uuu z.Zt. n.n

u222...111333 LLLeeemmmmmmaaa... (a) J ≥ v , 0≤n≤N;n n
u u N � ��� 1 u u u(b) J (i) = v (i) + E � ∑∑∑ β (X ) ⋅ ... ⋅ β (X ) ⋅D (X )

�
n n ni m=n n n m � ��� 1 m � ��� 1 m m

u u u u N � ��� 1 u u u= v (i) + β (i) ⋅D (i) + β (i) ⋅E � ∑∑∑ β ⋅ ... ⋅ β ⋅D (X )
�
.n n n n ni m=n+1 n+1 m � ��� 1 m m

BBBeeewww... a)mit 2.11a,b,d.

b) analog zu Lemma 2.8. � �

u222...111444 SSSaaatttzzz... v (i) = inf J (i).n u n

BBBeeewww... Sei ε>0. Zu n und i wähle u (i) mit L v (i,u (i)) ≤ inf L v (i,a) + ε.n n n+1 n a∈A(i) n n+1
u u *Für die so definierte Kontrolle u gilt dann: D = L v � ��� L v ≤ ε ∀ n. Aus 2.13 folgt:n n n+1 n n+1

u uJ ≤ v + (N� ��� m)ε ∀ m, und somit v ≤ inf J ≤ v + N ⋅ ε mit ε beliebig. � �m m m u m m

u222...111555 EEEnnndddgggüüüllltttiiigggeee DDDeeefff...: v = inf J heißt WWWeeerrrtttfffuuunnnkkktttiiiooonnn für den Zeitpunkt n.n u n
uEine Kontrolle u heißt ssstttaaarrrkkk oooppptttiiimmmaaalll, wenn J (i) = v (i) ∀ i∈S, 0≤n<N, gilt.n n

222...111666 KKKooorrrooollllllaaarrr... (a) v = L*...L* c ,0≤n<N, und v = c , (WWWeeerrrtttiiittteeerrraaatttiiiooonnn);n n N� ��� 1 N N N

(b) v = L*v 0≤n<N, (OOOppptttiiimmmaaallliiitttääätttsssgggllleeeiiiccchhhuuunnnggg);n n n+1

(c) u ist genau dann stark optimal, wenn u (i) eine Minimumstelle ist vonn
uA(i)∋a 	 L v (i,a) (d.h. D (i)=0) ∀ i∈S, 0≤n<N.n n+1 n

(d) Ist A(i) endlich ∀ i∈S, so existiert eine stark optimale Kontrolle.
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BBBeeewww. a),b) sind klar. d) folgt aus c). ad c) "  " mit 2.13b, vgl. auch Bew. von 2.14.
u u u u" � " L v = L J = J = v = L*v . Dabei wurde 6.5d und (b) benutzt. � �n n+1 n n+1 n n n n+1

222...111777 IIInnnttteeerrrppprrreeetttaaatttiiiooonnn, PPPrrriiinnnzzziiippp dddeeerrr DDDyyynnnaaammmiiisssccchhheeennn OOOppptttiiimmmiiieeerrruuunnnggg (((RRRüüüccckkkwwwääärrrtttsssiiinnnddduuukkktttiiiooonnn))),,, BBBeeellllllmmmaaannn 111999555777

AAAnnnnnnaaahhhmmmeee::: Man kennt die minimalen Kosten v vom Zeitpunkt n+1 an. Dies ist der Fall für n+1 = N.n+1

AAAuuufffgggaaabbbeee::: Berechne v .n

LLLööösssuuunnnggg::: Berechne die Kosten von n an unter einer beliebigen Kontrolle u, wenn man sich von n+1 an
u uoptimal verhält also wenn J = v gilt. Dann ergibt sich L v (i) = L v (i,u (i)) . Minimieren+1 n+1 n n+1 n n+1 n

nun über u (i)∈A(i). Dann erhält man L*v = v . Die Minimumstelle � ��� sofern sie existiert � ��� ist dabein n n+1 n
udie optimale Aktion. Ist u (i) keine Minimumstelle, so erhält man den Defekt D (i). Diese Defekten n

summieren sich auf wie in 2.13b angegeben ist. � �

BBBeeeiiissspppiiieeelll 111::: EEEiiinnn LLLaaagggeeerrrhhhaaallltttuuunnngggsssmmmooodddeeellllll (Fortsetzung).

Die OOOppptttiiimmmaaallliiitttääätttsssgggllleeeiiiccchhhuuunnnggg lautet, falls β(a)=β konstant ist:

v (i) = min � K ⋅111 (a � ��� i) + c ⋅ (a � ��� i) + � (a) + β ⋅E � v (a � ��� Z )
� �n i≤a≤M � n+1 n+1

oder mit w (i) = c ⋅a + � (a) + β ⋅E � v (a � ��� Z )
�
:m m m

v (i) + c ⋅ i = min � w (i), min � K + w (a) � � .n n+1 i<a≤M n+1

222...111888 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn. � Scarf
�

Eine reelle Funktion w auf S = ( � ��� ∞.M
�

∩ � heißt KKK� ���� ���� ��� kkkooonnnvvveeexxx, falls gilt:

� w(j) � ��� w(i)
�
/(j � ��� i) ≤ � w(k) � ��� w(j)+K

�
/(k� ��� j) für i<j<k;

0 � ��� konvex bedeutet also konvex.

BBBeeeiiissspppiiieeelll::: w (i) = � max(i, γ ⋅ i � ��� (1� ��� γ) ⋅K) � ist K� ��� konvex , 0≤γ≤1.γ

�
�
�
�

� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���������� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���

Zeichne w und v(i) = min � w(i), K+w (a),i<a≤M � .γ γ

222...111999 LLLeeemmmmmmaaa � Scarf
�
. Seien w K� ��� konvex auf S und v(i) = min � w(i), K+w(a),i<a≤M � , i∈S, dann

existieren Zahlen � ��� ∞≤s'≤S'≤M mit: v(i) = w(i) für i≥s' und v(i) = K+w(S') für i<s'; bei s'>∞ ist S'

Minimumstelle von w. v ist wieder K� ��� konvex auf S.

BBBeeewww. (vgl. etwa Schäl (1990), Markoffsche Entscheidungsprozesse, Teubner, S. 97). � �
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+ � ���
222...222000 SSSaaatttzzz Sei c K� ��� konvex (etwa linear) und � konvex (etwa � (a) = � ⋅a + � ⋅a für zwei positiveN + � ���
Zahlen � ), dann gilt:±
(a) v ist K� ��� konvex für 0≤n<N ;n

(b) es existiert eine stark optimale (s ,S ) � ��� Kontrolle (für gewisse Parametern n
� ��� ∞≤s ≤S ≤M, 0≤n<N).n n

BBBeeewww... von a) mit Rückwärtsinduktion. Für n=N gilt wegen v =c die Beh. nach Vorauss.. Sei vN N n+1

K� ��� konvex. Dann gilt für z∈ � , i<j<k auch i � ��� z<j � ��� z<k � ��� z und somit0
β ⋅v (j � ��� z) � � β ⋅v (i � ��� z) β ⋅v (k� ��� z) � ��� β ⋅v (j � ��� z) + Kn+1 n+1 n+1 n+1
� �������������������� ���������� ��� ��� ����� ��� ��� ����� ��� ����� �������������������� ���������� ��� ��� ����� ��� � ≤ � �������������������� ���������� �������� ����� ��� �������� ����� ��� �������������������� ���������� ��� ��� ����� ��� ��� ����� ����� ����� ��� .j � ��� i k� ��� j

Bei Integration über z bzgl.µ bleibt die Ungleichung erhalten und man weiß, daßn+1

β ⋅E � v (a � ��� Z )
�

eine K� ��� konvexe Funktion von a ist. Es folgt leicht, daß auch w einen+1 n+1 n+1

K� ��� konvexe Funktion ist. Mit 2.19 folgt die K� ��� Konvexität von v (i)+c ⋅ i und damit die von v . Inn n

Hinblick auf 2.16c garantiert wieder 2.19 die Existenz von Parametern s ,S mit den genanntenn n

Eigenschaften. � �

BBBeeeiiissspppiiieeelll 222::: DDDaaasss SSSeeekkkrrreeetttääärrriiinnnnnneeennnppprrrooobbbllleeemmm ooodddeeerrr PPPrrrooobbbllleeemmm dddeeerrr bbbeeesssttteeennn WWWaaahhhlll...

Das Beispiel 3 aus § 1 wird fortgesetzt. Als neuen W � ��� Raum wählen wir den kanonischen Raum Ω für0

(X ,X ,...,X ) mit N = s. Das zu maximierende Funktional hat die folgende Gestalt:0 1 N
nE � r (X )

�
mit r (i) = δ ⋅ ���� .τ τ n 1i s

Da hier Minimierungsprobleme betrachtet werden, gehen wir über zu:
� ��� E � r (X )

�
= E � c (X )

�
mitτ τ τ τ

n(((222...222111))) c (i) = � ��� δ ⋅ ���� , 0≤n≤s.n 1i s

Wir definieren nun ein Markoffsches Entscheidungsmodell mit
1 n ���� 1(((222...222222))) S = � 0,1 � , A = A(i) = � 0,1 � , p (n,a) = p (n) = ���� ⋅ δ + �������������� ⋅ δ � vgl. 1.30, (1.31)

�
,ij j n 1j n 0j

c (i,a) = δ ⋅c (i) , 0≤n<N, und c gemäß (2.21) ; β(a) = δ .n 1a n N 0a

Dabei ist a = 0 die Aktion, die nächste Bewerberin zu prüfen. Ferner ist a = 1 die Stoppaktion;

wegen β(1)=0 entstehen danach keine Kosten mehr. Andererseits entstehen wegen c (i,0)=0 nurn

(negative) Kosten, wenn man stoppt. Da die Übergangs� ��� W. unabhängig von den Aktionen sind, sind
uauch die Maße P =P unabhängig von u mit X ,...,X unabhängig undni ni n s

P � X = j
�

= p (m), m > n.ni m j
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Wegen c ≤ 0 gilt auch v ≤ 0 . Die OOOppptttiiimmmaaallliiitttääätttsssgggllleeeiiiccchhhuuunnnggg 2.16b lautetn n
	 
v (i) = min � c (i,a) + β(a) ∑∑∑ p (n) v (j) �n a∈ � 0,1 � � n j j n+1

�

und führt zu:

v (i) = c (i) = � ��� δ ,s s 0i
	 1 n 
 1 nv (0) = min � 0 , ������ �������� ⋅v (1) + ������ �������� ⋅v (0) � = ������ �������� ⋅v (1) + ������ �������� ⋅v (0),n � n+1 n+1 n+1 n+1

�
n+1 n+1 n+1 n+1

nv (1) = min � c (1) , v (0) � = min � � ���
���� , v (0) � für n<s.n n n s n

1 1 1Setze nun f (m) = f(m) := � ����� + � ������� �������� + ... + � ����������� , 0≤m≤s. f ist antiton und es gilt:s m m+1 s���� 1
f(0)=∞, f(1)>1 (falls s>2; die Fälle s=1,2 sind nicht interessant) sowie f(s)=0.

(((222...222333))) Wähle nun ein k=k(s) mit: 0≤k<s, f(k)>1≥f(k+1) (also k≥1 bei s>2),

dann gilt: n > k � f(n) ≤ 1. Wir wollen nun zeigen:

n n(((222...222444))) v (0) = � ���
���� ⋅ f(n) , v (1) = � ���

���� für k<n≤s;n s n s
kv (i) = � ���
���� ⋅ f(k) für n≤k .n s

Beweis durch RRRüüüccckkkwwwääärrrtttsssiiinnnddduuukkktttiiiooonnn: DerFall n=s ist klar wegen f(s) = 0.

ad "n+1 � n" mit n ≥ k:
1 n+1 n n+1 n 1 nv (0) = ������ �������� ( � ���

������ �������� ) + ������ �������� ( � ���
������ �������� ⋅ f(n+1)) = � ���

���� (f(n+1) + ���� ) = � ���
���� ⋅ f(n).n n+1 s n+1 s s n s

n n n kv (1) = min � � ���
���� , � ���

���� ⋅ f(n) � = � ���
���� für n>k und = � ���

���� ⋅ f(k) für n=k.n s s s s

ad "n+1 � n" mit k ≥ n+1, n ≥ 0.
k n k k n k kv (0) = � ���
���� ⋅ f(k) klar; v (1) = min � � ���

���� , � ���
���� ⋅ f(k) � = � ���

���� ⋅ f(k) weil ���� ≤ ���� ≤ ���� ⋅ f(k).n s n s s s s s s

Wenn man beobachtet, für welche Aktionen das Minimum in der Optimalitätsgleichung angenommen

wird, so stellt man fest, daß dies gilt für:

(((222...222555))) u*(0) = 0 ∀ n und für u*(1) = 0 bei n≤k und u*(1) = 1 bei n>k .n n n

222...222666 SSSaaatttzzz... Für das Problem der besten Wahl ist bei s>2 die optimale Lösung:

Schaue die ersten k an, ohne sie zu nehmen, wobei sich k=k(s) gemäß (2.23) ergibt.

Danach nimm die erste, die besser ist als die ersten k. Die W., dabei die insgesamt beste Wahl zu
ktreffen, ist � ��� v (0) = ���� ⋅ f(k) .0 s

k(s) 1 1222...222777 SSSaaatttzzz... Für s � ∞ gilt: ������ ��� ��� ��� ���� , � ��� v (0) � ���� � v (0) konvergiert also nicht etwa gegen 0
�
.s e 0 e 0

s s 1 s� ��� 1 1 s � ��� 1BBBeeewwweeeiiisss... Aus ln � ����� = ∫ ���� dx ≤ f(m) ≤ ∫ ���� dx = ln � ������� �������� ergibt sichm m x m � ��� 1 x m � ��� 1
s � ��� 1 s 1 1 k 1 1 1ln ������ �������� ≥ f(k) > 1 ≥ f(k+1) ≥ ln ������ �������� , also: ����

� ���
���� ≤ ���� < ���� + ���� ⋅ (1 � ���

���� ).k� ��� 1 k+1 e s s e s e
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1 1Aus 1 < f(k) = ���� + f(k+1) ≤ ���� + 1 folgt f(k) = f(k(s)) � 1; mit 2.26 folgt nun die Beh. � �k k

RRRüüüccckkktttrrraaannnsssfffooorrrmmmaaatttiiiooonnn aaauuufff dddaaasss uuurrrsssppprrrüüünnngggllliiiccchhheee PPPrrrooobbbllleeemmm...

Die Kontrolle (2.25) läßt sich auch durch folgende Stoppzeit beschreiben:

τ* = inf � 0 ≤ n ≤ s; u*(X ) = 1 � = inf � k≤n≤s, X =1 ��� s mit inf∅=∞ .n n n

Im Markoffschen Entscheidungsmodell hängen die Kontrollen nur vom gegenwärtigen Zustand ab,

während im ursprüglichen Modell Stoppzeiten von der gesamten Vorgeschichte abhängen darf.

Deswegen läßt sich nicht jede Stoppzeit durch eine Kontrolle beschreiben. Dies würde gelten, wenn

man auch im Markoffschen Entscheidungsmodell Kontrollen zuließe, die von der gesamten

Vorgeschichte abhängen. Dies ist leicht möglich. Es kann aber gezeigt werden, daß sich dadurch die

minimalen Kosten v (i) nicht verkleinern.n

Das soll hier für den vorliegenden Spezialfall gezeigt werden.

Aus der Optimalitätsgleichung (2.24) folgt: v (0) ≥ v (1) , n ≥ 1. Es folgt nun, daß (v (X )) einn n n n

Submartingal ist � in Hinblick auf Lemma 1.30
�

wegen:

nE � v (X ) � R � = E � v (X )
�

= v (0) ≥ v (1) � dies gilt auch für n = 0
�
.n+1 n+1 n+1 n+1 n n

Mit dem Stoppsatz folgt für eine beliebige Stoppzeit τ≤s: v (0) ≤ E � v (X )
�
;0 τ τ

u*also haben wir: E � c (X )
�

= J (0) = v (0) ≤ E � v (X )
�

≤ E � c (X )
�

.τ* τ* 0 0 τ τ τ τ
Die letzte Beziehung v ≤ c folgt aus v (1) ≤ c (1), v (0) ≤ 0 = c (0). Damit gilt auch:n n n n n n

E � r (X )
�

≤ E � r (X )
�
.τ* τ* τ τ
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§§§333 AAAsssyyymmmppptttoootttiiisssccchhheeesss VVVeeerrrhhhaaalllttteeennn vvvooonnn MMMaaarrrkkkoooffffff� ���� ���� ��� KKKeeetttttteeennn
� �

Abkürzungen: MK = Markoff � ��� Kette, ÜW = Übergangs� ��� W. , Ü� ��� Matrix = Übergangsmatrix.

Da wir nur an Aussagen über die Verteilung der Markoff � ��� Kette interessiert sind, können wir die interne

Markoff � ��� Familie zu Grunde legen (vgl. 1.14, (1.15)), also die Situation von 1.11 mit
o oX := X ,

�
:=

�
.n n n n

333...111 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Für h ∈ S (fest aber beliebig) sei T := inf � n > 0; X = h �n

und T := 0, T = T, T := inf � n > T ; X = h � mit inf ∅ := ∞.0 1 k+1 k n

Dann ist T der ZZZeeeiiitttpppuuunnnkkkttt dddeeesss nnn� ���� ���� ��� ttteeennn BBBeeesssuuuccchhhsss in h. Seien fernern

Z := T � ��� T (mit ∞ � ��� ∞ := ∞) die Lücken / Zwischenzeiten zwischen den T ,n n n � ��� 1 n
(n)

�����
f := P � T = n

�
= p ⋅ ... ⋅p .ih i ����� i ≠h, ...,i ≠h ii i h1 n � ��� 1 1 n� ��� 1

(n)Dann ist f die W., bei einem Start in i nach genau n Schritten zum ersten Male nach h zuih

kommen bzw. für i=h nach h zurückzukehren.

�h ���� • • •�• • •� • •� •�
� ����� ����� ���������� ����� ����� ����� ����� ���������� ����� ����� ���������� ����� ����� ����� ���������� ����� ����� ����� ����� ���������� ����� ����� ���������� ����� ����� ����� ���������� ����� ����� ����� ����� ���������� ����� ����� ����� ��� �' ' 'T T T1 2 3

(m � ) (m � ) (m � )333...222 LLLeeemmmmmmaaa... P � Z = m ,...,Z = m
�

= f ⋅ f ⋅ ... ⋅ f m ,...,m ∈ � , n > 0.i 1 1 n n i h h h h h 1 n
������ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ������������ ����� ����� ����� ������������ ����� ������������ ����� � ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� � ����� ����� ����� ������������ �������������� ����� ������������ ���������� ����� ����� ����� ������������ �������������� ����� ������������ ����� ����� ��� �' ' ' ' ' ' '0 m m +m m +...+m m +...+m1 1 2 1 n � ��� 1 1 n

BBBeeewwweeeiiisss::: Sei A := � X ≠ h, 0 < � < m , X = h � für 1 ≤ t ≤ n; m := 0. Dann folgtt m +...+m + � t m +...+m 01 t � ��� 1 1 t
n � ��� 1P � Z = m ,...,Z = m

�
= P � ∩∩∩ A ∩ A

�
i 1 1 n n i t=1 t n�

= � P � A � � �
dPn � ��� 1 � i n m +...+m i∩∩∩ A 1 n � ��� 1t=1 t �

= � P � X ≠ h, 0 < � < m , X = h
�

dPn� ��� 1 � X � n m i∩∩∩ A m +...+m nt=1 t 1 n � ��� 1� n� ��� 1 (m � )= � P � X ≠ h, 0 < � < m , X = h
�

dP = P � ∩∩∩ A
�

⋅ f .n � ��� 1 � h � n m i i t=1 t h h∩∩∩ A nt=1 t

Die Behauptung folgt nun mit Induktion. � �
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∞ (m)333...333 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Sei f* := P � T < ∞
�

= ∑∑∑ f die W., jemals nach h (zurück � ��� ) zu kommen.ih i m=1 i h
∞ (m)Sei m := E � T � , also m = ∑∑∑ m f falls f* = 1 und m = ∞ falls f* < 1.ih i ih m=1 i h ih ih ih

Dann heißt m mmmiiittttttllleeerrreee RRRüüüccckkkkkkeeehhhrrrzzzeeeiiittt. Ferner heißt hhh

rrreeekkkuuurrrrrreeennnttt für f* = 1 und tttrrraaannnsssiiieeennnttt für f* < 1,hh hh

pppooosssiiitttiiivvv rrreeekkkuuurrrrrreeennnttt für m < ∞ und nnnuuullllll� ���� ���� ��� rrreeekkkkkkuuurrreeennnttt für m = ∞ , f* = 1.hh hh hh

Schließlich sei g := P � X = h für ∞ viele n
�
,ih i n

nN(n) := ∑∑∑ 111 = ∑∑∑ 111 , � Anzahl der Besuche in h bis n
�

N(∞) = lim N(n).� � T ≤ n � m=1 � X = h � n� m

Die Bezeichnungen "positiv rekurrent" bzw. "null � ��� rekkurrent" kommen von den Beziehungen

"1/m > 0" bzw. "1/m = 0".hh hh

Summiert man 3.2 über m , 1 ≤ t ≤ n, bzw. t < n, so erhält mant
n � ��� 1(((333...444))) P � T < ∞

�
= f* ⋅ (f* ) , n ∈ � ;i n ih hh

n� ��� 2 (m � )P � Z = m
�

= f* ⋅ (f* ) ⋅ f , n > 2, wegeni n n ih hh h h

(*) � Z = m � = � T < ∞, Z = m � .n n n� ��� 1 n n

333...555 KKKooorrrooollllllaaarrr Ist h rekurrent, so sind unter P die (Z ) unabhängige identisch verteilte f.s. endliche Zvah n
(k)mit P � Z = k

�
= f .h n hh

Ist h transient, so kommt über (*) eine Abhängigkeit ins Spiel.

n n333...666 LLLeeemmmmmmaaa... (a) E � N(n)
�

= ∑∑∑ P � T ≤ n
�

= ∑∑∑ P � X = h
�
.i � =1 � m=1 i m

∞ ∞ (m)(b) E � N(∞)
�

= ∑∑∑ P � X = h
�

= ∑∑∑ p = f* /(1 � ��� f* ).i m=1 i m m=1 i h ih hh

BBBeeewwweeeiiisss... (a) und die ersten Beziehung in (b) sind klar. Ferner hat man mit monotoner Konvergenz
∞ ∞ � � ��� 1E � N(∞)

�
= lim E � N(n)

�
= ∑∑∑ P � T < ∞

�
= ∑∑∑ f* ⋅ (f* ) gemäß (3.4) � �i i � =1 � � =1 ih hh

1 h rekurrent�
333...777 SSSaaatttzzz... (0 � ��� 1� ��� Gesetz). g = falls .hh

�
0 h transient

BBBeeewwweeeiiisss::: g = P � T < ∞ ∀ n
�

= lim P � T < ∞
� � da � T < ∞ � ⊂ � T < ∞ � �hh h n n � ∞ h n n+1 n

n= lim (f* ) nach (3.4). � �hh

Ein nützliches Kriterium für Transienz (und damit auch für Rekurrenz) liefert:
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333...888 SSSaaatttzzz... Es sind äquivalent:
∞ (n) ∞ (n)(i) h ist transient (ii) ∑∑∑ p < ∞ (iii) ∑∑∑ p < ∞ ∀ i ∈ S.n=1 hh n=1 ih

∞ (n)BBBeeewwweeeiiisss::: Nach 3.6b gilt: ∑∑∑ p = f* /(1 � ��� f* ). � �n=1 ih ih hh

333...999 SSSaaatttzzz... (Starkes Gesetz der großen Zahlen) Ist h rekurent, so gilt:
1 1 1 1
���� N(n) � � ��������������� P � ��� f.s., E � ���� N(n)

� � � ��������������� .n m h h n mhh hh

BBBeeewwweeeiiisss::: Es ist N(n) ≤ n. Nach (3.4) gilt:

lim N(n) = ∑∑∑ 111 = ∞ auf Ω" mit P � Ω"
�

= 1.n � ∞ � � T < ∞ ��
Ferner haben wir T ≤ n < T . Es folgtN(n) N(n)+1

T /N(n) ≤ n/N(n) < T /N(n).N(n) N(n)+1

Nach dem starken Gesetz der großen Zahlen gilt P � Ω'
�

= 1 mit

Ω' := � T /m � m � = � T /m+1 � m � = � T /m � m � .m hh m+1 hh m+1 hh

Auf Ω'∩Ω" gilt: T /N(n) � m , T /N(n) � m und damit auch n/N(n) � m .N(n) hh N(n)+1 hh hh

Wegen 0 ≤ N(n)/n ≤ 1 folgt, dann auch E � N(n)/n
� � 1/m (majorisierte Konvergenz). � �h hh

(n)Ist h transient, so gilt nach 3.8: p � 0. Ist h rekurrent, so können wir nun die Konvergenz imih

arithmetischen Mittel (Cesaro� ��� Konvergenz) den n � ��� Schritt � ��� ÜW zeigen.

1 n (m) 1333...111000 SSSaaatttzzz... Ist h rekurrent, so gilt: ���� ∑∑∑ p = ���� E � N(n)
�

� ��� � f* /m .n m=1 i h n i ih hh

n (m)BBBeeewwweeeiiisss::: Der Fall i = h folgt sofort aus Satz 3.9. Setzt man H(n) := ∑∑∑ ⋅p für n > 0, H(n) = 0 fürm=1 h h
H(n) 1n ≤ 0 so wissen wir: 1 ≥ � ��������������� ��� � ��������������� . Wir zeigen nunn mhh

(n) n (t ) (n � ��� t)(((333...111111))) p = ∑∑∑ f p .ih t=1 ih hh

Denn es gilt:
n nP � X = h

�
= P � X = h, T ≤ n

�
= ∑∑∑ P � T=t, X = h

�
= ∑∑∑ P � T=t

�
⋅P � X = h

�
.i n i n t=1 i n t=1 i h n � ��� t

Dann folgt mit (3.11):
n (m) n m (t ) (m � ��� t) n ( t ) 	 n (m � ��� t) 
∑∑∑ p = ∑∑∑ ∑∑∑ f ⋅p = ∑∑∑ f � ∑∑∑ ⋅p �m=1 i h m=1 t =1 ih h h t=1 ih � m=t h h

�

n (t ) 	 n � ��� t (m) 
= ∑∑∑ f � 1 + ∑∑∑ ⋅p � , also mit majorisierte Konvergenz:t=1 ih � m=1 h h
�

1 n (m) ∞ (n) n ���� t H(n� � t) ∞ (n) 1 1
���� ∑∑∑ p = o(1) + ∑∑∑ f ����������� � � ��������������� ��� ��� �

� ��� � ∑∑∑ f � ��������������� = f* ⋅ � ��������������� . � �n m=1 im t =1 ih n n���� t t =1 ih m ih mhh hh
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Als Verallgemeinerung von (3.11) bekommt man ebenso einfach:
n(((333...111222))) P � X ∈ B, T ≤ n

�
= ∑∑∑ P � T = t

�
⋅P � X ∈ B

�
.i n t=1 i h n� ��� t

� (n) 1 n (m) (∞)333...111333 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... p := ���� ∑∑∑ p , p := f* /m .ih n m=1 i h i h ih hh

� (n) (∞) (∞) 1333...111444 KKKooorrrooollllllaaarrr... (a) p � ��� � p (n � ∞) (b) p = � ��������������� .ih i h hh mhh

	 0 1 
BBBeeeiiissspppiiieeelll::: Ist S = � 0,1 � , � = � � , h = 1, so gilt:� 1 0
�

(2n) (2n � ��� 1) (n)p = 1, p = 0; also ist p nicht konvergent. Man sagt: h=1 hat die Periode 2. � �11 11 11

(n)333...111555 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Die PPPeeerrriiiooodddeee d von h ist d := ggT � n ∈ � : p > 0 �h h hh

mit ggT ∅ := ∞. Ist d = 1, so heißt h aperiodisch.h

333...111666 BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg. Der periodische Fall läßt sich auf den aperiodischen Fall zurückführen.
d dFür d ∈ � ist (X , n∈ � ) eine MK mit ÜM � . Ist d = d , so ist h aperiodisch bzgl. � .nd 0 h

BBBeeewwweeeiiisss... Die erste Aussage folgt sofort aus Satz 1.9b. Sei nun d > 1. Dann isth
(n ⋅d � )ggT � n ∈ � : p > 0 � = 1. � �hh

(n)333...111777 LLLeeemmmmmmaaa... Ist h aperiodisch, so gilt p > 0 für schließlich alle n.hh

(n)BBBeeewwweeeiiisss... Sei G := � n ∈ � ; p > 0 � . Dann ist G ein Halbgruppe bzgl. der Addition wegen0 hh
(m+n) (n) (m) (n) (m)p = ∑∑∑ p ⋅p ≥ p ⋅p .h h j hj j h hh h h

Es ist nach Voraussetzung d = ggT (G \ � 0 � ) = 1 ; insbesondere ist G = � 0 � . Nun folgt die Aussageh

aus einem Satz der Zahlentheorie. � �

(n)333...111888 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Sei i,j∈S. Dann heißt j von i aus eeerrrrrreeeiiiccchhhbbbaaarrr (i ��� j), falls ein n ∈ � existiert mit p > 0.i j

� oder die MK X heißen iiirrrrrreeeddduuuzzziiibbbeeelll, falls i ��� j ∀ i,j, i≠j.

333...111999 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Man sagt: � oder die MK X besitzen eine Eigenschaft � , falls alle i ∈ S die Eigenschaft

� haben.

(m+n) (n) (m)Die Relation ��� ist transitiv wegen p ≥ p ⋅p . Ein Überblick über diei j ik k j

Erreichbarkeitsstruktur liefert der Erreichbarkeitsgraph. Dabei stellt man die Zustände als Knoten eines
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Graphen dar und verbindet i mit j durch einen gerichteten Pfeil, wenn p > 0 gilt. Dabei kann auch i = jij

sein. Der nächste Satz sagt z.B., daß bei einer irredziblen Markoff � ��� Kette entweder alle Zustände

rekurrent oder alle Zustände transient sind.

333...222000 SSSaaatttzzz... Ist die MK X irreduzibel und existiert ein i ∈ S, so daß

a) i transient bzw.

b) i rekurrent bzw.

c) i positiv� ��� rekurrent bzw.

d) i null � ��� rekurrent bzw.

e) i die Periode d ∈ � hat,

so besitzt die MK X die entsprechenden Eigenschaften.

(m) (t)BBBeeewwweeeiiisss... Zu i,j ∈ S, i ≠ j, wähle m,t ∈ � mit p := α > 0, p := β > 0. Dann gilt:i j ji
(m+n+t) (m) (n) (t) (n)(+) p ≥ p ⋅p ⋅p = α ⋅β ⋅p wegen der Chapman � ��� Kolmogoroff � ��� Gleichung.i i i j j j ji j j

∞ (m+n+t) ∞ (n)a) Gemäß Satz 3.8 gilt: i transient � ∑∑∑ p < ∞ � α ⋅β ∑∑∑ p < ∞ � j transient.n=1 i i n=1 j j

b) folgt aus a).
1 1 N (m+n+t) 1 N (n) 1d) Gemäß Korollar 3.14 gilt: � ������������ � = lim � ��� ∑∑∑ p ≥ α ⋅β lim � ��� ∑∑∑ p = α ⋅β � ������������ � ,m N N n=1 i i N N n=1 j j mi i j j

also: m = ∞  m = ∞ .jj ii

c) folgt aus (b) und (d).
(n) (2n) (m+kn+t) (kn)e) p > 0 � p > 0 (Chapman � ��� Kolmogoroff) � p ≥ α ⋅β p > 0, k = 1,2,j j j j i i j j

� d � m+n+t und d � m+2n+t � d � n.i i i

Also gilt d ≤ d . Ebenso folgt d ≤ d . � �i j j i

(n)333...222111 LLLeeemmmmmmaaa... (a) g = ∑∑∑ p ⋅g , n ∈ � .hh i∈S hi ih

(b) Ist h rekurrent und gilt h ��� j, so folgt g = 1 (= f* ).jh jh

BBBeeewwweeeiiisss... a) g = P � X = h für ∞ viele m > n
�

= E � P � X = h für ∞ viele m > n ��� � �hh h m h h m n

= E � P � X = h für ∞ viele m > 0
� �

(nach Satz 1.12).h X mn
(n)b) Ist h rekurrent, also g = 1 und gilt p > 0 für ein n, so folgt nach (a):hh hj

(n)∑∑∑ p ⋅ (1 � ��� g ) = 0. Somit muß g = 1 gelten. � �i∈S hi ih jh

Wegen f* ≥ g erhalten wir nun:i j ij
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333...222222 SSSaaatttzzz... Ist die MK X irredzibel und rekurrent, so gilt: f* = g = 1 ∀ i,j ∈ S.i j ij

Es soll nun untersucht werden, wann eine Markoff � ��� Kette eine Folge von identisch verteilten Zva bildet,

die natürlich i.a. abhängig sind. Dabei legen wir also eine Startverteilung ν zu Grunde und schreiben

abkürzend: ν(j) := ν � � j � � , j ∈ S. Allein aus ν(j) = P � X = j
�

= P � X = j
�

, j∈S, folgt bereits:ν 0 ν 1

ν(j) = ∑∑∑ P � X = i, X = j
�

= ∑∑∑ ν(i) ⋅p , j ∈ S.i∈S ν 0 1 i∈S ij

Dies motiviert:

333...222333 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn... Ein W � ��� Maß ν auf S heißt stationäre Verteilung (bzgl � ), falls gilt:
� � �

ν(j) = ∑∑∑ ν(i) ⋅p , j ∈ S, �� ν � = ν mit ν = (ν(i),i∈S) Zeilenvektor.i∈S ij

333...222444 PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn (((BBBaaalllaaannnccceee� ���� ���� ��� GGGllleeeiiiccchhhuuunnngggeeennn)))... Ein W � ��� Maß ν ist genau dann eine stationäre Verteilung,

wenn gilt: ∑∑∑ ∑∑∑ ν(j) ⋅p = ∑∑∑ ∑∑∑ ν(i) ⋅p für B ⊂ S.j∈B i∉B ji i∉B j∈B ij

c cDie Eigenschaft in 3.24 besagt gerade: P � X ∈ B, X ∈ B
�

= P � X ∈ B , X ∈ B
�
, d.h. es fließt (imν 0 1 ν 0 1

c cMittel) genau so viel von B nach B wie von B nach B.

BBBeeewwweeeiiisss vvvooonnn 333...222444::: Erfüllt ν die Balance � ��� Gleichungen, so folgt mit B = � j � :

ν(j) ⋅ (1 � ��� p ) = ∑∑∑ ν(i) ⋅p .ii i≠j ij

Sei nun ν stationär. Dann folgt einerseits

∑∑∑ ν(j) = ∑∑∑ ν(j) ∑∑∑ p = ∑∑∑ ν(j) ∑∑∑ p + ∑∑∑ ν(j) ∑∑∑ pj∈B j∈B i∈S ji j∈B i∉B ji j∈B i∈B ji

und andererseits mit 3.23

∑∑∑ ν(j) = ∑∑∑ ν(i) ⋅∑∑∑ p = ∑∑∑ ν(i) ⋅∑∑∑ p + ∑∑∑ ν(j) ⋅∑∑∑ p . � �j∈B i∈S j∈B ij i∉B j∈B ij j∈B i∈B ji

333...222555 SSSaaatttzzz... Ist ν eine stationäre Verteilung, so ist X unter der Startverteilung ν ein ssstttaaatttiiiooonnnääärrreeerrr PPPrrrooozzzeeeßßß,� ��� 1d.h. P (X ,...,X ) ist unabhängig von n ∈ � ∀ m ≥ 0 (insbesondere für m=0).ν n n+m 0

� � nBBBeeewwweeeiiisss... Aus ν � = ν folgt mit Induktion ν � = ν , d.h. ν(i) = P � X = i
�
. Es folgt mit Satz 1.9a:ν n

P � X = i, X = j ,...,X = j
�

= P � X = i
�

⋅p ⋅p ⋅ ... ⋅p ist unabhängig von n. � �ν n n+1 1 n+m m ν n ij j j j j1 1 2 m � ��� 1 m

(∞)Es sollen nun ν(j) = const ⋅p als Kandidaten für stationäre Verteilungen vorgestellt werden.i j
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(∞)333...222666 SSSaaatttzzz... a) 0 ≤ ∑∑∑ p ≤ 1, i ∈ S .j∈S i j
� ∞ � (∞)b) Ist ν stationäre Verteilung, so gilt: ν � = ν , d.h. ν(j) = ∑∑∑ ν(i) p .i∈S i j

∞ ∞ (∞) (∞)c) � = � ⋅ � , d.h. p = ∑∑∑ p ⋅p .i j k∈S i k kj
∞ ∞ (∞) (∞)d) � = � ⋅ � , d.h. p = ∑∑∑ p ⋅p .i j k∈S ik k j
∞ ∞ ∞ (∞) (∞) (∞)e) � = � ⋅ � , d.h. p = ∑∑∑ p ⋅p .i j k∈S i k k j

(∞) 	 1 (∞) 
f) Gilt c := ∑∑∑ p > 0 für ein i, so ist � ν (k) := ���� p , k∈S � eine stationäre Verteilung.j∈S i j � i c i k
�

(∞) 	 (∞) 
g) Ist S endlich, so ist ∑∑∑ p = 1 und � ν (k) := p , k∈S � ist eine stationäre Verteilung ∀ i.j∈S i j � i i k
�

BBBeeewwweeeiiisss... a,g) Aus 3.14 und dem Lemma von Fatou folgt:
(∞) � (n) � (n) 1 n (m)∑∑∑ p = ∑∑∑ lim p ≤ lim ∑∑∑ p = lim ���� ∑∑∑ ∑∑∑ p = 1.j∈S i j j∈S ih j∈S ih n m=1 j∈S i j

Ist S endlich, so kann "≤" durch "=" ersetzt werden.
� m � 1 n � m �

b) Aus ν � = ν folgt sofort: ���� ∑∑∑ ν � = ν . Dann ergibt sich mit majorisierter Konvergenzn m=1
� (n) � (n)ν(j) = lim ∑∑∑ ν(i) p = lim ∑∑∑ ν(i) lim p .i∈S i j i∈S i j

c) Mit Fatou hat man zunächst
(∞) 1 n (m+1) 1 n (m)a := p = lim ���� ∑∑∑ p = lim ���� ∑∑∑ ∑∑∑ p pj i j n m=1 i j n m=1 k∈S i k kj

� (n) � (∞) 	 
= lim ∑∑∑ p p ≥ ∑∑∑ p p =: b � beachte: ∑∑∑ p ≤ ∞ � .k∈S ik kj k∈S i k kj j � k kj
�

Nun gilt aber 1 ≥ ∑∑∑a = ∑∑∑b bei a ≥ b .j j j j

Daraus folgt schließlich: a = b .j j

d) Analog zu c) hat man mit majorisierter Konvergenz
(∞) 1 n (m+1) 1 n (m) � (∞) (∞)p = lim ���� ∑∑∑ p = lim ���� ∑∑∑ ∑∑∑ p p = lim ∑∑∑ p p = ∑∑∑ p p .i j n m=1 i j n m=1 k∈S ik k j k∈S ik k j k∈S ik k j

∞ ∞ m ∞ ∞ 	 1 n m 
e) Aus c) folgt auch � = � ⋅ � und � = (lim) � � ���� ∑∑∑ ⋅ � � .� n m=1
�

Also hat man mit majorisierter Konvergenz (vgl. a):
(∞) (∞) � (n) (∞) (∞)p = lim ∑∑∑ p p = ∑∑∑ p p .i j k∈S i k kj k∈S i k k j

f,g) Es ist ν ein W � ��� Maß auf S. Aus c) folgt nun die Behauptung. � �i

(∞)Im irreduziblen Fall ist p unabhängig vom Startpunkt i.i j

(∞) (∞) 1333...222777 LLLeeemmmmmmaaa... Ist X irreduzibel, so gilt p = p = � ������������ � .i j j j mj j

(∞)BBBeeewwweeeiiisss... Ist m = ∞, so folgt p = f* /m = 0 ∀ i.jj i j i j jj

Ist m < ∞, so ist i rekurrent ∀ i nach 3.20. Somit gilt f* = 1 nach 3.22. � �jj i j
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333...222888 SSSaaatttzzz. Ist X irreduzibel, so sind äquivalent:

(i) X ist positiv rekurrent.

(ii) Es existiert eine stationäre Verteilung.
1(iii) ν(j) := � ������������ � , j∈S, ist die einzige stationäre Verteilung.mj j

BBBeeewwweeeiiisss... "(iii) � (i)" ∃ i mit m < ∞ jetzt Satz 3.20.ii

"(i) � (ii)" Aus m < ∞ ∀ j folgt mit 3.26a nun:jj
(∞)c = ∑∑∑ f* /m = ∑∑∑ p ≤ 1. Nun kann 3.26f angewendet werden.j∈S i j jj j∈S i j

"(ii) � (iii)" Aus 3.26b und 3.27 folgt:
(∞) 	 
 1 1ν(j) = ∑∑∑ ν(i) ⋅ p = � ∑∑∑ ν(i) � ⋅ � ������������ � = � ������������ � � �i∈S i j � i∈S

�
m mj j j j

333...222999 DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn. X ist eine (1 � ��� dim.) Irrfahrt auf � , wenn gilt:

p = p , p = 1 � ��� p =: q, i ∈ � , mit 0 < p < 1.i,i+1 i,i � ��� 1

333...333000 SSSaaatttzzz... Die Irrfahrt X auf � ist irreduzibel und hat die Periode 2. Für p =
�

ist X null � ��� rekurrent und

für p ≠
�

ist X transient.

BBBeeewwweeeiiisss... i) Die Irreduzibilität folgt aus i ��� i ± 1 und der Transitivität von " ��� ".
(2)ii) Es gilt einerseits p = pq + qp > 0 und andererseitsi i

P � X gerade
�

= 0 falls i gerade, P � X ungerade
�

= 1 falls i ungerade.i 2n+1 i 2n+1
(2n � ��� 1) (2n) 2n n niii) Man kann sogar durch Induktion zeigen: p = 0, p = ( ) p q .i i i i n

Man kann nämlich genau nach genau n Aufwärts� ��� und n Abwärtsschritten nach i zurückkehren.
∞ (n) ∞ (2n) ∞ 2n n � ��� �

Ist p ≠
�
, so folgt ∑∑∑ p = ∑∑∑ p = ∑∑∑ ( ) (pq) = (1 � ��� 4pq) < ∞n=0 i i n=0 i i n=0 n� ��� r ∞ r+n � ��� 1 n� vgl. (1 � ��� s) = ∑∑∑ ( ) s für 0<s<1.

�
n=0 n

Ist p =
�
, so folgt mit monotoner Konvergenz:

∞ (n) ∞ 2n 1 n ∞ 2n n∑∑∑ p = ∑∑∑ ( ) ( ���� ) = ∑∑∑ lim ( ) (π(1 � ��� π))n=1 i i n=1 n 4 n=1 π �
�

n
∞ 2n n � ��� �

= lim ∑∑∑ lim ( ) (π(1 � ��� π)) = lim (1 � ��� 4π(1� ��� π)) = ∞.π �
�

n=1 π �
�

n π �
�

iv) In Hinblick auf 3.28 bleibt noch zu zeigen: Ex gibt keine stationäre Verteilung ν. Setzt man B =

B = � ...,k� ��� 2,k� ��� 1,k � in 3.24, so erhält man ν(k) ⋅p = ν(k+1) ⋅ (1 � ��� p). Für p=
�

hat man also ν(k) = ν(k+1).k

Dies steht im Widerspruch zu ∑∑∑ ν(k) = 1. � �k∈ �
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333...333111 LLLeeemmmmmmaaa... Für die MK X des Warteschlangenmodells gilt: p = p = b . Daraus folgt0j 1j j

f* = f* , m = m .00 10 00 10

(n)Der BBBeeewwweeeiiisss folgt unmittelbar aus der Darstellung von f in Def. 3.1 (mit i = 0, 1, h = 0).ih

333...333222 SSSaaatttzzz. Sei o.E. b + b < 1. Die MK X des Warteschlangenmodells mit Verkehrsrate ρ ist0 1

irreduzibel und aperiodisch. Ferner gelten:

a) Ist ρ > 1, so ist X transient.

b) Ist ρ = 1, so ist X null � ��� rekurrent.

c) Ist ρ < 1, so ist X positiv rekurrent.

Für ρ ≥ 1 existiert keine stationäre Verteilung und es gilt:

P � X ≥ k
� � 1 , n � ∞, ∀ k ∈ � , d.h. X � ∞ n.W. (unter P ).i n n i

Für ρ < 1 existiert genau eine stationäre Verteilung ν und es gilt:
1P � X = k

� � ν(k) = � ��������������� , n � ∞, ∀ k ∈ � .i n m 0kk

Dabei ist ν(0) = 1 � ��� ρ und ν(k), k∈ � , lassen sich mit Hilfe von 3.24 rekursiv berechnen.

BBBeeewwweeeiiisss... 1) Es gilt p = b > 0 für i > 0. Also gilt i ��� i � ��� 1 und somit i ��� j ∀ j > i. Ferner existierti,i � ��� 1 0

wegen b + b < 1 ein k ∈ � mit b > 0. Somit gilt p = p = b > 0 ∀ i > 0. Es folgt0 1 k+1 i,i+k 0,k+1 k+1

0 ��� 1 + n ⋅k ∀ n. Somit ist X irreduzibel. Wegen p = p = b > 0, ist d = 1 und somit X aperiodisch00 10 0 0

nach Satz 3.20. Von Satz 1.25 wissen wir:
1f* = 1, m = ������ ���������� ����� ��� für ρ ≤ 1, f* < 1 für ρ ≥ 1. Aus 3.31 folgen jetzt (a) � ��� (c).10 10 1 ���� ρ 10

� (n) 1 1Wir haben p � � ������������ � , wobei ν(j) = � ������������ � für ρ < 1 die einzige stationäre Verteilung ist.i j m mj j j j
(n) 1Wir zeigen später noch � vgl. Satz 3.35

�
, daß in dem vorliegenden Fall sogar p � � ������������ � ∀ j gilt.i j mj j

(n) 1Dann folgt für ρ ≥ 1: P � X ≥ k
�

= 1 � ��� ∑∑∑ p � 1 � ��� ∑∑∑ � ������������ � , also für ρ ≥ 1: P � X ≥ k
� � 1.i n j<k i j j<k m i nj j

	 1 
Nach den obigen Überlegungen � m = m = ����������� ��� � wissen wir sogar ν(0) = 1 � ��� ρ. Setzt man nun in� 00 10 1���� ρ �

den Balance � ��� Gleichungen 3.24 B = � k+1,k+2,... � , so bekommt man schließlich:

ν(k+1) ⋅p = ν(k+1) ⋅b = ∑∑∑ ν(i) ∑∑∑ p . � �k+1,k 0 i≤k j>k ij

Läßt man zwei MKn unabhängig voneinander nebeneinander herlaufen, so erhält man wieder eine MK.
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333...333333 LLLeeemmmmmmaaa... (Kopplung von Markoff � ��� Ketten).
� 	 � 
Sei � ein Ü� ��� Matrix zum Raum S. Dann ist � = � p ; i,j,k, � ∈S � definiert durch� (i,j),(k, � )

�

�
p , := p ⋅p eine Ü� ��� Matrix zum Raum S×S mit der Eigenschaft:(i,j) (k, � ) ik j �

� (n) (n) (n)p , := p ⋅p für i,j,k, � ∈S, n∈ � .( i ,j) (k, � ) ik j �

Der BBBeeewwweeeiiisss ist sehr einfach.

Nun soll zunächst im irreduziblen, aperiodischen Fall gezeigt werden, daß die Abhängigkeit der Ü� ��� W
vom Startpunkt mit fortschreitender Zeit verschwindet. Dazu vergleicht man zwei gekoppelte MK, die

in verschiedenen Punkten starten.

(n) (n)333...333444 SSSaaatttzzz... Ist die MK X irreduzibel und aperiodisch, so gilt: p � ��� p � 0 (n � ∞) ∀ i,j,k ∈ S.ik jk

BBBeeewwweeeiiisss... (i) Zunächst erweitert man Lemma 3.17 zu:
(n)(((333...333555))) ∀ j,k ∈ S ∃ n = n (j,k) mit p > 0 ∀ n ≥ n .o o jk o

(n)Denn nach 3.17 existiert zunächst ein n = n (k) mit p > 0 ∀ n ≥ n . Wegen j ��� k existiert ein1 1 kk 1
(n� ) (n � +n) (n� ) (n)n ∈ � mit p > 0. Damit hat man p ≥ p ⋅p > 0 ∀ n ≥ n .2 jk jk jk kk 1

� � �

(ii) Sei X = (X,X') eine MK mit Ü� ��� Matrix � zum Raum S×S wie in 3.33. Dann ist X irreduzibel, denn
� (n) (n) (n)für i,j,k, � ∈S hat man p , = p ⋅p > 0 für n ≥ n (j,k)

�
n (j, � ).( i ,j) (k, � ) ik j � o o

Für (i),(ii) benötigt man gerade die Aperiodizität.
� � (n) (n) 2(iii) Ist X transient, so hat man mit Satz 3.8: ∑∑∑ p , = ∑∑∑ (p ) < ∞.n ( i ,i) (k,k) n ik

(n)Somit folgt p � 0 ∀ i,k und damit die Behauptung.ik
� �

(iv) Ist X rekurrent, dann ist f* = 1 nach Satz 3.22; d.h. P � T < ∞
�

= 1 für(i,j),(k,k) (i,j)
� �

T := inf � n∈ � ; X = (k,k) � KKKoooppppppllluuunnngggssszzzeeeiiitttpppuuunnnkkkttt von X,X', also:n
�

(((333...333666))) P � T > n
� � 0 für n � ∞.(i,j)

Dann tritt f.s. eine Kopplung. Außerdem haben wir nach 3.33

(n) (n)(((333...333777))) p = P � X = k
�
, p = P � X ' = k

�
.ik (i,j) n jk (i,j) n

(v) Wir haben

(n) � �

p = P � X = k, T ≤ n
�

+ P � X = k, T > n
�

ik (i,j) n (i,j) n
(n) � �

p = P � X ' = k, T ≤ n
�

+ P � X ' = k, T > n
�

.jk (i,j) n (i,j) n

Dabei gehen die zweiten Summanden beide gegen Null nach (3.36).

(vi) Um die Gleichheit der jeweils ersten Summanden zu zeigen, nützen wir aus, daß das stochastische

Verhalten von X und X' nach der Kopplung gleich ist. Mit (i,j) = (k,k) erhält man aus (3.37) nämlich:
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(n)P � X = k
�

= p = P � X ' = k
�
.(k,k) n kk (k,k) n

Aus (3.12) � mit B = � k � ×S , h = (k,k)
�

ergibt sich schließlich die entscheidene Idee:
� n � (n� ��� t) �

P � X = k, T ≤ n
�

= ∑∑∑ P � T = t
�

⋅p = P � X ' = k, T ≤ n
�
. � �(i,j) n t=1 (i,j) kk (i,j) n

(n) 1333...333888 SSSaaatttzzz Ist die MK X irreduzibel und aperiodisch, so gilt: p � � ��������������� ∀ i,k ∈ S.ik mkk
(n)BBBeeewwweeeiiisss... Da nach 3.34 die Abhängigkeit der p vom Startpunkt bei wachsendem n verschwindet, reichtik

es, den Fall i=k zu betrachten.

Der Fall, daß X transient ist, ist klar nach Satz 3.8.
(n) (n)Als Erweiterung von 3.34 bekommen wir für p := ∑∑∑ ν(j) p mit einer beliebigen Startverteilung ν:νk j jk

(n) (n)p � ��� p � 0 (n � ∞)kk νk

mit Hilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz.
1Ist X positiv rekurrent, so definiert nach Satz 3.28 ν(j) = � ������������ � eine stationäre Verteilung. Dann habenmj j

� n � (n) (n)wir ν � = ν (vgl. Beweis von 3.26), also ν(k) = ∑∑∑ ν(j) p = p . Es folgt:j∈S jk νk
(n)p � ��� ν(k) � ��� � 0 .kk

Sei nun X nullrekurrent, dann ist insbesondere m = 0. Dieser Fall ist der schwierigste. Wir führen denkk
� ��� ��� ����� (n)Beweis indirekt und nehmen an: ∃ k mit α := lim p > 0. Wenn wir (analog zu Satz 3.26c)k n � ∞ kk

zeigen können, daß eine stationäre Verteilung existiert, haben wir gemäß Satz 3.28 einen Widerspruch.

Mit einem Diagonalverfahren erhält man eine Teilfolge (n') ⊂ � mit:
(n')lim p = α existiert ∀ j ∈ S .n' � ∞ kj j

Mit Fatou folgt: 0 < α ≤ ∑∑∑ α ≤ 1.k j∈S j
(n')Nach Satz 3.34 gilt sogar: lim p = α ∀ j ∈ S und auchn' � ∞ i j j

(n'+1) (n')lim p = lim ∑∑∑ p ⋅p = ∑∑∑ p ⋅α = αn' � ∞ kj n' � ∞ i∈S ki i j i∈S ki j j

wegen majorisierter Konvergenz.
� (n) (n') (n'+1) (n')Analog zu Satz 3.26c � ersetze dort p durch p

�
folgt aus p = ∑∑∑ p ⋅p :i j i j kj i ki ij

(n'+1)α = lim p = ∑∑∑ α ⋅p .j n' � ∞ kj i i ij

Somit ist ν(j) := α /(∑∑∑ α ) eine stationäre Verteilung. � �j i i

Auf die Irreduzibilität in Satz 3.38 kann verzichtet werden. Dazu das folgende Lemma.
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333...333999 LLLeeemmmmmmaaa... Sei h rekurrent und S(h) := � j ∈ S; h ��� j � . Dann ist h ∈ S(h) und
	 
� � := � p ; i,j∈S(h) � eine irredzuible Ü� ��� Matrix� S(h) � ij

�

Insbesondere gilt: p = 0 ∀ i ∈ S(h), j ∉ S(h).ij

Der Beweis ist eine Übungsaufgabe.

333...444000 KKKooorrrooollllllaaarrr Sei ν eine beliebige Startverteilung. Ist h aperiodisch, so gilt:
1P � X = h

�
� ��� � � ��������������� ⋅P � T<∞

�
(für n � ∞),ν n m νhh

(n) (∞)insbesondere p � p (n � ∞).ih i h

∞ (n� ��� t)BBBeeewwweeeiiisss... Analog zu (3.11) haben wir: P � X = h
�

= ∑∑∑ P � T = t
�

⋅pν n t =1 ν hh
(m) (n) 1(mit p := 0 für m<0). Es genügt also z.z.: p � � ��������������� für t � ∞.h h hh mhh

Der Fall "h transient" ist wieder klar. Ist h rekurrent, so betrachten wir S(h) wie in 3.39. Dann ist die

Ü� ��� Matrix � � irreduzibel und wir können Satz 3.38 anwenden. � �� S(h)


