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Erinnerung: Ein stochastischer Prozef X ist ein Familie X = (Xt, tdl) von Zufallsvariablen auf einem

W—-Raum (Q,F,P) mit Werten in einem Melraum (S,6), Dabel ist t der Zeitparameter, | die
Parametermenge und S der Zustandsraum. Ist | 07 (z.B. | = Ny = {0,1,2,...}), so spricht man von einem

zeitdiskreten Prozel3, fur ein Intervall | O R wird (Xt) als zeitgtetiger Prozef3 bezeichnet. Die Abb. t~
Xt(w) hei 3t Pfad (Trajektorie).
(Xt) modelliert die zufallsabhédngige zeitliche Entwicklung eines Systems. Dabei gibt Xt den Zustand

des Systems zum Zeitpunkt t wieder.

EsistlF = (St, t0l) eine Filterung (in §), wenn St eine Unter—o—Algebravon § ist und ferner gilt:
SSD St firs<t.

Der Prozef3 X ist an [F adaptiert, wenn Xt jeweils%t—meﬁbar ist.

81 Grundlagen und Beispiele

Zeitdiskrete Markoff—K etten sind zeitdiskrete stochastische Prozesse mit abzahlbarem Zustandsraum S,
der wie tblich mit der Potenzmenge 3(S) als o—Algebra versehen wird.. Es finden Spriinge von einem
Zustand i 0 Sin einem Zustand j O S statt mit einer W. p; j (der sogenannten Ubergangs-W.), welche

von der Vorgeschichte/V ergangenheit unabhdngig sind.

1.1 Definition. Sei S ein (hdchstens) abzahlbarer Raum. Dann heif3t P = (pi i i,j0S) Ubergangsmatrix
und die p; j Ubergangswahrscheinlichkeiten, falls

j josPij
Die Ubergangsmatrizen bilden eine Halbgruppe bezgl. der Matrixmultiplikation:

PP & iy = 2ng Pij WPk -
Das Produkt zweier U-Matrizen ist also wieder eine U-Matrix. Man benutzt folgende Bezei chnungen:
(12) (pi(?)) =10 it die Einheitsmatrix,
(13) (pi(?)) = P" it das n—fache Produkt von P mit sich selbst.

Dann folgt:

m+n _ ;M N (m+n) _ (m) —.(n)
(1.9 P =P P ,dh Pk _szSpij mjk’ m,nDINO.



15 Definition. Sei S ein abzéhlbarer Raum, X = (Xn, nD[NO) ein stochastischer Prozel3 auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,§,P) mit Zustandsraum S sowielr = (Sn, nD[NO) eine Filterung in §. Ist X an
[ adaptiert, so heilt (X,F) eine (zeithomogene) Markoff—Kette, falls eine U-Matrix P = (pij’ i,j0S)
existiert mit

(1.6) P[Xpep =i18p] =y auf (X =i}, ij0S nON,

(d.h. anj ist eine Versonvon P[X 4 =|3])-

1

Dabel wird die Verteilung PXB von X0 als Startverteilung von X bezeichnet.

Wir legen jetzt immer die Situation in 1.5 zu Grunde.

1.7 Bemerkung. Die Bedingung (1.6) besagt, dal3 der Zustand des Systems in n+1 nur Uber den
gegenwartigen Zustand von der Vergangenheit abhangt. Dabel bedeutet (1.6) gerade:

(1.8) P[An {Xn+1 =i} :AI pxnj dP = ZiDSP[A n {Xn:i}] Hb”
P[An {Xn: i,Xn+1:j}] =P[An {Xn: i}] mij AT,

Daraus ergibt sich fur die elementar definierten W.

(1.8) P[Xn+1:j |An {Xn: it] = pij falsP[A n {Xn =i}] >0.

Wichtige Spezialféallefir Ain(1.8)'snd A=Q undA = {XO:i X

0 Xpe1™ g 1
Die Eigenschaft (1.6) 143t sich erweitern auf allgemeinere zukinftige Ereignisse.

19 Satz. Esgiltfirn>0, m> 0, i,jl,...,jm 0S

@  PXppq =g Xpem =ImlSpl = pijlmjﬂzﬂ'mjm—llm T (X =1, Insbesondere

. m .
0 P =18, =5 af {x, =i}
Die letzte Eigenschaft in 1.9aist die elementarste Charakterisierung einer Markoff—Kette.

Beweisvon 1.9. Teil (a) ergibt sich induktiv, indem man zunachst durch 3 bedingt.

n+m-1

P[A n {X V] =P[An {X

n+1 =1 X pam = Im e+ =1 X nemo1 T Imoa ) mj

=)y
Summiert man Uberjl,...,j m_1 erhalt man (b). [ ]
1.10 Definition. Die pi(rj“) werden als m—Schritt—Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Beziehung

(1.4) wird als Chapman—K olmogoroff—Gleichung bezeichnet.
Dabel ist pi(rjn) die Wahrscheinlichkeit, im Zeitpunkt m+n den Zustand j erreicht zu haben, wenn man

im Zeitpunkt nin Punkt j ist.



Esist oft einfacher mit sogenannten kanonischen Prozessen zu rechnen, bel denen die Xn Projektionen
sind.

1.11 Definition. Seien ein W—MaR v (Startverteilung) auf S und eine Ubergangsmatrix [P gegeben. Mit
P, bezeichnen wir das W-MaR auf (Q°3%) = (NT_y S OF_g P(S), sodal fiir den
K oordinatenprozef3 X0 = (Xg, n>0) [d.h. Xg ist die Projektion von I'Iorc]’:

und%ﬂ = G(Xr?], Osmsn)] gilt: P, [X8 :jO""’Xr% =il =VI{igH @)j

0 S auf die n—te Koordinate)

. . 0.0, .
o1 12 Imam
D.h. (XO,IFO) ist unter Pv eine Markoff—Kette mit Zustandsraum S, U—Matrix [P und Startverteilung v.
Ist die Startverteilung v auf i konzentriert (d.h. v({i}) = 1), so schreibt man P. =P,
(XO,{Pi; i0S}) wird as interne Markoff—Familie zu (X,F) bezeichnet, wenn (X,F) unter P eine

Markoff—Kette auf (Q,F,P) mit U-Matrix P ist.

Der Vorteil von (QO,SO) ist, da’ auf ihm zu jeder mdglichen Startverteilung eine Markoff—K ette mit
U—Matrix PP existiert. Die Existenz und Eindeutigkeit von Pv folgt aus dem Satz von lonescu—Tulcea

oder einem Satz von Kolmogoroff.

1.12 Satz. Sei (X,[F) eine Markoff—K ette mit interner Markoff—Familie (Xo.{ P 1. Dann gilt:
P[(X X o) OB 8,1 =Py [(XgX7-) 0Bl =Py [B], n20,B0F=0_ ) B(S).
n n

1.13 Bemerkung. Genauer bedeutet die obige Aussage: die rechte Seiteist eine Version der linken Seite.

Beweisvon 1.12. (i) Die Abbildung w~ Py () [B] ist Sn—mefsbar, daXnSn—meBbar ist.
n
(i) Zu zeigen it fur alle A O Sn:
(*) o) Pxn[B] dP=P[A 0 {(X X ,1-) DB} .
Wir zeigen die Aussage zunachst fiir Mengen B der Form: B = {jo}x...X{jt}xSXSx...; dann gilt:

{(Xn’xn+1"") B} = {Xn :jO""’xn+t :jt}'
Wir haben mit 1.9 sowie Pj[B] =0 firj#jy

PIA N {Xn =g Xy I :An{Xn:jo]’I PIXne1 I X et = I B | dP
=P[An{X,=]p}] ﬂJjOjlﬂlejZD-- @th_ljt =P[An {X,FIp}] DPjOD(OZjO"'"Xt =i

:A”{Xn:jo}I Pxn[B] dP= ,f Pxn[B] dP.



(i) Nunist ¢ := {D, {jo}x...X{jt}XSxSX..., jm 0St= 0} ein n—stabiles Erzeugendensystem von 3°.
Andererseits ist D, = {B 13% AJ Py_[B] 0P = PI{(X; X1, 1,-) 0B) ¢ A]} ein Dynkin—System

und enthalt & wie oben gezeigt. Damit enthdlt © A auch o(¢) = 3° und (*) ist gezeigt. [ |

1.14 Korollar. Sei (X,F) wiein (1.11), v Startverteilung von X. Dann gilt fir B [ %O = Dorc;zo B(S):
— 0,0 -
P[(XO,Xl,...) 0B]| = P, [(XO,Xl,...) O0B]| = P, [B].

Beweis.
0,0 :
P[(XO,Xl,...) O0B]| = E[P[(XO,Xl,...) 0B |SOH = E[PXO[(XO,Xl,...) O0B]|]| = zmsv({l}) [P, [B].
Diese Rechnung gilt gemaf3 Definition 1.10 auch fir X0 anstelle von X. Somit erhalten wir auch
0,0 .
PV [(XO,X]_,---) 0B] = ZiDSV({'}) DPi [B]. [1
Also ist die Verteilung PX L durch PX-1 und durch P bestimmt. Beim letzten Beweis fiel als

0
Nebenprodukt ab:
(1.15) P,[B] = X;pgV{iN TR [B] fir B0 =0 _o %B(S).

1.16 Definition . Ein Zustand i 0 S heil3t absorbierend, falls P = 1 gilt.

Beispiel 1. Verzweigungsprozel3 (Galton—Watson—Prozeld).

Historisch geht diese Art von Prozel3 auf Untersuchungen Galtons zurlick. Er untersuchte, wann ein
Familiennamen ausstirbt, d.h. keinen ménnlichen Nachfolger mehr hat. Gesucht ist ein mathematisches
Modell, in dem ein stochastischer Prozef3 X = (Xn) jeweils die Anzahl der (ménnlichen) Individuen der

n—ten Generation beschreibt. Dabei soll jedes Individuum unabhdngig von den anderen eine zuféllige
Anzahl von Nachkommen produzieren gemal? der Zahldichte (Wahrscheinlichkeitsfunktion) b = (bj)'

Zur Modellbildung benutzten wir:

*

i) b i DINO, sei die i—fache Faltung von b mit sich selbst, d.h.
b, =yl b "1 mit b 0=5
j k=0"k "jk j 0

i) a(s) = ZT:O bj d [g:[0,1] » [0,1] | sei die erzeugende Funktion von b.

Dannist gI die erzeugende Funktion von b* |

i)  pse diemittlere Anzahl der Nachkommen eines Individuums, d.h. p = zj N j bj'
0

Somit ist zj j [ﬂ);i =i0u die mittlere Anzahl der Nachkommen von i Individuen.



Es bieten sich zwei Modelle an:
1. Modellannahme. Sei X eine Markoff—Kette [bzgl. der kanonischen Filterung] mit Zustandsraum
S= INO, mit der auf 1 konzentrierten Startverteilung v und mit der Ubergangsmatrix

— b*i
Pij =%
2. Moddlannahme. Sei (Zi’ i O N) eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit

PIZ . =] :bj. DefiniereXy=1, X, =2, X5=Z5+..+Z, - @lgemein:

11
Xn

Xn+1:2 Iy 44X +m”
m=1 "0 " "n-1

Man ordnet also hier jedem Individuum der n—ten Generation dessen Nachkommen zu und
addiert diese zu auf zu Xn+1' Dann kann gezeigt werden, dal3 X eine Markoff—Kette ist mit den

Eigenschaften wie in 1. Der Beweisist eine Ubung.

Offenbar ist Modell 1 das einfachere Modell, mit dem wir jetzt auch rechnen werden. Man interessiert
sich fur die W., dal? eine Familie ausstirbt. Dabei heil3t

o :=P[0 50 {X,=0}] die Aussterbe-Wahrscheinlichkeit.
Dabei ist der Zustand 0 absorbierend. Es gilt also
P[Xn: 0] = P[Xn =0, X417 0] =..= P[Xn =0 Xim = 0].

Somit erhdlt man
o n _ _. i — 0l =i (n)
a=lim_, . Pl0—o {X=0}] [—. f’io]— lim,, P[X,,=0] =lim_, Pig-
Es soll nun a mit Hilfe einer Fixpunktgleichung gewonnen werden. Sei dazu
gn(s) = zjzo p&?) d die erzeugende Funktion von Xn.

Aus pg?ﬂ) =y (n) mij und (ii) folgt:

i~0 P1i
- (n) *i (n) Jra —
019 = ZisoPli” Ziso b & = TisgPLi 99 =(9():
Dies ergibt
(1.17) 941 = 909 = go...0gog = gog .
Danun p£8+1) =0, +1(0) = g(gn(O)) = g(pgg)) gilt, folgt aus der Stetigkeit von g,
a=limg, ,;(0) = gllimp{D) = g(a).
Daman mit der Iteration beim kleinsten Wert von [0,1] beginnt (p10 =g(0)) und g isoton ist, gilt:
(1.18) a ist diekleinste Losung von s=g(s) in [0,1].

Dabel ist s=1immer eine Lésung von g(s) = sund s= 0 ist eine Losung in dem (uninteressanten) Fall
bO: 0.



1.19Lemma Sel 0< b0 < 1. Dann exigtiert eine Lésung von g(s) = sin (0,1) genau dann, wenn i > 1.
Diese Ldsung ist eindeutig und somit gleich a.

Beweis. Man sucht eine Nullstelle von h(s) = g(s) — sin (0,1). Es gelten: h(0) = b0 >0, h(1) =0,

undfirs<1h(9=5 b d_1<h(1-0)=7] b —1=p-1 sowie N'(9 = 3 ki(k-1) b k=2

Fal 1. bO + b1 =13 hist linear. Esexistiert keine Nullstelle und p = b1 <l

Fall 2. bO + b1 <13 hist strikt konvex.

Fal 2a: u— 1< 03 h' < 0auf (0,1) dah strikt isoton 3 es existiert keine Nullstellein (0,1).
Fal 2b: p — 1> 03 h<0ineiner linksseitigen Umgebung von 1. Es existiert also eine Nullstelle in
(0,1). Diese ist wegen der strikten Konvexitat von h eindeutig. | |

Seinun M=% die Gesamtzahl aler Individuen; wir haben insbesondere a = P[M < ]|.

n=0 >(n
Esfolgt auf {X =i}: E[X  1|Xg- X, ] =11 wegen
5150 1 P[Xpeq=i Xge X =519 = 5] b]fi . Also folgt:
E[X 411X g Xy = HEX |, insbesondere E[X 4] =HIE[X[.
DaE[X,=1], folgt also
(120)  E[Xp| =i EM] =5 00"
Ist speziell b0 = 0, so folgt X1 2 X,y Alsoist a = 0 und E[M] = . Wir betrachten jetzt den Fall
bo > 0. Aus 1.19 und (1.20) ergibt sich :

121 Satz. Sei (0.E.) bo > 0.

a) Istu<1,soista:1undE[M]:1E—u<oo.

b) Issp=1s0ist a =1und E[M] = .
C) Issp>1,s0ista<1|unddamit E[M] 2 o [P[M =] = co].

1.22 Bemerkung. Sind in der nullten Generation i Individuen vorhanden, so ist die Aussterbe-W. (Xi,
dh. lim__p®=a (Ubung).



Beispiel 2. Ein Warteschlangenmodell.

X L

An einer Bedienungsstelle treffen nacheinander Kunden ein und beanspruchen eine Bedienung. Es kann
jedoch stets nur ein Kunde bedient werden. Zn beschreibe die Anzahl der Ankinfte von Kunden

wahrend der n—ten Bedienung, X0 = 1 die Zahl der zu Beginn wartenden Kunden sowie Xn die Zahl der
wartenden Kunden nach der n—ten Bedienung. Ist Xn = 0, so beginnt eine neue Bedienung mit der
Ankunft des nachsten Kunden. Somit hat man flr Xn+1’ no INO, undi [ INO die Gleichung

— — + —
(1.23) Xo=1 Xppq =X =D +Z  =6(X Z ).

Modellannahme. Sei (Zn, nON) eine Folge identisch verteilter unabhangiger Zva auf
(Q,3,P) mit P[Zn:j] = bj,j ONg- Ferner sei b0>0,{§n = G(Zl,...,Zn).

Aus (1.23) folgt leicht (vgl. Ubung), dal3 (X o €ine Markoff—Kette ist mit Ubergangs-W. Pij geman

. + . . T
P = P[(i-1)"+Z,=]] = bj—(i—1)+ mit bj =0 firj <O0.

Die Verkehrsrate (mittlere Anzahl der Ankinfte pro Bedienung) wird definiert durch

(1.24) p:= E[Zn] = ijoj [[bj :

Man betrachtet nun einen eingebetteten Verzweigungsprozel3 (Xr']). Dabel sind die Nachkommen eines

Kunden gerade die wahrend seiner Bedienung eintreffenden neuen Kunden.
Zum obigen Bild erhdlt man den Verzweigungsprozef3

%n

° > n
Die Aussterbe—W. des Verzweigungsprozesses ist also gerade die W. a = f;o = P[T < o], wenn

T=inf {n>1; X, = 0} der Zeitpunkt ist, an dem die Warteschlange zum ersten Mal abgebaut wird (bei

Start in 1). Die Gesamtanzahl M der Individuuen ist gerade die Anzahl der ankommenden Kunden
(inclusive dem ersten Kunden) und damit auch die Anzahl der Bedienungsbeendigungen bis zum
erstmaligen Abbaul der Warteschlange, alsoM =T, E[M] =m,,:=E[T]. Dabei istp = L.

Dann bedeutet p < 1 gerade, dal3 im Mittel weniger Kunden ankommen als bedient werden kénnen.



1.25 Satz. Firr die Markoff—K ette des Warteschlangenmodel s gilt:

* 1
fig=1 und m 4= 1_p<oo fals p<1,

f’ioz 1 und M=, falls p=1,
f’io =a <1 und My =, falls p > 1, wobei a die einzige Losung in (0,1) der Gleichung ist:
Zj205 9

Fir das |etzte Beispiel bendtigen wir noch den Begriff einer inhomogenen Markoff—K ette:

1.26 Definition. Sei X ein stochastischer Prozel3 auf einem W—Raum (Q,5,P), [F eine Filterung in 3.
Dann heif3t (X,F) eine inhomogene Markoff—Kette, falls X an [F adaptiert ist und Ubergangsmatrizen
P(n) , nON, existieren mit

(1.27) P[X 1= J|S] Py J(n+1) 0jos, nONy.

Bei der inhomogenen Markoff—Kette sind die Ubergangs-W. zeitlichen Veranderungen unterworfen.
Mit einem Trick, ndmlich der Aufnahme des Zeitparameters in den Zustand, kann man jedoch aus einer
inhomogenen eine homogene Markoff—K ette machen.

1.28 Proposition. Ist (X,[F) eine inhomogene Markoff—K ette mit Ubergangsmatrizen [P(n), so gilt fiir den
Proze3 X' = ((Xn,n)): (X'F) ist eine (homogene) Markoff—K ette mit Ubergangs-W. P' gemaR:

pI (n+1) for m =n+l1,i,jOS
P
@i,n),(, m+1) sonst

Beweis. P[X 1 =(.m) | 3,1 =

{P[Xnﬂ—”%] fur m=n+1 .

sonst

In 83 werden Aussagen zum asymptotischen Verhaten von Markoff—Ketten gemacht. Der obige Trick
hilft dann aber nicht weiter, weil jeder Zustand in 1.28 nur einmal aufgesucht wird.

Beispiel 3. Das Sekretarinnenproblem (Problem der besten Wahl).

Es werden s O N Bewerberinnen in zufélliger Reihenfolge nacheinander vorgestellt. Unmittelbar nach
jedem Gesprach ist zu entscheiden, ob die Bewerberin eingestellt wird oder nicht, so dal3 ein Ruckgriff
auf zuvor abgel ehnte Bewerberinnen nicht moglich ist. Gesucht wird eine Entscheidungsregel, die mit
madglichst hoher W. die beste der Bewerberinnen aussucht.

Die s Bewerberinnen lassen sich hinsichtlich ihrer Qualifikation mit den absoluten Rangzahlen 1,...,s
bewerten (1 = beste , s = schlechteste Bewerberin). Die Reihenfolge der Vorstellungen sei zuféllig,
wobei angenommen  wird, da samtliche s verschiedenen Vorstellungsreihenfolgen



gleichwahrscheinlich sind. Die Information bei der Beurteilung der Bewerberin ist der relative Rang im
Vergleich zu den vorherigen Bewerberinnen. So kann eine Entscheidung tber die Einstellung der n—ten
Bewerberin nur auf Grund der relativen Rangzahlen Rn getroffen werden. Rn gibt an, die

wievielt—beste die n—te Bewerberin unter den ersten n Bewerberinnen ist.
Eine formale Darstellung kann folgendermal3en gegeben werden:
Sei Q die Menge 2 g aler Permutationen der Zahlen aus {1,..,s}. Q wird mit der Gleichverteilung P

versehen mit |Q| = 4.
Zu w = (w(),...,009)) sei Zn(w) = w(n) der absolute Rang des n—ten Bewerberin (d.h. Zn ist die

Projektion auf die n—te Koordinate) mitZ_: Qw {1,...s},1<n<s.
Die Information bei der Vorstellung der n—ten Bewerberin ist die relative Rangfolge R = (RQ,...,RR)

n. .
Dzn,d.h. Rm|stderRangvoan|n(Z Zn),lsmsn.

L
Beispiel. 5= 5, w = (4,2,3,1,5) 3 Ri(w) = 1, R%(w) = (2,1), R3 () = (3,1,2), R¥ () = (4,2,3,1).

Definiere S =o(R ) IF = (S ) ist eine Filterung, daR" (mef3bare) Funktion von R 1

Esgilt offenbar:

— _ 21 .
P[R =N Zoi1 T 2 Ls = 2l = 51 Or0%,, 17, <5 277, firk#,
daein solches Erelgnlsfur genau ein w0 Q eintritt. Daraus resultiert:
(1.29) P[R =r| =% Or( 2n
1

wegen o = gE‘sEQs—l) (. Eﬂn+1). Definiere nun
X, = 1{RR =1} d.h. X zeigt an, ob die n—te Bewerberin die fiihrende ist.

Offenbar ist Xn Sn—meBbar. Esgilt nun:

1.30 Lemma. R" und X 1+1 Sind unabhangig mit P[X = 1] = % <n<s

: n_ _ n+1_ _ 1 -
Beweis. P[R" = (r;,...r ), X, =11 =P[R (r+1. 1 tL1)] = D) = n+1[IP[R =(rper 1
S : —17=_1
Durch Summation tiber (ry,.. ,rn) erhalt man: P[X 1 =1] =37
Darausfolgt auch sofort mit {X 1 =0} ={X 4= 1}

PIR™= (rypml ), X1 =01 =P[R = (r,n 1) B[]

Da (Xl""’xn) eine Funktion von R ist, sind also (X Xn) und Xn+1 unabhéngig. Esfolgt:

(1.31) Xl’ o smd unabhéngig.

11-'-1

Setzt man noch §5 = {0,Q}, X :=0 furn0{1,...s}, §, := P(Q), n > s, s0 erhdlt man:



10

1.32 Satz. (X ,I) ist eine inhomogene Markoff—K ette mit den Ubergangs—W.

1 .
pij(n):[é far j ZO,OSHSS, [pij(n)=60j furj>s|.
n

Beweis. Sel A J n<s asA= {Rn 0B} fireinB O3, . Dannfolgt:

PIA N {X 11 = =PIATP[X 1 =11 = AT P[X 1 =11 dP.

Also kann man pij(n+1) = P[Xn+1:j] unabhéngig von i setzen. Der Fall n>sist klar. []

Hier bietet sich eine Optimierungsaufgabe an. Man sucht eine Stoppzeit 1 < sbzgl. IF, so dai die GréRRe
P[X;=1LX,,=0,1<mss]

maximal ist, also dal? die T—te Bewerberin den absoluten Rang 1 hat. Wir schreiben dazu:
— — - <S — — —
PIX;=1LX,=0t<mss| =3 P[t=nX_ =1X_=01<ms<s]

S -
m=n+1 P[Xm =0]

S m—1
m=n+l1 m

= 3o gPlt=n X =1]
Dabei wurde {t =n} [ 8= p(Rn) benutzt. Also gilt:

- <S — —
=35> gPlt=nX_=1]m
- <S — —
=35> gPlt=nX_=1]m

(1.33) P[X,=1,X_ =0, 1<ms<s| = 3> (P[t=nX_ =1].

Das zu maximierende Funktional hat also die folgende Gestalt:
E[r(tX)] mit r(n;i) :1{1}0)52.

Diese ist eine bekannte Form in der Theorie des optimalen Stoppens. Das Problem soll in ndchsten
Paragraphen in ein allgemeineres Problem eingebettet werden.
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§ 2 Markoffsche Entschel dungsprozesse (Stochasti sche dynamische Optimierung).

Ein Prozel3 wird an Zeitpunkten n beobachtet und gesteuert; Xn sei der beobachtete Zustand und a, =
un(Xn) sei die ergriffene Aktion. Wir erlauben also, dal3 die Aktion in n nicht schon zum Zeitpunkt O
festgelegt werden mul3, sondern eine Funktion des Zustands Xn in n ist. Man spricht deshalb von

dynamischer Optimierung. Gegeben seien dazu folgende Grof3en:

(1) Sist der Zustandraum (abzahlbar);

@ii)  A(i) ist der Aktionenraum (Menge der zuldssigen Aktionen) fur den Zustand iCS;
(iii)  NONist der Zeithorizont.

0 1 2 n N-1 N
Die Stochastik wird durch Ubergangs-W. bestimmt. In Hinblick auf die Anwendung auf das Problem
der besten Wahl, sollen diese inhomogen sein, also vom Zeitpunkt abhdngen. Der Kreis der
Anwendungen vergroRert sich erheblich, wenn man auch noch zulat, da die Ubergangs—W. von der
ergriffenen Aktion a abhangen diirfen. Gegeben seien

(iv)  die Ubergangs-W. pij(n,a) (=0) mit szS pij(n,a) = 1,i0S, aJA(i), 1<n<N.

| pij(n,a) i

n—1,a n
In jedem Zustand entstehen Kosten, die von Zustand und Aktion abhéngen diirfen. Gewinne sind dabei
negative Kosten. Am Ende des Zeithorizonts N wird keine Aktion mehr ergriffen. Gegeben seien
(v)  die Kostenfunktionen cn(i ,@) 0 R, 0<n<N; diese seien nach unten beschréankt;

(vi) dieterminae Kostenfunktion CN(i) OR; diese sei ebenfalls nach unten beschrankt.

Diese Kosten sollen abdiskontiert werden durch einen Diskontierungsfaktor (3. Werden zu den
Zeitpunkten 0,1,...,N die Zustdnde io, il,...,iN durchlaufen und die Aktionen 88N _1 ergriffen, so

entstehen (auf O diskontierte) Gesamtkosten von:

2.1) Colioy) + BByligay) + B Ty 4lin_ 18y p) +B (i) -

Um zulassen, dal3 man mit einer Stoppaktion abbricht, sollen die 3 von a abhédngen dirfen. Gegeben
seien also

(vii) die Diskontierungsfaktoren 3(a) 0 [0,1] .

Dann entstehen Gesamtkosten von
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(2.2) Collod) * Bag) [€4(11.3y) + Blay) L. TB(ay o) ey 1(N_18y-1)
+B(a0)...B(aN_1) EtN(i N) :
Gilt einmal B(an) = 0, so werden alle zukinftigen diskontieren Kosten gleich Null (m >n). Dieskann as

Stoppaktion interpretiert werden.

2.3 Bemerkung: Man kann sich der Einfachheit halber zunachst auf den Fall 3(a)=1 konzentrieren. In
der Tat kann man den allgemeinen Fall auf diesen Fall zuriickfiihren, indem man den Zustandsraum um
einen externen absorbierenden Zustand €S erweitert und B(a) @)i J-(n+1,a) als neue Ubergangs-W. von

i0S nach jOS auffalit. (vgl. Ubung). []

2.4 Definition. Eine Kontrolle u ist eine Folge von Funktionen u = (un)0 <n<N auf Smit un(i)DA(i).
Zu u definiere p‘i*j () == py; (4 (0), B 4() = Blu, 4() und ¢ (i):=c, (i.u ().
Nun sollen kanonische Prozesse (im Sinne von 81) konstruiert werden. Diese sollen fiir jeden Zeitpunkt

n und fur jeden Startpunkt i die zukinftige Entwicklung (inkl. Gegenwart) beschreiben).

Sei dazu Q= {(in,...,iN); imDS, n<ms<N} und Xm(in,...,im,...,iN) = im'

2.5 Existenzsatz.
Zu 0<n<N, i0S und einer Kontrolle u exigtiert genau ein W—Mal3 Pﬁ i auf Qn mit

P‘rii [{Gi g goeip) H = 5“” B ()L m‘i‘N_liN(N). Dann gelten: Pﬁ,i [X,71]=1 sowie

nn+l
(2.68) p‘i‘j(m+1) = Pﬁ,k[xmﬂ:j | X o X | @Uf {X =i}
(2.6b) Eﬁ,k[f(xm,...,xN) [ X oo X | = E#q,xm[f(xm,...,XN)] fs, m>n,

falls f nach unten beschrankt ist.

Da der Horizont hier endlich ist, kann die Aussage direkt nachgerechnet werden ohne Benutzung des
Mal¥fortsetzungssatzes (etwa in der Form des Satzes von lonescu—Tulcea oder von Kolmogoroff).

(Xn,...,XN) ist unter Pﬁi gerade eine inhomogene Markoff—Kette mit Ubergangs-W pij(m), m>n.
Dann beschreibt Prl:]i die zukiinftige Entwicklung bei Gegenwart i unabhéngig von der Vorgeschichte

und insbesondere unabhéngig davon, wo man gestartet ist (etwain n mit Zustand k).

2.7 Definition. Die auf den Zeitpunkt n diskontierten und durch Xn=i bedingten

erwarteten Gesamtkostenin [n,N] sind

330 1= B % e PR - By 4 Xy ) B (Xpe) + BiOX) B TR (X ) By O]
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2.8 Lemma. (a) J\ (i) = (D).
(0) J0) = c®) + Bi() %5 Py (D) D1 0.
Bew. Esist
) = cii) + B Ty [5 e Bove1 X yed) - B 1 X)X
* Brys 1K) - B ) B X

Dabei gilt: Eﬁ,i [..] =Ep; [Em[ X  jetzt (2.60). []

n n+1”

Beispiel 1: Ein Lagerhaltungsmodell (mit Vormerkung).
X JL beschreibe den Lagerbestand z.Zt. n. Die Nachfrage in der n—ten Periode [n—1,n] ist durch Z

gegeben. Dabel seien die Zn unabhéngige Zva mit Werten in INO mit Zn 0 ey Eine Aktion al 7 besteht
in der sofortigen Aufflllung des Lagers auf a. Unter der Kontrolle u gilt: Xn+1 = un(Xn)—Zn+1. Nicht
befriedigte Nachfrage wird also vorgemerkt. MON sei die maximale Lagerkapazitiat. Dann wahlt man
(2.9) S:= {ilf; isM}, A(i) := {j0T; isjsM }, pij(n,a) =, [{a},

cn(i.a) =K Elm(a—i) + cl{a-i) + {(a) fur n<N.

Sy = Un(X p)

Sy
X n un(x n)_Zn+1

Dabei sind K die Fixkosten und c[b die proportionalen Kosten bei einer Bestellung b, /(@) die Lager—
und Fehimengenkosten bei einem Lagerbestand a. Die terminalen Kosten CN kdénnen eventuell negativ

sein, wenn beim Verkauf des terminalen Lagerbestands ein Gewinn erzielt wird.
Fur Parameter sn,SnDZ (snsSn) heil3t u eine (sh,Sn)—KontroIIe fallsgilt:

un(i) =iflriz Sh und un(i):Sn furi < Sy []

2.10 Definition. Sei W := {f:S-R; f nach unten beschrankt}. Fur f JW setze
(L f)(i,a) = Lnf(i,a) = cn(i,a) +B(a) szS pij(n,a) f(j), aJA(i),i0S,
Lef(i) = aDA( ) L f(i.a),
ﬁf(.) = L f,u (1)
Stellt man sich f als die Kosten am Ende einer Periode vor in Abhangigkeit von dem dann vorliegenden
Zustand, so gibt Lnf(i ,a) die Kosten am Anfang der Periode an.
Dann gilt offenbar L’r‘] :WrW und Lﬁ We W,
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211 Lemma Sei f,g0W.
(@ LfzL*f;

(b)  LrundLpsindisoton, dh.zB. fsg 3 Lof<L¥;
u o _ oy Ug/: u,. u .
(©  Lp(+g)(i) = LUFGQ) + Brli) EEn [90X 4 )] ;

()  J=Lpd =Ll (G fiir Osn<N.

Bew. Der Beweisvon (d) folgt mit 2.8. []

2.12 Vorléaufige Def . VN = L* = L* Lg

N—1°N

h n+120 mit co—oo:=0.

= CN’ Vv 0O<n<N .

D _LnVn+1 vn—ann+1 L*v

Dn heil3t der Defekt von u z.Zt. n.

n+1

2.13Lemma. (8) 31> v, , O<neN;
(b) 3i) =v, () + En [z Nt ptex . EIB,#] 1(xm DX )]
= v, (i) + Br(i) DHG) + B En [Nt Bi, OB DX )]

Bew. amit 2.11a,b,d.
b) analog zu Lemma 2.8.] |

2.14 Satz. v (i) = inf  3).
Bew. Sei €>0. Zunundi wahle u (|) mit Ln n+1(i u (i))<infaDA(i) n n+1(| a) + €.

Fir die so definierte Kontrolle u gilt dann: D =LY L V1S € 0n. Aus2.13 folgt:

n'n+l~ “nVn+
‘]m SVt (N—-m)e 0 m, und somit v __ < |nfu n U< Vit NLE mit € beliebig. [ |

m
2.15 Endgiiltige Def . Vo= infu Jﬁ hei 3t Wertfunktion fir den Zeitpunkt n.
Eine Kontrolle u heif3t stark optimal, wenn Jg(i) = vn(i) 0i0S, 0<n<N, gilt.

2.16 Korollar. (a) V= L’F]...L,’{l_lcN ,
(b) V= L’F] N+l 0<n<N, (Optimalitatsgleichung);

(© u ist genau dann stark optimal, wenn un(i) eine Minimumstelle ist von

0<n<N, und VN T CN (Wertiteration);

A@Mar L v, (.8 (dh D(i)=0) 0i0S,Osn<N.

(d) Ist A(i) endlich 0 i0S, so existiert eine stark optimale Kontrolle.
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Bew. a),b) sind klar. d) folgt aus c). ad c) "¢" mit 2.13b, vgl. auch Bew. von 2.14.

wyn 1 U _ uu _u_, _ -
" LVar1 = Lidne1 =90 =V = LiVjge 1. Dabei wurde 6.5d und (b) benutzt. ||

2.17 Interpretation, Prinzip der Dynamischen Optimierung (Riickwértsinduktion), Bellman 1957

Annahme: Man kennt die minimalen Kosten Vi1 VOM Zeitpunkt n+1 an. Diesist der Fall fir n+1 = N.

Aufgabe: Berechne Vi

Lésung: Berechne die Kosten von n an unter einer beliebigen Kontrolle u, wenn man sich von n+1 an

optimal verhalt also wenn Jgﬂ =Vt gilt. Dann ergibt sich Lﬁvnﬂ(i) = ann+1(i,un(i)) . Minimiere
nun uber un(i)DA(i). Dann erhalt man L’r‘]vn+1 =V Die Minimumstelle — sofern sie existiert — ist dabei

die optimale Aktion. Ist un(i) keine Minimumstelle, so erhdlt man den Defekt Dﬁ(i). Diese Defekte

summieren sich auf wiein 2.13b angegeben ist. | |

Beispiel 1: Ein Lagerhaltungsmodell (Fortsetzung).
Die Optimalitatsgleichung lautet, falls 3(a)=p konstant ist:

V() =min.__\, {Ky(a-) + clla-i) + (a) + BIE[v, (@2, )]}
oder mit Wm(i) =cla+{(a +BE [vm(a—Zm)] :

vn(i) +cl=min [Wn+1(i), mini<asM {K+ Wn+1(a)}] :

2.18 Definition. [Scarf| Eine reelle Funktion w auf S = (—0.M|nZ heifl3t K—konvex, falls gilt:
[W()-w(i)1/G-i) < [wk)-w()+K]/(k) fur i<j<k;

O—konvex bedeutet also konvex.
Beispid: Wy(i) = |max(i, yd — (1-y) K) | ist K—konvex , O<y<1.

Zeichne Wy und v(i) = min{w(i), K+Wy(a),i<asM}.

2.19 Lemma [Scarf|. Seien w K—konvex auf S und v(i) = min{w(i), K+w(a),i<asM}, i0S, dann
existieren Zahlen —oo<s<S<M mit: v(i) = w(i) fir i>s und v(i) = K+w(S) fir i<s; bel s> ist S
Minimumstelle von w. v ist wieder K—konvex auf S.

Bew. (vgl. etwa Schél (1990), Markoffsche Entscheidungsprozesse, Teubner, S. 97). [ ]
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220 Satz Sei N K—konvex (etwa linear) und / konvex (etwa {(a) = (_ &+ ( @ fir zwei postive

Zahlen fi), dann gilt:

@ Vi, ist K—konvex fur O<n<N ;

(b) e exidiet ene sark optimale (sn,Sn)—KontroIIe (fir gewisse  Parameter
—oossnsSnSM, 0<n<N).

Bew. von a) mit Rickwartsinduktion. Fir n=N gilt wegen VNEON die Beh. nach Vorauss.. Sei Vi1

K—konvex. Dann gilt fur ZD[NO, i<j<k auch i—z<j—z<k—z und somit
BV, ,1(-2) - BV, 1(—2) B (k2 —BI (-2 + K
= = = '
Bel Integration (Uber zbzgl.pn+1 bleibt die Ungleichung erhalten und man well3, dai

B[IE[vn +1(a—Zn +1)] eine K—konvexe Funktion von a ist. Es folgt leicht, dal3 auch W1 eine
K—konvexe Funktion ist. Mit 2.19 folgt die K—Konvexitat von vn(i)+c[ﬂ und damit die von Vi In
Hinblick auf 2.16c garantiert wieder 2.19 die Existenz von Parametern sn,Sn mit den genannten

Eigenschaften. ]

Beispiel 2: Das Sekretarinnenproblem oder Problem der besten Wahl.
Das Beispiel 3 aus 8§ 1 wird fortgesetzt. Als neuen W—Raum wéhlen wir den kanonischen Raum QO far

(XO’xl"“’XN) mit N = s. Das zu maximierende Funktional hat die folgende Gestalt:
. o n
E[rT(XT)] mit rn(l) = 61i s -

Da hier Minimierungsprobleme betrachtet werden, gehen wir lber zu:
—E[r (X)] = E[c(X))] mit

(2.21) c,(i) = — 3§, O<nss,
Wir definieren nun ein Markoffsches Entscheidungsmodel | mit
(2.22) S={01}, A=A®) = {01}, p;(na) = pi() = %[511 + ”%1[501. [vgl. 1.30, (1.31)],

cn(i,a) = 61am:n(i) , 0<n<N, und CN gemal (2.21) ; B(a) = 6Oa'

Dabel ist a = 0 die Aktion, die ndchste Bewerberin zu priufen. Ferner ist a = 1 die Stoppaktion;
wegen 3(1)=0 entstehen danach keine Kosten mehr. Andererseits entstehen wegen cn(i,O):O nur

(negative) Kosten, wenn man stoppt. Da die Ubergangs-W. unabhangig von den Aktionen sind, sind
auch die MalRe P:J]i:Pni unabhéngig von u mit Xn,...,X s unabhéngig und

Pl X =11 = pj(m), m>n.
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Wegen C, < 0 gilt auch VS 0. Die Optimalitatsgleichung 2.16b lautet
Ve = ming o1y (0408 +B@ 5 B V0]

und fahrt zu:
v(i) =c i) =3 ,
— 1 1
V(O = minf 0, 1 ¥y )+ iy n+1<0>} #1110
v (1) mm{c 1), v(O)} min{—3<,v (0)} fur n<s.

Setze nun f (m) =f(m) := m m11+ .+$,O§mss.fist antiton und es gilt:

f(0)=00, f(1)>1 (falls s>2; die Falle s=1,2 sind nicht interessant) sowie f(s)=0.

(2.23) Wahle nun ein k=k(s) mit: Ock<s, f(k)>1>f(k+1) (also k=1 bei s>2),
dann gilt: n>k 3 f(n) < 1. Wir wollen nun zeigen:
_ N _n " _
(2.24) vn(O) = — g[ﬂ(n) , vn(l) = -3 fir k<n<s;
n_ K "
Vn(l) = — g[ﬂ(k) fir nsk .

Beweis durch Riickwartsinduktion: DerFall n=sist klar wegen f(s) = 0.
ad' n+1-»n mit n>k:

V(0) = (- ”;1) + g = i) + H = D).

vn(l) =min { _g ——[ﬂ(n) } ——2 fir n>k und :—Etﬂ(k) fur n=k.

ad"n+1-»n mitk>n+1,n>0.

v = X)) Karv @ =min{-2, Ko} = ~Kaw) weil 1<K <Kmp).

Wenn man beobachtet, fiir welche Aktionen das Minimum in der Optimalitatsgleichung angenommen
wird, so stellt man fest, dal3 dies gilt fir:

(2.25) u’r‘](O) =00 nund far u’r*](l) =0 bei n<k und u’r*](l) =1be n>k.

2.26 Satz. Fur das Problem der besten Wahl ist bei s>2 die optimale Losung:
Schaue die ersten k an, ohne sie zu nehmen, wobei sich k=k(s) gemal (2.23) ergibt.
Danach nimm die erste, die besser ist alsdie ersten k. Die W., dabei die insgesamt beste Wahl zu
treffen, ist —v,(0) = K11(K) .

2.27 Satz. Fir s» gilt: MSQ -+ % , — vO(O) -+ % [VO(O) konvergiert also nicht etwa gegen 0] .

1Is_l)l(dx = In—1 ergibt sich

1 1 1
s“etsd-9

Beweis Ausin = ST dx<f(m)<

X

InS=12f(Kk) > 12 f(k+1) 2 Ing 37, alsoé i
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Aus1<f(k)=j+f(k+1) <+ 1folgt f(K)="F(k($))» L mit 2.26 folgt nun die Beh.[]

Ricktransformation auf das urspriingliche Problem.
Die Kontrolle (2.25) laf3t sich auch durch folgende Stoppzeit beschreiben:
T =inf {0sn<s uf(X) =1} =inf {ksnss, X =1} As mitinfl=co .

Im Markoffschen Entscheidungsmodell hangen die Kontrollen nur vom gegenwaértigen Zustand ab,
wahrend im urspriglichen Modell Stoppzeiten von der gesamten Vorgeschichte abhdngen darf.
Deswegen &Rt sich nicht jede Stoppzeit durch eine Kontrolle beschreiben. Dies wiirde gelten, wenn
man auch im Markoffschen Entscheidungsmodell Kontrollen zuliel3e, die von der gesamten
Vorgeschichte abhdngen. Dies ist leicht mdglich. Es kann aber gezeigt werden, dal’ sich dadurch die
minimalen Kosten vn(i) nicht verkleinern.

Das soll hier flr den vorliegenden Spezialfall gezeigt werden.
Aus der Optimalitatsgleichung (2.24) folgt: vn(O) > vn(l) , h > 1. Es folgt nun, dai3 (vn(Xn)) en

Submartingal ist [in Hinblick auf Lemma 1.30] wegen:
E[vn+1(xn+1) | Rn] = E[vn+1(xn+1)] = vn(O) > vn(l) [diesgilt auch fir n=0].
Mit dem Stoppsatz folgt fiir eine beliebige Stoppzeit 1<s: vO(O) <E [VT(XT)] ;
. *
also haben wir: E[CT* (XT*)] = Jg 0) = vO(O) < E[VT(XT)] < E[C.[(XT)] :
Die letzte Beziehung VasC, folgt aus vn(l) < cn(l), vn(O) <0= cn(O). Damit gilt auch:

E e (X)] < E[ (X))
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83 Asymptotisches Verhalten von Markoff—K etten

Abkiirzungen: MK = Markoff—Kette, UW = Ubergangs-W. , U-Matrix = Ubergangsmatrix.

Dawir nur an Aussagen (ber die Verteilung der Markoff—K ette interessiert sind, kénnen wir die interne
Markoff—Familie zu Grunde legen (vgl. 1.14, (1.15)), also die Situation von 1.11 mit

—vO ——
X, = X0 F = sﬁ

3.1 Definition. Fur h 0 S (fest aber beliebig) sei T :=inf {n>0; X, = h}
und Ty:=0, T, =T, T, . =inf {n>T ;X _=h} mitinf0:=co.
Dann st Tn der Zeitpunkt des n—ten Besuchsin h. Seien ferner

Zn::T —Tn_1 (mit o — 0 := 00) die Liicken/ Zwischenzeiten zwischen den Tn'

(n) = . = = . . .. .
f|h' PI[T n| Ellih,...,In_lihplllm"mln_l

Dann ist fi(ﬂ) die W., bei einem Start in i nach genau n Schritten zum ersten Male nach h zu

h-

kommen bzw. fir i=h nach h zuriickzukehren.

- —m. 1= M) 5(M) ; 5(my)
32Lemma P [Z,=m,,...Z =m | =f VI~ 0. 05" my,...m ONn>0.

0 m1 m1+m2 m1+...+mn_1 m1+...+mn

Beweis Sei A, := {X zh0<f<m, X . ., =h} firl<t<n;mg:=0. Dannfolgt

my+..+m_ +( Fetmy

n—1
Pi[Z =my,. JZ m]—P[nt 1AtnA]
n—lA fP[A |Sm+ 4m ]dpi
Nt=1"t n—
1, fP - X #h,0< (<my X, =h] dP
tl t i n-1
_ _ (m,)

rF1Afph[x £h0<f<m X m =h] dP, P[nt 1 Al T,

Ni=1"t
Die Behauptung folgt nun mit Induktion. ||
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33 Definition. Sai f, :=P.[T<w]|=3%_ {M diew., jemalsnach h (zuriick-) zu kommen.

: — _ (m)
Sei m, =E[T], asom, = Z mfy 7 falsfs =1lundm, = fallsfy, <
Dann heil3t Man mittlere Riickkehrzeit. Ferner heil3t h
rekurrent fir fF]h: 1 und trangent fur fﬁh< 1,
positiv rekurrent fur My < ® und null—rekkurent fir My =@ fF]h =1
SchlieBlichsei g, := P, [X =h fir o vielen],

N(n) := zg {Tfs n = zmzl {Xm =h)’ [Anzahl der Besucheinh bisn| N(e) = Iimn N(n).

Die Bezeichnungen "positiv rekurrent” bzw. "null—rekkurrent” kommen von den Beziehungen
"]Jmhh > 0" bzw. "]Jmhh =0".

Summiert man 3.2 tiber m,, 1<t<n, bzw.t <n, so erhdlt man
« =1 )
P [Zn =m ] = f*hEQf h)n_z[ﬂr(]rr?n), n>2, wegen
() {Zn - mn} - {Tn—l <0 Zn= mn}'

3.5 Korollar Ist h rekurrent, so sind unter Ph die (Zn) unabhéngige identisch verteilte f.s. endliche Zva

(k
mit P [Z, = K] —fh )

Ist h transient, so kommt Uber (*) eine Abhangigkeit ins Spiel.
3.6 Lemma. (a) E-[N(n)]zz?_lP[T nl =30 P[X =hl.
() N =30 PX o =hl =5, ) =/,

Beweis. (a) und die ersten Beziehung in (b) sind klar. Ferner hat man mit monotoner Konvergenz
E; [N(0)] =1lim E; [ N(n)] = Zg 1P[T <o| = 25 1fThEﬂfhh) geméfs (349 []

1 h rekurrent
3.7 Satz. (0-1-Gesetz). 9h = { falls .

0 h transient
Beweis g, =P [T, < On[=lim_, P [T <] [dafT_ 4 <eo}O{T <oo}]
=lim (fr )" nach (3.4). [|

Ein niitzliches Kriterium fir Transienz (und damit auch fir Rekurrenz) liefert:
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3.8 Satz. Es sind aquivalent:
(i) hist transient (i) 3_, pfY <o iy 3°_, o < DiOS

Beweis Nach 3.6b gilt: 3°7_, p{f) = f* /(1 — f ). []

3.9 Satz. (Starkes Gesetz der grof3en Zahlen) Ist h rekurent, so gilt:
1 1 1 1
=N(n) » — P —fs, E.[ZN(N)]»—.
n Mon h h [n | Moh

Beweis: Esist N(n) < n. Nach (3.4) gilt:

M N = 3y <y =0 af Q" mitPQ] =1

Ferner haben wir TN(n) <n< TN(n)+1' Esfolgt
TN(n) N(n)+1/N(n)'

Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen gilt P[Q'] =1 mit
Q=T /moamo b = {T /mlam b ={T y/mam

Auf Q'nQ" gilt: TN(n)/N(n) »> My TN(n)+1/N(n) Moy und damit auch n/N(n) -» Moh -

IN(N) <n/N(N) < T

Wegen 0 < N(n)/n < 1 folgt, dann auch E [N(n)/n] -» 1/mhh (majorisierte Konvergenz). ||
Ist h transient, so gilt nach 3.8: p(n) -+ 0. Ist h rekurrent, so kénnen wir nun die Konvergenz im

arithmetischen Mittel (Cesaro—Konvergenz) den n—Schritt—UW zeigen.

e Len (m) _
3.10 Satz. Ist h rekurrent, so gilt: i zm 1P i E [N(n)| — f’i* h/mhh'

Beweis. Der Fall i = hfolgt sofort aus Satz 3.9. Setzt man H(n) := zm -1 @)(m) firn>0, H(n) =0 fur

N < 0 so wissen wir: 1>Jn—2->m—W|rze|gennun
hh
(n) (t) ,(n—t)
(3.11) =St=1fir/ P
Denn esgilt:

P[X,=h] =P[X_ =hTs<n]| = z?zl P.[T=t, X =h] = z?zl P.[T=t] (P, [X, (=h.

Dann folgt mit (3.11):
Imea i = Imea Z-a P = 2 ) (Zme )

= zt 1f(t) {1+ zm -1 @)(m)] , also mit mgjorisierte Konvergenz:

— 0 t *
B 2me1Pim =00+ 3 7= 7 TR = 3o 1 =G 1)
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AlsVeralgemeinerung von (3.11) bekommt man ebenso einfach:
—<n —
(3.12) P [XnDB,Tsn] =211 P [T=t] [lPh[Xn_tDB].

313 Definition. p{f) := 151 p(M, o™= px jm_

324 Korollar. (@) plf) — p{?) (naw) (b) p(e) = L

Beispiel: Ist S= {0,1}, P = [ h=1, soglt
(2n) _
P11

10]’
(2n 1) =0; adsoist p( n) nicht konvergent. Man sagt: h=1 hat die Periode 2. []

L . . . i . (n
3.15 Definition. Die Periode dh von hist dh :=ggT {nON: pr(]h) >0}
mit ggT [ := 0. It dh = 1, so heil3t h aperiodisch.

3.16 Bemerkung. Der periodische Fall l1af3t sich auf den aperiodischen Fall zurtickfiihren.

Fur d DN ist (X, nON) eine MK mit OM P9, Istd = d, , soiist h aperiodisch bzgl. P,

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus Satz 1.9b. Sei nun dh > 1. Dannist

(nLély)

9gT {nON: py, >0} =1.[]

3.17 Lemma. It h aperiodisch, so gilt p{7) > 0 fiir schlieBlichalle n.

Beweis. Sei G:={n[ Ny pk(lﬂ) > 0}. Dannist G ein Halbgruppe bzgl. der Addition wegen
+
T+ = 5. p{Dep™ > D p™)
Esist nach Voraussetzung dh =ggT (G \ {0}) =1 ; insbesondereist G = {0}. Nun folgt die Aussage

aus einem Satz der Zahlentheorie. ||

3.18 Definition. Sei i,j0S. Dann heil3t j von i aus erreichbar (i = j), fallsein n 0N existiert mit pi(?) > 0.
P oder die MK X heil3en irreduzibel, falls i = 0i,j, i#.

3.19 Definition. Man sagt: P oder die MK X besitzen eine Eigenschaft &, fallsallei U S die Eigenschaft
& haben.

Die Relation <= ist transitiv. wegen pl(rjn n) > pi(E)ﬂJl((rjn) . Ein Uberblick tber die

Erreichbarkeitsstruktur liefert der Erreichbarkeitsgraph. Dabei stellt man die Zustdande al's Knoten eines
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Graphen dar und verbindet i mit j durch einen gerichteten Pfeil, wenn P j > 0 gilt. Dabei kannauchi =

sein. Der ndchste Satz sagt z.B., dal3 bei einer irredziblen Markoff—Kette entweder alle Zustdnde
rekurrent oder alle Zustande transient sind.

3.20 Satz. Ist die MK X irreduzibel und existiert eini 0 S, so daf3
a) i transient bzw.

b) i rekurrent bzw.

C) i positiv—rekurrent bzw.

d) i null—rekurrent bzw.

€) i die Perioded O N hat,

so besitzt die MK X die entsprechenden Eigenschaften.

Beweis. Zui,j0S, i#j,wahlemtON mit pi(rjn) =a>0, pj(;[) := 3> 0. Dann gilt:

(+) pi(rin+n+t) > pi(rjn) @)j(?) Hbj(it) =alPB Bbj(?) wegen der Chapman—K olmogoroff—Gleichung.

a) Gemal Satz 3.8 gilt: i transient > zor?:l pi(rin+n+t) < 3 alp zﬁzl pj(?) <o 3 jtransent.

b) folgt aus a).

d) GemaR Korollar 3.14 gilt: m—lll =timy S 3N_ pM0 5 qplimg A 5N, pj(?) = alp m—ij
also: m. =0 & m. =o,

) I
c) folgt aus (b) und (d).

€) pj(?) >0 3 pj(jZn) >0 (Chapman—Kolmogoroff) 3 pi(rin+kn+t) >apB pj(;(n) >0,k=1,2,
> d;[m+n+t und d, [m+2n+t3d. |n.

Alsogilt d, < dj' Ebenso folgt dj <d. []

321 Lemma. (3) gy = g PV g, L nON.
(b)  Isthrekurrent und gilt h = j, sofolgt 9in = 1(= f’j*h).

Bewels. @) g, = P, [X,, = h firovielem>n] = E [P, [X  =h firevidem>n|Z |]
= Eh[Pxn[Xm =h fir e vielem>0]|| (nach Satz1.12).
b) Ist h rekurrent, also 9h= 1 und gilt pr(”n) >0 fir einn, sofolgt nach (a):
(Mg1_q.) = i -
2i0s Phi M1 gih) =0. Somltmungh—lgeIten. []

Wegen f’i‘j > gij erhalten wir nun:
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3.22 Satz. st die MK X irredzibel und rekurrent, so gilt: f’i*j = gij =10ij0S.

Es soll nun untersucht werden, wann eine Markoff—K ette eine Folge von identisch verteilten Zva bildet,
die naturlich i.a. abhéngig sind. Dabei legen wir also eine Startverteilung v zu Grunde und schreiben
abkirzend: v(j) :=v|[{j}],j T S. Alleinaus v(j) = P, [XO =j] = P, [Xl =j]|,j0S, folgt bereits:

v(j) = st P\) [XOZ I, X1:” = ZiDSV(i) Hbij’ jos.

Dies motiviert:

3.23 Definition. Ein W—Mal3 v auf S heil3t stationdre Verteilung (bzgl IP), falls gilt:
v(j) = ziDSv(i)ﬂ)ij, j0S, & vIP=v' mit v’ =(v(i),i0S) Zeilenvektor.

3.24 Propostion (Balance—Gleichungen). Ein W—Mal3 v ist genau dann eine stationdre Verteilung,
wenn gilt: szB ziDB v(j) mji = ziDB szB V(i) mij fur BOS.

Die Eigenschaft in 3.24 besagt gerade: P, [X, 0B, X, 0B] =P, [X, 0B X, 1B], dh. esflielt (im

Mittel) genau so viel von B nach B wie von B® nach B.

Beweis von 3.24: Erfullt v die Balance—Gleichungen, so folgt mit B = {j}:
V(i) —py;) = Zi¢j v(i) Hb” -
Sei nun v stationér. Dann folgt einerseits
2 V0 = 2o VO 2ins Py = 2o V) 2ipg Pji * 208 V0) 2iB By
und andererseits mit 3.23
szB v(j) = ZiDSV(i) QjDB pij =2iB v(i) quB pij + szB v(j) DB pji ]

3.25 Satz. Ist v eine stationédre Verteilung, so ist X unter der Startverteilung v ein stationdrer Prozef3,

d.h. Pv(xn""’xn+m)_1 ist unabhéngig von n [ INO 0 m = 0 (insbesondere fiir m=0).

Beweis. Aus VP =v folgt mit Induktionv™P"=v , d.h. v(i) = P, [X,=i]. Esfolgt mit Satz 1.9a

I:)v D(n =1, Xn+1:j1""’xn+m :jm] = Pv D(n: d m)ijlmj i, -ty

ist unabhéngig vonn. [
d2 m-ddm

Essollen nun v(j) = const ﬂ)i(T) als Kandidaten fiir stationdre Verteilungen vorgestel It werden.
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3.26 Satz. 8) 0 < ZjDSpi(T’)sl,iDS.

b) st v stationare Verteilung, so gilt: v'IP* =v", d.h.v(j) = Y0 V() pi(c}o).
o PT=P"m dh p( )= szSpl(k)mkj

d PP =P@® dh p(°°) szSplkmi(q).

e  PP=p°m® dh. p(°°) 5 os P (°.°).

f) Gilt ¢ —zJDSpI(J)>Ofur eni,soist |v; (k) = |(0I2) kDS} eine stationére Verteilung.

0) Ist Sendlich, soist . () =1 und v(k) —p( ) kDS] ist eine stationare Verteilung 0.

JDSplj
Beweis. a,g) Aus 3.14 und dem Lemma von Fatou folgt:
() _ (n) (n) _ n (m) _
2insPij = Zjns Impjy lim 3ng P, =1im nzmzlszSpij =1
Ist Sendlich, so kann "<" durch "=" ersetzt werden.

1c<n

b) Ausv P = v folgt sofort: = =Y m=1 vP™ =y, Dann ergibt sich mit majorisierter Konvergenz

v(j) = lim 3¢ V() pi(J) lim 3, 1 V(i) lim p( n)

c) Mit Fatou hat man zunachst

g = I(j)_“m % m= 1p(T+1)_”m%zrrr]1:12szpi(T)pkj

(n) o(®) . .
=1im szS Pik pkj = zk|:|S Pik pkj = bj beachte: zk pkj <o |,
Nun gilt aber 12 Za]. = zbj bei a] > bj'
Daraus folgt schliefilich: a] =

d) Analog zu c) hat man mit mgjorisierter Konvergenz

(°°)_ (m+1) _ . 1N (M) _; o () _ ()
oy imE 3 1plj mE 3 m=1 2kasPik Pkj ="M 2iasPik Prj’ = 2kos Pik Pk -
€) Ausc) folgt auch P =P* M und P = (lim) P [% Zr?]:l[ﬂ’m] .

Also hat man mit majorisierter Konvergenz (vgl. a):
() () 5(n) (%) ()
P =limYasPik’ Pk = ZkosPik’ Pkj

f,g) Esist \ ein W—Maf3 auf S. Aus c) folgt nun die Behauptung. [ |

Imirreduziblen Fall ist p-(°-°) unabhéngig vom Startpunkt i.

3.27 Lemma. Ist X irreduzibel, so gilt pI(J)—pJ(T)—m__ :
/]

_ () _ £x -
BeNelsIstm” 00 sofolgtpIJ f”/mJJ 0 Oi.

Ist m; < oo, s0isti rekurrent 0 i nach 3.20. Somit glltf’;]— 1nach 3.22.| |
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3.28 Satz. It X irreduzibel, so sind dquivalent:

(1) X ist positiv rekurrent.

(i)  Esexigtiert eine stationdre Verteilung.

@iii) v(@) = m—l , JOS, ist die einzige stationare Verteilung.
1)

Beweis. "(iii) 3 ()" Ui mit m.; < oo jetzt Satz 3.20.

(i) 2 ()" Ausmjj <o [Jj folgt mit 3.26anun:

c= szSf?j/mjj = szS pi(c}o) < 1. Nun kann 3.26f angewendet werden.

"(ii) > (iii)" Aus 3.26b und 3.27 folgt:
. : : 1 1
Vi) = Sipgv0) O8) = 5106 v0) T =
3.29 Definition. X ist eine (1—dim.) Irrfahrt auf Z, wenn gilt:
Pii+1=P P 1= 1-p=:q, i0Z mitO<p<1.

3.30 Satz. Die Irrfahrt X auf 7 ist irreduzibel und hat die Periode 2. Fiir p = 4 ist X null—rekurrent und
furp#4 ist X transient.

Beweis. i) Die Irreduzibilitat folgt aus i =» i £ 1 und der Transitivitat von " =»".
ii) Esgilt einerseits pi(iZ) =pq + qp >0 und andererseits
P.[X541 9erade| = Ofallsi gerade, P, [X,, | 1 ungerade| = 1 fallsi ungerade.
iii) Man kann sogar durch Induktion zeigen: pi(i2n—1) =0, pi(izn) = (22) pn qn.
Man kann ndmlich genau nach genau n Aufwarts— und n Abwartsschritten nalch i zurtickkehren.
2 2
istp#4, sofolgt 3°_op{ =5 @V =5 @) (o)1= (1-4pg) > <
— _ <o tn-1, n ..
[vagl.(1—9) "= zn:O( n ) s fir O<s<1.]
Ist p =1, so folgt mit monotoner Konvergenz:

IR SRYGRICIED By [ RN CLYUCE D)

=limpy R limey (22) (m(1-m))" = limpy (1- AT(1-19) 2 = oo,

iv) In Hinblick auf 3.28 bleibt noch zu zeigen: Ex gibt keine stationdre Verteilung v. Setzt man B =
B,= {...k—2k-1,k} in 3.24, so erhdlt man v(k) [p = v(k+1) [{1-p). Fir p=4 hat man also v(k) = v(k+1).

Dies steht im Widerspruch zu szZ v(k) = 1. []
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3.31 Lemma. Fir die MK X des Warteschlangenmodells gilt: poj = p1j = b.. Darausfolgt

J
50 = Mo Moo = Mo

Der Beweisfolgt unmittelbar aus der Darstellung von fi(ﬂ) in Def. 3.1 (miti =0, 1, h=0).

3.32 Satz. Sei o.E. bo + b1 < 1. Die MK X des Warteschlangenmodells mit Verkehrsrate p ist

irreduzibel und aperiodisch. Ferner gelten:

a) Istp>1,soist X transient.

b) Ist p=1, soist X null—rekurrent.

C) Ist p<1,soist X positiv rekurrent.

Fir p > 1 existiert keine stationére Verteilung und es gilt:
P.[X,2k]+1 oo, DKON,dh. X +co nW. (unterP.).

Fir p < 1 existiert genau eine stationdre Verteilung v und es gilt:

— _ 1
PI[Xn—k] -’V(k)—m—kk ,n*OO,DkD[NO.

Dabei ist v(0) = 1—p und v(Kk), kON, lassen sich mit Hilfe von 3.24 rekursiv berechnen.

Beweis. 1) Esgilt Pii1~ bO>OfUri >0.Alsogilt i =i—1undsomiti =j 0] >i.Ferner existiert
Wegenb0+b1<1einkDINmitbk+1>O. Somit gilt pi,i+k:p0,k+1:bk+1>0m>0' Esfolgt

0 = 1+nlk0On. Somitist X irreduzibel. Wegen Pog=P10= b0> 0,ist dO: 1 und somit X aperiodisch
nach Satz 3.20. Von Satz 1.25 wissen wir:

f* =1, Mg = 1 p furp<1f <1fUrp>1 Aus 3.31 folgen jetzt (a) — ().

Wir haben p ,(n) - m— wobei v(j) = ml fir p < 1 die einzige stationédre Verteilung ist.

1) /]
Wir zeigen spater noch [vgl. Satz 3.35], dal3 in dem vorliegenden Fall sogar pI(T) o 0j gilt.
j]

- : — n 1 . :
Dann folgt fiir p > 1: P, [X - 2 k] —1—zj<kpi(j)->1—zj<kﬁ,alsofurpzl. P.[X,zk]~1

Nach den obigen Uberlegungen [mOO Mg = 11p] wissen wir sogar Vv(0) = 1 — p. Setzt man nun in

den Balance —Gleichungen 3.24 B = {k+1,k+2,...}, so bekommt man schlief3lich:
v(k+1) @kﬂ,k = Vv(k+1) Dbo = 2ick v(i) zj>k pij' [

LaRrt man zwei MKn unabhéngig voneinander nebeneinander herlaufen, so erhédlt man wieder eine MK.
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3.33 Lemma. (Kopplung von Markoff—K etten).
Sei P ein U—Matrix zum Raum S. Dannist P = ['ﬁ(i NG @; 1,J,k, /0S| definiert durch

p(, i)' (K, [) pIk T eine U-Matrix zum Raum SxS mit der Eigenschaft:
A(n) S () RSN () P
P(ij) (k.0 = Pikc Wy TOrij koS, niN.
Der Beweisist sehr einfach.
Nun soll zunachst im irreduziblen, aperiodischen Fall gezeigt werden, daf? die Abhangigkeit der U-W

vom Startpunkt mit fortschreitender Zeit verschwindet. Dazu vergleicht man zwei gekoppelte MK, die
in verschiedenen Punkten starten.

3.34 Satz. Ist die MK X irreduzibel und aperiodisch, so gilt: p{fY) - pj(E) 50 (Mew) 0ijkDS,

Bewels. (i) Zunachst erweitert man Lemma 3.17 zu:
. g L (N
(3.35) Dj,kDSDnO—nO(j,k) mit pjk >0 Onzng,

Denn nach 3.17 exigtiert zunachst ein n, = nl(k) mit piEE) >0 0n2 n,. Wegen | = k exidtiert ein
2

(i) Sei X =(X,X") eineMK mit U-Matrix [P zum Raum SxSwie in 3.33. Dann ist X irreduzibel, denn
far i,j,k,/0S hat man pg )j)(kf) (n)qb( )>0 fir n=n (Jk)Vn 4.,0).

N, 0N mit pj(EZ) > 0. Damit hat man pj(22+n) > pj(EZ) @)lgﬂ) >0 Onxny.

Far (i),(ii) benétigt man gerade die Aperiodizitat.
(i) Ist X transient, so hat man mit Satz 3.8; > ﬁg?)i)’(k 0= 2n (pi(E))2 < o0,

Somit folgt p(n) -+ 0 [0i,k und damit die Behauptung.
(iv) Ist X rekurrent, dann ist f(i,j),(k,k) =1 nach Satz 3.22; d.h. P(i i) [T<oo]| =1 fur
= inf {n0N; X, = (k,k)} Kopplungszeitpunkt von X, X', also:
Dann tritt f.s. eine Kopplung. AuRerdem haben wir nach 3.33
(n) = (n) =P,.. ' =

(V) Wir haben

(n) T < .. = T

L pPXn=keTen] + R Xp =k T2
Dabei gehen die zweiten Summanden beide gegen Null nach (3.36).

(vi) Um die Gleichheit der jeweils ersten Summanden zu zeigen, niitzen wir aus, dal3 das stochastische
Verhalten von X und X' nach der Kopplung gleich ist. Mit (i,j) = (k,k) erhdlt man aus (3.37) namlich:



29

1= (N _
Py [ Xn =K1 = P’ =Py [Xn =Kl
Aus (3.12) [mit B = {k}xS, h=(k,k)| ergibt sich schlief3lich die entscheidene | dee:

L _ . t) D
PiyXn=k Tnl =50y Po o [T=t] i V=R [Xp =k T<n]. []

3.38 Satz It die MK X irreduzibel und aperiodisch, so gilt: pll) » =1 ik s
Kk

Beweis. Da nach 3.34 die Abhangigkeit der pi(E) vom Startpunkt bei wachsendem n verschwindet, reicht

es, den Fall i=k zu betrachten.
Der Fall, da3 X transient ist, ist klar nach Satz 3.8.
Als Erweiterung von 3.34 bekommen wir fir p\()E) = zj v(j) pj(E) mit einer beliebigen Startverteilung v:
Phic Pl 0 ()
mit Hilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz.
Ist X positiv rekurrent, so definiert nach Satz 3.28 v(j) = m—l eine stationare Verteilung. Dann haben
/]
wir viP"=vT (vgl. Beweisvon 3.26), dso v(K) = zj 15 V0) pj(E) = p\()E). Esfolgt:
pl((E) —v(k) —0.
Sei nun X nullrekurrent, dann ist inshesondere My = 0. Dieser Fall ist der schwierigste. Wir flihren den
Beweis indirekt und nehmen an: Ok mit Qo = Wn_m p&E) > 0. Wenn wir (analog zu Satz 3.26c)
zeigen kdnnen, dal’ eine stationére Verteilung existiert, haben wir gemal3 Satz 3.28 einen Widerspruch.
Mit einem Diagonalverfahren erhédlt man eine Teilfolge (n") 0N mit:
Iimn._’oo pl((?) = (XJ- exigiert 0j0S.
Mit Fatou folgt: 0< oy < szSa- <1

J
(n):a- 0j0S undauch

Nach Satz 3.34 gilt sogar: lim, | Pij J
i (n+2) () - _
lim .o PKj =m0 2ins Py mij = 2ins Pki Exj =q

wegen majorisierter Konvergenz.
Analog zu Satz 3.26¢ |ersetze dort pi(?) durch pI(T )] folgt aus pﬁ? 1) - 2 pl((?) (P, J-:

i (n'+1) _
O(j = Ilmn._’oo pkj = zi Q; Hbij'

Somitist v(j) := O(j /(zi Gi) eine stationdre Verteilung. ||

Auf die lrreduzibilitat in Satz 3.38 kann verzichtet werden. Dazu das folgende Lemma.
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3.39 Lemma. Sei hrekurrentund Sth) :={j0S; h =j }. Dannist h 0 S(h) und
")|S(h) [p” ,jDS(h)] eine irredzuible U-Matrix

Insbesondere gilt: pij =0 Oi08(h),j0sh).

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

3.40 Korollar Sei v eine beliebige Startverteilung. Ist h aperiodisch, so gilt:
P,[Xy=h] — [P, [T<eo]  (fir nco),
Mhn

insbesondere pi(ﬂ) -+ pi(?]’) (nsoo).

Beweis. Analog zu (3.11) habenwir: P,[X = h] :z°t° P IT =t Y
(mit p(m) = 0 fur m<0). Es geniigt also z.z.: p(n) - m— flrt » oo,
hh
Der Fall "h transient” ist wieder klar. Ist h rekurrent, so betrachten wir S(h) wie in 3.39. Dann ist die
U—-Matrix P ‘ S(h) irreduzibel und wir kdnnen Satz 3.38 anwenden. | |



