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Alle Vorgénge der Natur enthalten eine zuféllige Komponente. Das Wirken zufalliger Faktoren zu
beschreiben und daraus praktische Folgerungen zu ziehen, ist Aufgabe der Stochastik, die sich aus
der Wahrscheinlichkeitstheorie (kurz  W-Theorie) und der mathematischen Statistik
zusammensetzt. Die Stochastik ist in den letzten Jahrzehnten eines der zentralen Gebiete der
angewandten Mathematik geworden, die in wechselseitigen Beziehungen zu vielen anderen
mathematischen Fachrichtungen steht. Sie spielt gleichzeitig eine zentrale Rolle bei der
Mathematisierung verschiedener angewandter Wissenschaften. In der ferneren Vergangenheit
zerfiel die Stochastik weitgehend in eine kombinatorische Behandlung von Gliickspielen und in
die sogenannte Fehlertheorie rund um die Normalverteilung. (Die letztere ist durch die Gaul3sche
Glockenkurve charakterisiert, die etwa auf dem 10 DM—Schein abgebildet war.)

Die historische Entwicklung der Stochastik ist von einer intensiven und auf3erst fruchtbaren
Wechselwirkung zwischen Theorie und Anwendungen geprégt. Ihre Methoden sind heute
unentbehrlich  fir so unterschiedliche Anwendungsbereiche wie Versicherungswesen
(Pramienkalkulation), Wirtschaftswissenschaften (Portfolio—Analyse, Optionsbewertung), Physik
(Quantentheorie), Naturwissenschaften (Planung und Auswertung von Versuchen), Medizin
(Vergleich verschiedener Therapien), Epidemiologie (Ausbreitung von Krankheiten), Informatik
(Audastung in Telefon— und Daten—Netzen, Antwortzeiten im Rechner), Verkehrswesen
(Warteschlangensysteme), Meinungsforschung (reprasentative Stichproben), ....

Die Stochastik ist gleichzeitig eine grof3e mathematische Disziplin [mit all deren Kennzeichen:
reizvolle geloste und ungeldste Probleme, interessante Methoden, strenge Begriindungen und
umfassende kohérente Theorien|. Durch die einzigartige Kombination von konkreten und
anschaulichen Ideen mit tiefliegenden und oft abstrakten Theorien (bt sie eine besondere
Anziehungskraft aus.

Die W—Theorie befaldt sich mit stochastischen Vorgéngen, die also vom Zufall beeinflufdt sind
und somit nicht vorhersagbare Ergebnisse hervorbringen. Im Gegensatz zu deterministischen
mathematischen Modellen ist die Wahl eines passenden Modells fiir stochastische Vorgénge oft
weniger offensichtlich. Zeitweise haben Mathematiker sogar geglaubt, es lage im Wesen der
zufalligen Erscheinungen, dal3 sie sich nicht mathematisieren lief3en. So hat es bis in dieses
Jahrhundert hinein gedauert, dal3 man eine gesicherte axiomatische Grundlegung gegeben hat.

Die moderne W—theorie arbeitet mit analytischen Hilfmitteln, die in der ersten Hélfte des letzten
Jahrhunderts geschaffen wurden. Als Folge kam es kurze Zeit spater zu einer Erweiterung der
W-Theorie durch die Theorie der stochastischen Prozesse. Diese dienen als mathematisches
Modell fur stochastische Vorgénge, diein einem Zeitintervall ablaufen.
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Kapitd | Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
80  Einfihrung
Eines der Grundziele der Mathematik besteht darin, Erfahrungen des Menschen tber Vorgange
der Natur in Modelle, d. h. Axiome, umzusetzen, diese mathematisch zu analysieren, also
Eigenschaften und GesetzméRigkeiten (Theoreme) aus ihnen abzuleiten und durch
Ruckinterpretation in die Erfahrungswelt nutzbar zu machen. Dabel zeigt es sich hdufig, dai3
Modifizierungen am mathematischen Modell nétig werden, die wiederum Anlal3 zu erneuter
Analyse und Ruckinterpretation sind, u. s. w. . Das folgende 4 — Phasen — Schema verdeutlicht
diesen Kreidlauf.
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Ein wichtiges Ziel dieser Vorlesung ist die Entwicklung eines Basismodells zur Beschreibung und
mathematischen Analyse des " Zufalls . Der Begriff "zuféllig" wird auch durch die Vokabel
"stochastisch” ausgedriickt werden. Die Bezeichnung "Stochastik” wird als Sammel begriff fir die
Gebiete Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathematische Statistik verwendet.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie (kurz W—Theorie) befaldt sich mit der Analyse (Beschreibung und
GesetzméRigkeiten) von stochastischen Vorgangen. Anstelle des Begriffes " zufalliger Vorgang "
fihren wir den Terminus technicus " Zufallsexperiment " (kurz Experiment) ein. Der Begriff
Zufallsexperiment steht fir eine Situation, die ein vom Zufall beeinfluBtes, also nicht
vorhersagbares Ergebnis hervorbringt.



Der Ubergang von der Wirklichkeit zum Modell ist dabei nie rein logisch begriindbar. Er setzt in
starkem Mal3 Erfahrung Uber die Natur des Experiments voraus. Das ist keine Besonderheit der
Modelle fir Zufallsexperimente. So geniigt z. B. das ebene Modell der Erdoberflache vollauf,
wenn man eine Landkarte des Rhein—Sieg—Kreises herstellen will. Fir feine geophysikalische
Betrachtungen ist selbst das Modell der Erdkugel zu grob und man betrachtet im feineren Modell
Abplattungen. Wir sehen daran gleich, dal3 die Wahl des Modells von der Zielsetzung
mitbestimmt wird.

Wir halten fest, dal? es keinen prinzipiellen Unterschied zwischen Modellen in der Geometrie und
der W—Theorie gibt. Praktisch scheint es aber Unterschiede zu geben, weil das passende Modell
fir Zufalsexperimente oft weniger offensichtlich ist. Haufig 14kt sich die Richtigkeit eines
Modells nur empirisch priifen, und das ist stets mit Unsicherheiten behaftet, die mit dem
zufélligen Ausgang der Experimente zusammenhéngen. So braucht man zur Uberpriifung, ob ein
Wirfel unverfalscht ist, eine sehr groRe Zahl von Wirfen und mit absoluter Sicherheit |43t sich
auch dann noch nicht die Unverfalschtheit belegen. Man tauscht sich leicht dariiber, ob ein
Versuch wirklich hinreichend viele Symmetrien enthalt, um die Annahme zu rechtfertigen, alle
Versuchsausgange seien gleichwahrscheinlich.

Zeitweise haben Mathematiker sogar geglaubt, es lage im Wesen der zufalligen Erscheinungen,
dal sie sich nicht mathematisieren lief3en. Jedenfalls hat es— im Gegensatz z. B. zur Geometrie —
bis in das 20. Jahrhundert hinein gedauert, bis man eine gesicherte axiomatische Grundlegung
gegeben hat. Andererseits macht gerade diese Tatsache, da? man Uber Zufallsereignisse
mathematisch rigorose Resultate beweisen kann, einen Reiz dieses Gebiets aus.

Hilbert stellte 1900 eine Liste der 23 wichtigsten damals ungeldsten mathematischen Probleme
auf. Das 6. Problem fragte gerade nach einer Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie, die den
neuen, strengen Anspriichen der Mathematik gerecht wird.

Der Beginn der Wahrscheinlichkeitsrechnung liegt im 17. Jahrhundert. (Dabei wird der Begriff
W-Rechnung anstelle von W—Theorie verwendet, wenn die Theorie ohne Mal3theorie entwickelt
wird.) Die heute allgemein akzeptierte axiomatische Einfihrung der Wahrscheinlichkeit wurde
im Jahre 1933 durch A. N. Kolmogoroffs "Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung "
gegeben.

Die W—Theorie ist besonders wertvoll zur Beschreibung von zufalligen Experimenten, die oft und
unter gleichen Bedingungen und im Idealfall ohne gegenseitige Beeinflussung wiederholt werden.
Dazu zadhlen etwa die Notierung von Lebenszeiten oder Schadensfallen in einem Versicherungs—
unternehmen, die Beobachtung des Heilungserfolges nach Verabreichung eines medizinischen
Medikaments oder die Notierung der Nachfrage nach einer bestimmten Ware an verschiedenen
Tage in einem Wirtschaftssunternehmen.



0.1 Ein Fnanzmarktmodell

Es werden einperiodige Modelle zugrundegelegt (also mit den Zeitpunkten t = 0, 1). Der Markt
wird durch die folgende Situation beschrieben:

Es bestehen 2 Anlagemdglichkeiten jeweils zum Zeitpunkt t = O:

Eine der Anlagemdglichkeiten ist das Sparbuch/Bankkonto (bond), das durch den Zinssatz r
beschrieben wird. Dabel wird angenommen, dal3 der gleiche Zinssatz r gilt, wenn man Geld anlegt
und wenn man Geld leiht. Dies ist natiirlich eine Modelleinschrdnkung. Eine Anlage von n Euro
z.Zt. t=0 hat z.Zt. t=1 den Wert n [{1+r).

Die andere Anlagemoglichkeit ist ein risikobehaftete Wertpapier (stock) [z.B. Aktien oder
Devisen, etwa Dollar|; sein Preis oder Kurs z.Zt. t=0 sei Spund der z.Zt. t=1 sei S,. Eine Anlage
von & O R Anteilen in das kursabhéngige Wertpapier kostet z.Zt. t=0 & [SO Euro und hat z.Zt. t=1
den Wert & [Sl. Die Anlage (n,§) kostet also z.Zt. t=0 n +¢& [SO Euro und hat z.Zt t=1 den Wert
N+ + &5, .

[Negative Anteile & entsprechen sogenannten Wertpapierleerverkaufen. D.h. etwa, da3 man
Aktien verkauft, die man noch nicht besitzt, die man aso einem anderen Investor schuldet.| Die
Grofen SO und S1 werden stets als positiv angenommen.

Der Unsicherheit ber die Marktentwicklung soll dadurch Rechnung getragen werden, dai3
mehrere Moglichkeiten (Szenarios) zugelassen werden. In dem hier gewéhlten Modell sollen
genau zwel Moglichkeiten betrachten werden. Wir machen folgende Annahme:

Es sei SO>O ein bekannter, gegebener Wert. Die beiden moglichen Ergebnisse werden durch die
Symbole u (up) und d (down) reprasentiert und in einem zweielementigen sogenannten
Ergebnisraum Q zusammengefaldt

(0.2) Q = {u,d}.

Dabei wird es also die Mdglichkeit geben, dal3 der Kurs in einer bestimmten Weise steigt oder in
einer bestimmten Weise féllt.

S,(u) 1,02[8,

S N Beispiel: S N
s,(d) % Sy

Funktionen auf Q bezeichnen wir als Zufallsvariablen (Zva). Es sei hier Sl(oo) eine Zvamit
(0.2 Sl(u) > SO [1+r1) > Sl(d)'
Eine Investition in das Wertpapier ist also entweder gunstiger oder unglinstiger als eine Investition
auf das Sparkonto.
Es bezeichne E0R immer die Anteile, die der Investor in der Periode halt.
Gibt man die Anfangsinvestition x vor, so ist der Stand auf dem Sparbuch z.Z. 1 bestimmt durch n
und n wiederum durch die Budgetgleichung:
(0.3) r]+E[SO:x.



0.4 Definition. V&(x,w) ist der Endwert z.Zt. t=1 zu & und x mit
©05) VA =0 1) + EBy(@) |
wobel n jeweils durch (0.3) festgelegt wird .

Also ergibt sich
(0.6) VE(x,) = x{1+) + E L[S (0) - (1+1) [y -

Im Mittelpunkt wird die Bewertung von Derivaten stehen. Dies sind Vertrage, die eine Zahlung
X(w) zusichern, der sich aus der Kursentwicklung SO, S1 herleiten 143t in der Weise, dal3 etwa

X(w) = Y(S;(w)) gilt.

Fur diesen Vertrag mui3 z. Zt. 0 eine Pramie (ein Preis) bezahlt werden, die gerade die Bewertung
des Finanztitels darstellt.

0.7 Def. Ein Zahlungsanspruch (contingent claim) ist eine Funktion (Zva) X (w) auf Q.

Bei Optionen z.B. wird dieser Zahlungsanspruch X in jedem Fall nichtnegativ sein, sodald der
Vertragsunterzeichner (Kaufer) also ohne die Pramie in jedem Fall einen Gewinn erzielen wiirde.

Im klassischen Fall wiirde

Elxe] =pEi s (1 p) D

alsfaire Pramie angesehen werden, wenn u mit der relativen Haufigkeit p und d mit der relativen
Héufigkeit 1—p eintritt. Die Diskontierung ist notig, weil die Zahlung X erst in t=1 erfolgt.

Hier wird aber eine andere Antwort gegeben werden. Eine faire Pramie hat zwar die obige Gestalt,
aber mit einem kiinstlichen p*, das unabhdngig von der auf dem Markt beobachteten Haufigkeit p
ist, die nicht bekannt zu sein braucht.

AlsBeispiel dazu betrachten wir die folgende Situation:

Wenn der Verkdufer durch einen Vertrag eine Zahlung X = a[Sl zusichert, so ist a[SO eine faire
Pramie; denn offenbar kann der Verkdufer die Pramie von a[SO sofort in das Wertpapier
investieren und hat dann z. Zt. t=1 den auszuzahlenden Betrag X = a[Sl zur Verflgung.

Der Verkaufer geht dann also kein Risiko ein. Ebenso kann der Ké&ufer anstelle des Vertrages
selbst a[SO z.Zt. t=0 in das kursabhdngige Wertpapier investieren. In dem Sinn sind also die
Pramie und der Vertrag gleichwertig. Dies gilt noch in allgemeineren Situationen.



0.8 Definition. Ein Zahlungsanspruch X heif3t erreichbar (attainable) oder duplizierbar
[durch (x,§)], wenn gilt: Vz(x,oo) = X(w) 0 w fir gewisse Zahlen & und x OR.

0.9 Definition. In der Stuation VE(x,w) = X(w) 0 w igt x eine faire Pramie fur den
Zahlungsanspruch X.

In der Situation von 0.9 kann sich der Verkaufer namlich gegen den Zahlungsanspruch X
absichern (hedging), indem er die Pramie x benutzt, um gemaf (x,§) zu investieren. Dann hat er

z. Zt. t=1 den Betrag VE(X) = X zur Verfligung. Das gleiche kann jeder andere Marktteilnehmer
tun. Im vorliegenden speziellen Modell wird noch gezeigt, dal3 jeder Zahlungsanspruch erreichbar
ist und somit abgesichert werden kann.

0.10 Beispidl. Optionen. Eine européische (Kauf-) Option [call option] ist ein Vertrag, der dem
Kéufer das Recht einrdumt, zum Félligkeitstermin t=1 (maturity time, exercise time) fir einen
festen Wahrnehmungs- / Basispreis K (exercise/striking price), unabhangig von dem vorliegenden
Kurs Sl’ aAnteile des Wertpapiers zu kaufen [, z.B.

K =al{l+r) [SO] . Dann ist der Gewinn des K&ufers und damit der Verlust des Verkaufers

X(@) = (S () = [alB(w) —K] ™ = max (0, a5 (w) — K).

Esigt also glnstig flr den Ké&ufer, wenn der Kurs steigt; esist glinstig fir die Bank, wenn der Kurs
fallt. Um den Verlust bei steigendem Kurs abzusichern (hedging), kann die Bank selbst
Wertpapiere kaufen . Dadurch kann es auch gunstig fir den Verkdufer werden, wenn der Kurs
steigt. ||

Essoll wieder ein Modell betrachtet werden, in dem sich der Kurs in einer bestimmten Weise
nach unten oder noch oben bewegen kann mit (0.2).

X sei der Zahlungsanspruch zu einem Derivat. Es soll gezeigt werden, dal? im vorliegenden Fall X
stets erreichbar ist. Gesucht sind also gemaf3 (0.6) x und & mit

(0.11) A+ X + & E[Sl(oo) — (1+r) [SO] =X(w) fir w=d,u

- 1
W' 1+r

& X+ & R(w) = X fiur w=d,u mitR(w) := Sl(w)/(1+r) — SO.

& X+ & E{Sl(oo)/(1+r) - SO] =X, fur w=d,u mitx X(w)

0.12 Lemma Das Gleichungssystem x + & [R(w) =x , fir w=d, u, in (X,E)D[R2
mit R(d) < 0 < R(u) hat eine eindeutige Losung; dabei ist:
X=Pgtg TP Xy &= (X IRE) —R) , mit

— R(u) —_1
Py= RU) - R@)’ Py 1 Py - und 0< Py < 1



Wirde S1 mehr als zwei Werte annehmen, so hitte man fiir die beiden Unbekannten x und & mehr
als zwel Bestimmungsgleichungen. Der Beweisvon 0.12 ist einfach.
X ist aso erreichbar durch (x,§). Ferner ist P, eine W—Funktion (Z&hldichte) gemafl3

0.13 Definition.  Eine Funktion P(w) auf Q mit P(w) > 0 und Y
Wahrscheinlichkeitsfunktion (W—Funktion)/Zahldichte.

1o P@ =1 heit

Beschreibt Q die Menge aler moglichen Ergebnisse bei einem (wiederholbaren)
zufallsabhdngigen Experiment [und ist Q endlich], so soll P(w) ein MaR fir die relative
Haufigkeit des Eintretens von w sein. Besteht das Experiment in dem Werfen einer Miinze und
beschreibt u Zahl, d Wappen, so wird man P(w) =4 wahlen.

0.14 Bemerkung. Wahlt man eine kunstliche W—Funktion P* auf Q mit P*(w) = Pes wiein 0.12,
so gilt:

X 1. gf(w ggud
(0.15) S el Rl S E el E el

« [ SI .= (u) (d) _

(0.16) E [1—+H = puDSi+r + pdDSi+r =S, Wwegen

(0.17) Py [R(U) + p d [R(d) = 0.

P* ist die einzige Wahrscheinlichkeitsfunktion mit (0.16) < E* [ﬁlw%r) = 1. Dies bedeutet,
0

dal? unter P* das Verhaltnis einer Anlage von SO auf dem Bankkonto und einer Anlage von SO in

das Wertpapier im Mittel gleich bleibt. P* heil3t deswegen risiko-neutral. Die Eigenschaft (0.16)
besagt gerade, dal3 SO, 81/(1+r) ein sogenanntes Martingal ist.
0.18 Beispidl. Im Falle einer européischen Kaufoption mit a=1, also flr

X(@) = [Sy(@)-K]™ mit Sy(d) <K < Sy(u)
gilt E[So>x, aso

N=x-§,5,<0;
zur Absicherung von X muld also zusitzlich Geld geliehen werden, um in das kursabhéngige
Wertpapier gemal3 & zu investieren. Wegen X(d) = 0 hat man

X = p, X(U)/(1+r)

E05y >x. ]
Oft wird auch die Modellannahme mit einer Wahrscheinlichkeitsfunktion P formuliert, das wie P*
aussieht mit einem anderen Parameter p anstelle von P*. Dann beschreibt P(w) die relative

Héufigkeit des Eintretens von w. Der Wechsel von P zu P* bedeutet gerade einen Wechsel vom
Parameter p zu p*. Offenbar wird diese Wahrscheinlichkeitsfunktion P hier aber nicht benétigt.

Gemal3 0.8 und 0.12/0.15 ist jeder Zahlungsanspruch X erreichbar mit einer Anfangsinvestition
_ X
X =E* [m] .



0.2 Ergebnisraume

Wir beschéftigen uns also mit Experimenten, die nicht vorhersagbar sind, die also zu
verschiedenen Versuchsausgangen/Ergebnissen/Szenarien fuhren kénnen. Im ersten Schritt
uberlegen wir uns die Menge aller bei einem Versuch moglichen Ergebnisse. Die Gesamtheit
dieser Ergebnisse wird a's Ergebnismenge/— raum bezeichnet; als Symbol verwendet man oft Q.
Die Elemente von Q, also die mdglichen Versuchsausgange, heil3en Ergebnisse; man verwendet
das Symbol w 0 Q. Die Teilmengen von Q heil3en Ereignisse. Wir identifizieren dabel A 0 Q mit
dem Ereignis, dal3 ein w 0 A der beobachtete Versuchsausgang ist. Diese Konvention erlaubt es,
mengentheoretische Notationen zu gebrauchen. Die mengentheoretischen Operationen und
Beziehungen lassen sich dabei in aussagenlogische Verkniipfungen ibersetzen:

Dies soll an einem Beispiel erklart werden. Wir wollen das Experiment betrachten, das aus dem
zweimaligen Werfen eines Wirfels besteht. Jedes Ergebnis kann durch ein Paar w = (i,k)
beschrieben werden. So bedeutet das Paar (i,k) gerade, dal? beim ersten Wurf die Zahl i und beim
zweiten Wurf die Zahl k gewirfelt wurd. Wir wéhlen also
Q={w=(k);1<i,k<s6}=XxX={(@,k); i DX kODX} mitX:={1..,6}.

RPNWRAAOOIO
PFOoooog
NOooooo
WOoooooo
POoooooo
ooooOon
Soooooo

Die Wahl von Q als ein Produktraum / kartesisches Produkt ist typisch fir mehrstufige
Experimente. Es ist vorteilhaft, die Ergebnisse der einzelnen Wirfe durch Funktionen (hier
Projektionen) auf Q zu beschreiben. Wir setzen

X 1(w) = Xl((i K)) :=i = Resultat des ersten Wurfes
Xz(w) = XZ((i ,K)) :=k = Resultat des zweiten Wurfes.

Diese Funktionen sind Beispiele fir den wichtigen Begriff einer Zufallsvariablen, der spater
eingefihrt werden wird. Nun betrachten wir das Ereignis
A={wlQ; Xl(w) + Xz(oo) > 10} = {(6,6), (6,5), (5,6), (6,4), (4,6), (5,5)}.

Dabei ist die Anzahl der Elemente von Q, also card(Q) = 62, card(A) = 6 und somit
card(A)/card(Q) = 1/6. Da ein symmetrischer / unverfélschter Wirfel vorliegen soll, wird jede
Zahl auf lange Sicht gleich haufig auftreten. Somit wird, aus diesen Symmetriegriinden, in einem
Sechstel der Falle auf lange Sicht das Ereignis A eintreten. Wir werden in einem mathematischen
Modell dem Ereignis A die Wahrscheinlichkeit 1/6 zuordnen.



Es empfiehlt sich, wie auch spater, die folgende verkirzte und anschauliche Notation einzufihren:
A= {X1 +X52 10}.

Das Komplement von A wird mit A = {w0Q; wl A} bezeichnet. AC steht fiir das Ereignis, dad

A nicht eintritt. Hier ist also A= {X, + X, <10}.
Sel nun
B:= {X1 = X2} ={wlQ; Xl(oo) = Xz(w)} ={(6,6), (5,5), (4,4), (3,3), (2,2), (1L,1)}.
Dann ist card (B) = 6 und card(B)/card(Q) = 1/6. Somit wird wieder in einem Sechstel der Félle
auf lange Sicht das Ereignis B eintreten.
Fur den Durchschnitt von A und B gilt:
AnB={wlQ; wlA, wiIB}={wlQ; wIAundwlB}.
Dann steht also AnB fir das Ereignis, dal3 sowohl A als auch B eintreten.
Hier ist also AnB = {x1 +X5210, X, = X2} ={(6,6), (5,5)}.
Wir setzen noch
C:= {X1 +X5= 9} ={(3,6), (4,5), (54), (6,3)}.
Fur die Vereinigung von A und C gilt:
AIC={wlQ; wOA oder w0 C}.
Dann steht also AIC fir das Ereignis, dal3 A oder C eintreten (im nicht ausschlief3enden Sinne).
Hier gilt also ADC = {X; + X, 29}.

Zeichne A, B, C, AnB, AC ain:

RPNWORAOIO
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Die folgenden Distributivgesetze sind bekannt:

1. Distributivgesetz: (ATC) n B = (AnB) 0 (CnB)
2. Distributivgesetz: (AnB) 0 C = (ADC) n (BOC).

Die Regeln von de Morgan besagen:
(ADC) =A% & (AnB) =A°0B".

Eine Vereinigung ist also als Durchschnitt und ein Durchschnitt als Vereinigung darstellbar:
ADC=(A%n CH% AnB = (A0 BYC.

Die mengentheoretische Differenz ist definiert gemals:
A\B:=AnB®={w0Q; wlAundwlBl,

dann gilt so A= Q \ A sowie ADB =A 1 (B\A).



10

Im Falle A n C = [ sagt man die Mengen A und C sind digunkt; die Ereignisse A und C sind
unvereinbar.
Man spricht von einer digunkten Zerlegung von Q, falls:

Q= U Ay A Aj =0 furizj, [d.h. die(Ai) sind paarweise digunkt].
Im Beispiel haben wir: Q = U6_1 {X, =i} sowie
Q= UJ 2, Cjpmit € = {X; +X, =]}, d0C=Cy

Wir haben dann C DA, also {X; + X, =10} 0 {X; +X,210}, Cjimpliziert A,

10

A= UJ Z10 J—{ooDQ wl CJ fir mindestens ein j mit 10<j<12}.

={w0Q; 0j0{10j<12} mit w D Cj}.
An diesem Beispiel sieht man auch, dal3 ein Vereinigung 0. C. auch die logische Beziehung [

] )
ausdriicken kann ([} sodafd Cj eintritt).

Eine digunkte Zerlegung ist nicht nur fiir Q zweckménRig. So kénnen wir auch C zerlegen gemaf
6 - 6 -
C=CnQ=Cn [U.:l{xlzj}] =0 e ixg =i}
—U6 L IX[#X,=9,X, =]}, also
{x1+x2:9}_Uj:1{x1:j X, =9},

Setzt manAj = {X1+X >j} (llsoA=A O),danngilt: A OA

j o
Agp={(66)} = 1122 = (w0Q; wDA. furalej).

]
Setzt man noch

A= {max(X1,X,) 25} = {w 1 Q; max(X ;(w),X,(w)) 25}, sogilt:

A = {X,25}0{X,25} und A= {max(X1,X,) <4} = {X; <4} n {X, <4} (deMorgan).
Offenbar ist card(A®) = 42 =16 und card(A) = 36 — 16 = 20, card(A)/card(Q) = 20/36 = 5/9.

Somit wird wieder in 5/9 aller Falle auf lange Sicht das Ereignis A eintreten.

Zeichne A, {Xj > 5} ein:

RPNWOWRMOOIO
Foooooo
NOooooo
WOopooooo
POoooooo
oooog™
Soooooo
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Wir merken uns:

A® = dasErei gnistritt nicht ein

AnB = das Ereignis A und das Ereignis B treten ein
AlB = das Ereignis A oder das Ereingnis B treten ein

A 0B =dasEreignis A impliziert das Ereingnis B
0 heil3t unmogliches Ereignis,
Q heil3t sicheres Ereignis.

Standardmodell.

Besteht das Gesamtexperiment aus n Einzelexperimenten (oben ist n=2), so wird ein Ergebnis
durch ein n—Tupel dargestellt, wobei die m-te Komponente das Ergebnis des m-—ten
Einzelexperiments beschreibt. Dies ist das wichtigste Modell, dal3 gerade ein Gesamtexperiment
beschreibt, dal? aus der n—fachen Wiederholung eines Einzel experiments besteht. Ist die endliche
Menge X die Menge aller moglichen Ergebnisse des Einzelexperiments, so wahlen wir fir ein
Modell fur die n—fache Wiederholung

Q=xx.xx=x"

Die Funktionen Xm - Q » X seien wieder die Projektionen auf die m—te Koordinate, also
Xm(oo) =X firw= (Xl""’xn)' Dann schreiben wir wieder

{Xp = Xmt = {00 X (@) =x} fir x  0X oder

{szxg, X=Xt = {00Q; X @) 00X, X (w) D Xt = {XEZXE} 0 X DXt

Fur ein beliebiges Ereignis B 0 Q ergibt sich eine Zerlegung:

B= UXD%B n {X,=x} wegen Q= UXD% {Xq=x}

insbesondere fir eine andere Funktion (Zva) Y : Q +» #, wobei # wieder eine endliche Menge ist
(inder Regel #0R):

{Y=y}= ng% {Y =y, X, =x}.

Fur Am 0 X ergibt sich die Zerlegung:
{Xl DAL X, 0 An} ={(X Xn) a A1><...><An}

1!'-'! 1!'-'!

{(X X ) = (XgeX )}

(Xl""’xn) a Alx...xAn

= U U {Xq= XX =X 1
x1DA1 anAn
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Dann ergibt sich wieder
{Y=y}= {Y=y,X; =Xq1,. X =X_}.
leﬂ%'“anD% 1 "1 n n

Im Beispiel Y(w) = S(w) = Xl(w)+...+Xn(oo) ergibt sich dann

{s=k}=
x1D3€,...,an3€, x1

Dabei besteht {X; =X;,... X =X} nur aus der einelementigen Menge {w} = {(x;,...x )}

Xa=Xq, X=X 1
+"'+Xn:k{ 1 1 n n}
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81 Modelle fiir Zufallsexperimente, Abzéhlmethoden.
1.1 Endliche Wahrscheinlichkeitsrtaume

Sei Q eine endliche Menge. Eine Abbildung P(w) auf Q heil3t Wahrscheinlichkeitsfunktion
(W—funktion), wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

(2.12) P(w) 20 furalewlQ , Y P(w) = 1.

wlQ
Durch eine W—funktion wird jedes w mit einem Gewicht P(w) versehen, dal3 man sich als Mal3 fir
die relative Haufigkeit hn(oo) vorstellen kann, mit der das Ergebnis w bei einer grof3en Zahl n von
Versuchen auftritt. In unserem Wirfelbeispiel setzen wir aus Symmetriegriinden P(w) = 1/36 , da
keine Zahl ausgezeichnet vor den anderen ist.

Die Bedeutung der W—Theorie griindet sich auf eine wesentliche Erfahrungstatsache (Stabilitat
relativer Haufigkeiten, empirisches Gesetz der grof3en Zahlen): hn(oo) tendiert bei verschiedenen
langen Versuchsreihen zu anndhernd gleichen Werten. Dies fihrt dazu, da3 man w eine
Wahrscheinlichkeit  P(w) O [0,1] zuordnen mochte, die unabhdngig von der speziellen
Versuchsreihe ist, verbunden mit der Prognose: In P(w) [100% aller Félle ist das Ergebnis eines
Einzelexperiments gleich w.

Offenbar besitzt die Funktion hn(oo) die Eigenschaften von P(w). |Bezeichnet namlich kn(oo) die
absolute Haufigkeit bei einer n—maligen Wiederholung eines Experiments, also die Zahl der
Einzelexperimente, bei den das Ergebnis w eingetreten ist, so ist hn(m) = kn(oo)/n und somit

210 hn((’o) - % 2,00 kn(w) - % - 1']
Nun soll auch Ereignissen A eine Wahrscheinlichkeit P(A) zugeordnet werden. Die Menge der
Ereignisse ist mengentheoretisch die Potenzmenge 3(Q), d.h. die Menge aller Teilmengen von Q.
Wir missen aso ein Funktion P(A) fir A 0 Q (& A 09(Q)) definieren. Dabei orientieren wir
uns an der relativen Haufigkeit hn(A). Dann gilt offenbar

1
h(A) ==

= zwDA kn(oo) = zooDA hn(w) fir ADQ.
Wir setzen nun

(1.10) PA) =3 a0 P() fiir ADQ.

Diesist wieder ein Gewicht, dal3 man sich als Mal3 fir die relative Haufigkeit vorstellen kann, mit
der das Ereignis A bei einer grof3en Zahl von Versuchswiederholungen eintritt.

[Dabei identifizieren wir genau genommen P({w}) und P(w). |

Die Abbildung P : (Q) ~ [01] heiBt Wahrscheinlichkeitsmald (W-Mal3) [oder
Wahrscheinlichkeitsverteilung| und hat die folgenden Eigenschaften:

1.0 P(Q) =1 (Normiertheit);
(1.2 P(A) >0 firaleA (Positivitat):
(1.3) P(AOB) = P(A) + P(B) fir alledigunkten A,B (Additivitat).
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Die Eigenschaft (1.3) folgt aus

2 AR Pw) = 2 A Plw) + 2B P(w) fir AnB=10.
DasPaar (Q,P) heil3t der dem Experiment zugeordnete Wahrscheinlichkeitsraum (W—Raum).
[In der Regel geht man anders vor und definiert zundchst ein W—Mald und dann eine

W-—Funktion. Dann nennt man die Beziehungen (1.1) — (1.3) auch manchmal Axiome.
Der Bewels der folgenden Eigenschaften von Pist sehr einfach.

Eigenschaften von P.

(1.4) P(AS) = 1— P(A),
speziell P(0) =0, (Nulltreue);
(1.5) BUA 3 P(B)<P(A), (Isotonie);
(1.6) P(A\B) = P(A) — P(B), fir B 0 A, (Subtraktivitat);
@7 P{U?zl Ai] = 2?:1 P(Ai) falIsAl,...,An (paarweise) digunkt, (Additivitat);
(18) P{U?zl Ai] < 2?:1 P(A) fir beliebige A, ...,A  (Subaddivitat);
(1.9) P(AIB) = P(A) + P(B) — P(AnB) < P(A) + P(B) fiir beliebige A, B.

Offenbar impliziert (1.9) die Aussage (1.8) fur n=2.

Das Wiurfelbeispiel ist ein Spezialfall der folgenden Situation.

(1) Kombinatorische Bestimmung von P(w).
Geht man aus Symmetrie—Erwagungen davon aus, dai3 alle w 0 Q gleichwahrscheinlich sind, so
heilit das W—Mal3 P Gleichverteilung auf Q. (Q,P) heit dann ein Laplacescher W—Raum.
Bezeichnet card(A) wieder die Anzahl der Elemente von A, soist in diesem Fall

P(w) = Ucard(Q) flralewl Q;
(1.12) P(A) = card(A)/card(Q) furalleA Q.

Spricht man davon, dal3 ein Element einer Menge Q rein zuféllig ausgewahlt wird, meint man in
der Regel, dal? man dieses Experiment durch einen Laplaceschen W—raum beschreiben kann.

(2) Satistische Schatzung.

Es stelle Q etwa eine Menge von Auspragungen einer Eigenschaften dar (Alter x, Korpergroi3e x,
KonfektionsgroRe x, Sympathie fur eine Partei X, ...). Man befragt nun bel einer reprasentativen
Umfrage n Leute nach einer dieser Eigenschaften, etwa ihrer Konfektionsgrof3e, und erhélt dann
€ine sogenannte Stichprobe (Xl""’xn)'
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Auf Grund dieser Stichprobe kann man dann das Experiment "Befragung einer zuféllig
eintreffenden Person nach ihrer KonfektionsgréRe" fir zukinftige Berechnungen durch eine
W-—Funktion P beschreiben, die gerade durch die relative Haufigkeit gegeben ist gemal:

P(w) := hn(oo) = card({i; 1<i<n, X, = w})/n.
Dann ergibt sich  P(A) = hn(A) = card({i; 1<i<n, x; [ Ab)/n.

Als Wahrscheinlichkeit, da? eine zuféllig eintreffende Person eine Konfektionsgrofie w verlangt,
wahlt man (fir zukinftige Berechnungen) also die relative Haufigkeit, mit der in der Stichprobe
(Xl""’xn) diese KonfektionsgroRen aufgetreten sind. [Hier gilt einmal nicht w = (xl,...,xn) H

Beispiel.

Werfen wir eine Reil3&zwecke, so landet sie entweder mit der Spitze nach oben (up) oder nach
unten (down). Bezeichnen wir diese beiden moglichen Ergebnisse mit u bzw. d, so kann man
Q = {d,u} wéhlen. Dieses ist offenbar ein Fall, der nicht mit einem Laplaceschen W—Raum
beschrieben werden sollte. Offenbar ist eine W—Funktion hier bereits durch den Wert P(u) =: p
festgelegt wegen P(d) = 1 — p. Eine statistische Schatzung mit n > 25 000 hat einmal den Wert
p = 0,5652 ergeben. []

Wir werden noch weitere Mdglichkeiten kennenlernen, um zu Ansitzen fir die Wahl einer
geeigneten W—Funktion zu kommen. Zunéchst sollen Laplacesche W—Raume untersucht werden.
Dabel missen offenbar Mengen abgezahlt werden. Hilfmittel dazu bietet die Kombinatorik.

1.2 Kombinatorik, einfache Urnenmodelle

Wir stellen uns die folgende Situation vor: In einer Urne sind N Kugeln, die wir uns mit 1,2,...,N
nummeriert denken. Nacheinander werden n Kugeln zufallig gezogen. Mit dieser Situation lassen
sich auch andere Experimente beschreiben (Entnahme eines Objekts aus einer Gesamtheit von N
verschiedenen Objekten).

1) Ziehung in Reihenfolge mit Zuriicklegen.
Wird nach jeder Ziehung die gezogenen Kugel zuriickgelegt und wird neu gemischt, so erhélt man
nach n Ziehungen als Ergebnis ein n—Tupel w :(Xl""’xn)’ wobei X; 0 {1,..,N} die Nummer der
i—ten gezogenen Kugel angibt. Hierbel soll es also auf die Reihenfolge der gezogenen Kugeln
ankommen. Als Ergebnisraum QI, also als Menge der moglichen Ergebnisse, erhélt man:

Q, ={ W=y ); % 0 {1...N} flri =1,...,n}

= {1,.,N}" = {1, N}x ... x {1,..,N}.
Offenbar gilt: card(Q)) = N,

Beispiel: card ({1,...,1000}) = card ({0,....999}) = card({0,...9}°) = 10°. Aligemein gibt es 10"
n—stellige nicht—negative ganze Zahlen.
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I1) Ziehung in Reihenfolge ohne Zuriicklegen.

Wird nach jeder Ziehung die gezogenen Kugel nicht zuriickgelegt, aber neu gemischt, so erhalt
man nach n Ziehungen as Ergebnis wieder ein n—Tupel w :(xl,...,xn), wobei X; 0 {1,..,.N} die
Nummer der i—ten gezogenen Kugel angibt. Hierbei soll es also wieder auf die Reihenfolge der
gezogenen Kugeln ankommen. Als Ergebnisraum Q” erhdlt man jetzt:

Q) = { w=(Xq X )i X D {1...N}, X, 2 X firizj, 1<i,j<n}.

Zur Bestimmung von (:ard(QI I) [und auch card(QI)] benutzen wir das folgende Abzahlprinzip:

Abzahlprinzip: Wir betrachten ein Gesamtexperiment, das aus n Einzel experimenten besteht. Das
Ergebnis ist dann ein n—Tupe w =(x1,...,xn) 0 Q, wobei X das Ergebnis des i—ten
Einzelexperiments ist. Flr das erste Einzelexperiment gebe es k1 maogliche Ausgéange. Fir jedes
dieser Ausgange gebe es beim zweiten Einzelexperiment dann k2 madgliche Ausgange. (Fir n=1
gilt also card(Q) = k1 und fir n=2 card(Q) = k1 Dkz.) Fur das i—te Einzelexperiment gebe es fur
jede fest gewéhlte "V orgeschichte” (Xl""’xi—l) gerade ki mdgliche Ausgange.

Dann ergibt sich leicht durch vollstandige Induktion:

card(Q) = k1 Dkz 0. [kn.

Bei der Anwendung zur Bestimmung von card(Q”) haben wir flr 0y zunachst N mdgliche
Ausgénge. Vor der i—ten Ziehung liegt (Xl""’xi—l) fest und es bleiben nur noch N—(i—1) Kugeln
zur Auswahl, also ist ki = N—i+1. Esfolgt also

card(Q,,) = NTIN-1) 0. ON-n+1) = NY/(N-n)! =ni [{Y), 1<n<N.
Im Spezialfall N=n sind zum Schlul? alle Kugeln gezogen und Q” besteht gerade aus der Menge
der Permutationen von {1,...,N}, und man erhélt das bekannte Ergebnis

card(Q”) =N! fur N=n.

[11) Ziehung ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen.
Bei diesem Experiment sollen die Kugeln wieder nicht zuriickgelegt werden; dariiberhinaus soll
nicht mehr notiert werden, in welcher Reihenfolge die Kugeln gezogen wurden, sondern nur noch
die Menge der gezogenen Kugeln. Die gezogenen Kugeln sind bel einer Ziehung ohne
Zuriicklegen naturlich wieder ale verschieden. Wir haben also
Q= { 0= {Xp. X} O{L...N}, x; # X firizj, 1<i,j <n}.
Offenbar gilt dann:
Q) = { w0 {1,...N}; card(w) = n}.
Also ist card(Q”l) die Anzahl der n—elementigen Teilmengen der N—elementigen Menge
{1,..,N}.
[Esist ungewohnt, dafd w a's Ergebnis (und nicht as Ereignis) eines Experiment eine Menge ist.
Man kann dies umgehen, in dem man jedes w [ QIII durch ein geordnetes Tupel darstellt. Man
wahlt anstelle von w = {xl,...,xn} dann die Darstellung w = (Xl""'xn) mit Xg <Xy < <X und
Q= {w=Xpmx) s % D{L NP D0, 1Sx) <X5< <X SN}
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Zur Berechnung von card(QHI) ist es zweckmaRig, eine Aquivalenzrelation in Q” einzufihren.
Wir sagen w = (Xl""’xn) 0w = (x'l,...,xr']), wenn ' aus w durch eine Permutation der
Komponente hervorgeht. Jede Aquivalenzklasse ist dann durch die Menge {xl,...,xn} festgelegt.
Dajede Agquivalenzklasse n! Elemente hat, gilt: card(QI I) =n! E:ard(QI | I) und damit:

(1.14) card(Q;,) :mz M= Ny, 1snsN.

wir setzen wie tblich () = 1 fir n=0 und () = NEV=D L LDELINZ) - o gy oy,

Eine aternative Interpretation:

Wir fragen nach der Anzahl der Mdglichkeiten, n (nicht unterscheidbare) Objekte auf N Platze
{1,...,N} zu verteilen. Die Anzahl der belegten Platze kann man nun mit der Menge der gezogenen
Kugeln bei einer Ziehung ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen identifizieren. Also ist die gesuchte

Anzahl gerade ('r\]l).

Die Ziehung ohne Reihenfolge mit Zuriicklegen soll hier nicht behandelt werden.

1.3 Anwendungsbeispiele
Geburtstagsawillinge. Wie grol3 ist die W. p, dal3 mindestens zwei von n Studierenden in einer
Vorlesung (oder von n rein zufallig ausgewahlten Personen) am gleichen Tag Geburtstag haben.
Als Ergebnisraum kann man gerade wahlen:

Qp ={ w=(XymX )i % O {1, ,N} flri =1,..,n} mitN=365.
Das Ergebnis w :(Xl""’xn) bedeutet, dal? der Studierende i am Tag X Geburtstag hat. Wie es oft
vorkommt, ist es glinstiger zu fragen, ob das interessierende Ereignis A nicht eintritt. Das Ereignis

AC, daR alle Studierenden an verschiedenen Tagen Geburtstag haben, wird dann gerade durch

€ = { 0= (XgX): % 0 {1.N}, X, # x; fr i#], 1<ij<n} = Q) mitN =365
beschrieben. Wahlt man als mathematisches Modell nun den Laplaceschen W—raum (QI P), soist

P(A) = card(Q|) / card(Q,) = N[IN-1) L. [IN-n+1) / N,

p=PA)=1- Hkoa——

n |25 30 40 50
Damit ergeben sich die folgenden Werte: p [0,44 0,71 0,89 0,97 . Man kann zeigen,

dal3 sich die W. p noch erhéht, wenn man keine Gleichverteilung zu Grunde legt.

Zahlenlotto. Es werden n=6 Kugeln aus N = 49 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Da die
Reihenfolge der gezogenen Kugeln keine Rolle spielen soll, beschreiben wir das Experiment
durch den Laplaceschen W—raum (QI " ,P) mit

Q= {w 0{1,...,49}, |w| =6}.
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Dannist die W. fiir jedes Ergebnis w = {xl,...,x6} gleich

P =1/(*)=71511 00 ®=:p,

Diesist gerade die W. fiir "6 Richtige".

Es soll nun die W. Py fur "genau 4 Richtige" ermittelt werden bei einem Tip @ = {7(1,...,7(6}.

X o X X 4 X X X 4 4 X *—....—* X
1 o o o o 0 o 49

* = getippte Zahlen, o = gezogene Zahlen

Dann laf3t sich das Ereignis A 4 ="4 Richtige" beschreiben durch

Ag={wlQ; card(®n w) = 4}.
Die Anzahl der Elemente von A 4 soll mit dem Abzahlprinzip ermittelt werden (mit n=2
Einzelexperimenten). Wir kdnnen eine zu A 4 gehdrende Menge w von Kugeln dadurch
beschreiben, dal’ wir zundchst 4 Kugeln aus @ (erstes Einzelexperiment) und dann zwel Kugeln

aus {1,...,49} \ w festlegen (zweites Einzelexperiment). Fur das erste Einzelexperiment gibt es

(Z) Maoglichkeiten und fur das zweite gerade (42) Maoglichkeiten. Somit erhalten wir nun
card(A ) = (P T*)) ; damit gilt
p =Py =G %)

1.4 Die hypergeometrische Verteilung.
Das Beispiel vom Zahlenlotto 143t sich verallgemeinern. Wir gehen wieder von einem Tip @ =

{7(1,...,7(6} aus und denken uns diese Kugeln schwarz angemalt, wéahrend die tbrigen weil3 sind.
Dann haben wir danach gefragt, dal3 genau s schwarze Kugelh gezogen werden mit s =6 und 4.
Allgemein betrachten wir jetzt die Situation, dal3 wir S schwarze und W weil3e Kugeln, aso
insgesamt N = S+ W Kugeln in einer Urne haben. Es werden nun n < N Kugeln ohne Zuriicklegen
ohne Reihenfolge gezogen. Dann soll gezeigt werden: Die W. dafiir, dal3 genau s schwarze und
n—s = w weil3e Kugeln gezogen werden, ist gleich

h(s;n,N,S) = (3 Eﬂ\\fvv) / ('r\]l), O<ss<n,ns=w,N=S+ W,n<N.
Die Funktion s+ h(sn,N,S) ist bel festen Parametern n,N,S offenbar eine W—funktion auf
X :={0,...,n}. Sieist positiv genau dann, wenn gilt s< S, w < W, d.h. (—N+S) < S< nAS, wegen
(?) = SUSDLLUS-st) - 0 furs>S+l.

Wenn man bei gegebenem n fur alle Parameter N,S den gleichen Raum X = {0,...,n} Os haben
maochte, ist es glinstig, solche Werte s mit verschwindener W—funktion zuzulassen. Das W—mal3
auf {0,...,n} mit der W—funktion s+ h(s;n,N,S) heif3t hypergeometrische Verteilung.
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Zum Beweis denken wir uns die Kugeln wieder numeriert mit 1,...,N; dabei stehe etwa I' [
{1,...N},zB.T ={1,..,S}, furdie Menge der schwarzen Kugeln, also card(l") = S.
Wir arbeiten jetzt wieder mit dem Raum

Q= { 0= {Xy. X} O{L...N}, (0.E) Xq<x5<..<x }, also card (Q ) = (ﬁ)’
und der Gleichverteilung P auf QIII'

Essel X(w) := card(w n ') die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln. Die Anzahl der
Moglichkeiten, genau s schwarze und n—s = w weif3e Kugeln zu ziehen, ist also card({X = s}).
Sie soll mit dem Abzéhlprinzip ermittelt werden (mit 2 Einzel experimenten).

Es gibt (E) Madoglichkeiten , s schwarze Kugeln aus S vorhandenen schwarzen Kugeln ohne
Zuriicklegen zu ziehen (erstes Einzelexperiment). Fur jede Wahl von den s schwarzen Kugeln gibt

es (va) Mdoglichkeiten, w weil3e Kugeln aus den verbleibenden Kugeln zu ziehen (zweites

Einzelexperiment). Somit gibt es gerade (§) EQYNV) Maoglichkeiten, genau s schwarze und n—s = w
weile Kugeln zu ziehen. Also gilt mit {X = s} := {00 Q|; X(w) = s} wiein§0.2

P(9)=P{X =s})=h(sn,N,S) und X: QrXx
[Mit dem Raum (QI I ,P) haben wir also einen einfacheren Ergebnisraum X, der nur einen Teil der
Informationen enthalt und auf dem die W—Funktion P(s) := h(s;n,N,S) erklart it.
Diesen Sachverhalt werden wir im Zusammenhang mit dem Begriff Zufallsvariable und der

Verteilung genauer studieren. |

Anwendung (Qualitatskontrolle). Wir stellen uns eine Lieferung von N gleichartigen Objekten
vor, von denen S defekt und damit N—S intakt sind. Als Stichprobe greift man n Objekte heraus
und Uberprift diese. Dannist h(s;n,N,S) die W. dafir, dai3 s der tberpriiften Objekte defekt sind.
In der Statigtik fa3t man S als unbekannten Parameter auf und versucht von der Stichprobe s
Ruckschliisse auf S zu ziehen.

Beispidl 1.2 (Skatspiel). Beim Skat erhélt jeder der drei Spieler zehn Karten aus 32 gemischten
Karten, und zwei Karten (der Skat) werden zundchst verdeckt beiseite gelegt. Es gibt 4 Buben.
Wie grof3 ist die W. flr das EreignisAl, dal3 ein Spieler | genau 3 Buben erhdlt ? Wir haben die
obige Situation vorliegen mit S= 4, W = 28, n = 10 und s = 3. Die Buben entsprechen den

schwarzen Kugeln. Die gesuchte W. ist also: (g)(zg) / (:i%) =66/ 899.

Die W. (in einem geeigneten W—Raum vgl. Ubung) fir das Ereignis A|DA”DA dal3

[
mindestenseiner der drei Spieler 3 Buben erhédlt, ist dreimal so grol3, da die Ereignisse

AI’AII’AIII’ dai’ Spieler I, 11 bzw. I11 drei Buben erhélt, unvereinbar (digunkt) sind.
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1.5 Vereinigung von Ereignissen
Nach der Formel (1.9) gilt:

P(A 0 B) = P(A) + P(B) — P(AnB) .

Diese Formel 143t sich verallgemeinern fir die Vereinigung von n Ereignissen P(A1D...DAn) .
Dies soll hier aber nicht geschehen. Verwendet man die mengentheoretische Differenz, so gilt:
AOB=A0(B\A).
Dabei handelt es sich auf der linken Seite um eine digunkte Vereinigung und hat al so:
P(A 0B) =P(A) + P(B\A).
Allgemein kann man auf diese Weise aus einer beliebigen Vereinigung eine digunkte
Vereinigung machen. Fir drei Mengen gilt z.B.

ADBOC=A0B\ADC\(AOB)=A0BnA®0CnAB® und

P(A 0B C)=P(A) + P(B\A) + P(C\(ADB)) = P(A) + P(BnA®) + P(CnA%nBY) .
Nach den Regeln von de Morgan ergibt sich auch die folgende niitzliche Formel:

P(AL0..0A ) = 1—P((A,0..0A )9) = 1— P(An..0A).

Bei Vorliegen einer digunkten Zerlegung von Q laf3t sich oft die folgende Formel von der totalen
Wahrscheinlichkeit (einfache Form) anwenden:
(1.23) P(A) = 2 P(A n Bi)

falls Q = Ui B,, {Bi} paarweise digunkt; wegen A = Ui AnB,.
Als Beispiel betrachtet wir das Experiment "zweimaliges Wirfeln" aus § 0, das wir jetzt durch den

L aplaceschen W—raum (Q,P) beschreiben mit Q = {1,...,6}2. Es sel wieder X das Ergebnis des
m—ten Wurfes. Dann kann

A= {X1+X2 =i}, B, = {X1 =i} (mit fest gewéhitem j und variablem i):
gewahlt werden.
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1.6 Multinomial koeffizienten
Der Binomialkoeffizient (E) beschreibt, wieviele Mdglichkeiten es gibt, k Kugeln aus n

unterscheidbaren Kugeln auszuwéhlen. Wir kdnnen auch sagen, (E) beschreibt, wieviele
Maoglichkeiten es gibt, n unterscheidbare / numerierte Kugeln in zwel Gruppen aufzuteilen (in die
gezogenen und die nicht gezogenen), sodal die erste Gruppe k Elemente hat und die zweite dann
n—k Element. Diese Fragestellung a3t sich nun verallgemeinern.

Wir fragen: Wieviele Mdglichkeiten gibt es, die Zahlen 1,...,n in r Gruppen aufzuteilen, sodal3 die
erste Gruppe k1 Elemente hat, die zweite k2 und die r—te Gruppe kr Elemente hat mit
n= k1+...+kr. Dabei kommt es auf die Reihenfolge der Gruppen an; aber innerhalb der Gruppen
soll die Reihenfolge keine Rolle spielen.

Wir verwenden wieder das Abzéahlprinzip mit r Einzelexperimenten. In ersten Einzelexperiment
ordnen wir k1 Zahlen der ersten Gruppe zu; dafur gibt es (El) Maoglichkeiten. In zweiten
Einzelexperiment ordnen wir zu jeder Wahl dieser k1 Zahlen die verbleibenden n—k1 Zahlen der
zweiten Gruppe zu; daflr gibt es (nizl) Maoglichkeiten. Setzt man das Verfahren fort, so bleiben
im r—ten Einzelexperiment fir die r—te Gruppe nur noch kr Kugeln tbrig.

Insgesamt ergibt sich also fir die Anzahl der Méglichkeiten:
n \ 4"k N—Ki—...—K o\ _ n! _
o) e, ) B0 ) S ey Wegen (ki o) =k g =k

Wir setzen wie dblich [k kn k] = k1|[lk2r']!D K1 und sprechen vom
r Ik, ! LK !

11 2! LRRS ]

Multinomialkoefffizienten. Fiir r=2 st dann also (f) = {k ﬂ_k] |

Beispidl 1.2 (Skatspiel, Fortsetzung). Beim Skat erhdlt jeder der drei Spieler zehn Karten aus 32
gemischten Karten, und zwei Karten (der Skat) werden zunachst verdeckt beiseite gelegt. Wir
fragen jetzt nach der Anzahl der Mdéglichkeiten, 32 Karten auf drei Spieler und auf den Skat
aufzuteilen. Dann haben wir also vier Gruppen; dabei sollen drei Gruppen je zehn Karten erhalten
(k1 = k2 = k3 = 10) und die vierte die restlichen zwei (k4 = 2). Die Anzahl der mdoglichen

. : 32 |_ 32!
Aufteilungen ist also [10’10,10,2] = 10TCI0T CIOT 2T -
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§2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit

2.1 Definition und Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten

Als Beispiel wollen wir zundchst das folgende Zufallsexperiment betrachten: "Beobachtung des

Lebensalters (von Geburt bis Tod) einer rein zuféllig ausgewahlten (méannlichen) Person". Wir

wéhlen Q = {0,1,..,N} mit N>100 und stellen uns vor, da3 das W—mal3 P auf Grund einer

statistischen Schatzung gewonnen wurde, wie das auch bei Sterbetafeln der Fall ist. Ist (Xl""’xn)

die zugrundeliegende Stichprobe und setzt man kn(oo) = card ({ Xi; 1<i<n, X; = w}), so hat man:
P(w) = hn(oo) = kn(oo) /n.

Esinteressiert das Ereignis, daf3 die Person dlter als 65 wird, also A = {66,...,N}. Man hat:

PA) = 5 PO = 5 g5 K@ (val. (L10)).
Die Situation andert sich, wenn bekannt ist, dal3 die Person 30 Jahre alt ist (etwa bei Abschlul3
einer Versicherung). Jetzt wird man bei der Schatzung nur noch die X; benutzen mit X; 2 30. Setzt
man B = {30,...,N}, so interessiert also:
card ({xi; 1<i<n, X; [ AnB}) / card ({xi; 1<is<n, X; [ B}) = hn(AnB)/hn(B) = P(AnB)/P(B),
mit P(AnB)/P(B) = 25> 66 P(w) / 2> 30 P(w) =: P(A|B).

Somit ist hier also P(A | B) > P(A) = zoo> 66 P(w) wegen A I B.

Wir nehmen diese Uberlegungen as Vorbild fiir diefolgende Definition: Fiir einen beliebigen
W-—raum (Q,P) und fiir beliebige Ereignisse B mit P(B) > 0 heil3t

(2.2 P(A|B) := P(AnB)/P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei gegebenem B.

Beispid. (zweimaliges Werfen einer Miinze). Esist Q = {W,Z}2 , wobei W fiir Wappen und Z fiir
Zahl steht. Esist sinnvoll mit den Laplaceschen W—raum (Q,P) zu arbeiten. Wir interessieren uns
fur die folgenden Ereignisse:

A, = "der m—te Wurf ergibt Wappen", m=1,2, dso A, = {(W,W), (W,2)} ;

AnA, = {(W,W)} = "beide Wiirfe ergeben jeweils Wappen",

A DA, = {(W,W), (W,Z), (Z,W)} ="mindestens ein Wurf ergibt Wappen".
Dannist P(A) = P(A,) = 172, P(A1nA,) = 1/4,

P(AL0A) = 1—-P(A70AZ) = 1-P(Z,2) = 1— 1/4 = 3/4,

AlnA2 DA1D51DA2- |

Also erhalten wir: P(AlnA2|A1) = 1/2 mit P(AlnA2|A1) = P(A2|A1) ,aso

P(A,|A)=PA,) und PAA,|A0A)=1/3. ]
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Satz 2.2 (i) Sei P(B) > 0, dann wird durch P(A) := P(A | B) wieder ein W—mal3 P auf Q definiert

mit P(B|B) = 1. Ist AUB®, soist P(A|B) = 0. Ist AB, soist P(A | B) = P(A)/P(B) = P(A).

P(B) [P(A|B)

(iii) (Formel von Bayes, einfache Form) Sei P(A), P(B) > 0, dann gilt: P(B|A) = P(A) :

Beweis: Offenbar ist P(Q) = P(B) = 1, P(A) = 0. Zum Nachweis der Additivitat seien A und A’

disunkt; dannist P((ADA)NB) = P((AnB) [ (A'nB)) = P(AnB) + P(A'nB).
Die Formel (iii) ist klar. []

2.2 Unabhangigkeit

Im obigen Beispiel des zweimaligen Werfens einer Miinze hatten wir fiir die Ereignisse Am =
"der m—te Wurf zeigt Wappen", m=1,2: P(A2|A1) = P(Az). Dies kdnnen wir so interpretieren,
dal? das Ergebnis des ersten Wurfes keinen Einfluld auf das Ergebnis des zweiten Wurfes hat. Die
Eigenschaft ist offenbar aquivalent zu P(AZnA 1) = P(AZ) P(A 1).

Die letzte Eigenschaft ist auch definiert, wenn P(Al) = 0igt, und ist zudem noch symmetrisch in
A1 und A2. Wir nehmen diese deswegen fiir die folgende Definition:

Zwei Ereignisse A, B heil3en unabhdngig, wenn gilt: P(AnB) = P(A) (P(B).

Zur Interpretation betrachten wir das Problem: Wie hangen die Schulnoten in Mathematik und
Deutsch eines zuféllig herausgegriffenen Schiilers voneinander ab ?
Ein Untersuchung bei n Schiilern ergibt als Stichprobe ein Tupel

XXy 0 {1, 61%{1,....6}.
Das Ereignis "mindestens eine Zwei in Mathematik" beschreiben wir durch A = {1,2}x{1,...,6}
und das Ereignis "mindestens eine Zwei in Deutsch” beschreiben wir durch B = {1,...,6}x{1,2}.
Dann ist wieder
card ({xi; 1<is<n, x; [ AnB}) / card ({xi; 1<i<n, x; [ B}) = hn(AnB)/hn(B)
ein Mal3 fur P(AnB)/P(B). Bei Unabhédngigkeit wiirde man also erwarten, dal3 das Verhéltnis der
Anzahl der Schiiler, die sowohl in Mathematik als auch in Deutsch mindestens ein Zwei haben, zu
der Anzahl der Schiler, die in Deutsch mindestens ein Zwei haben, gleich dem Verhéltnis ist der
Anzahl der Schiler, die in Mathematik mindestens ein Zwei haben, zu der Gesamtzahl n der
Schiller ist. Die Beschrankung auf Schiler mit einer Deutschnote von mindestens Zwei hat also
keinen Einflufd auf das Verhéltnis. Dieswird man aber wohl hier nicht erwarten.
Dies wére anders, wenn die beiden Schulnoten durch zweimaliges Wirfeln ermittelt wirden.
Dann wirde man eine solche Unabhéngigkeit sicherlich erwarten.
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§3 Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz
3.1 Verteilungen von Zufallsvariablen

Definition 3.1. Ist (Q,P) ein W—raum und X eine Menge, so heil3t eine Abbildung (Funktion)
X:QrX ein X—wertige Zufalsvariable (Zvamit Werten in X).
Im Fall X OR heif3t X relleZvaund im Falle X 0 Rd heif3t X Zufallsvektor.
Wir setzen wieder
{wDQ; X(w) =x} = {X=x} und {wDQ;X(w)0B}={XOB} firxIX,BOX.

Ein Ergebnis w 0 Q enthélt alle Information Uber das Experiment. Wir kénnen uns X(w) als eine
Teilinformation vorstellen, die dann durch w bereits festgelegt ist. So ist der Ansatz, dal3 X eine
Funktion ist gerechtfertigt. X(w) ist in dem Sinne zuféllig, dald w zufallig ist.

Ist Q endlich oder (wie spater auch abzéhlbar), so kdnnen und wollen wir auch X a's endlich (oder
abzéhlbar) annehmen.

Beispid (zweimaliges Werfen eines Wirfels, vgl. 80). Es it Q = {1,...,6}2 und P die
Gleichverteilung auf Q, d.h. (Q,P) ein Laplacescher W—raum. Dann beschreibt die Zva X mit
X(w) = X((i,k)) :=i+k die Summe der beiden Wiirfe.

Dannist X eine Zvamit Wertenin X = {2,...,12},also X : Q ~ {2,...,12}.

2 4 12

RPNWORAOIO
FOoooooo
NOooooo
WOoooooo
POoooooog
VOoooog™
S nininlnlnln

Zeichne {X=x} einfurx =2, 4,7, 12:

RPNWORMOIO
PFOoooogog
NOoooooo
WoOoooooo
AOoooood
Uoooooo
SOoooooo

Auf X kénnen wir nun auch eine W—Funktion definieren durch
P(x):=P{X =x}),2sx<12.

Esgilt offenbar : P(x) >0 und 2,-132 P(x) =1 wegen
S22, PUX =X =P\ 32, (X =x) =P©@) =1

Durchdie Zva X auf dem Ergebnisraum Q versehen mit W—funktion P(w) wird also auf dem
Bildraum X eine neue W—Funktion P'(x) induziert. Dabei heif3t P W—funktion von X. ||
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Dieser Sachverhalt gilt auch allgemein. In den Anwendungen wird Q oft eine geringere Rolle
spielen, vielmehr interessieren der Bildraum X und die W—Funktion von X.

Definition. In der Situation 3.1 versteht man unter der W—Funktion von X die W—Funktion P(x)
auf X mit

(3.09) P(x) :==P{X =x})= zooD{X:x} Plw) = zwDQ,X(w) — % P(w)=: P(X=x) , x 0 X.
Unter der Verteilung von X versteht man das W—mal3
P(A) =PUXTA})= zooD{XDA} Plw)=P(X0A), ADX.

Notation. Will man die Abhangigkeit der W—Funktion von X notieren, so schreibt man auch P =
PX' Beispiele fur die obigen Kurzschreibweisen sind z.B. P(X = 3), P(X = 0). Sind mehrere Zva
auf (Q,P) gegeben, etwa X und Y , so verwendet man die Notation {X O A, Y O B} =

{XOA}n{YOB} sowie P(X O A, Y 0B) innaheliegender Weise [z.B.P(X 20, Y =3)|.

Bemerkung. P(A) ist in der Tat ein W—Mal3 auf X mit der W—Funktion P(x). Denn es gilt wieim
Beispiel P(x) =0, sz% P(x) =1, sowiewiein (1.10)
P(A) = 2 A P(x) far ADX,dh.

(3.0b) PXOA)=Y. A PX=x) fir ADX.

xUA
wegen P(X 0 A) = P(U (A X=X =5 00 PX=X). ]

Beispie (z2weimaliges Werfen eines Wiirfels, Fortsetzung).
Die W—funktion der Summe X von zwei Wirfen ist gegeben durch

P(X=x) z(i )0Q,i+k = X P((i,k)) = % card({(i,k); i+k = x; 1<i<6, x—6<i<x—1}) , also:

x|2 | 3] 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 ] 10 | 11 | 12 .
P(x)|1736]2/36| 3/36 | 4/26 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Als sogenanntes Stabdiagramm fur P(X=x) erhalt man:

P(X = X)
] '
2

‘{||
3 4 5 6 7 8§ 9 10 1w 12 x

Dabei hatten wir die Formel von der totalen W. benutzt. Diese liefert jetzt fir Zva X ,Y:
(3.0c) P(B) = sz% P(B n {X=x}), P(Y=y)= sz% P(Y=y, X=x) .
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Beispid (hypergeometrische Verteilung, vgl. 81.4). Eine Urne enthalte S schwarze und N-S
weiRe Kugeln. Es werden n Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Sei 1< S<N,undn< N,

Q={wl{1..,S5+1..N}; card(w) =n} = Qi

hier sind die w also (n elementige) Teilmengen von {1,...,N}. Wir haben card(Q) = ('x) und
wéhlen P als Gleichverteilung auf Q.
Dann haben wir uns fir die Zva X interessiert, die die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln
(d.h. die Kugeln mit Nummer < S) beschreibt, also fur

X(w) =card(wn {1,...,.S}); X : Q — X={0,...,n}.

In §1.4 hatten wir die W—funktion von X berechnet zu
P(X=x) = h(inN.S) = )T / (V). 0<x<n nx=w,N= S+ W,n<N.

Die Verteilung von X ist hier also die hypergeometrische Verteilung! Man sagt auch:
X hat eine hypergeometrische Verteilung. | |

Beigpiel 3.2 (2-maliges Werfen eines Wiirfels). Es ist Q = {1,..,6}x{1,...,.6} und P die
Gleichverteilung, d.h. (Q,P) ein Laplacescher W—raum.
Dann beschreibe die ZvaXm wieder das Resultat des m—ten Wurfes (m=1,2) , also z.B.
Xl(oo) = Xl((i,k)) =i. Dann gilt:
P(X 4=1, X,=K) = P(( K)) = 1/6° und
P(Xy=i) = Tp_q P(X; =i, X, = k) = 6/6% = 1/6 = P(X,, = K),
also haben wir:
() die Verteilung von X ist die Gleichverteilung auf X = {1,...,6};
(i) P(X1=i ,X2:k) = P(Xlzi) [IP(XZ:k),
also sind die Ereignisse {X =i} und {X,=k} unabhéangig i k.
Man sagt auch: X 1 und X2 sind unabhédngig und haben eine Gleichverteilung. Insbesondere sind
X4 und X, auch identisch verteilt, d.h. die Verteilung von X4 ist gleich der Verteilung von Xo. [



27

Beispiel. Eine Urne enthalte S schwarze und W := N—S welil3e Kugeln, N > 2. Es werden n=2
Kugeln ohne Zurlicklegen gezogen. Dieses Mal soll die Reihenfolge notiert werden.
Dann wahlen wir

Q={(@k);i,kD{1,..,N},izk }.
Dann gilt card(Q) = NI{N-1). Psei die Gleichverteilung auf Q.
Die Zva Xm (m =1, 2) sollen angeben, ob bei der m—ten Ziehung eine schwarze Kugel gezogen
worden ist (szl) oder nicht (X m:O).

1 furi<$S 1fUrksS]

[Also X, (1) = { - Xf((0K) = {

0 furi>S 0 furk>S

Dann gilt nach dem Abzahlprinzip (vgl. Ubung):
@ P(Xlzx,XZ:y):P(X2:x,X1:y);
P(X1 =X) = P(X2 =X)
(also sind die W—Funktionen und die Verteilungen von X1 und X2 identisch; man sagt:
X1 und X2 sind identisch verteilt);
P(X1 =X, X2 zy)# P(X1 =X) [}P(X2 =y) (man sagt: X1 und X2 sind abhéngig)

Aus (a) folgt wie man erwartet (vgl. Ubung):

w
[REY

_ _m-_S _ oy
(B  PXy=1|X;=0)=>p PX,=1[X =1)=

_ _m-_S _ o
PX,=1|X,=0) = PX[=1]X,=0)=

nZ2
=R

Z
=
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3.2 Unabhangigkeit
Wir sagen zwei Zufallsvariablen X, Y auf eéinem W—Raum (€Q,P) mit Werten in X bzw. # sind
unabhéngig, wenn je zwei Ereignisse {X=x}, {Y=y} unabhangig sind, d.h. wenn gilt:

P(X=x, Y=y) = P(X=x)[P(Y=y) furx0X,y 0 %

Definition 3.3. Die ZvaXl,...,Xn auf (Q,P) mit Wertenin 361,...,bzw. %n heil3en unabhéngig, fals:
(3.2 P(Xlle,...,xn:xn) = P(Xlle) 0. [IP(Xn:xn) a Xm 0 3€m, 1<m<n.

Das Beispiel 3.2 zeigt, da’® wir mit den Ergebnissen Xm beim m—ten Wurfeln schon vorher
unabhéngige Zva gesehen haben.

Lemma. Seien Xl""’xn unabhangige Zva auf (Q,P) mit Wertenin 361,...,36n. Dann gilt:

(3.3) P(X,0A ... X DA ) = P(X,0A ) OL.OA(X DA ) OA_[OX _, 1<msn,

Offenbar enthalt die Eigenschaft (3.3) die Eigenschaft (3.2) als Spezialfall.

Beweis: Wir wollen die Formel (3.0b) "P(X 0 A) = szA P(X =x) fur A X" verwenden fir die
ZvaX(w) = (Xl(w),...,Xn(w)) auf Q mit Wertenin 3€1x...><3€n.

Sind insbesondere dieXm reelle Zva, soist X ein (n—dimensionaler) Zufallsvektor.

FurADX ><...><3€n und A = Alx...XAn ergibt sich aus (3.0b):

1
(3.00) P((X g X ) DA XXA ) = z(xl,---,xn) DA A P((XgX ) = (Xq X))
(3.0¢) P((X X ) D A) = 2 Xy ) DA PX e X ) = (XpeX).
Der Ausdruck (3.0d) laf3t sich auch schreiben als:
POX0A ... X A ) =
= leﬂAl,...,ZXnDAn PX X ) = (Xq-Xp)
= leu Al,---,zxnﬂ A P(X;=%) 0. P(X =X ) [gemaR (3.2)]

= leﬂAl P(X1=%) ZXZDAZ PX5=X)) ... ZXnDAn P(X =X

= P(X1DA1) D..[lP(XnDAn) (geman (3.0b). [ ]
Sind die Zva Xl""'xn unabhéngig, so sind auch Xl""’xd unabhéngig fir d < n. Dies folgt aus
dem folgenden Satz mit | = {1,...,d}.

Satz 3.4. Seien Xl""’xn unabhdngige Zva auf (Q,P) mit Wertenin X
Dann gilt fur allel 0 {1,...,n}:

(33) P{ﬂmm X=X ] - Hle PX, =x ) Ox 0%, l<msn.

1eXpy
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Beweis. Nach dem Lemma gilt (3.3)I mit Am= {xm} furmOI und An=%Xq furm O I, wegen
{X 0%} =QPX 0% ) =1 ]

Wir wollen jetzt zeigen, dald Funktionen von unabhdngigen Zva wieder unabhdngig sind.

Wielblichsel Y :=foX =f(X) die Zvamit Y (w) = foX(w) :=f(X(w)), Q A%L Y/

Satz 3.5. Seien Xl""’xn unabhdngige Zva auf (Q,P) mit Werten in 361,...,%”

@ Essind Ym = fmoXm, 1<mzn, unabhéngige Zva, wobei fm Funktionen auf 3€m sind.

(b) Essind f(Xl,...,Xd) und g(Xd+1,...,Xn) unabhangige Zvafir 1<d < n, wobei f Funktion
auf %1><...><3€d und g Funktion auf 3€d+1><...x3€n.

Beispiel: In der Situation von Satz 3.5(b) mit d = 1 sind also etwa X1 [:: f(Xl)] und X2+X
[:: g(XZ,XS)] unabhéngig. ||

3

Beweisvon Satz 3.5. (a) Esist {f oX, =y} = {X DA} mit
— : _ _—1 " -
Am= {me%m, f(xm) = ym} = fm ({ym}). Gemal3 (3.3) kann man nun faktorisieren
(b) Der Beweis soll hier nur fur den Spezialfall des obigen Beispiels gefiihrt werden.
Esist {X,#X5 = y} = {(X,Xg) 0 A} = U(xz,xs)DA {X, = X Xg = Xz}  mit
A=/ (x2,x3)D3€2><3€3; x2+x3:y}; damit gilt offenbar:
PX1 =X XytX3=Y) = z(xz,xs)DA PIX1 =X X5 = X5 X3=X3)
= 2 (x,xg) DA PXq = X IPX =X (X3 = X3)
=P(X1=%) Dz (x g DA X2 = X X3 =Xg)
Nun ist mit (3.0d):

2 (XX ) IA P(X5 = X5 X3=X3) = P(X5X3) UA)= PX5+X3=Y). ||
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2.3 Produktexperimente
Wir betrachten die folgende typische Situation:
Es sind (xl,Pl),...,(BEn,Pn) W-Rdume, die n sich nicht beeinflussende Einzelexperimente
beschreiben.
Unser Zid ist es nun, diese Einzelexperimente durch unabhangige Zva X 1,...,Xn Zu beschreiben
mit Werten in 361,...,36n und W—Funktionen oder Verteilungen P. ""’Pn'
Als Beispiel kénnen wir an das n—malige Werfen eines Wiirfels, einer Minze oder einer
Rei3zwecke denken.
Das Zidl soll folgendes bedeuten:
Esexistieren ein W—Raum (Q,P) und Zva X
P(Xm = xm) = Pm(xm);
P(X 1:x1,...,xn:xn) =P(X 1:x1) 0. DP(Xn:xn), O Xm O 3€m, 1<mzn.

1,...,Xn auf (Q,P) mit

Bei der Konstruktion wahlt man

(2.6) Q= 3€1x...><%n;
Xm Qr %m als Projektion, d.h. Xm(oo) = Xm((xl""’xn)) =Xy
(2.7) P(w) = P((xl,...,xn)) = Pl(xl) 0. DPn(xn).

Dann gilt offenbar P(X 1:x1,...,xn:xn) = P((Xl""’xn)) = Pl(xl) 0. [IPn(xn), sowie nach (3.0c)
P(X,=X,) = 2 (X Y KT, P(X 1 =X1 X = XX = X,)

= zxzuxz Exnuxn PLP - TP() = Py (x0) By e, PolXo) 25 i PrlXp) =Py(xy)

wegen szD%m Pm(xm) = 1. Ebenso erhélt man P(Xm:xm) = Pm(xm).

Damit haben wir auch schlief3lich P(Xlle,...,xn:xn) = P(Xlle) 0. DP(Xn:xn) . Ebenso zeigt
man brigens:

P(Q) = z(xl’“"xn)uflx"'x%n P((Xq-X)) = 1, dald also Pwirklich ein W—mal3 ist.

Ein Standardmodell in der W—theorie:

Handelt es sich um n Wiederholungen eines Einzelexperiments unter gleichen Bedingungen, so
wird man ansetzen: 361 == 3€n =X und P1 =.= Pn =P.

Dann haben die Zva X 1,...,Xn dieselbe W—Funktion und dieselbe Verteilung; man sagt:

die ZvaXl,...,Xn sind identisch verteilt mit Verteilung P (und unabhangig)

e - : : : _ -1
[und nicht “gleich verteilt"; XX sind gleichverteilt bedeutet: P(Xm = xm) = card(%m) 1.
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2.4 Einige Verteilungen
Die Binomiaverteilung: Wir betrachten ein Experiment, dal3 aus n sich nicht beinflussenden
Wiederholungen eines Einzelexperiment besteht mit zwel Ausgdngen O und 1 (etwa). Dieses
beschreiben wir durch unabhangige identisch verteilte Zva Xl""'xn auf (Q,P) mit Werten in
X ={0,1}. [Die Existenz ist nach 2.3 klar.| Das Modell ist dann vollstdndig festgelegt durch den
Parameter:

p= P(Xm =1) mit P(Xm =0)=1-p.
Sieht man das Eintreten von X,=1 as Erfolg an [und X =0 as MiRerfolg], so heif3t p die
Erfolgsw. Die Verteilung von Xy also das W—mal3 P auf {0,1} mit P(1) = p hei3t Bernoulli—
Verteilung mit Parameter p und das Einzel experiment hei 3t Bernoulli—Experiment. Dann gilt:

(2.89) P(X =X X i 7X) = p“ca—p)" ™ mit k= card({m: Xm = 1D = T hoq Xy
Betrachten wir jetzt die Zva S := zrrr]1:1 Xm, die die Anzahl der Erfolge angibt. Dann gilt:
{S=k} = {(Xl,...,Xn) OA} flr eine geeignete Menge A. Somit folgt mit (3.0e):

1) — _ —v y— My K n—k
(2.8b) P(S=k) = 2 (X X K P(X ;=X X=X ) = () P L)
Dabei ist (E) die Anzahl der Moglichkeiten, k Einsen auf n Platze zu verteilen. Wir setzen
2.9) by o0 := () o¥m1—p)" K, o<ken.

Dabei ist k » bn,p(k) offenbar eine W—funktion auf {0,1,...,n}. Das zugehdrige W—mal3 auf
{0,1,...,n} heifl3t Binomialverteilung (Bernoulli—Verteilung fiir n=1) mit den Parametern n und p
oder bn’p—VerteiIung. Man setzt oft q := 1-p. Anstelle von "die Verteilung von S ist eine
Binomialverteilung ", sagt man auch

"Sist eine binomial—verteilte (bzw. Bernoulli—verteilte) Zva'.

Lemma Sind Xl""’xn identisch verteilt, so auch Y1 = onl,...,Yn = onn fur jede Funktion
f:Xr y4.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.5 hangt P(Ym zy)= P(Xm 0 A) nicht von m ab mit
mit A = {x0%; (x) =y} = ({y}). []

Beispiele

(1) (Geburtstagsawillinge) Wir fragen jetzt: Wie grol3 ist die W. p, dal3 mindestens zwei von n
Studierenden in einer Vorlesung (oder von n rein zufallig ausgewéhlten Personen) an einem
bestimmten Tag, etwa dem 31. Dezember, Geburtstag haben. Als Ergebnisraum kann man wieder
wahlen: Q = { w=(xy,...x); X; U {1...N} flri=1,..n} mitN =365.
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Wahlt man als mathematisches Modell den Laplaceschen W—raum (Q,P) und beschreiben die Zva
Xm(oo) = Xm das Ergebnis der Befragung der m—ten Person, so sind Xl,...,Xn unabhéngige,
identisch verteilte Zva und die Verteilung von X ist die Gleichverteilung auf {1,...N} [vgl.
Beispiel 3.2 n—maliges Werfen eines Wiirfels, oder Ubungen|.
Wenn wir mit diesem Modell nicht zufrieden sind, weil wir Zweifel an der Annahme der
Gleichverteilung haben, wissen wir jetzt, wie wir eine allgemeinere Sitatuation beschreiben
kdnnen. Wir setzen voraus:
Xl""'xn sind unabhangige, identisch verteilte Zva auf einem W—raum (Q,P) mit Werten in
{1,...,N} und einer beliebigen Verteilung P.

Sei nun Xr'n = f(Xm) =0 flr Xm # N und Xr'n = f(Xm) =1fur Xm =N.
Dann sind die Xlxn nach Satz 3.5a und dem obigen Lemma wieder unabhangige, identisch
verteilte Zva jetzt mit einer Bernoulli—Verteilung. Die Erfolgsw. ist p := P(Xm =N), also die W.
daflir, dal3 eine befragte Person am 31. Dezember Geburtstag hat (z.B.p= 1/N bei einer

Gleichverteilung). Also hat zr?tl Xr'n eine bn p—VerteiIung.

Gefragt ist jetzt nach der W.: (S 1 X/ 22)=1-P(3 |, X' <2).
Wir wissen nun:

RS heg X <2 = by @)+, (1) = (@-p)" + npia-p)™ = [1+ (-1 p] (1)
= [1+n-pp| e DR

(2) (Geburten) Ist p die Haufigkeit von Madchengeburten und nimmt man an, da3 sich
aufeinanderfolgende Geburten nicht beeinflussen, so berechnet sich in einem mathematischen
Modell, die W., dal3 in einer Familie mit 4 Kindern 2 Jungen und zwei Madchen vorkommen, zu:

(5) P* (1-p)? [= 0,374fiir p = 0,51 oder 0,49 bzw = 0,375 fiir p=4].

Die Multinomiaverteilung. Wir betrachten jetzt den algemeinen Fall, da bei enem
Einzelexperiment endlich viele, etwa r mdgliche Ausgange beobachtet werden und nicht nur zwel
(Erfolg, MifRerfolg). Seien dazu X 1,...,Xn unabhéngige, identisch verteilte Zva auf einem W—raum
(Q,P) mit Wertenin X = {al,...,ar} und mit pj = P(Xm = Gj), 1<j<r.

Seien Zahlen kj vorgegeben mit kj >0, k1+...+kr:n. Wir betrachten nun das Ereignis

Akl,---,kr: {wlQ; kj der WerteXl(w),...,Xn(w) sind gleich O(j ,1<j<r}.

Dann gilt (vgl. Ubung):
_ n Ky K,_ n! k k
PA k)= {k K ...,kr] Py = o T s Py P

Dabei gilt zB. pXr.(pFr=P(X, = g Xg = 0g Xy 41 = O X i, = O )
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Die (abgebrochene/gestutzte) Geometrische Verteilung. Seien Xl""'xn unabhéngige, identisch
verteilte Zva auf einem W—Raum (Q,P) mit Werten in {0,1} und mit p := P(Xm =1) und

N(w) :=inf {m; 1<msn, Xm(oo) =1} mitinf 0 := oo,
Dannist N eineZvamit N: Q+~ {1,...,n,c0}.
Dann beschreibt N den Zeitpunkt des ersten Erfolgesund N—-1: Q » {0,...,n—1,0} die Wartezeit
oder die Anzahl der MiRerfolge bis zum ersten Erfolg. Dann erhalten wir

PN=K) = P(X1=0,...X}_,=0.X,=1) =P(X;=0)..P(X,_,=0)P(X,=1), a0
PIN=K) = p1-p)< L fir 1<k<n und P(N=w) = (1-p)",
P(N—1=K) = p[{1-p) fiir 0< k < n—1.

Diese W. sind fiir k < n unabhangig von n. Wir werden in §2.5 noch den Fall n»co behandeln.
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2.5 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Wir kommen auf das Beispiel des letzten Abschnitts zuriick. Dann ist pEﬂl—p)k die W. dafir,
dal? die Wartezeit bis zum ersten Erfolg gleich k ist bei mehr als k Bernoulli—Versuchen. Nun gilt:
k
Y=o PML-P) =1
Also ist es naheliegend w » P(w) = pml—p)w als W—funktionen auf Ny = {0,1,2,...} = Q
aufzufassen. Definiert man P(A) fir A 0 Q wiein 81 gemal3

(1.10) P(A) = 2 A Plw) furADQ,

so gilt offenbar wieder

(2.12) P(Q) =1,

(2.12) P(A)=20 furAOQ;

(2.13)' P(AOB) = P(A) + P(B) fir aledigunkten A,B (Additivitat).

Es gilt sogar noch eine stérkere Eigenschaft, die sogenannte o—Additivitét:

(2.13) P{ °i°:1 Ai] = °i°:1 P(Ai) fur Folgen Al’AZ"" von digunkten Ereignissen.

Dabei ist digunkt in Sinne von paarweise digunkt zu verstehen.
Diese Eigenschaft folgt aus (1.10) mit dem sogenannten grof3en Umordnungssatz.
In endlichen Rdumen sind bei einer Folge von digjunkten Ereignissen schlief3lich alle (alle bis auf

endlich viele) leer; somit ist dann die o—Additivitat nicht starker als die Additivitat. Fir ein
abzéhlbares Q ist diese Eigenschaft aber echt stirker.

Definition. Wir sprechen von einen diskreten W—raum (Q,P), wenn Q eine beliebige endliche
oder abzéhlbare Menge, P eine reelle Funktion auf Q mit ) 010 P(w) =1 ist. P heil3t dann
wieder W—Funktion.

Wird P(A) gemal’ (1.10) definiert, dann gelten die Eigenschaften (2.11) — (2.13).

P heif3t dann wieder ein W—mal3.

Ein Beispid ist nun:

Q ={01.2,..}; PKk) = p[ﬂl—p)k , KIQ. P heifl3t dann geometrische Verteilung auf {0,1,2,...}.
[Man definiert manchmal auch die geometrische Verteilung P* auf {1,2,...} mit P*(k) = P(k—1). ]
Ein weiteres wichtiges Beispiel wird die Poisson—Verteilung werden.

Die bisherigen Definitionen und bisher bewiesenen Sitze lbertragen sich sofort auf diese
allgemeinere Situation. Anstelle von Summen (mit endlich vielen Summanden) treten nun absol ut
konvergente Reihen. Bekanntlich kann man mit diesen ebenso rechnen wie mit Summen.

Die Lage wird erst schwieriger, wenn man uberabzéhlbare W—R&ume studiert, etwa
Q= [0,0), Q=R oder Q = {0,1}x{0,1}x....
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5.4 Die Faltung und die Poisson—Approximation.

Wir beginnen mit einer Erinnerung an die Formel von der totalen W. in der Form (3.0c):
P(Z=Kk)= ziDBE P(X =i, Z=Kk).

Ist Q (héchstens) abzahlbar und X : Q » X Zva, so nimmt X auch (héchstens) abzéhlbar viele

Werte an. Wir kdnnen also auch X als abzéhlbar voraussetzen.

Satz 5.6. Sind X und Y unabhangige Zvamit WerteninNy := {0,1,2,...}, soist
POX+Y = K) = Zlf:o P(X = i) [P(Y = k—i).

Beweis Esist P(X+Y = k) = zll(zo P(x - i’ X+Y = k)
= St g PX =i, i4Y =K) = S PX= ) (Y = k). ]

Definition. Sind P (i), P'(i) zwei W—Funktionen auf INO, so nennt man die W—Funktion P* (k) mit

(5.19) P+(K) = 3K_ P0) P (k-i)
die Faltung P* = PxP" von P und P".

Die Faltung ist offenbar wieder eine W—Funktion wegen P*(k) =0 und
k N o
Szo P K) = S h_o 3isg P) P (k)
=350 P0) Sjouy Pk) = 3P0 3P () =11 =1

In der Situation von Satz 5.6 gilt also:

Korollar. Die W—Funktion von X+Y ist die Faltung der W—Funktion von X und der von 'Y .

Beispid. (2-maliges Wurfeln).
In 83.1 hatten wir die Situation betrachtet P(X 1:i ,X2:j) = 1/36 fir 1<i<6, 1<j<6.
Dann gilt geméaR Beispiel 3.2:

P(X1 =i)=16= P(X2 =) fur 1<i<6, 1<j<6 und X1 und X2 sind unabhangig.
Dabei kdnnen wir X1 und X2 auch alsmo—wertige Zva auffassen.
Fir i=0, und i>6 haben wir P(Xm =i) =0. Wir erhalten nun

P(X +X, =K) = 35_ P(Xy = i) [P(X, = k)

=Y 1< i <6 35 = 3ad({(); 1<ijs6, i+ =k}
1<k-i<6
in Ubereinstimmung mit 83.1. ||
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—Verteilung, so

Beispiel. Sind X und Y unabhéngig, hat X eine b np —Verteilungund Y eine b m,p

hat X +Y eine bn m p —Verteilung. Zum Beweis kann man nachrechnen:
Brtm p(k) 5K AN IO(u) By, k=), dh.

"™ Pt :Liﬁhhrw”&ﬂm“ﬂrwmmﬂ

Man kann aber auch einen rein w—theoretischen Beweis fiihren. Dieser benutzt, dai3 in einer Folge
von Bernoulli—Experimenten die Summe der Erfolge bei n+m Versuchen gleich der Summe der
Erfolge in der ersten n Versuchen plus der Summe der Erfolge in den anschlief3enden m Erfolgen
ist.

Dazu kann man n+m unabhédngige identisch verteilte Zva xl""’xn’xn+1""’xn+m wéhlen mit
Wertenin {0,1} und P(X€ = 1) = p. Setzt man dann

— 5N — M - :
S:=3 =1 Xpr S =2 p=q Xpypp» SO Weil man:

Sund S sind unabhangig nach Satz 3.5. Nach 8§2.4 weil3 man auch:
S hat eine bn’p—VerteiIung, S hat eine bm,p—VerteiIung und S+S hat eine bn+m p—VerteiIung.

Nach dem Korollar ist die Faltung der W—Funktion von S und der von S' die W—Funktion von
S+S. Man schreibt auch
bn+m P bnp bmp []

Definition 5.7. Ist P(k) eine W—Funktion auf IN0 mit

)\)\k

P(k)=e " 2r=pk|A) .k=012..,

so heildt P die W—Funktion einer Poisson—Verteilung mit Parameter A > 0 ( P(A)—Verteilung ).
Also hat eine Zva X auf (Q,P) eine Poisson—Verteilung mit Parameter A > 0 ( P(A\)—Verteilung ),
wenn gilt:

)\)\k

PX=k)=e 2 =pk|A) ,k=0,12,.

Lemmab.8. Sind die Zva X, Y unabhéngig und haben eine P(A\)— bzw. P(1)—Verteilung,
so hat X+Y eine P(A+)—Verteilung.
Beweis. Nach Satz 5.6 gilt:

POXHY =K) = 3K_ PX = i) IP(Y =k-i) = 3_ p(i |A) bl [ )
k—i k—i

_ N Al U ) 1 T
=5 g6 fr et (k—i)' = e ML S ok =)
0‘+“) L Zk_o( ))\' 0‘+“) 1, ()\+p.) nach der Binomischen Formel. [ |
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Satz 5.10 (Poisson—Approximation der Binomialverteilung).
Ist p(n) eine Folge mit 0 < p(n) < 1 und np(n) -+ A > 0, so gilt:
AK

B,y ) = (@ PO L-p() ™ k| 2) = 7 G fir o,

Beweis. Wir halten k fest und setzen )\ =n[p(n). Dannist

b oy = B T - Eﬁix"ml Anypgg — Any K

- A +1 K —A
erW|ssen:ﬁn->Owegen)\n-»)\,n_:] »LALA (1_ﬁn)n"e

[Zu €>0 existiert namlich einn mit (1—%)“3(1—%’9”5(1—%)” furnzn

wegen )‘n -+ A

Ol
wobei bekanntlich (1 — )‘+8) _()‘is).] Damit folgt die Behauptung. [ |

Die Bedingung np(n) - A impliziert, dafl3 p(n) sehr klein wird. Man spricht auch von dem Gesetz
der seltenen Ereignisse. Fir kleine p hat man also

0= QP - = pk|np) =& P L@ .

Beispidl. (1) In einem Horsaal seien n=91 Studierende. Die W., heute Geburtstag zu haben ist
(etwa) p = 1/365 und sehr klein. Die Zahl X derer, die heute Geburtstag haben, kdnnen wir also als
Zvamit einer P(A\)—Verteilung modellieren mit A = 91/365 = 0,25.

Benutzen wir wieder die Bezeichnungen aus Beispiel (1) aud 2.4, so wéhlen wir xlx

unabhéngig und identisch verteilt mit Werten in {0,1} und P(X =1)=p X= zm 1 Xm Dann
gilt fur die W., dal3 mindestens zwei Studierende heute Geburtstag haben:

PX=22)=1- (e—np + e_npnp) =1- e_np(l +np). []

(3) Bei der Produktion von Blitzlampen ist ein kleiner Anteil p = 0,015 defekt. Wie muf3 man n
wéhlen, damit man bei n Exemplaren mit W. > 0,8 mindestens 100 intakte Exemplare erhalt ?
Unter Unabhéngigkeitsannahmen wollen wir die Anzahl X der defekten Exemplare als Zva mit

einer bnp Verteilung modellieren. Wir wollen also n so wéhlen, dal3 gilt mit A n=Mp:

k
P(n—X >100) = P(X <n-100) = 375 100 b, (K) = n-100 A

np nzko K208 fur n>102.

Eigentlich haben wir X als Zva mit einer Hypergeometrischen Verteilung modelliert (vgl. § 1.4).
Fur eine grolRe Zahl N von Blitzlampen ist alerdings gerechtfertigt, auch mit einer
Binomialverteilung zu arbeiten (vgl. Ubungen). Anschaulich spielt es bei groRem N keine Rolle
mehr, ob man zuriicklegt oder nicht. []
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3.3 Erwartungswerte
Esliege die Situation von §1.1 vor, in der P(w) , wIQ, lber eine statistische Schatzung auf Grund

1

einer Stichprobe XqrXpy 0 Q gewonnen wurde gemal3 P(w) = a

zB.Q={0,1}.

card({i; 1<i<n, x; = w}),

Betrachten wir jetzt eine Funktion X (w) und fragen nach dem arithmetischen Mittel % z?:l X(xi)
der Werte von X in der Stichprobe, so kdnnen wir schreiben:

LS I X) =23, o card({i; Isisn, x; = 0}) X(©) = 3,10 PO) X(@).

Diesen Ausdruck werdenwir als Vorbild nehmen, um ener Zva X einen mittleren Wert
zuzuordnen.. Wir gewichten dabel die Werte X(w) mit den W. P(w).

Definition 3.6. I1st X eine reelle Zva auf dem (diskreten) W—raum (Q,P), so sagt man, dal3 die
Erwartung von X exigtiert, wenn ) W10 | X(w) | (P(w) konvergiert. Dann definieren wir:

EX=E(X)=E[X] = 2 w10 X(w) P(w) alsden Erwartungswert von X.

Ist Q endlich, so existiert die Erwartung von X immer.

Unter der Bedingung, da3 Y w10 | X(w) | (P(w) konvergiert, ist der Wert Y
unabhéngig von der Reihenfolge, in der wir aufsummieren.

o X(O PO

[Wenn Q abzéahlbar ist, so kénnen wir ja Q = {w,,00,,...} schreiben und somit auch
Y 10 X(@) (W) = 3 57_; X(0) P(w).
Dieser Wert ist dann unabhéngig davon, wie wir Q abzahlen.]

Beispiel. Der Erwartungswert ist eine Veralgemeinerung des arithmetischen Mittels. Ist Q
endlich und P die Gleichverteilung auf Q, so erhédlt man gerade das arithmetischen Mittel

_ 1
EX= card(Q) szQ X(@). []
Nimmt X Wertein X R (Uberabzahlbar) an, so kdnnen wir X als abzéhlbar annehmen. Wegen

Q = UXD% {X = x} erhalten wir durch eine Umordnung der Summanden (nach dem
sogenannten grof3en Umordnungssatz):

EX=Y P(w) X(w).

X0% Zo1{X=x}
Auf Grund von P(X=x) =) w{X=x} P(w) gilt somit die wichtige Formel:

(3.4) EX = 2 Ox X POX=X)

[: 2; X; P(X=x), wenn X = {X;,X,,...} eine Abzahlung von X ist].
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Dabei ist ) xx X P(X=x) genau dann absolut konvergent, wenn ) W10 X(w) P(w) absolut
konvergent ist. An dieser Formel (3.4) sehen wir, da3 EX = ) I x[P(X) nur von der
W-—Funktion P(x) = P(X=x) von X abhdngt und nicht direkt von P. Man sieht auch, dal} die
Erwartung von X immer existiert, wenn X endlich ist.

Beispiel. (z2weimaliges Werfen eines Wiirfels)
Q={1,.,6}x{1,.,6}; X: Qr X ={2,..,12} Summe der beiden Augenzahlen.

_ 1y - _
EX =200 36 X(W) = 2x¢2, .. 12} X=X
6 000000
5 000000
4000000
3000000 5% ceeececcnns
2000000 2 4 12
1000000

123456

Die Formel in Def. 3.6 ist gut fiir theoretische Uberlegungen, wie der folgende Satz zeigt. Die

Formel (3.4) ist gut fiir Rechnungen.

Satz 3.7. Seien X,Y Zvaauf (Q,P) mit existierender Erwartung; dann gilt:

() Fur a,B0R existiert die Erwartung von aX+f3, und esist: E(aX+3) = a [E(X) + 3.

(i)  DieErwartung von X+Y exigtiert, und esist E(X+Y) = EX + EY.

(iii)  Sind X, Y unabhangig, so existiert die Erwartung von X [Y, und esist E(X[Y) = EX [EY.

(iv) Gilt X(w) £Y(w), wIQ, soist EX <EY.

(v) Gilt X(w) =0, wIQ, soist EX = 0.

(vi) Gilt | X'(w)] < X(w), w1Q, fur eine Zva X', so existiert die Erwartung von X' und man hat:
|E(X") | <E(|X']) < EX (Majorantenkriterium).

DieEigenschaften (i) und (ii) sind gerade die Linearitit und (iv) die Isotonie des

Erwartungswertes.

Beweis. (i) 3, 1 (0X(0)*+B) (P(@) = a [F 1 X(@) IP(@) + BLE 1 P).

(i) 10 [X@+Y (@] P@) = 5, 0 X(©) PW) + ¥, 0 Y0 PW).

Eigenschaft (iii) wird spater bewiesen. (iv) und (v) sind klar.

Die Eigenschaft (vi) folgt aus dem Majorantenkriterium fiir Reihen (und £X' < | X']). []
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Beispicle.

(1) Hat X eineb_ _—Verteilung, soist

n,p
EX = 3ok P(X=k) = 500 k (D)™ =np.

Ist z.B. p = 1/3, tritt also etwa in einem Drittel der Versuche Erfolg ein, so ist die mittlere Anzahl
der Erfolge bei n Teilversuchen gerade n/3.

Fur n=1 ist dies klar. Fir n>1 kénnen wir eine Rechnung umgehen, in dem wir unabhéangige
identisch vertellte Zva X 4,..., X, auf einem W—raum (Q,P) betrachten mit Werten in {0,1} und
P(Xm = 1) = p. Dann gilt fur S := X1+...+Xn einerseits 'S hat dieselbe Verteilung wie X und
damit den gleichen Erwartungswert" und andererseits "ES = EX1+...+EXn =nlEX 17 np".

(2) 18t X hypergeometrisch verteilt, gilt aso P(x=s) = (Y /(). so hat X den gleichen

Erwartungswert wie ein bn p—vertei Ite Zvamit p=S/N (vgl. Ubung), also EX =n [%

(3) Hat X eine geometrische Verteilung auf {0,1,2,...}, gilt also P(X=k) = p(1—p)k, soist

EX = S oo kp(1-p)f = 1.

- d Kk k-1_d 1 1
Der Beweisfolgt ausﬁ ZOE:O q = 20;:0 kg™ ~= dqIq~ (T-q?" [

Ist X Zvamit Wertenin X und f : X~ R einereelle Funktion, soist foX =f(X) einereelle Zva

Satz 3.8 (a) Ist X Zvaauf (Q,P) mit Wertenin X und f : X ~ R gegeben, so gilt:

Die Erwartung von f(X) existiert genau dann, wenn sz% |f(X) | IP(X=x) konvergiert. Dann gilt:
E(f(X)) = Xy nx FO) IP(X=X).

(b) Sind X, Y Zvaauf (Q,P) mit Wertenin X und # undf : Xx # ~ R gegeben, so gilt:

Die Erwartung von f(X,Y) existiert genau dann, wenn

sz% zyDy |T(x,y) | IP(X=x,Y=y) konvergiert. Dann gilt:
E[fXY)] = Zynx 2y0 P, f(x,y) (X=X, Y=y).

Beweis. a) Wie beim Beweis von (3.4) haben wir

3 00 FOYON PO = 3y T ¢y FOX) IPW) = By F06) PX=).

Wenn dabei eine der Reihen absolut konvergiert, so auch die anderen beiden.

b) Die Eigenschaft (b) ist keine echte Verallgemeinerung von (). Setzt man namlich X := (X,Y)

und X := Xx ¢, s0 sind wir wieder in der Situation von (a). ||
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Beispidl. (z2weimaliges Werfen eines Wiirfels)
Sei Q=1{1,..6}x{1,...,6}; X : QrX={2,...,12} Summe der beiden Augenzahlenund f : X » R.

E[f00)] = 310 36 X = Zy55 1) PXKE0 00,

2 4 12

RPNWORAOIO
FOoooooo
NOooooo
WOoooooo
POoooooog
VOoooog™
S ninininlnln

Als Anwendungen kénnen wir nun schreiben:
E(X?) = ZXD% x2[P(X=x) ,

E(XDY) = Sy Ty XY PX=XY=Y),

wenn X, Y Zvaauf (Q,P) sind mit Werten in X bzw. #und wenn die entsprechenden Erwartungen
existieren.

Wir sagen in Zukunft auch kirzer "EX existiert” anstelle von "die Erwartung von X existiert".
Dann folgt aus den obigen Beziehungen, dal? EX genau dann existiert wenn E(| X |) existiert.

Nun fuhren wir den Beweisvon Satz 3.7 (iii): Es existieren die Ausdriicke:

EXIEY = meg X P(X=x) zyuyy P(Y=y) = ZXD% ZyDyX P(X=x) y P(Y=y)

= sz% zyDyX [y P(X=x,Y=y) = E(X Y), wenn X,Y unabhangig sind.

Der letzte Ausdruck ist auch absolut konvergent, da die Erwartungen von X und Y existieren.

Damit gilt in der Tat dieletzte Gleichung fur E(XLY) . []

3.4 Rechnen mit Indikatorfunktionen

Fir A 0 Q definieren wir die Indikatorfunktion 1, : Q {0,1} von A gemali3
1, (@) =1 firwlA, 1,(w)=0 firw0A"

AlsFunktionauf Q ist 1, eine Zva.

A
Es gelten die folgenden leicht zu zeigenden Beziehungen:
(3.5) 1Ac(oo) =1- 1A(w)
(3.6) 1AnB(°°) = 1A(w) ELB(oo)
(3.9 1ADB(oo) = 1A(oo) + 1B(w) , falls A und B digunkt sind,

(3.10) E(1,) = P(A), falls P W-maf auf Q.
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Die letzte Eigenschaft folgt aus
E(1A) = ODP(lA:O) + 1EIP(1A:1) =P(A) gemal (3.4) bzw.
E(]'A) = ZQ)DQ 1A(00) P(w) = z(x)DA P(w) = P(A) gemal3 Def. 3.6.

Aus (3.6) folgt durch Induktion:
(3.11) 1 (w_1, (WL.O, (W)
Aln...nAn = A1 An

Mit der de Morganschen Regel (Al[]...DAn)C = A(l:n...nAﬁ gilt dann:
n n

Damit haben wir eine weitere Mdoglichkeit, die W. von der Vereinigung von nicht
notwendigerwei se digunkten Ereignissen zu berechnen.

Beispiel 3.9 aus der Zuverlassigkeitstheorie.
1—, 4

/AN

N2 N5/
Wir betrachten ein System mit 5 Stationen 1,...,5. Dazu wahlen wir unabhéngige Zva Xl,...,X5
mit Werten in {0,1} und mit P(X;=1) = p;. Das Ereignis {X;=1} bedeutet, dal3 Station i intakt ist.
Das System fallt nicht aus, solange es einen Weg von links nach rechts Uiber intakte Stationen gibt.
Das entsprechende Ereignis A ist also:

A= {Xlzl, X4:1} 0 {X3:1, X4:1} 0 {X3:1, X5:1} 0 {X2:1, X5:1}.

Dann haben wir mit (3.12)

Ta= ==L =1 x =1 B Lk x =) 7 Lx =t x =) = L= x=1))

Dann ergibt sich durch Ausmultiplizieren und Wegheben einiger Terme:
1, =1,y _ 1+l _ 1+l _ Tl _ —
A {X3—1,X5—1} {X2—1,X5—1} {Xl—l,X4—1} {X3—1,X4—1}

iy iy 1w 11 =iy 1w o1y 11 —Liy ry 1w —
X=X =1 X =1}~ H{X 0= X =1 X =1}~ X =1X =1 X =1

3 4

1w =11t 1y =
_1,x5_1} {Xl—l,X

3

-1 _ _ _ _ _ _ .
{X=LX,=1X =1X 71X ;=1 X =1}

2 4 2 3 4
Damit erhdlt man mit der Linearitat des Erwartungswerts und der Unbhangigkeit der Xi:

p= E(]'A) = I03@J5 + p2®5 +plqb4 + p3®4 - I02@33@J5 - IO3@>4@35 - p1®3®4 -
Beispidl. Seien Xl""’xn unabhdngige, identisch verteilte Zvamit Wertenin X und sei B [ X.
Dann ist 1B eine Funktion f auf X, und man kann die Zvaf(Xm) = 1B(Xm) bilden mit Werten in
{0,1}. Dabei ist 1B(Xm(oo)) =1flr Xm(oo) 0B und sonst = 0. Wiein Beispiel (1) aus 82.4 gilt:

1B(X 1),...,1B(Xn) sind unabhéngige, identisch verteilte Zvamit Wertenin {0,1} und
p:=P(1g(X ) =1)=PX_0B).[]
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3.5 Varianz und Kovarianz
Gesucht ist nun ein Mal3 fir die "Streuung” einer Zva um den Erwartungswert p :=EX. Wir
wéhlen den mittleren quadratischen Abstand von X und p.

Definition 3.12. Seien X, Y reelle Zva auf dem (diskreten) W—raum (Q,P), sodal3 E(X2) und
E(YZ) exigtieren. Dann existieren auch p := EX, v := EY, und es heil3en

Var(X) :=E[(X — u)z] die Varianz von X,

Cov(X,Y) =E[(X—p) Y —V)| dieKovarianzvon X undY,

p=p(x.Y) = ——X.Y)
y Var (X) vV ar(Y)
X und Y heif3en unkorreiert, wenn Cov(X,Y) = 0=p(X,Y) ist.

der Korrelationskoeffizient.

Ebenso naheliegend wére E[ | X—u || as Streuungsmal. Mit der oben gegebenen Definition &3t
sich aber besser rechnen, wie Satz 3.13(viii) zeigt.

Bemerkungen: (2) Offenbar gilt nach Satz 3.8, wenn X und Y Wertein X bzw. #annehmen:
Var(X) = 3, ()7 PXX),

Cov(X,Y) = ZXD% zymy(x_m [y—v) P(X=x,Y=y).
(0) Zva mit gleichem Erwartungswert konnen sehr verschiedene Varianzen haben. Gilt fur die
Gewinne X und X' von Glickspielen:

PX=1) =4, P(X=-1) =4,

. 1 ' c
P(X :C):m ,P(X :—1):m,

so hat man EX=10 -1 =0,

E(X") = c%}—l -1 %%1 =0 (man spricht dann auch von fairen Spielen)
und Var(X) =120 + (-1)24 =1

var(x)= el + (1208 =c [also Var(X') > Var(X) & c> 1] |

(1) Die Ausdriicke in Def. 3.12 existieren wegen der folgenden Beziehungen:
1+E(X%) = E(1+X?) 2 E(|X|) 2 |EX | nach dem Majorantenkriterium 3.7(vi).
E(X?) — 2c[EX + ¢2 = E(X° — 2¢[X + ¢9) = E[(X —¢)?| furalec R, zB.c= .
EX) + E(YH) 2 E(|X|OY[) 2 |[E(XY)| wegen (a%+b2) > 2|ab| > |ab].

In der letzten Beziehung kann man auch X und Y durch X—u und Y—v ersetzen.

(3) Esist offenbar: Var(X) = Cov(X,X).
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(6) Esgilt: "Var(X) =0« Ocmit P(X =c¢) =1" (man sagt: X ist fast sicher konstant).
Der letzte Fall ist aber nicht interessant. Zum Bewels:
Aus P(X = c) = 1 folgt offenbar EX = ¢ und damit Var(X) = 0.

Gilt andererseits, etwafir Z = X—u: E(ZZ) = ZZ 22 P(Z=z) = 0, sofolgt:
P(Z=z) =0flr z# 0 und somit P(Z=0) = 1.

Satz 3.13 (Rechenregeln). Sind X, Y reelle Zva, so dal3 E(XZ), E(YZ) exigtieren, und sind
a,b, O R, so gilt:

i)  Va(x)=EX?—(EX)>

(i) Var(ax +b) = a2 Var(X), {ng E(aX+b) = aEX + b] :
(vi) Var(X+Y)=Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).
(vii)  Sind X undY unabhéngig, so sind X und Y unkorreliert.

(viii) (Bienaymé) Sind X ;,....X . unabhéngige reelle Zva, [sodars E(X2) existiert O m,] 0 gilt:
Var(x1 +..+ Xn) = Var(Xl) +..+ Var(xn).

Beweis. Sei u = EX,v =EY.

(i) E[(X — 2] = E(X% - 2uX + %) = E(X?) - 2 [EX + p? = E(X?) — p?

(ii) E[([aX+b] — [au+b])?] = E(a®HX—p)?) = & E(X—)?).
(vi) Esist nach Satz 3.7(ii):

Do—8y#y9 _([(X+Y — (uhv)?] =E[(X —p +Y —v)?]

= E[(X — )% + (Y —v)? + 20X — p) [{Y — V)]
=Var(X) + Var(Y) + 2[Cov(X,Y).

(vii) Sind X und Y unabhangig, so auch f(X) := X —pund g(Y) := Y — W nach Satz 3.5.
Damit gilt nach Satz 3.7(iii): Cov(X,Y) = E(X—p) (E(Y—V) =00 =0.
Aussage (viii) folgt nun aus (vi) und (vii) mit Induktion nach n. [ ]

Beispiel. Hat X eine P(A\)—Verteilung (Poisson—Verteilung), so gilt: EX = A = Var(X).

Ak
Esist E[f(X)] _zk Of(k)e I(,,also
k k-1
AN A Ao
EX = zk _oke " gr= szi’ 1€ BE =M
k- k-2
E[XIX-1)] =S kTk-DE M A = * 205y 2)(‘k o = e M2t =22

Damit ergibt sich nach Satz 3.13(i):
Var(X) = E(X?) — (EX)% = E[X [X—1) + X] — (EX)2= A%+ A —A2= . []
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Satz 3.14. Sind X, Y reelle Zva, so dai3 E(Xz), E(Y2) existieren, so gilt:
(Cauchy-Schwar zsche Ungleichung) (E(X [Y))2 < E(X2) (E(Y2).

Beweis. Sei a := E(Y2) und B := — E(XY).

Fal 1.a =0. Dannist P(Y =0) = 1 (sehe Bemerkung 6).

Wegen {Y=0} 0 {XY =0} gilt auch P(XY = 0) = 1 und damit auch E(XY) = 0.
Fall 2. a > 0. Dann erhalten wir nach den Rechenregeln:

o CTE(X) TE(Y?) — (EXY))? | = a EXD) EE(YD) — 2 (E(XY))? + (E(XY))]

= a2E(XD) + 2 aBE(XY) + B2E(Y2) = E(a2XZ + 2 apXY + B2Y2) = E((aX + BY))) 2 0.

Damit folgt die Ungleichung.| |

Bemerkungen. (1) Ersetzt man X,Y durch |X|,|Y |, so erhdlt man auch:

2 2 2
(E(|X Y [)” < E(X7) TE(Y?).
(2) Ersetzt man X,Y durch X'=X —EX,Y'=Y —EY, so hat man:

(3.15) Cov(X,Y)2 <Va(X)War(Y), |Cov(X)Y)| <y Var(X)Var(Y),
—1<p(X,Y)<1.

Interpretation. Seien X'(w) = X(w) — EX, Y'(w) = Y(w) — EY wieder die zentrierten Zva.
Positive [bzw. negative| Kovarianz bedeutet nach Def. 3.6

Cov(X,Y)=E(X'LY") = sz'(w) Y'(w) P(w) >0 [bzw. < 0].
Das kann man so interpretieren, da3 X' haufig das gleiche [bzw. das entgegengesetze| Vor—
zeichen hat wie Y'. Positive Kovarianz ist gleichbedeutend mit positiver Korrelation [p(X,Y) >0].
Man kann leicht zeigen, dal3 die Extremfalle p(X,Y) = £ 1 nur dann gelten, wenn
P(X =clY +d) =1 oder P(Y =c[X + d) =1 fir gewisse Zahlen c,d O R.
Stellen etwa X und Y Schulnoten eines zufallig ausgewéhlten Schiilers dar, so wird man positive
Korrelation erwarten. | |

Beispiel. Hat X eineb _ _—Verteilung, so ist Var(X) = np(1-p).

n.p
Fiir n=1 ist dies leicht zu sehen, denn dann ist Var(X) = E(X2) — (EX)2 mit EX = p = E(X?).

Fur n>1 koénnen wir eine Rechnung umgehen, in dem wir unabhangige identisch verteilte Zva
XXy auf einem W—raum (Q,P) betrachten mit Werten in {0,1} und P(Xi = 1) = p. Dann gilt
fir S:= X1+...+Xn einerseits. S hat eine bn. —Verteilung, also die gleiche Verteilung wie X und
damit die gleiche Varianz und andererseits nach Satz 3.13(viii):

Var(S) = Var(Xl) +.+ Var(Xn) = np(1—p).
Offenbar ist Var(X) = np(1—p) maximal firp=14. []
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3.6 Das schwache Gesetz der grof3en Zahl
Dieser Abschnitt bringt ein mathematisches Gegenstiick zu dem empirischen Gesetz der grof3en
Zahl, das man in der realen Welt beobachten kann. Zur Vorbereitung dient:

Satz 3.15. Sei X eine reelle Zva auf dem (diskreten) W—raum (Q,P), so dai3 E(X2) existiert.
Dann gilt fir € > 0 die Tschebyschewsche Ungleichung mit p := EX:
P(IX — | 2 €) < 5, Var(X).

1
€2

Esist: E(ZZ)ZE(ZZEL{|Z| L e ZEE DL 715 ) =REL 75 ) = 2(1Z] 29). ]

Beweis. Wir zeigen allgemeiner fur Z := X —aund jedesalR: P(|Z| 2 €) < [E(ZZ).

Satz 3.16. (Schwaches Gesetz der grof3en Zahl). Seien X 1,...,Xn unabhéngige, identisch verteilte
Zvaauf (Q,P), sodal3 E(Xr%) exigtiert und damit p := E(Xm), 02 := Var(Xm). Dann gilt fur

_ 1 — 1 ..

X =1 (XX P[|X SRS s] <id w2 4 0firnsw,0e>0

Dieser Satz rechtfertigt ebenfalls, den Erwartungswert p as mittleren Wert fir enen
Einzelversuch anzusehen, der durch jedes der Xm beschrieben wird.

Beweis: Wir haben wegen Satz 3.7 und Satz 3.13:
EX)=H,  Va(X)= o
oy — 1 oy — 1 1 1
denn E(X) = [y und Var(X) = =) B/ar(xl+...+xn) =% E[Var(X1)+...+Var(Xn)] =% (ho?2.
DieBildung des arithmetischen Mittels erhédlt also den Erwartungswert und verringert die

Varianz. Nun folgt die Behauptung sofort aus der Tschebyschewschen Ungleichung. | |

Beispidl. (Schwache Form des Borel schen Gesetzes der grof3en Zahl).
Seien Zl""’zn unabhéngige, identisch verteilte Zva auf (Q,P) mit Werten in 3, die wieder die
(unabhangige) Wiederholung von n Einzelexperimenten beschreiben sollen. Fir B0 3 sei nun
X = 1B(Zm) wieim Beispiel in 83.4. Dannist Xm(oo) =1fdr Zm(oo) 0 B und = 0 sonst; also:

1 1 >

Sfeard({m; 1<ms<n, Z_(w) 0B}) =205 0 _q X () = X(0).
Somit ist X die relative Haufigkeit davon, daR bei einem Einzelversuch das Ergebnis Zm in B
liegt. Dann sind nach Satz 3.5 Xl""'xn wieder unabhédngige, identisch verteilte Zva auf (Q,P),
jetzt mit Wertenin {0,1} und P(Xm =1= P(Zm 0B) = p, E(Xm) = p=(, Var(Xm) = p(1-p) =02.

Wir haben jetzt nach Satz 3.16 wegen p(1-—p) < %f:

P{|X—p| 28} < %{%%2" 0 fir n- co.



47

§ 5 Approximation der Binomialverteilung
5.1 Dichte der Normalverteilung
Die folgende sogenannte Gaul3sche Glockenkurve wird von grof3er Bedeutung sein:

(5.11) $(x) = - exp(—1 ).
Nein

Sie heif3t Dichte der (Standard—) Normalverteilung und hat die folgende Eigenschaft:
Lemma5.3. Esgilt __[® ¢(x) dx=1.

Der Beweis soll hier nicht gefuhrt werden.

T

Zeichne den Verlauf von ¢(x).

5.2 Der Satz von de Moivre—Laplace
Zu ¢ definieren wir noch die Funktion

O(x) = [X () dt.
Sie heil3t Verteilungsfunktion @ der (Standard—) Normalverteilung. Offenbar ist

afb O (t) dt = d(b) — P(a) fir a<bh.

Fur @ exigtieren Tabellen und Approximationen. Es geniigt eine Tabelle, die ®(x) fir x =2 0
angibt. Wegen der Symmetrie ¢(—t) = ¢(t) gilt ndmlich

(5.13) d(—x) = _OOI_X o(t) dt= XI°° ¢(t) dt = 1 — D(x).

T

-+ X
Zeichne ®(b) — ®(a), P(—x), 1 — d(x) fir x <a<b<x asFlache unter ¢!

Wir betrachten nun die folgende
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Situation: Xl""’xn seien unabhangige, identisch verteilte relle Zva, sodal3 E(Xr%) existiert und

1g

damit p ;= EXm und o2 := Var(Xm). Essel 02> 0. Wir setzen Sn = X1+...+Xn und Xn =35y

Mit der Forderung 02 > 0 schlief3en wir gemald Bemerkung (6) in 83.5 nur den trivialen Fall aus,
dal3 P(Xm:c) = 1fureincOR gilt. Wir wissen, in der obigen Situation gilt (vgl. Satze 3.13, 3.16):

_ _ 7\ — v oy 1
E(Sn) =nly, Var(Sn) = nlo?2, E(Xn) =, Var(Xn) =3 o2.
Dann ist Xn — U eine zentrierte Zva in dem Sinne, daR gilt: E()f(n — W) = 0. Fur die Varianz
haben wir Var()7<n — M) = Var(Xn) = % 02. Durch eine Normierung der Form can — 1) kann

man noch erreichen, dai3 Var(cEﬂXn — W) ) = 1 gilt. Offenbar mul? man ¢ = yhn/c wahlen in

Hinblick auf Satz 3.13i) . Wir setzen St := ¥ (X -~ ) und haben also
E(SH) =0, Va(s) =1

Man nennt S’r*] eine sandardisierte Zva. Es gilt dabei offenbar

St = (S~ W/o QR = (S, ~ E(S )V Var(S) = (X~ EX )W Var(X,).

Fir jede Zva Y ist allgemein Z = (Y — E[Y])/ v/ Var(Y) eine standardisierte Zva mit EZ = 0,
Var(Z) = 1. Die Funktion Fn(t) = P(S’r*] < t) werden wir Verteilungsfunktion von SF]

nennen. | Manche Autoren nennen auch P(SF] <) Verteilungsfunktion von S’r*].]

Nun kénnen wir den Hauptsatz formulieren, der die Konvergenz der Verteilungsfunktion von SF]
(also der standardisierten Summe von unabhdngigen, identische verteilten Zva) gegen die
Verteilungsfunktion der Normalverteilung beinhaltet:

Satz 5.4. (zentraler Grenzwertsatz). In der obigen Situation gilt:
lim P(SF]st):CD(t) gleichmaRigint OR;

N-»00

Iimn_’oo P(SF] <t)=d(t) gleichmaiigintOR.

Das Grenzverhalten hdangt also nur Uber den Erwartungswert g und die Varianz o2 von der
Verteilung der Xm ab.
Der Beweisvon Satz 5.4 soll hier nicht gefuhrt werden. Wegen

P(asSF]sb):P({S’r*]sb}\{sr*]<a}):P(SF]sb)—P(SF]<a)
gemal (1.6) erhalt man aus Satz 5.4

Korallar. Iimn_m P(a< S b) = d(b) — d(a) fiuralea<bOR.
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Bemerkung: Aussagen iiber S, und Xn'

Pa<s, <p)— [o(E=1t) ot —H)]| | 0
on odn

[Py X —p<d)— [dD(mE%)—tb(xﬁ%)H - 0.

Zum Beweis der Limesaussage schreiben wir

a,:= ﬁ, bn = BG_#IF:M-
Damnist: PasS, s =P Ga—pwss < dp_p
=P@a,<S;<b,)= P(S;sb,)-PS;<a).
Damit ergibt sich

Pass,<p) - [@(b,) - @) |

= | [P(S}, < b)) — P(b)] — [PS;, <a) — (@] |

< |[P(S<b) — @b | + | [PS; <a) — @) |

< sup, | [P}, 1)~ ®(O)] | +sup, | [P(S; <)~ ®(B)]| » 0 firnaeo
wegen der gleichmaligen Konvergenz in Satz 5.4.
Fur die praktische Anwendung erhalten wir somit das Rezept:

Pas<s <p)= q;(B—_nU) — Nty
cn on
Die Aussage fur X  folgt ebenso. ]

Korollar. (Satz von de Moivre-Laplace). Sei 0<p < 1.

Ist Sn eine Zvaauf (Q,P) mit einer bn p—VerteiIung, so gilt:
00 P{ag 1—
v niplil-p)

lim (Sn—np)sb] = d(b) — d(a) fiirdlea<b.

Zum Beweiswéhlen wir in der obigen Situation Xl,...,Xn als unabhangige, identisch verteilte Zva
mit Werten in {0, 1} und P(Xm =1)=p.Danngilt u=EX =pund o2 = Var(xm) =p1-p)>0.
Wir setzen S| = Xq+.+X . und S = (S| — np)/ynp(1—p). Dann hat auch S, €ine
bn’p—VerteiIung und es gilt also flir ein geeignetes Intervall | :

P(a< (Sn—np)/m <h)=P(S,0)=PS,01)=Pas (Sr']—np)/\/m < b) » d(b)—P(a)

in Hinblick auf das vorangehende Korollar. []
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Fur die praktische Anwendung ergibt sich jetzt in der Situation der Bemerkung:

. sk Mgt = of K= | _g[i=np
Pi<S,<k) =3 ()P 1L CDL/W] q’[m]'

Von de Moivre wurde die Approximation der b —Verteilung untersucht fir n = 2m, p = 4.

n,p
: 1 2 : , .
Dannist np=m, np{1-p) =im, ———= F Wir haben hier schon Symmetrie wegen:
Jp—p) "

0oy (1K) = Gyt sty @™ O = by M4k

f

: 2 _
Zeichne PH? mSn —m)= ix} >0

fur x=0, J% 2 J% (m-1) J% m J% =,2m.

Ist das Intervall [ab] noch so kleinund liegt noch so "weit drauf3en”, so liegen doch mit
wachsendem n immer mehr Punkte der Form x = kj2/m,—-m<k<min [ab].

Die W. P(S;, D{tk[J2/m , Osksm}) = 1 wird im Limes immer mehr tiber R "verschmiert". Es kann
weiter gezeigt werden, dal3 gilt:

Jgi[ﬂ)n,p(mw) = d(k J2Tm).

5.3 Anwendung: Wirfelexperiment.
Wie grofl3 ist ndherungsweise die W., bei 600 Wirfen mit einem korrekten Wirfel mindestens 90
und hdchstens 100 Sechsen zu erhalten.

Esist n = 600, p = 1/6, aso np = 100, ynIp{1—p) = 9,13. Daraus folgt fur die Anzahl Sn der
geworfenen Sechsen mit k =100, i = 90:

. (k- 100] (i - 100
Pli<S, <k ~¢[W]—¢[9’13 ]

= ©(0)— P~ g9 = 4~ O(-1,005) = 036,

Der exakte Wert ist 0,4024. [ |
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84 Grundbegriffe der Schétztheorie

Beispiel 4.1a(Qualitatskontrolle, vgl. §1.4).
Wir stellen uns eine Lieferung von N gleichartigen Objekten vor, von denen S defekt und damit
N—Sintakt sind. Als Stichprobe greift man n Objekte heraus und Gberprift diese. Dann ist

hinN,S) = D Tn) /(). 0sx<n<N,nx=w,N-S=W,

die W. dafiir, dal3 s der Uiberpriiften Objekte defekt sind.
Nun stellen wir uns aber die Situation vor, daf? der Parameter S unbekannt ist, wir aber bereits s

kennen. Wir wollen nun von x auf S schlieRen, also einen Schatzwert S = S(x) fir S ermitteln, der
x aslInformation benutzt. Diesist eine typische Aufgabe der Statistik.

In der W—Theorie geht man von bekannten Parametern aus und ermittelt dann die W., dal3 ein
bestimmtes Ereignis eintritt. In der Statistik geht man davon aus, dal3 ein Parameter nicht bekannt
ist und ein bestimmtes Ereignis eingetreten ist. Dann versucht man, Rlckschliisse von dem
Eintreten des Ereignisses auf den unbekannten Parameter zu ziehen.

Eine plausible Schatzung S(x) von S ergibt sich aus der naheliegenden Beziehung:
S(x) / N=x/n, also §(X) =§[IN.

Diese plausible Schatzung ergibt sichauch aus einem anderen einleuchtenden Prinzip, dem
sogenannnten Maximumt-Likelihood-Ansatz, der den Vorteil hat, stark verallgemeinerungsfahig zu
sein. Man (berlegt sich, unter welchem Parameter [hier S| das bestimmte Ereignis [hier: es

werden x defekte Objekte festgestellt| am wahrscheinlichsten ist. Man sucht also ein S(x) mit
h(x;n,N,3(x)) = maxg h(;n.N,S).

h(x;n,N,S) _ S[{N-S+1-—n+x)

h(x;n,N,S-1) ~ (S-x)(N-S+1) -

Damitist h(x;n,N,S) > [=] h(x;n,N,S-1) dquivalent zu: S< [=] %EQN+1) = J,.
Fal 1.3, 0N. Dann liegt das Maximum maXg h(x;n,N,S) bei SO {9,—1, 9,}.
Fall 2.5, C0N. Dannliegt dasMaximumbei S= [§,].

Man sieht leicht, daid gilt:

Also gilt in beiden Fallen fur unseren Schatzer S(x): 9, —1<S(X) < 9, SX) Ny
Damit gilt wieder S:N = x:n fir groRe N. Man nennt §(s) einen Maximum-—Likelihood—Schitzer.

Wir werden noch weitere Ansitze kennenlernen, mit denen man einen Schatzwert ermittelt.
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4.1 Der allgemeine Rahmen von Schitzproblemen

Wasist Statistik ?

In der Umgangssprache versteht man darunter eine Zusammenfassung und Darstellung von Daten,
beispielsweise in der Meinungsforschung oder in der Medizin. Diese Form der Statistik wird
deskriptive Statistik genannt.

Die Mathematische Statistik geht von einer abstrakten Formulierung eines konkreten Problems in
einem mathematischen Modell aus, das auf der W—theorie basiert. Ihr Ziel ist es, in dem Modell
Verfahren zu entwickeln, die esin einer konkreten Situation gestatten, aufgrund gegebener Daten
sogenannte statistische Entscheidungen zu fallen. Man spricht auch von schlie3ender oder
andytischer Statistik. Bel dem Bemihen, die bei den Entscheidungen auftretenden Fehler in
einem geeigneten Sinn klein zu halten, werden Optimierungsmethoden verwendet.

Man hat die folgende Ausgangssituation. Ein Experiment liefert ein Ergebnis x, auch Stichprobe
genannt, aus dem sogenannten Stichprobenraum X. Der Ausgang des Experiments birgt eine
doppelte UngewiRheit in sich:

1. Gewisse Parameter sind unbekannt.
2. Selbst bei bekannten Parametern ist das Resultat des Experiments nicht vorhersagbar.

Problematik 2 18Rt sich mit Mitteln der W—Theorie erfassen. Sind die Parameter bekannt, so |43t
sich das Experiment durch eine W—Mal3 beschreiben. Diesist eine Grundannahme der Statistik.
Problematik 1 ist charakteristisch fur die Statistik. Sie wird dadurch berticksichtigt, dal3 man eine
Familie von W—Mal3en auf X vorausgesetzt wird. Unter diesen W.—Mal3en soll eins sein, das das
Experiment richtig beschreibt.

Zur formalen Beschreibung eines Schétzproblems bendtigen wir:

. eine (nichtleere, hdchstens abzéhlbare) Menge X, den Stichprobenraum,

. eine Familie { Py; 9060} von W—malien auf X, (die Verteilungsannahme),
© heil3t dann der Parameterraum,

. ein zu schatzender (1—dim.) Parameter g(3) ,g: © =R (z.B. g(®) = 9).

Anstelle von Q benutzt man in der Statistik gern ein andereres Symbol, hier also X. Oft ist 9 ein
Vektor; dann kann g(3) etwa eine Komponente von 8 sein.

Im Beispiel 4.1war X := {0,...,.n}, 3 =S, P’s(s) =h(sn,N,8) =h(sn,N,S), ©={01,...,N}.
Die Parameter n,N werden als bekannt, also fest gewéhlt angesehen.

Definition. Eine Abbildung § : X = R [oder :X~0(©) = {g(9);900}] heildt ein Schétzer von g(9).
Ist g(9) =9, g(®) = O, so schreibt man auch (x) statt §(x).

Wir mochten noch einen Namen fiir einen typischen Fall einfiihren (vgl. § 2.3). Ist ein Parameter,
der einen Versuch beschreibt, unbekannt, so wird man diesen Versuch unter gleichen
Bedingungen mdglichst oft wiederholen.
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Definition. Ein Einstichprobenproblem liegt vor, wenn gilt:
X=X%.xX'Ox= (Xl""’xn) mit den Stichprobenumfang n,
Pa(x) = Pé(xl) 0. [Pé(xn) mit W—funktionen Pé auf X', 9 00O (vgl. (2.7)).
Xm(x) =X beschreibe das Ergebnis des m—ten Teilversuchs.

Dann gilt also (vgl. § 2.3):
Unter P19 , d.h. bel festem 9, sind Xl""'xn unabhéngige, identische verteilte Zva
mit der W—funktion Pé. Das letzter bedeutet PB (X m:x') = Pé(x') Ox'0X'.

VVon nun an sollen hier nur Einstichprobenprobleme behandelt werden.

4.2 Maximum—Likelihood—Schatzer

Esliege ein Schitzproblem vor mit g(8) = 9. Gesucht ist ein Schatzer 3(x).

Definition. LX(S) = Ps(x) hei Rt Likelihood—Funktion. Gilt fir einen Schitzer & : ¥ + ©:
(4.1) LX(S(X)) =max {L (9); 8 0O},
50 heifdt § Maximum-Likelihood—Schatzer von 9.
Beispid 4.2 (Schatzung einer Erfolgswahrscheinlichkeit).
Ein Einstichprobenproblem beschreibe n Bernoulli—Versuche mit unbekannter Erfolgsw.
Wir wéhlen: 9 =p, X = {0,1}”, Pé(l) =9, Pé(O) =1-9,ads0 X ={0,1} und furx' 0 X'

P () = 0% i1-9) ™,

P =T [P . %9yl "= (8) firx=(x;x) 0%

) m=1 X (R 1 S

Anstelle von LX(S) kdénnen wir auch In LX(S) maximieren. Dann gilt:

L) = 2 n [xm 9 +(1x ) n (14)] =(37x )OI + (-3 x Y0 (1-9).
Setzt man x := % 22 Xm fur die mittlere Anzahl der Erfolge, so hat man

In LX(S) =nXOnd +n{l1—x)In (1-9) und

(42) doinL 9) = E - (- Gy,

also g—aln LX(S) =0& 9 =X. Inder Tat ist X die Maximumstelle von In LX(S).

X = % zgxm (also X(x) = x) die mittlere Anzahl der Erfolge.
Dabei gilt X : X+ [0,1] und X ist ein Maximum-—Likelihood—Schatzer.

Nachdem man in einfachen Féllen Gberpruft hat, dai3 sich al's Maximum-—Likelihood—Schétzer ein
sehr plausibler Schatzer ergibt, ist man geneigt, einen Maximum-—Likelihood—Schétzer auch in
komplizierten Situationen zu ermitteln.



54

4.3 Erwartungstreue
Esliege ein Schatzproblem zu einem eindimensionalen Parameter g: @ =R vor.

Definition. Ein Schitzer § von g(8) heil3t erwartungstreu, wenn gilt:
4.3 Es(g) = sz% a(x) Pa(x) =g(®) firdled00O.

Da der "wahre Parameter” unbekannt ist, muf3 man alle Méglichkeiten in Betracht ziehen.
Wird das Schétzverfahren hdufig angewandt, so liegt man also bel einem erwartungstreuen
Schatzer zumindest im Mittel richtig, egal welcher Parameter der "wahre" (richtige) ist.

Gegeben sei nun ein Einstichprobenproblem (im Sinne von 84.1). Dann sind X 1,...,Xn
unabhangige, identisch verteilte Zva auf (3€,P8) (fur jedesfeste 9).
Wir interessieren uns nun flr den Erwartungswert als wichtigen Parameter
M) 1= Eg(X ) = Ty X Py =x) = e X Py(x)
und setzen voraus, dal3 p(9) fur alle d existiert. [Wir schreiben also hier p(3) statt g(9). |

Dann ist u(9) also der Erwartungswert des Ergebnisses bel einem Teilversuch. Als naheliegenden
Schétzer hat man:

Definition. X := 1 37 X, alS0X(x) = X (X)) = = 3 X =t %, heift das
Stichprobenmittel.

Satz. Der Schatzer X ist erwartungstreu fiir den Parameter ().

Beweis  Eq(X) =T 37 Eg(X,)=p(®) furaled 0o,

Nun interessieren wir unsfir die Varianz als zweiten wichtigen Parameter
029) = Varg (X ) = 3 (X — () Pg(X 1 =X) = 3130 (KH(®)? PY(x)

und setzen die Existenz von Es(xr%) fur alle & 0 © voraus. [Hier spielt also 02(9) die Rolle von
g(®).] Einen Schatzer fur diesen Parameter liefert:

Definition. Die Stichprobenstreuung wird definiert als

@4 L=ty -X%0% dhs%0 =t s (-7

Durch den Faktor nTll anstelle von % erreicht man gerade, dal3 gilt:
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Satz. 82 ein erwartungstreuer Schatzer ist fir 02(9).
Beweis Esist
71\ 2 2 o 2 ..
(4.%) Z =30 (X =X) =30 (X~ —n{X-a° firalealR

(vgl. Ubung) sowie Varg(X) = Eq((X — H(®))) = £ 62(9) (vgl. Bew. von Satz 3.16).
Damit ergibt sich mita=p := u(38), 02 = 02(39):

Eq(Z,) =Eq [Ty (X~ 7] —nEg [(X —W)?] =31 Varg (X, ) —nVarg [X]
=nlo2 — 02 = (n—1) [62. Damit haben wir
(4.5) Eq(S?) = 02(9).

4.6 Konsistenz
Esliege die gleiche Situation wie 8§4.3 vor.

Man kann auch das Gesetz der groRen Zahl zur Rechtfertigung von X := % 22 Xi = Xn as
Schatzer flr den Erwartungswert u(8) heranziehen. Gemal Satz 3.16 haben wir namlich

Py(|X,—H®)| 2 €) < T G, [02(9) .

Satz. Die Folge von Schatzern Xn ist konsistent fur pu(d), d.h.
P8(|Xn—u(8)| >g) » 0 firnso 0e>0,0900,
falls Eg(X 2) existiert fir alle 9 0 ©.

Zum Nachweis der Konsistenz der Folge 82 = Sﬁ von Schatzern fur o2(8) ersetzen wir in den
obigen Uberlegungen Xm durch f(Xm) = (Xm — u(&))z. Dann ist bei festem 3 f(Xl),....,f(Xn)
wieder eine Folge von unabhangigen, identisch verteilten Zva, deren Varianz existiert, wenn wir
noch die Existenz von E19 (X r?]) fordern. Somit bekommen wir wie oben mit
Eq [(X,, —H(9))°] = 02(9) die Beziehung

Po(IE 3 (X — @)~ 0%8)| >¢€) + O firn+o 0e>0,0900.

Wir ersetzen jetzt in dieser Beziehung p(d) durch einen Schétzer und schreiben mit (4.*) und
02 > 0 unter Benutzung der Dreiecksgleichung:

1 1c<n o\ 2 1c<n 2 S 2
120~ 9% < f 2= X =X)"=02[ < | Ep= Ky =@ =02 +(X-3)
und erhalten :

{3z >eyn(i2sn_ (X —a% 02 >Le} 0 {(X—a®>4e)
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und somit fur a= u(d)
Py(13Z —029)| > €) < Pg(IE 5N ) (X —u®)? — 029) | > &) + Py(|X — H(®)| > /3D).

Dabei geht der zweite Term wieder gegen Null wegen der Konsistenz von Xn; aber auch der erste
Term geht gegen Null, wie oben gezeigt wurde.

Satz. Die Folgen von Schatzern 0% —l[Z bzw. 62 : n—l 0" stmd kongstent fur 02(3), d.h.
Pﬁ(|0% — 02(9)| 2€) » O furn»o0 Je>0,03 00,

falls Eg (X +) existiert fir alle 9 0 ©.

Dabei unterscheidet sich Szn von %[Zn lediglich um den Faktor ﬂ Dieser Teil des Beweises ist
eine Ubungsaufgabe.

Wir brauchen auch konsistente Schatzer fur die Standardabweichung o(d) :=/ 02(3). Esgilt :

Korollar. Die Folgen von Schéitzem (i) 6, :=y S baw. (ii) 6, :=y S(Z,_ sind konsistent fir
a(9), d.h.

P(|6, — 0()| 2€) + O firn+o 0e>0,0908,
falls Eg (X +) existiert fir alle 9 0 ©.

Beweis. Wir zeigen zunédchst fir x,y,e > 0:

(**) " |x=y| 2€" 3" |x2-y2| 2 €2".
Ware ndmlich x<e und y<g, so auch |x—y| < €. Also gilt x = € oder y = € und damit x+y > €. Es
folgt (x+y)Ox—y| = |x2—y2| =2 €2. Wir haben mit (**)

{16, — o(®)| 2} 0{[0} — 02(9)] 2 €2}
also nach dem obigen Satz:

P(|cArn —0(d)| 2¢) < P(|6% — 02(9)| 2€2) » 0 . []

Beispidl.(Schatzung einer Erfolgswahrscheinlichkeit).

Es liege wieder Beispiel 4.2 vor. Wir haben dann: & = p, X = {0, 1} Unter & sind XX
unabhéngig und identisch verteilt mit Wertenin {0,1} und PS(Xm =1)=380(01)=0.

Esist p(d) = EB(Xm) = 9. Dann it X aso nicht nur ein Maximum-Likelihood—Schatzer,
sondern auch ein erwartungstreuer Schatzer fur p(8) = 9.

Ferner bildet Xn = X nach dem ersten Satz auch eine konsistente Folge von Schatzern fiir 3.
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Fur die Varianz haben wir o2(8) = Vara(xm) =9 [(1-9).
Wegen X . [ {0,1} ergibt sich nach (4.*) mita=0:
zrrr]1:1 (Xm—)f()2 = zr?]:lxr%—nDZZ: NX —niX?; dso

1, _1cn N2 _ 7
nZn=n2Zm=1 Km—X)" =XM1 -X).
e n 1 n o - . .. ..

Damit ist sﬁ:mﬁzn: ﬂxnml—xn) ein erwartungstreuer Schatzer fir 02(9) =9 [{1-9).
Ferner sind die Folgen von Schitzern

X, — X)) bzw. sﬁ = 2 X [ — X ) konsistent fur 02(9) = 9 {1-9), sowie

n-1
X 0 - X)) baw. S =/ s%:f% X, — X)) konsistent fir o(9) = y 9 [{L-9).
[Dies hédtte man auch aus der Konsistenz der Folge Xn fir & und einem zusitzlichen
Stetigkeitsargument herleiten kdnnen. |

Bei einem Zahlenbeispid sei n= 14, x = (xl,...,x14) =(1,0,1,1,...) (7 Einsen, 7 Nullen).
7_1

Dannist)?(x):ﬂ—z, und
Lz =X()O1-X(¥) =401 -})=0,25 sowie S%(x)=Ta} 01 —4) =15 =027 []

Beispid. (2-parametrige negative Binomialverteilung).

Esliege wieder ein Einstichprobenproblem vor mit: X = [Ng, 9 =(r,p) 0 (0,20)%(0,1) = ©.
Bei festem 9 sind Xl""’xn unabhéngig und identisch verteilt mit Wertenin INO und
_ vy — (r+k=1) [{r+k—2) [0.. (¥
Py (X, = k) = (KD ArH2)

Im Fall r = 1 haben wir gerade eine geometrische Verteilung.

Dannsind gl(S) =r sowie g2(8) = p mogliche Parameter. Weitere wichtige Parameter sind
1—

02(9) = %2_9)

[Der Beweis verlauft wie bei der Poissonverteilung oder der hypergeometrischen Verteilung. |

o' d1-p)*, kO,

_ _ri{l—
H() = Eg(X,p) = LIP)

Als Zahlenbeispiel betrachtenwirn=7, x = (x x7) =(24,7,17,9, 20, 11, 18).

1
Dannist X(x) = x = 15,14 Schatzung fur pu(3),

Z(x) := zrrr]1:1 (xm — 7()2 = zrrr]1:1 (xm — a)2— nx — a)2 mit a= 10, also
Z(X) =182 +32+72+12+ 102+ 12+ 8 —7[15,14)2 = 420 — 184,93 = 235,07,

12(x)=3358 und S(x) = -2 Z(x) = 39,178 Schatzungen fiir 02(9),
Y/ % Z(x) =5,79 und S(x) =y S(x) =6,26 Schatzungen flr o(3).

Aus der Beziehung p = /o2 und r = p2/(02 — u) erhdlt man naheliegende Schatzer fir p und r,
die aber nicht erwartungstreu sein mussen. ||
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4.7 Konfidenzintervalle
In diesem Abschnitt soll die Angabe eines Schatzers g von g(3) dahingehend prazisiert werden,
dal’ man eine Angabe g(9) = §(x) £ € macht in der Form:
PS( |gX) —g@®)| <€) 2 1—a firaled [10O.
Setzt man C(x) = [9(x) — &, 9(X) + €], so bedeutet dies:
(4.13) Ps({xDBE, C(x) 0g(®)}) 21—a furaled 0 O.
Allgemeiner wird man das folgende Konzept verwenden:

Definition. Sei g(9) ein reeller Parameter. Ist {C(x), x 0 X} eine Familie von Intervallen und gilt
(4.13) furein0 < a < 1 (etwaa = 0,05 oder 0,01), so heifldt C(x) Konfidenzintervall fur g(8) zum
Konfidenzniveau 1 — a (zur Stichprobe x).

Ein Konfidenzintervall (iberdeckt also den richtigen Parameter g(3) mit grof3er W. unter allen 5.
Zum Beispiel kann das Konfidenzintervall C die Form haben C(x) = [g_(x),0,(X)]. Dabei sollen
9,(x) den Parameter g(8) Uber— bzw. unterschatzen. Ist g(x) ein Schatzer, so kann etwa
9,(x) = g(x) + € gewahlt werden. Wir fragen jetzt nach der Abhangigkeit von € und a.

Hier werden insbesondere Konfidenzintervalle fur die Erfolgs-W. p = § |[vgl. Beispiel 4.2]

ermittelt werden, die natirlich méglichst klein sein sollen. So ist C(x) = [0,1] immer ein
Konfidenzintervall zum Niveau 1, aber unbrauchbar. Dazu betrachten wir die folgende Situation:

Situation (1): Wir betrachten ein Einstichprobenproblem. Dabei seien X 1,...,Xn unabhéngige,
identisch verteilte {0,1}—wertige Zva mit Pg(X - = 1) = 9 unter dem Parameter 3 1 © = [0,1].
Dann hat Xt X eine bn S—Verteilung unter 9 [vgl. (2.8)].

. . . oo 1
Wir schreiben wieder X = Xn =5 (X1+...+Xn).

Bemerkung. In der obigen Situation (1) gilt:
C=[X—-¢,X+¢|,dh.C(X)=[x—¢€,x+¢€]
. . . . , 1+
ist ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau (1 — m) )
Diese Aussage ist noch sehr grob und ergibt sich aus der Borelschen Gesetz der grof3en Zahl von

§3.6 [oder der Konsistenz von X fiir  in § 4.6].

e _ . 1 1 :
Demnach it fiir jedesfeste 9: P8(|X—8| zs)smﬁ Ql#)sm. Esfolgt:

Py ({x0%; C(x) 08}) = Pg(|X -8 | <€) 21-Pg(|X -3 >¢) 2 1__4n1E2_ i
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Scharfere Aussagen bekommt man fiir grof3e n durch den zentralen Grenzwertsatz. Aus dem Satz

von de Moivre—L aplace erhalten wir fir festes & und o(9) := o [{1-9) < 4:

lim ., Pg(—cs g,%) X, —9] <) = B(c) — P(~c) = 20B(C) - 1
=lim_, PS[[Xn—m,Xrﬁ%ﬁl] DB]

vn Vn
<lim_ Py {[xn—ziﬁ, X”+2L«/ﬁ] DS].

Zu gegebenem Konfidenzniveau 1 — a wéhlen wir ¢ so, dal3 gilt:
2(C)—1=1-a & ®C)=1-}a & c=d Y1—}a).
(man sagt: ¢ ist das4a—Fraktil der Normalverteilung).
Dieses Ergebnis kann nun so formuliert werden.

Satz. Liegt die Situation (1) vor und ist ¢ das } a—Fraktil der Normalverteilung, so ist

C =X -C X +C 7dhc=[x.—-S x +C

ein Konfidenzintervall fur 9, das asymptotisch das Konfidenzniveau 1—a hat, d.h.

Iimn_’oo Pﬁ(cn 09) = Iimn_m P’s({xD%; Cn(x) [09})=21—a firaled D0O.

Anwendung: Wahlvorhersage. Es soll der Prozentsatz der Wahler einer Partei A geschatzt
werden. Es werden nacheinander n Wahler zuféllig ausgewéhlt und befragt. Wir nehmen dabei der
Einfachheit halber an, dal’ die gleiche Person mehrmals befragt werden kann (Ziehung mit
Zuriicklegen). Ist die Gesamtzahl der Wahler grof3, so spielt dies keine grof3e Rolle.

Es sei Sn die Anzahl der befragten Personen, die sich flr die Partei A entscheiden. Dann benutzt

man Xn = Sn/n als Schatzer fur die W. 9, dal3 eine zufallig ausgewahlte Person ein Wéhler von

Partei A ist. Die Angabe des Schatzers Xn wird jetzt erganzt durch die Angabe eines Konfidenz—
intervalls. Es soll n so grof sein, daf3 gilt:

Pg(CO9)=1—0:=0,95 fir dasKonfidenzintervall C=[X —0,01, X +0,01].

Verwendet man die grobe Abschédtzung aus der Bemerkung, so muf3 man n so wahlen, daf gilt:

1 _10 000
anlg2 ™ 4n

Nun soll das Ergebnis des obigen Satzes angewendet werden. Dann haben wir
1-®(c) =4a & d(c)=1-1a=0975.

=0,05 & n=150000.

Auseiner Tabelle entnehmen wir ®(1,96) = 0,975, d.h. ¢ = 1,96. Also miissen wir n so wéhlen,

daB gilt: 220 0,01, dh. n= 2[{196)* = 9600. Also reichen 9600 Befragungen aus

2Ln
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Bei lediglich 1000 Befragungen erhidlt man ein Konfidenzintervall der Grof3e
C= [Xn —0,03, Xn +0,03]. [

In der bisherigen Vorgehensweise ist noch unbefriedigend, dal’ wir 02 = 9 [{1-9) grob durch 1/4
abgeschétzt haben. Man bekommt scharfere Aussagen, wenn man die unbekannte Varianz o2
durch einen Schétzer ersetzt, statt die grobe Abschitzung 02 = 9 [{1-9) < 1/4 zu verwenden. Dazu
kann man eine Variante des zentralen Grenzwertsatz verwenden, in der o durch einen Schatzer
ersetzt wird.

Wir behandeln erst den allgemeineren Fall, wo der Erwartungswert p geschatzt werden soll.

Situation (2).: Wir betrachten ein Einstichprobenproblem. Dabei seien Xl,...,Xn unabhéngige,
identisch verteilte X'—wertige Zva mit W—Funktion PB(Xm =X) = Pé(x') (d.h. Pé ist die
Verteilung von Xm) unter dem Parameter § 0 ©. Es existiere wieder Es(XrAr']) fur all 9006.

: oo 1 . . iy "
Dann bildet X = Xn =5 rrr]1:1 Xm eine konsistente Folge von Schatzern fur pu(d) = ES(Xm).
Sei ferner Gn eine konsistente Folge von Schatzern fir o(d) =/ Var19 (X m)’ d.h.

Pq(|6, — 0()| 2€) » O firn+e 0e>0,0900.

In dieser Situation gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz:

lim ., Py(as %/%(Xn— U(8)) <b) = d(b) — d(a) fiir alle—o<a<b<oo.

Zusatz zum zentralen Grenzwertsatz. Esliege die Situation (2) vor. Dann gilt
[mit P(—c0) =0, P(0) = 1] firaled 0 O:
lim ., Pg(as Y0 (X — () sb) = d(b) — d(@) firalle—wsa<bsc.
o

N-»00
n

Der Beweis folgt relativ einfach aus dem zentralen Grenzwertsatz, soll aber hier nicht gebracht
werden.
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Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert.
Gegeben sei die Situation (2). Wir interessieren uns fur den Erwartungswert als Parameter

H(®) = Eg(X )

Dann bilden
: P 1 n o \2
(i) G%_Sﬁ' ﬂzmzl(xm_xn)
.. ~_1lcn G \2
(i) G%_ ﬁzm—l (Xm_xn)

beides konsistente Folgen von Schatzern fir 02(9) gemal3 § 4.6.
Als Korollar dazu haben wir erhalten, dal3 in beiden Féllen O = 0% eine konsistente Folge von
Schatzern fir o(9d) = yo2(9) bildet. Nach dem Zusatz zum zentralen Grenzwertsatz gilt nun

Iimn_’oo Ps(—c < 3% [Xn —H(@)] £¢) =P(c) — P(—) = 2[W(c) — 1.

n
Zu gegebenem Konfidenzniveau 1 — a wéhlen wir nun wieder ¢ so, daf3 gilt:

2(C)—1=1-a & ) =1—lae c= b H1-1la).
Dann haben wir lim___ Pg(—c< EEL X, —H(®)] s =1-a,dh

n
lim . Py [[xn— e X +e ] Du(B)] =1-a mit e :=clb 4.

Als Resultat erhalten wir:

Satz. Sei Gn wiein (i) oder (ii) und c das {a—Fraktil der Normalverteilung.
Dannist in der Situation (2)

C=[X,—c /yh, X +clE /yn]

ein Konfidenzintervall flr den Parameter u(9), das asymptotisch das Konfidenzniveau 1 — a hat,
d.h. Iimn_’oo Pﬁ(Cn Ou@)=z21—-a 0306.

In beiden Fallen wird also mit wachsendem n das Konfidenzintervall kleiner und mit wachsendem

Niveau 1 — a grolRer. Dabel hingt €, Von Gn ab und damit die Intervalllange des
Konfidenzintervalls von der Stichprobe! Vor der Stichprobenentnahme weil3 man also nicht, wie
klein das Konfidenzintervall ausfallen wird.

Der Satz gestattet natiirlich auch eine Anwendung auf Konfidenzintervalle fur die Erfolgs—W,
also auf die spezielle Situation (1), denn dort ist ja Eg [Xm] =u@®) =9.
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§6 Tests
Wie bei Schatzproblemen und wie immer in der Statistik werden wir eine Familie von W—Mal3en
betrachten, unter denen ein W—mal3 sein soll, das das Experiment richtig beschreibt, das
sogenannte 'wahre' W—mal3. Zur Beschreibung eines Testproblems bendtigen wir wieder:
. eine (nichtleere, hdchstens abzéhlbare) Menge X, den Stichprobenraum,
. eine Familie { Py 906} von W—malien auf X, (die Verteilungsannahme),

© ist der Parameterraum.

Wir werden uns wieder auf Einstichprobenprobleme beschréanken. Dann hat man al so:
X=X%.xX'Ox= (Xl""’xn) mit den Stichprobenumfang n;
Xm(x) =X beschreibe das Ergebnis des m—ten Teilversuchs.
Unter jedem festem 8 sind X 1,...,Xn unabhédngige, identisch verteilte Zva mit der
W-—Funktion PB(Xm =x') = Pé(x') :
Im Gegensatz zu Schatzproblemen ist man jetzt nicht an dem genauen Wert von 9 oder g(9)
interessiert, sondern nur daran, ob 9 eine bestimmte Eigenschaft hat oder nicht. Mathematisch
wird dies dadurch ausgedriickt, ob flr eine bestimmte Teilmenge H 0 © gilt: @ 0 H oder § 0 H.

Definition. Ein Testproblem ist gegeben durch eine Teilmenge H von ©, der Hypothese H [ ©.

Ziel igt es, das Verwerfen der Hypothese statistisch abzusichern. Die Annahme der Hypothese
wird dabei lediglich als Stimmenthaltung zu interpretieren sein.

Beispid. (Testen einer Erfolgswahrscheinlichkeit).
Beschreibt & 0 © = [0,1] oder © = (0,1) die Erfolgs—W. , so ist man interessiert an:

H={9 DO;SSSO}.
Ist & bzw. 80 die W., dal3 ein neu entwickeltes bzw. etabliertes Medikament wirksam ist, so
interessiert, ob man die Hypothese 8 0 H verwerfen kann, ob man also das neue Medikament im
Grof3en herstellen kann.. ||

Ein Test soll eine Entscheidungsregel sein, die auf Grund einer Stichprobe x 0 X festlegt, ob man
die Hypothese verwirft oder nicht.

Definition. Ein Test wird beschrieben durch Angabe des Verwerfungsbereichs R [ X, verbunden
mit der Vorschrift: Liegt die Stichprobe x in R, so wird die Hypothese verworfen. Liegt die
Stichprobe x nicht in R, so wird die Hypothese nicht verworfen.

Innerhalb des gewéhlten Modells interessiert der folgende Fehler (der sogenannte Fehler 1. Art):
Die Hypothese wird verworfen, obwohl sie richtig ist, d.h. obwohl der Parameter 8, der das
Experiment richtig beschreibt, — der sogenannte ‘wahre Parameter' —in H liegt.
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Ein typischer Verwerfungsbereich R hat die Gestalt
(+) R={xO0X%T(x)>t}oder R={x0X; |T(x)| >t}
mit einer Funktion T auf X.

Bemerkung. Die Funktion T auf X nennt man (Test—) Statistik oder Priifgréf3e. In der Situation (+)
heif3t t auch kritischer Wert.

Man kann sich eine Statistik T als eine Zusammenfassung der durch x gegebenen Daten
vorstellen. Dies steht im Einklang mit der herkémmlichen Vorstellung von einer Statistik.

Beispid. (Fortsetzung) Es liegt ein Einstichprobenproblem vor; dabei beschreiben die
{0,1}—wertigen Zva Xl""’xn die Ergebnisse der Einzelversuche. Dann wird die Entscheidung
abhangen von der Anzahl S:= X1+...+Xn der Erfolge.
T(X) = S(x) = XqFo X fur x = (Xl""'xn) ist dann also eine Statistik im obigen Sinne. Fir den
Verwerfungsbereich R der HypotheseH= {3 0 ©; 9 <& o} wird man den Ansatz machen:

R, = {x; S(x) >t}

mit einem geeignet zu wéhlenden t. [ |

In Anwendungen wird die Hypothese einer "etablierten Theorie' entsprechen — im Gegensatz zu
"neuen Effekten” —, die man nur dann verwirft, wenn eindeutige Hinweise vorliegen. Die
Verwerfung der etablierten Meinung hat in der Regel weitreichende Konsequenzen, so dal3 man
den Fehler (1.Art) klein halten méchte.

Beispid. (Fortsetzung). Man wird ein neues Medikament einem gebrduchlichen nur dann
vorziehen und in Serienproduktion herstellen, wenn wirklich die Daten deutlich dafur sprechen.
Der Fehler, ein weniger wirksames Medikament auf den Markt zu werfen, hatte schwerwiegende
Folgen. [ ]

Definition. Esliege ein Test mit Verwerfungsbereich R vor. Dann heif3en
PS(R), 9 0 H, Fehlerwahrscheinlichkeiten (1. Art).

Die Tatsache, dal3 der Fehler 1. Art schwerwiegend ist, trdgt man dadurch Rechnung, dal3 man
eine kleine Fehlerschranke 0 < a < 1 vorgibt und fordert, dal3 die Fehler—W. (1. Art) durch a
beschrankt ist.

Definition. Ein Test mit Verwerfungsbereich R heil3t Test zum Niveau a (z.N. a), wenn gilt:
Ps(R) <a firaled OH.

Bei einem Test z.N. a ist es unwahrscheinlich, dal3 unter H eine Stichprobe x in R liegt, sodal’ es
im Fall x 0 R naheliegend ist, H zu verwerfen. Im Fall x 0 R triff man keine echte Entscheidung

und bt gewissermal3en Stimmenthaltung, denn PS(RC) kann auch fur 9 0 H grof3 sein
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Man 1aRt jetzt nur Tests z.N. o zu. Ublich sind Werte o = 0,05, a = 0,01.

Beispie (Fortsetzung).
Man spricht auch von einem einseitigen Testproblem, weil die Wertevon H = {3 0 ©; 9 < 80}
auf der einen Seite von 9 o liegen. Esbeschreibt S wieder die Anzahl der Erfolge. Betrachten wir
nun Tests mit Verwerfungsbereich R der Form:

R = {x; Sx¥) >t} mit t=—-1,01,...,n.
Dann gilt:
 Shatene bn S—Verteilung unter 9,
. Pg(R)=Pg(St) =31, (ho' @9,
. P8($t) > P3(8>t+1) , 900,
. g_ﬁ P19 (St)>0,dsoist P8($t) eine monotone Funktion von ¥ auf (0,1) fur Ostsn—1.
* R beschreibt einen Test z.N.a & P8($t) <a 039< 80 & Pg (St)<a.

0
&tz2t, mitt =min {t; P80($t) <a}

ezt mit P80($ta) <a< P80(9ta—1) = PSO(&ta).

Dabel heil3t ty = bn,ﬁo,aa a—Fraktil der bn,ao—VerteiIung mit
#® PB (S>ta)5a< P19 (Szta).
0 0
PS(S > t)
1 |
ta—l tu
a
O—F =, T 9

Zeichne den Verlauf von P’9 (S>t_ ) und P19 (S>t_—1) ein, sodal’ (#) gilt.
0 o 0 o
Wegen der Minimumeigenschaft vont_ gilt: 1= R_0R, 0 Rt , wenn Rt einen Test zum Niveau
a n- "t o

o beschreibt. Der Test mit dem Verwerfungsbereich Rn verwirft die Hypothese nie, also kann
auch nie ein Fehler (1. Art) gemacht werden. Solche Tests sind natiirlich nicht interessant. Wenn
man die Hypothese ablehnen darf, so soll dies auch geschehen, d.h. Rt soll unter den
Verwerfungsbereichen von Tests zum Niveau a maximal sein, die vorgegebene Fehlerschranke a
soll voll ausgeschdpft werden.

Satz. Es liege die Situation des Beispiels vor mit demdurch H= {8 0 ©; 9 < 80} gegebenen
einseitigen Testproblem. Dann wéhlt man den Test z.N a mit dem Verwerfungsbereich

Rta = {x; S(x) > ta} . Dabel ist ty das a—Fraktil der bn,SO—VerteiIung.
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Zahlenbeispid.

Essai n =14, 80 = % o = 0,01 oder a = 0,0103 oder a = 0,05.
P80($t)
1

0,9822
0,8922
0,7189
0,4789
0,2585
0,1117
0,0383
0,0103 d.h. PS (S7)=0,0103
0,0022 o]
0,0003
0,0000

H
‘O@OO\ICDU'I.waHoL —

In diesem Zahlenbeispiel ist fir a = 0,01 also ty = 8 . Hier wird man allerdings a = 0,0103
wéhlen und erhalt: ty = 7. Bel unwesentlicher VergréRerung von a erhdlt man einen gréf3eren
Verwerfungsbereich. Bei Benutzung des Tests mit Verwerfungsbereich R7 kdénnte man sich also

erst dann fur eine Verwerfung der Hypothese H: 9 < %f entscheiden, wenn mehr as 7 Erfolge bei

n = 14 Einzelexperimenten vorliegen, also mehr als die Halfte aller Einzelversuche erfolgreich
verlaufen. Dal3 ty = 7 so grol ist, liegt daran, dal3 n kleinist relativ zum Wert von a. Fir a = 0,05
erhalt man ty = 6. Die Antwort nach Durchfiihrung des Tests lautet etwa:

Bei x 0 R: Esist z.N. a datistisch gesichert, dal3 fir den wahren Parameter 9 gilt: 3 > %f
Bei x JR: Esist z.N. o nicht statistisch gesichert, da 9 > % gilt.

Die Antwort darf hier nicht lauten: Esist z.N. a statistisch gesichert, dal3 9 < % gilt. Das
waére bei 7 Erfolgen von 14 Einzelversuchen auch merkwiirdig.

Grof3e n.

Fur grof3e n kann man den Satz von de Moivre—L aplace heranziehen. Schreiben wir Xn = % Sfir
die mittlere Anzahl der Erfolge, c% = 80 EQl—So), so erhalten wir fir den Verwerfungsbereich

R={xSx)>t} = {X:%(Xn(X)—SO) >c} fir c:%(%—eo).
Nun ist P’So(% (Xn(X)—SO) <c) = d(c) = 1-a. Wahlt man R* = {x,%(xn(x)_so) > cl,

so gilt P’S(R*) < P19 (R*) =1 — &(c) =a ,d 0H, fur groRe n, wenn ¢ das a—Fraktil der
0

Normalverteilung ist. Also definiert der Verwerfungsbereich R* einen Test, der asymptotisch ein
Test zN. a ist.
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Korollar. In der Situation des Satzes wahlt man fiir grof3e n den Test mit dem Verwerfungsbereich

R* = {X; Xn(x) >80+Cu/m};

dabei ist ¢ das a—Fraktil der Normalverteilung. Flr grof3e n ist der Test ndhrungsweise ein Test
z.N. a, der die vorgegebene Fehlerschranke a ausschopft.

Im Gegensatz zu unserem Zahlenbeispiel mit n = 14, braucht fir grof3e n die mittlere Anzahl Xn
der Erfolge nicht viel grof3er aIsBO zu sein, damit z.N. a statistisch gesichert ist, da3 § > 80 gilt.

Wir wollen jetzt noch ein so genanntes zweiseitiges Testproblem anschauen. Wir wéhlen dazu
H, = {9 o} :

Im Fall 9 0~ 1, kdnnte man also testen, ob eine echte (symmetrische) Miinze vorliegt oder nicht.

Hier wollen wir nur die Situation fir grof3e n betrachten. Wie in § 4.7 erhalten wir aus dem Satz
von de Moivre—L aplace mit O, = ,/190 EQl—SO):
Py (-0 %quxn — 9] £ = B(C) — D(—¢) = 20P(C) — 1 = 1 (fiir nco),

wenn ¢ das 4 a—Fraktil der Normalverteilung ist. Esfolgt

Pﬁo(%%qxn_ﬁo| >C):P190( |Xn_80| >CB50/"/5)20( (FUr nco).

Definieren wir nun den Verwerfungsbereich R’é gemaf

— R 1
R = {x0% |X —9,|>ch =3 018},
so haben wir PSO(R’é):ou::) PS(R’é)za 09 OH,.

Damit definiert R’é einen Tedt, der asymptotisch ein Test z.N. a ist und die vorgegebene
Fehlerschranke a voll ausschopft.

Satz. Es liege die Situation des Beispiels vor mit dem durch H2 = {80} gegebenen zweiseitigen
Testproblem. Dann wéhlt man fiir gro3es n den Test mit dem Verwerfungsbereich

— Iy 1 .
Ry:= {x0%; [X -9 | >ch/ 23 [1-9 )}

dabei ist ¢ das Ja—Fraktil der Normalverteilung. Fiir groRe n ist der Test nahrungsweise ein Test
z.N. a, der die vorgegebene Fehlerschranke a ausschopft.

Bezeichnet man 9 o als Sollwert, so verwirft man die Hypothese, dal3 der wahre Parameter 9

gleich dem Sollwert ist, wenn der Schatzer Xn fir 9 stark vom Sollwert abweicht. Was hier stark
bedeutet, wird im Satz prazisiert.



67

Kapitd 111 Markow—Ketten.
814 Die Markow—Eigenschaft.
Sei | eine endliche oder abzéhlbare Menge.

Definition. 14.1. Sei (Q,P) ein W—Raum. Eine Familie von Zva {X,, tOT} heif3t stochastischer
Prozef3 mit Parameterbereich T und Zustandsraum |, faIIsXt Zvamit Wertenin | ist fur allet.
Dabel wird Xt als Zustand zur Zeit t interpretiert.

Wir betrachten hier den Fall: T = {0,...,N} mit einem endlichen Horizont N [ N.

X

ii\lj

n n+1

Definition 14.7a P = (pij)ijDI heit stochastische Matrix und die pij Ubergangs—
wahrscheinlichkeiten, falls gilt:

(14.6) Pi

Dabel wird pij die W. sein, dal3 das System nach j geht, wenn es zuvor in i gewesen ist.

>0,i,)01, szI pij =1 (dh.jw pij ist eine W—Funktionauf I) 0i O 1.

Proposition. Sei {Xt, tOT} wiein Def. 14.1und P = (pij) eine stochastische Matrix.
Dann sind aquivalent:

(14.79) P(XA=1nX |) P(X =in) O 0.0 ., Oiqpeen DI nOT,
0 0O~ O) |0|1 |1|2 n1'n 0
(14.7b) P(Xo—lo, ,Xn+1 n+1) P(Xo 0" ,Xn—ln)ﬁblnlnﬂﬂlo, o 1DI n,n+tl0T;
(14.7c) P(Xn+1:|n+1|x :lo,...,X N1 n_1,X —|) pInln+1
Dlo, ol 1DI n,n+1 0T, mit P(X _'O’ X :|n)>0

Beweis: Die Aquivalenz von (14.7a) und (14.7b) ist offensichtlich. Die Aquivalenz von (14.7c)

mit (14.7b) ergibt sich mit Division durch P(X _'0' WX |)|n(147b) []

Definition 14.7b. (Xt' t 0 T) heildt (zeit—) homogene Markow—Kette, falls eine stochastische
Matrix P = (pij) exigtiert, sodal3 eine der drei dquivalenten Bedingungen (14.7a), (14.7b) oder
(14.7c) erfullt ist. Die Eigenschaft (14.7c) hei3t Markow—Eigenschaft |[Unabhéngigkeit der
Zukunft Xn+1 von der Vergangenheit (XO""’Xn—l) bei bekannter Gegenwart Xn]. Die
Verteilung von Xo hei 3t Startverteilung und ist gegeben durch die W—funktion v; = P(Xo =1).
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Bemerkung. Eine homogene Markow—Kette ist eine Verallgemeinerung von identisch verteilten
und unabhdngigen Zva Xt, tOT, mit Werten in . Solche erhélt man, falls man setzt: pij = Vj'
Die Existenz einer Markoff—Kette zeigt man wie im Fall von unabhdngigen Zva (vgl. §2.3

Produktexperimente). Man wahit Q = Ix.xI Ow = (io,...,iN), P(w) = \ ﬂ)i i D..@)i i und
0 01 N-1'N

X wieder als Projektion. [ ]

Satz 14.5. (Variante der Markow—Eigenschaft): Es liege die Situation aus Def. 14.7b vor. Dann

gilt O i,j,jl,...,jm 01L,EDIN nsnmm O T, mit P((X Xn—l) OE X, = i)>0:

O!'-'!
a) P(Xn+1 = |(X0,...,Xn_1) OE X,= i) = pij ;
b) P(Xn+1 :jl,...,Xn+m :jm|(XO,...,Xn_1) DE X,,= i] = pijlﬂ.pjm_1jm :

Beweis: Ubung.

Wichtige Speziafille sind der Fal E = " [dann kann die Bedingung "(XO,...,Xn_l) 0 E"

gestrichen werden| und der Fal E = {(io,...,in_l)} [dann hat man die Bedingung

"X X

0™l Xn17n-1"l-

Die Matrixmultiplikation von stochastischen Matrizen IP* und P" ist wie tiblich definiert gemaf
PP & Py = 240 Pij Pk
Dann ist P wieder eine stochastische Matrix. Denn esist offenbar Piy 2 0, und
201 Pik = 2kan 2jon Fij Pik = Zjon Pij 2kan Pk = 2 B HL= L
Bezeichnungen (pi((j))) =0 it die Einheitsmatrix,
(pi(?)) = P" it das n—fache Produkt von P mit sich selbst.

Wir werden sehen, dal3 pi(?) die W. ist, da’ das System in n Schritten von i nach j geht.

_ 1) = — M
Lemma. P(Xn— L X pem = K) = P(Xn— l)mi K-
Beweis durch vollstdndige Induktion nach m. Fiir m=1 haben wir mit 14.5a (E = In):
p(xn: i’xn+1:k) = P(Xn: i)[IP(Xn+1:k|Xn:i) = P(Xn: i)@)ik.
Fur den Schritt m -+ m+1 schreiben wir mit der Formeln (1.23), (3.0b) von der totalen W.:
POXy =1 X g =K = 2 PG =X 0 =0 X g =K)
= 3 PO =Xy FD P SKIX =X =)

(m+1)

=5, P =0T by = Pex =) 3 Yy = POX =)
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Dabel wurde die Induktionsvoraussetzung und wieder 14.5a benutzt; denn wir haben offenbar
{X,=1} ={(XgX(;4m_1) U E} fir eine geeignete Menge E. []

14.6 Satz (Chapman—Kolmogorow—Gl e chungen). Fir P(Xn =i)>0gilt:

@ P, =kx,=i)=p{;
()  PX o =KX, =)= by P(X =JI1X=1) PXyy =KX =) n<t<nem.

Aufgrung der Eigenschaft 14.6a heien die p{"™ J. ) m-—Schritt—Ubergangswahrscheinlichkeiten,
Beweis. @) Dividiere im Lemma durch P(Xn =i).

b) Wegen pM = ptNptm-t gilt auch

o) = 5, ) D),

Nun folgt die Behauptung aus (a). [ |

Korollar 1410 P(X _ =k) = 3. P(X, = 1) p{"".

Beweis. Esist nach der Formel von der totalen W.: P(Xm =k) = zi P(Xo =i, Xm = k). Jetzt kann
das Lemma eingesetzt werden. ||

Insbesondere gilt: P(X1 =Kk) = zi P(X0 =) Pik-

Die Frage, wann die Verteilungen von XO und X 1 Ubereinstimmen, fuhrt zu folgender Definition.

Definition 14.11. Eine W—Funktion Vi, i0l, beschreibt eine invariante Verteilung , fals gilt:
(14.18) Vi = Zigp Vi Pig d.h. P(Xo =i)= \ Oi 3 P(X1 =Kk) = Vi (O kOl.

Ist Vi, i0l, die W—Funktion von XO, gilt dso P(Xo =i)= V;, SO wird die Verteilung von XO gemaf
(3.0a) beschrieben durch: P(X0 O0A) = ziDA v; -
Satz 14.12. Ist die Startverteilung eine invariante Verteilung, so sind die Xn’ n 0 T, identisch
verteilt. (Man sagt auch: die Markow—Kette ist im Gleichgewicht.)

Beweis Nach Voraussetzung beschreibt P(XO:i) =V, eine invariante Verteilung. Der Beweis

folgt nun mit Induktion aus (unter Benutzung des Lemmas):
PX 1 =K =2 PX =1 X =K) = 3 POX =)y [
Bemerkung. (ohne Beweis) Ist | endlich, so existiert immer eine invariante Verteilung. | |
Wir behandeln nun einen typischen Fall einer Markow—K ette.
Satz 14.13. Sind (Yn, 1<n<N) unabhangige und identisch verteilte Zva mit Werten in 7 und
exigtiert eine Funktion f : Ix 7+ |, sodal3 Xn = f(Xn_l,Yn), 1<n<N, gilt, soist (Xn) eine

Markow—Kette, falls Xy konstant ist [oder allgemeiner falls auch {X,Y , 1sn<N} unabhangig
sind|. DleUbergangs—W sind dabei: pI = P(f(i, Yl)_j)
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Beweis. Wir zeigen die Eigenschaft 14.7 (a):
P(XO = 'O’ JX = ) P(X0 = io,f(XO,Yl):i1,...,f(Xn_1,Yn):i n)
= P(Xo 0,f(|0, 1) |1, ,f(ln_l,Yn):in) = P(XO: io) [lP(f(iO,Yl):il) D..[P(f(in_l,Yn):in);

denn esist {X =i} entweder Q oder I, und man kann Satz 3.5 anwenden. Nun ist
P(F(LY )=i) = P(f(i,vl):j = p;]

Beispiele (fur die Situation von 14.13).

(1) Summen von unabhédngigen, identisch verteilten Zva erhdlt man, falls | =7 02 und
f(i,y) =i +y. Dann hat man

(14.19) Xn:i0+Y1+ ...+Yn.

Fur den Fall y={~1.1} heif}t {X } eine (1-dim.) Irrfahrt. i_l"“ i °’i+1 7

(2) Ein Warteschlangenmodell. Essei | = Ny = {0,1,2,..} 0 zund f(i,y) = (i—1)+ +y.

In einem Bedienungssystem mdgen zu Beginn Xo =i 0 Kunden auf Bedienung warten. Die Zva
Yn beschreibt die Anzahl der Ankiinfte wahrend der Bedienung des n—ten Kundens. Dann sol| Xn
die Lange der Warteschlange nach der n—ten Bedienung angeben. Dabel haben wir

(14.20a) X (X 1) +Y 1= f(Xn,Yn+1), insbesondere X +1_X -1

n+l "~
| st Xn = 0, so mulR man warten, bis wieder ein Kunde ankommt. Dann ist man in der Situation,
dal? die Warteschlange zu Beginn der Bedienung gleich einsist.

_ I Sh = Bedi enungsbeendigungen
| Il I

| Tn = Ankunf t szei ten
To T3 Ty S8 15 5

Wir schreiben'Y := Y1 flr ein typisches Yn' Dann ergibt sich nach Satz 14.12:

| J
Ty S

(14.200) ;= P[(—1)" +Y =j]

Wir mdchten in dieser Situation zundchst eine notwendige Bedingung fir die Existenz einer
invarianten Verteilung herleiten. Beschreibt Vi, i 01, eineinvariante Verteilung, so gilt:

(14.21) Vi = 2 Vi Pik = Zick+1 Vi Pik = Zigj Vi P fUrk<J.

wegen p,, = 0 furk+1<i gemaB (14.20). Wir zeigen nun

(14.22) VJ pJJ 17 zl O Izk_j Pik fur j = 1.

Zum Beweis schreiben wir unter Benutzung von (14.21):

21<j Yk T 2k [zisj Vi pik] =2iq {qu Vi pik] =V Bjj_1 T 2igj Vi 2k« Piic SOWiE
2ii Vi T 2igj Vi 2k Pik = Zigj Vi 2k<j Pik * Zigj Vi 2kej Pik -



71

Durch Vergleich dieser Identitaten folgt (14.22). Daraus erhalten wir
wegenpyj g =1- zoko-j Pic
(14.23) Vj zl -0 Izk_j Pik fir j=0.
Damit ergibt sich: 1= zj _ovJ _21 -0 zl —0Vi zk‘j Pik
=37 =0V Zk=i Pik zj:i 123720V Tk=i ki+1) by
=V Tpeo KD PY =K) + 35_ v, Tio; (ki+1) Pi-1+Y =K)
=\)O+z|_O i Zg 1fP(Y:K):vo+E(Y),also

(14.24) Va=1—E(Y) mit E(Y) = z?zl (P(Y = 0).

0

Dabei ist E(Y) die mittlere Anzahl der Ankiinfte wéhrend einer Bedienung. Somit ergibt sich als
notwendige Bedingung flr die Existenz einer invarianten Verteilung E(Yl) < 1. Wir wollen uns
noch tberlegen, dal’ sogar E(Y 1) < 1 gelten muf3. Sei nun E(Yl) <1

Ware pjj—l = P(Y1=O) = 0, so mufdte P(Y1 = 1) = 1 gelten; dieser Fall ist aber leicht zu
Ubersehen und nicht interessant. Sei nun pjj—l = P(Y1 =0) > 0. Ist dann E(Yl) =1, s0ist Vg = 0.
Daraus folgt aber nach (14.23): vj = 0 [ j; dann beschreibt aber Vj’ jaI, keine invariante
Verteilung. Also erhalten wir, falls P(Y1 =1)<1as

notwendige Bedingung: E(Y 1) <1.

Es kann sogar gezeigt werden, dal3 diese Bedingung auch hinreichend ist. Die Angabe von Vo in
(14.24) erlaubt mit Hilfe von (14.22) eine rekursive Berechnung der invarianten Verteilung.
Hat Y eine geometrische Verteilung [und damit alle Yn], so kann man nicht nur direkt zeigen,
da? E(Y) < 1 auch hinreichend fiir die Existenz einer invarianten Verteilung ist, sondern man
kann die invariante Verteilung auch angeben, namlich

v; = (1—p)@)i, i20, mt p:=E(Y)<Ll
Dann gilt inshesondere (14.24). Zum Nachweis miissen wir in Hinblick auf (14.21) zeigen:

v = 3K Ry = ki) VIRY =K.
Dabei wissen wir nach 83: P(Y =j) = pmj = p[ﬂl—p)J' E(Y)=d/p=p. Nunist
KRy = i) g R =K = z',‘*} 1) pref "+ (1) i
=(1-p) et O3 p" + (1) e = (1 - p) @ 03 p )+ (1-p) 1

(k+1)
-1-p)a*! Dp—+ a-ppe= - o) B <Y - 1) + 1) i
IO

= (1-p) ¥ = 1-p) X =V

Damit beschreibt Vi, i 20, wirklich eine invariante Verteilung.



72

Kapitd 1l Allgemeine Modelle

8§ 9 Wahrscheinlichkeitsmal3e mit Dichten

Es sollen nun Uberabzéhlbare W—Raume Q behandelt werden. Dabei beschranken wir uns auf den
fur die Praxis wichtigsten Fall:

QOR oder auch Q OR" fireinnON.
Die Vorgehensweise kann weitgehend parallel zu endlichen oder abzéhlbaren Raumen
durchgefiihrt werden. Dabei gehen wir nach dem Prinzip vor, dass wir Ausdriicke der Form

Y WA R(w) ersetzen durch Ausdriicke ajb R(t) dt.

So konnte in (1.10) die W. P(A) durch die W—Funktion P(w) ausgedriickt werden gemal}
P(A) = XwDA P(w).

Die Rolle der W—Funktion wird jetzt eine Dichte f(t) Ubernehmen, derart dal3 gilt:

P([ab]) = ajbf(t) dt =: [a,b]f ft)dt=J 1[a,b] (t) f(t) dt.
Ein Beispiel haben wir schon mit der Dichte ¢ der Normalverteilung kennengelernt. Allerdings
werden wir nicht nur Wahrscheinlichkeiten von Intervallen zu betrachten haben, sondern auch
solche von Teilmengen/Ereignissen, die sich etwa durch Komplementbildung oder durch
Vereinigungen und Durchschnitte von endlich oder abzéhlbar vielen Intervallen ergeben. Dabei
kann man aber nicht wie bisher allen Teilmengen A Uber die obige Formel eine W. P(A)
zuordnen, weil das Integral

AI ft)ydt=J 1A(t) f(t)dt, AOR,
oder

— n
AT Bt ) dtgdt, = [ 1y (et ) F(tg ) gt ADR,

auch flr sehr "gutartige” Funktionen f nicht fiir alle A O R sinnvoll erklart werden kann. Das wird
dazu fuhren, dal3 wir im Falle Q = R oder Q = Rn auch nicht mehr ale A 0 Q as Ereignisse
interpretieren kdnnen.

Das System B = ‘Bn der Borelschen Teilmengen (Borel—Mengen) des R", fiir das das Integral
erkart werden kann, ist aber sehr gro3. Es enthélt alle fiir die Praxis wichtigen Teilmengen.

Das gleiche gilt fir das System f der (reellen) Funktion auf R, fiir die das Integral erklart werden
kann. Dieses ist das System der Borelschen Funktionen oder Borel—Funktionen. [Wir werden
natlrlich Integrierbarkeitsvoraussetzungen zu beachten haben, die ja auch schon bei abzéahlbaren
Raumen Q auftraten. Dort muf3te die Existenz gewisser Summen (Reihen) gefordert werden. |

Auf die genaue Definition der Borel—Mengen und der Borel—Funktionen soll hier verzichtet
werden. Wir wollen uns vielmehr mit dem Hinweis begniigen, dal3 man bel Anwendungen
ausschlief3lich mit Borelschen Teilmengen oder Borelschen Funktionen in Beriihrung kommt.
Eserfordert sogar erheblichen mathematischen Aufwand und Sachverstand, eine Menge A oder
eine Funktion f zu konstruieren, die nicht Borelsch sind.
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Definition 9.4. Sei Q eine Borelsche Tellmenge des R" (z.B. Q = Intervall).
Ein Wahrscheinlichkeitsmald P(A) auf Q ist eine flr alle Borelschen Teilmengen A von Q
definierte reellwertige Funktion mit den Eigenschaften:

(9.9 P(A) 20 firaleA (Positivitat),
(9.5 P(Q) =1 (Normiertheit),
(9.6) P(A1DA2D...) = P(Al) + P(A2) + ... fr digunkte A A (o—Additivitat).

(Q,P) hei3t W—Raum und die Borelschen Teilmengen von Q heil3en Ereignisse.

Die friher angegebenen Eigenschaften von W—Mal3en (1.4) — (1.9) gelten weiter, da sie aus den
obigen drei Eigenschaften abgeleitet wurden.

Definition. Ist P ein W—Mal3 auf R, so heif3t die folgende Funktion F Verteilungsfunktion zu P:
(9.7) F(t) := P((—o,t]), tOR.

Wegen (a,b] = (—oo,b] \ (—,a] fir a< b gilt dann auf Grund der Subtraktivitét (1.6) von P:
(9.8) P((ab]) = F(b) — F(a) fura<h.

Definition. Eine Borel—Funktion f > 0 auf R heif3t eine Dichte auf R , falls gilt

(9.9) SOt di=1.

Diese Eigenschaft entspricht (1.11) fir W—funktionen. In der Mal3theorie zeigt man:
Existenz—und Eindeutigkeitssatz fir W—Mal3e: Ist f eine Dichte auf R, so existiert genau ein
W-Mal3 P auf R mit

(9.10) F(O) = P(eot]) = _ [ H(9) ds, tOR;

(9.11) P(@b]) = fPf(t) dt = P((ab)) = P([ab]) ,~w<a<b<w .

In der Situation (9.10) oder (9.11) heif3t f Dichte von P.

Bemerkung. Man kann P direkt definieren tber P(A) = [ 1A(t) [(t) dt fur alle Borel—Mengen A.
Nichtmathematiker schreiben die Beziehung (9.11) gern mit infinitesimalen GréRen in der Form
P([t,t+dt]) = f(t) dt. []

Will man P(A) berechnen fir A = [ab] U [c,d| mit a< b < c < d, so hat man auf Grund der
Additivitat von P:

PA) = P10 dt+ 95 dt = rab|0ca)! O

In der Situation (9.10) ist F offenbar eine stetige und monoton wachsende Funktion. st f stetig. so
ist F auch eine Stammfunktion zu f.



74

Ist P dagegen ein W—Mal3 auf Ny = {0,1,2,...}, so kann man P auch als W—Maf3 auf R auffassen
mit

P(A) := PNy A) = P(K).

2
kDINOnA
Dabei ist P(A) sogar fir alle Teilmengen von R definiert, und es gilt: F(t) = 0 firt <0 und
F) = 3L POk,
Somit ist F wieder monoton wachsend, aber lediglich rechtseitig stetig. F hat einen Sprung der

Hohe P(k) im Punkt k und ist in Intervallen [k,k+1) konstant.
F

Zusatz zum Existenz— und Eindeutigkeitssatz fur W—Mal3e.
Ist f eine Dichte auf R und gilt f(t) =0, t 0 Q, fur ein Intervall Q OR, so gilt fir das W—Mal3 P mit
(9.10), (9.11): P(Q) = 1. Dann kann P auch als W—Mal3 auf Q aufgefaldt werden.

Speziafille.
(8) Gleichverteilung P auf einem Intervall [ab]| (oder (ab), (ab]). Diese ist das W—Mal3 P mit
der Dichte

b-a

£(t) = %n[ab] (®).

Danngiltfirasa <fB<h:
P([a,B]) = o Pty dt = porip-a).

Wir kénnen hier sowohl Q = R as auch Q = [ab] wahlen. Dies ist offenbar ein Analogon zur
diskreten Gleichverteilung. Dort hatten wir eine konstante W—Funktion, wéahrend wir hier eine
konstante Dichte auf [ab]| haben. Die Gleichverteilung auf [0,1] hat die Verteilungsfunktion
F(x) =x furx 0O [0,1].

Dreht man ein Glucksrad und zeigt nach der Drehung ein Zeiger auf den Winkel in Q = [0,21], so
ist es naheliegend, eine Gleichverteilung auf Q anzunehmen.

Kommt man zu einem rein zufélligen Zeitpunkt an eine Bushaltestelle, die von einem Bus alle
zehn Minuten angefahren wird, so ist es naheliegend, in einem Modell fiir die Wartezeit mit einer
Gleichverteilung auf [0,10] zu arbeiten.



75

(b) Exponentialverteilung P mit Parameter A > 0. Diese ist das W—Mal3 P mit der Dichte
£(t) = A @_)‘tﬂ[o,oo)(t).
Danngilt flir0<a<b < co:
_ by At . _ —Aa
P([a,b])—aj Ale " dt =e

F(t) = P((—0,t]) = P([0;t]) = 1 — & Mfirt=0 und F(t) =0 fiirt<0.

—e_)‘b firO<sa<b< o,

Wir kénnen hier sowohl Q =R alsauch Q = [0,00) wéhlen.

A

a b
Zeichne f(t) und kennzeichne die Flache unter f Uber dem Intervall [ab].
Eine charakteristische Eigenschaft der Exponentialverteilung P it die sogenannte
Gedachtnidosigkeit, d.h. es gilt fur die bedingte W..

(9.13) P[(t+x,0) | (t,0)] = P[(x,0)] .

A

Wegen P[(t,0)] =€ _)‘X.

tgilt: P[(t+x,0) | (t,00) | = P[(t+x,%0)]/P[(t,0)] = AX) AL g

Die Exponentialverteilung ist ein stetiges Analogon zur geometrischen Verteilung. Beschreibt
Q = [0,0) oder = (0,00) mogliche Zeitpunkte eines Ereignisse (Ausfall einer Maschine, Eintreten
eines Schadenfalls, Aussendunge eine Teilchens einer radioaktiven Substanz), so wird oft die
Exponentialverteilung als W—Mal3 benutzt.

(c) Standardisierte Normalverteilung.
Die standardisierte Normalverteilung ist gegeben durch die Dichte

1
(9.15) d(t) = (2n) 2 exp(-4t2) ,tOR.
Wir wahlen also Q =R.

Die Normalverteilung spielte bereits beim zentralen Grenzwertsatz eine grof3e Rolle. In Hinblick
darauf dient sie oft als Approximation fiir W—Mal3e bei Phdnomenen, die durch viele unabhéngige
Grof3en beeinfluf3t werden.

810 Zufallsvariable und ihre Momente
10.1 Zufalsvariable

Definition 10.1.Sei Q [ IRd eine Borel-Menge [z.B. ein (mehrdimensionales) Intervall |. Dann

hei3t eine Borel—Funktion X : Q ~ R Zufalsvariable (Zva) auf (Q,P) und man schreibt:
(10.1) {(XOA} ={wlQ, X(w) DA} fir alle Borel-Mengen A O R.
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Bemerkung. Die Definition einer Borel—Funktion ist gerade so gemacht, dal3 {X 0 A} fur ale

Borel—-Mengen A [0 R wieder eine Borel—-Menge in IRd ist, also ein Ereignis.

Bemerkung 10.3. Ist X Zva auf Q und g : R » R eine Borel—-Funktion, so ist g(X) [mit
g(X)(w) = g(X(w)) wieder eine Zva.

Bemerkung 10.4. Sind X Xn Zvaauf (Q,P), so heifdt X := (X Xn) Zufallsvektor.

1 1
Ist g: R"+ R eine Borel—Funktion, so ist g(X) = g(Xl,...,Xn) wieder eine Zva.

10.2 Verteilungen von Zufallsvariablen
Definition. Ist X : Q =R wiein 10.1 eine Zvaauf (Q,P) mit Q 0 [Rd, S0 nennt man das durch
(10.3) P(B) = P(X 0B) := P{w0 Q; X(w) 0B}),B IR,
auf R definierte W—Mal3 P die Verteilung von X.
Wiein 83.1, Bemerkung, sieht man, dal3 P wirklich ein W—Mal3 ist. Die Verteilungsfunktion zu
P ist dabei:
F(x) = P(X 0 (—o0,x]) = P(X £ x).
Man nennt F auch Verteilungsfunktion von X. Hat die Verteilung P eine Dichtef, d.h. gilt
Pas X sb) = P([ab]) = 1) ct,
P(X <x) = P((—eox]) = _ [ f(D) cit,

so nennt man f auch Dichte von X.

Beigpiel: X hat eine Gleichverteilung (ist gleichverteilt) auf [ab], wenn gilt:
Pasxsp) =, JPelodt=P2 firasa<psb.[|
Beispid: X hat eine Exponentialverteilung (mit Parameter A), wenn P eine Exponential verteilung
ist, d.h. wenn gilt: Pasxsb) = Pae Mda=ed P
PX<x)= A Mar=1-e™
P(X >x) = e_)‘x, x=0.
Dann besagt die Gedachtnid osigkeit (9.13):
PX >t+x| X >t) = P(X >x), x,t=0. []
Beispiel: X hat eine (standard.) Normalverteilung (ist normalverteilt), wenn gilt:
Pl@a<X<bh)= ajb ¢ (t) dt = P(b) — P(a) fura< b. []
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Beispidl. Die veralgemeinerte Inverse F_1 fur eine beliebige Verteilungsfunktion F ist:
F_l(u) =inf {xOR; F(x)2u} =min{...}, O<u<L1.

+
F )

Ist F stetig und streng monoton (wie bei der Normalverteilung), so gibt es genau ein x mit

F(x) = u, und man hat wie iblich F_l(u) =X. Esgilt die folgende
Eigenschaft:
Sei Q = (0,1), P die Gleichverteilung auf (0,1) und F die Verteilungsfunktion eines

beliebigen W—MaRes auf R. Dannist X := F 1

eine Zvaauf (Q,P) mit:
(*) X hat die (vorgegebene) Verteilungsfunktion F.

Kann man also ein Experiment konstruieren, das durch die Gleichverteilung auf (0,1) beschrieben
werden kann, so hat man sofort eine Zva mit einer beliebig vorgegebenen Verteilungsfunktion. So

koénnen wir z. B. fir F die Verteilungsfunktion @ der Normalverteilung nehmen. Dann ist db_l die
ubliche Inverse, und man weif3 dann, dal3 X = db_l eine Normalverteilung hat.

Auf dem Computer kann man sich fir die Smulation von stochastischen Vorgangen sogenannte
Zufallszahlen ausgeben lassen, die man al's Ergebnisse von einem Experiment auffassen kann, das
sich durch Q und P wie oben beschreiben 1413t.

Zum Beweisvon (*) liberlegt man sich, dal3 gilt:

**) Fluysx & Fx)2u O<u<L

Die Beziehung "¢" ist offensichtlich, und fur "3" benutzt man, daf3 F rechtsseitig stetig ist.

Dann folgt fir die Verteilungsfunktion von X = F_l:

P(X <x) = P({u D (0,1); F(u) <x}) = P({uD (0.1); us F(x)}) = P(O.F(X)]) = F(X). []
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Satz1061stY =cX +bmitcz 0, b0R, und hat die Zva X dieDichtef, sohat Y die Dichte

Beweis Wir betrachten hier nur den (schwierigeren) Fall ¢ = —y < 0. Dann gilt:

P(asb-yD(sB):P(b—BsyD(sb—a):P(%&Xs%)

L o Vi = o P Ty-t) Ty mity=bo,
SO

Pla<Y<p) :afBg(y)dy- [

10.3 Unabhéngigkeit.

Definition. DieZvaXm,.l <ms<n, auf (Q,P) (QLO IRd) hei3en unabhéngig, wenn gilt:
P(X1 DAL X, 0 An) = P(X1 0 Al) 0. [IP(Xn 0 An) fur alle Borel-Mengen Ay
Diese Eigenschaft ist die gleiche wie in (3.3) fur diskrete W—Raume. Ist X = (X
zugehdrige Zufallsvektor, so haben wir P(X1 OA Xn ad An) =P(X O A1><...An).

1""’Xn) der
1
Wir werden P(X O A) fir n = 2 noch fir allgemeinere Mengen A [ IR2 bend6tigen, nicht nur fir
kartesische Produkte Alez. Bei diskreten W—R&umen hat man die folgende Beziehung fir

unabhédngige Zva X 1,X 5 (val. (3.0e)):
AXpXDOA) =2 xyom XX = Xy %9 =3y ) Ia (X XD TPX g =%, X = %)
= ZX12X2 1A((X17X2)) [P(Xl = Xl) DP(XZ = X2)

=3, PXg =) [sz 1 (% X)) BX =)

Satz 10.7. Seien Xl,X2 unabhéngige Zva auf (Q,P) mit Dichten fl, f2. Dann gilt:
P(Xy X DAY E 111 (%) By (xg) Hp(x,) dey s
= J7 f1(xp) [_oojm 15 (Xg.%0) y(x,) dxz] dx, fiir alle Borel-Mengen A [ R,

Bemerkung: Man nennt f(xl,xz) = fl(xl) [ﬂz(xz) in der Situation (+) auch die Dichte des
Zufallsvektors X = (Xl’XZ)' Bei Unabhangigkeit gilt also fur die Dichte von (Xl,XZ):

f(Xl,Xz) = fl(xl) [ﬂz(xz)'
d.h. die Dichte von (Xl,Xz) ergibt sich aus dem Produkt der Dichten fm der Xm (fm(xm) ist die
Dichte von Xm). Im diskreten Fall hatten wir:

P((Xl,Xz) = (xl,xz)) = P(X1 =Xy, X2 = x2) = P(X1 = Xl) [IP(X2 = x2);
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d.h. die W—Funktion von (X 1,X2) ergibt sich aus dem Produkt der W—Funktionen der Xm.
Auch hier entsprechen die W.—Funktionen im diskreten Fall den Dichten im allgemeinen Fall. | ]

Beweisvon 10.7. Wir betrachten nur den speziellen Fall A = [a,;,b, [x[a,,b,] ;
der allgemeinere Fall folgt dann aus Siatzen der Mal3theorie. Esist dann

P((Xy X,) 0 [y.by X ayby] ) = POX C [ay.by1) PP T [a,b1)
by b, by b,
=aJ ) By Oy 20 6= 10 [azj f,(x,) dxz] dx,

= _ooJ—oo 1[a1,b1‘| (Xl) Enl(xl) _OOJ'OO 1[a2’b2—| (XZ) |]2(X2) dX2 Xm

=l 1y0) Lol a1 %) ) iy | cey firalleq <by ]

10.3A Faltungen
Sind Xy und X, unabhéngige Zva mit Werten in der Menge Z der ganzen Zahlen [statt in Ny wie

in§5.41], soistmit A:={(i,j);i+jst}, 1,(())= 1(—oo,t—i](j):
P(X{#X5<t) = (X, X,) DA) = z(i oA P(X=1, X5=1) = 3, zj 1, (1.5) POX =) IP(X 5=))
= 3 PXy=0) 5 3 g 10 TP ) = 5; PXq=1) (B 5 P(X )
=2 POX =) B3 o POXo=k—) mitk =i+
= Fhe o |3 T o0 PO PO
Dann folgt tbrigenswiein 85.4:
P(X1+X5=K) = 3, P(X5=k—i) IP(X ;=) .
Sind nun X1 und X2 unabhéngige Zva mit Dichten f 1 f2, so gehen wir unter Benutzung von Satz
10.7 analog vor mit A := {(xl,xz)D R2; X1tXo S t}, 1A((x1,x2)) = 1(_00’,[_)(1] (x2):
P(X+X, S 1) = P((Xy Xp) TA) = [ f1(x)) { J 15 (%) Ho(x,) dxz] dx,
= [ £,(xy) [ EMPNRICAL A dxz] dx, = J f5(xy) [_oo Xt x,) dxz] dx,

=11, {_oo tt,y-2) dy] az=__f" { ST -2 1) dz] dy mity =x,+x, 2= x,.
Damit erhdlt man fir die Verteilungsfunktion F(t) = P(X 1+X2 <t) von X1+X2:

P(X;#X, s =F(O) = _ M sfo(y) dy mit
(10.6) fl*fz(y) = f2(y—z) [ﬂl(z) dz.

Definition. fl*f2 hei 3t Faltung der Dichten f 1 und f2.
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Satz 10.8. Sind Xl’ X2 unabhéngige Zva mit Dichten fl, f2, S0 hat X1+X2 die Dichte fl*fZ'

Die Faltung von zwei Dichten ist wieder eine Dichte (ndmlich die von X1+X2). Dies kann man
wie 85.4 auch direkt zeigen.
Gilt fi(z) =0 firz<0,i=1,2, wie etwabei der Exponentialverteilung, so erhélt man:

(10.7) fl*fz(y) = ij f2(y—z) [ﬂl(z) dz, y=0.

Diese Formel ist entspricht (5.19). Wir betrachten nun eine Anwendung. Dabel sagt man: die Zva
X ist normalverteilt/exponentialverteilt, wenn X eine Normalverteilung/ Exponentialverteilung
hat.

Satz 10.9. Sind Xl’ X2 unabhéngige, identisch verteilte, (standard) normalverteilte Zva, so ist

C1D<1 + (:2[}(2 wieder (standard—) normalverteilt, fallsc% + cg =1

Beweis. Sei ¢(x) die Dichte der Normalverteilung, also nach (5.11), (9.15):
d(x) = 1= exp(~§ 7).
V2n
Nach Satz 10.6 hat C; [}(i die Dichte gi(z) = ]%—i[m)((z:—i) far ci¢0. Ist cp=¢ 1, Cy= 0, sofolgt die

Aussage sofort.
Sei jetzt C # 0# Cy. Dabel sind C; D(i, i=1,2 wieder unabhangige Zva. [Satz 3.5 Ubertragt sich auf
diesen Fall.| Also hat ¢, [X; + ¢, [X,, die Dichte nach Satz 10.8:
- _ 1 Y-2\2 , Z \2
) = ofY 0py-2 8@ ¢z = prerrep S e[ (D% + 6% ez
0’ 92 1 21 C1 E:z Cy Cq

. — i Z ; —
Macht man die Substitution t.—W—yE]cllchsmst dz= [c, [e,]| dt

und eine kleine Rechnung liefert: [...] = 2

+ y2. Damit erhalten wir

0= oy f 04 12520 ey &
= 1 exp(—% y2) |:|L | eXp(—% t2) dt = ¢(y). ﬂ
Nrani v2m
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10.4 Erwartungswerte.
Bei diskreten W—Ré&umen hatten wir nach Satz 3.8 die folgende Formel fiir E(g(X)):

E(9(X)) = X, 9(x) IP(X=X).
Diese Formel werden wir als Vorbild nehmen fir den Erwartungswert von Zva mit Dichten. In
Def. 3.6 war der Erwartungswert zundchst als Summe E(X) = Y W10 X(w) definiert worden.
Dies wirde einer Integration tber Q entsprechen. Da Q aber i.a. mehrdimensional i€, ist die
andere Formel gunstiger.

Definition 10.10. Sei X eine reelle Zva auf (Q,P) mit der Dichte f. Ferner sei g eine reelle
Borel—Funktion auf R. Dann wird der Erwartungswert E(g(X)) definiert als

(10.8) E(G(X)) = _,J" 9 H(x) dx =: [ g(x) B(x) dx,
sofern [ |g(x)| d(x) dx endlichist. Man sagt dann wieder: E(g(X)) existiert.

Spezialfille sind:
(10.10) EX = E(X) = [ x[(x) dx,
(10.11) E(X?) = [ x2[(x) dx.

Definition. Existiert E(XZ) in der Situation von Def. 10.10, so definiert man die Varianz von X als
(10.12) Var(X) := E(X — w2 = E(X3) — (EX)? mit p = EX.

Die letzte Gleichung folgt wie in §3.5: E(X — ) = [ (x—p)2 f(x) dx = [(x2 — 2ux + p2) [(x) dx
= [ x2(X) dx — 2 [ xTB(x) dx + p2 [ F(x) dx = E(X?) — 2uEX + p2 = E(X?) — 2.

Beispiel 10.11. (Normalverteilung).
Sei X Zvamit einer (Standard—) Normalverteilung und ¢ die Dichte. Dann gilt

(—X) [ (—x) = — x [d(x). Damit folgt: _oojo X[P(x) dx = — OIOO x [§(x) dx und somit
EX=__ [ x(x)dx=0.

Weiter ergibt sich unter Benutzung von partieller Integration

[uv' = (uv)' — u'v mit u(x) =X, V(X) = —exp(— 3} xz)] :

E(XZ) = IimN oo fo exp(—4 x )dx— I|mN sz_ [ NfN u(x) W'(x) dx]

[[u@]_N _NfN u'(x) W(x) dx] = IimN»wﬁ—NfN exp(— 4 x )dx =1

= IimN_’oo—
/2T
wegen limy N [exp(— 4 N2) =0,aso

Var(X)=1. []



82

Lemma10.12. Fir a, B OR gilt:
@ E(aX +B) =a[EX + 3, falsEX exidtiert.

2

(b) Var(aX +p)=a"Var(X), fals E(X2) exigtiert.

Der Beweisist analog zu den Beweisen der Satze 3.7 und 3.13.

Definition 10.13. Hat die Zva Y eine Standard—Normalverteilung, so heif3t die Verteilung von
X=0lY +u mito #0, u0R, N(4,02)Verteilung oder Normalverteilung mit Erwartungswert p
und Varianz 02. Eine Standard—Normalverteilung ist also eine N(0,1)—Verteilung.

Eine Rechtfertigung fur diese Bezeichnung liefert der folgende Satz, der auch die Beliebtheit der
Normalverteilung erklért.

Satz 10.14. Hat die Zva X eine N(u,02)—Verteilung, so gilt:
@  EX)=p Var(X) =02

(b) X hatdieDichte ¢, ,)=2HCH) =-1  exp( (x—p)%202).
H.0 o797 oz
(©) o [X + [ hat eine N(a Ou + b, a2 [@2)—Verteillung fir a 20, B OR.

(d) Ist die Zva Z unabhéngig von X und hat eine N(v,12)—Verteilung, so hat
X + Z eine N(u+v,02+12)—Vertelung.

Beweis. Sei X = oY +u undY habedie Dichte ¢.

a) Wir wissen nach dem obigen Beispiel 10.11: EY = 0, Var(Y) = 1. Jetzt kann Lemma 10.12
angewendet werden.

b) Dieser Tell folgt direkt aus Satz 10.6.

c) Esista X + 3 = (a [0) [Y + (a Ou + B). Jetzt kann auf Def. 10.13 zuriickgegriffen werden.

d) SeienZ=1LY'+ v sowie Y und Y' unabhangig und standard—normalverteilt. Dann haben wir
die obige Situation, und es gilt mit ¢ := yJo2+12;

X+Z:GD(+u+tD('+v:cEQ%Y +%Y')+u+v.

Nach Satz 10.9 hat % Y + % Y' wieder eine Standard—Normalverteilung. Damit hat nach Definition

10.13 X + Z eine N(u+v,c2)— Verteilung. ||

Beigpiel 10.15. (Gleichverteilung). Hat die Zva X eine Gleichverteilung auf [a,b], so gilt:

EX =4(a+b) (Mittelpunkt von [a,b]), Var(X) = %Eﬂb—a)z_
k+1 k+1
Esist E(X") = J°x Gy ox= (i —g— dw

_1b2— a°
~2b - a

EX = (a+h) , (EX)? = 3(@+2ab+b)
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3 3
Ex?) = 0= 8oL p2rapead)

Var(X) = E(X?) — (EX)? = 1,(b% — 2ab + &). []

Beispid 10.16. (Exponential verteilung).
Hat X eine Exponentialverteilung mit Parameter A, so gilt:

_1 _1
EX = N Var(X) =\
Der Beweisfolgt mit z=Ax, A dx = dz:
EXN) = oA e M= AR gy E AR K e M ax =K,

denn f(x) = % )\k+1 xk e_)‘x ist eine Dichte, und zwar die Dichte einer Erlang— oder
—Verteilung. Also ergibt sich:

EX) =+, EX) =2, []

Wir erweitern die Definition des Erwartungswertes jetzt noch auf Funktionen von mehreren Zva.
Dabei beschranken wir uns hier auf zwei unabhangige Zvaxl, X2.

Bei diskreten W—R&umen hatten wir nach Satz 3.8 die folgende Formel

E(@0X0) = By, Sy, 00X ) Py ) = (kg X)) = By T 0¢q ) POXy=g) (ROX )

im Falle der Unabhangigkeit von Xl, X2.

Definition 10.10 (Fortsetzung). Seien Xi unabhéngige, reelle Zva auf (Q,P) mit Dichten fi, i=12.
Ferner sei g eine Borel—Funktion auf R2. Dann wird der Erwartungswert E(g(X 1,X2)) definiert als

(10.13) E(Q(X1.X,)) = [ {_oo [ 9(X Xo) Ty () Tip(X,) X,y | dxy,
sofern [ | |g(x1,x2)| [ﬂl(xl) [ﬂz(xz) dx2 dx1 endlichist.

Bemerkung. Die Definition des Erwartungswerts in § 3.3 und hier in 810 sind alle konsistent. In
der Wahrscheinlichkeitstheorie, die auf der Mal3theorie aufbaut, kann man eine Definition von
E(X) geben, sodal’ sich die hier gegebenen Definitionen als Folgerungen ergeben. | |

Satz 10.17. Seien Xi unabhéngige, reelle Zva auf (Q,P) mit Dichten fi, i = 1,2, sodal’ deren
Erwartungswert existiert. Dann gilt:
€) E(X1 + X2) = E(X 1) + E(X2)
oder allgemeiner fir die ZvaYi =9, (Xl,XZ) mit Borel—Funktionen ¢] auf R2 und G; OR:
E(clY1 + c2Y2) =C¢q [E(Yl) +Cy EIE(YZ) , falls E[Yi] existiert.

() E(XyX5) = E(X) E(X,).
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Beweis. a) Esist E[Zci g (Xl,Xz)] = [J [ZCi @i(xl,xz)] [ﬂl(xl) [ﬂz(xz) dx2 dx1
=3¢ aff gi(xl,xz) [ﬂl(xl) [ﬂz(xz) dx2 dx1 =3¢ []E[gi (Xl,XZ)] :
b) Esist E(X1 D(z) =[f X1 B(Z [ﬂl(xl) [ﬂz(xz) dx2 dx1

= xl[ﬂl(xl) E{j X5 [ﬂz(xz) dx2 dx1 = xl[ﬁl(xl) mxl af X5 [ﬂz(xz) dx2 = EX, [EX,, []

Bemerkung. Die Unabhangigkeit von X1 + X2 ist far E(X1 + X2) = E(Xl) + E(X2) viel zu stark
und wurde gemacht, weil hier nur fir diesen Fall ein W—Modell fir Xl,X2 angegeben wurde. In
der Tat sind ja Yl,Y2 i.a abhéngig. Die Lineraitit des Erwartungswertes wurde hier also gezeigt
flr Zva, die sich als Funktionen von zwei unabhéngigen Zva schreiben lassen. Damit erfaldt man
schon viele Félle aus der Praxis. | |

Korollar 10.18. Seien Xi unabhéngige, reelle Zva auf (Q,P) mit Dichten fi, sodal} E(Xiz) ,i=12
exigtiert. Dann gilt:

Var(X1 + X2) = Var(Xl) + Var(XZ).

Beweis. Sei b = EXi, dann sind die Voraussetzungen auch fir )~<i = Xi — erfallt mit

E(X;) = 0, E(X9) = Var(X), E(X +X,)9) = Var(X;+X.).
Dannist

RN a9 2 — T2 4 o % 42
Var(X, +X,) = E[(X1+X5)7] = E[X] + 2IX [X, + X5]

= E(X9) + 2[E(X ;X)) + E(X5) = E(X9) + 2[E(X ) [E(X.,) + E(X5)

= E(X) + E(X3) = Var(X,) + Var(X,).

. . _J2 i_ —
Dabei wurde Satz 10.17a benutzt mit 9 (xl.xz) =xi,1=12, gs(xl.xz) = 2% Xo. [

Beispiel. Seien X, Z unabhéngige, reelle Zvaauf (Q,P).
Ist X N(u,02)—verteilt und Z N(v,12)—verteilt, so stehen Satz 10.17a und Korollar 10.18 in
Ubereinstimmung mit Satz 10.14a,d, d.h.

p+v = E(X+2Z), 02 + 12 = Var(X+Z), X+Z hat eine N(u+v,02+12)—Verteilung.

811 Grenzwertsitze.

Das schwache Gesetz der grof3en Zahl (vgl. 83.6) und der zentrale Grenzwertsatz (vgl. 85) gelten
in gleicher Form auch fur Zva mit Dichten.

Startet man bei zentralen Grenzwertsatz bereits mit normalverteilten Zva, so kann man die
Grenzwertaussage durch eine Gleichheit schon bei endlichem n ersetzen.
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Sind aso Xl""’xn unabhéngige, identische verteilte Zva, sodal’ die Verteilung von Xm eine
N(u,02)—Verteilung ist, so hat nach Satz 10.14d (+ Induktion nach n) auch Sn eine
Normalverteilung. S’r*] ist die zugehorige standardisierte Zva, entsteht also aus Sn durch
Anwendung einer lineare Transformation. Nach Satz 10.14c hat auch S’r*] eine Normalverteilung.
Die lineare Transformation ist gerade so gewéhlt worden, dai3 gilt:

E(S’r*]) =0, Var(SF]) =1.
Also hat SF] eine N(0,1)—Verteilung und es gilt:
(11.0) P(SF] <t)y=d(t) OtOR,
Diese Uberlegung fihrt dazu, da® man in der Statistik unter Normalverteilungsannahmen
asymptotische Aussagen ersetzen kann durch Aussagen fur beliebige (auch kleine)
Stichprobenumfénge n.

8§12/ 13 Statistik unter Normalverteilungsannahmen.
Die Normalverteilung wurde als erste zur Beschreibung von Abweichungen von einem Sollwert
benutzt, obgleich die Symmetrie und der gesamte Raum R in praktischen Problemen oft nicht
gerechtfertigt sind. Die Normalverteilung hief3 urspriinglich Fehlergesetz und entstand aus der
Arbeit der Astronomen und Mathematiker des 18. und 19. Jahrhundert bei dem Bemihen,
Beobachtungs— fehler zu berticksichtigen.
Wir werden wieder Eingtichprobenprobleme betrachten, bei denen n Einzelexperimente unter
gleichen Bedingungen durchgefiinrt werden. Dabei beschreibt Xm das Ergebnis des m-ten
Einzelexperiment. Die Einzelexperiment werden stets so ausgefuhrt, dald sie sich nicht gegenseitig
beeinflussen und somit durch unabhéngige Zva beschrieben werden kénnen. Die Unsicherheit
Uber das W—Mal3, das den Versuch am besten beschreibt, wird wieder durch den Parameter & 0 ©
beschreiben. Genauer haben wir die folgende Situation. Gegeben ist:
. ein Familie {fs; 9 0 ©} von Dichten auf R (die Verteilungsannahme),

© ist wieder unser Parameterraum.

Unser Stichprobenraum ist jetzt der X = R" |, also X' =R|. Es sei Xm ‘RM =R jeweils wieder die
Projektion auf die m—te Koordinate. Unter 9 0 © sind dann Xl,...,Xn unabhéngige, identische

verteilte Zvamit der Dichtef { alsoist Py dasdurch 4 definierte MaR auf %' = [R] .

Beispiel. Eine Maschine flllt Zucker in Titen ab. Das tatsdchliche Titengewicht schwankt um
den Mittelwert 9 mit einer Varianz c%>0, wobei § der Justierung und c% einer bekannten
Maschinenkonstante entspricht. Zur Kontrolle der Justierung wird eine Stichprobe x = (Xl""’xn)
vom Umfang n entnommen. Hierbel sei Xm das Gewicht der m—ten Tite. Hier sei etwa © ein
Intervall in (0,).
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Als Verteilungsannahme {fa' 9 0 ©} betrachten wir von nun an

2
fa() =g 52() = Eb(—) =——— exp(— (t-9)"20
9 =252 «/2_11 o, o
also gemald Satz 10.14 Dichten von Normalverteilungen mit unbekanntem Erwartungswert 3 und
bekannter Varianz c%. Es soll nun getestet werden, ob der tatsichliche Erwartungswert 9 mit
einem Sollwert p (z.B. p = 500 g) Ubereinstimmt.

Gewisse Abweichungen vom Sollwert i mul3 man immer in Kauf nehmen; so beschreibt man ja
auch die gemessenen Werte bei den Einzelexperimenten durch Zufallsvariable, namlich durch
Xm. Dazu betrachten wir die
HypotheseH := {0 0 ©; § = u} = {u}.

Das Verwerfen von H soll wieder statistisch abgesichert werden. Im Beispiel betrachten wir es
also al's schwerwiegend, dald man sich gegen H entscheidet, obwohl H richtig ist, d.h. dal3 man die
Maschine anhélt und neu justiert, obwohl dies garnicht nétig ist. Dies wére der Fehler (1. Art).

Als naheliegende Klasse von Tests betrachtet man jetzt solche mit den Verwerfungsbereichen

R.={|X—u[>c},c>0,
wobei X := % 2?21 Xi wieder das Stichprobenmittel ist. Der Test mit dem Verwerfungsbereich
RC hat dann die Fehler—\W.

Pu(|X—p| > ).
Wir lassen nur Tests zum Niveau a zu, fir die also gilt:

P (|X—u| >c)<a.

Wir wollen nun P (|X — M| > c) berechnen. Unter 9=p sind Xl’ Y unabhanglg und
N(H, cro)—vertellt Darmtlst nach Satz 10.14d: X 1+ X N(nu nco)—vertellt

Nach Satz 10.14c ist X nun N(u,%c%)—verteilt (vgl. auch das schwache Gesetz der grof3en Zahl)

und yn X—EH schlieflich N(0,1)—verteilt (vgl. (11.0)). Damit ergibt sich:
0

. _ X — X — _ .
P (X~ k| >c)_Pu[m—ooH<_ﬁg] +Pu[m—coﬂ>mg] = 20(1-¢))

. _ C
mit ¢':=y/n 60 :
Die Forderung, dal3 RC einen Test z.N. a bestimmt, ist gleichbedeutend mit
2[(1—P(c)) <sa & c'=c*.

Dabei wahlen wir wieder

c* alsta—Fraktil der N(0,1)—Verteilung, d.h. 1-d(c*) = C*f°° d(t) dt = 1a.
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Will man die Fehlerschranke a voll ausschopfen, so mufld man ¢ und damit ¢’ moglichst klein

machen. Der zugehdrige Verwerfungsbereich ist dann mit [c* =: m% 1:
0

R 1= {|X — | >0, Iy} = {|T| >c* } mitT::an—gOE.
Satz. Es liege die obige Situation vor mit dem durch H = {p} gegebenen zweiseitigen

Testproblem. Dann wéhlt man den sogenannten zweiseitiger Gauldtest mit dem
Verwerfungsbereich R*. Dabei ist ¢* das}o—Fraktil der N(0,1)—Verteilung.

Der zweitseitige Gauldtest ergab sich in 8 6 auch fir grof3e n. Hier wurde aber der zentrale
Grenzwertsatz nicht benutzt, so dal3 der zweiseitige Gaul3test in der gegebenen Situation auch fur
kleinenein Test z.N. a ist.

Als Zahlenbeispid fiir obiges Beispiel betrachten wir: n = 7, O, = 6, 4 = 500, a = 0,05 und
die Stichprobe x = (xl,...,x7) = (514, 497, 507, 499, 510, 501, 508).

Dann ist X(x) = = 505,14, T(x) = 727 =23,

Auseiner Tabelle entnimmt man fir das Ja—Fraktil c* der N(0,1)—Verteilung mit 4o = 0,025:
c* =1,960.

Also liegt dann x im Verwerfungsbereich. Hierbei ist allerdings a relativ hoch. Daran liegt es, dai3

man trotz geringen Stichprobenumfangs zu einer Ablehnung der Hypothese kommt.

Die Antwort lautet al so:

Z.N. a =0.05ist gatistisch gesichert, dai? der Erwartungswert 9 vom Sollwert 1 = 500 abweicht.

Oder: Die Abweichung des Erwartungswert & vom Sollwert p = 500 ist signifikant z.N. a = 0.1.

Wahlt man dagegen a = 0,01 und damit a = 0,005, so ergibt sich ¢* = 2,576 > T(x).
Will man aso 99% Sicherheit, so kann man die Hypothese noch nicht ablehnen. Man bt
gewissermal3en Stimmenthaltung.

Bemerkung. Ist die Varianz 02 in obigem Testproblem unbekannt, ist 8 = (4,02), so ersetzt man o
in der Statistik T durch einen Schatzer, namlich durch die Wurzel S aus der Stichprobenstreuung

S (vgl. (44), dso T = 4n X—§E Das Gleiche hatten wir im Zusatz zum zentralen
Grenzwertsatz in 84.7 gemacht. Dann muR man (zumindest fir kleine n) das fa—Fraktil der
Normalverteilung ersetzen durch das

Ja—Fraktil der sogenannten Studentschen t, —Verteilung. []
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Konfidenzintervalle.

Es soll nun noch eine Anwendung auf Konfidenzintervalle fir den Erwartungswert einer
Normalverteilung erfolgen.

Seien Xl""’xn wieder wie oben unabhéngige Zva mit einer N(S,o%)—VerteiIung, 200, 0en
Intervall inR. Dazu betrachten wir den Tests mit dem Verwerfungsbereich

R*(W) = {ﬁjx—g“—L >c* }, c* das}a—Fraktil der N(0,1)—Verteilung,
0

also den zweiseitigen Gauldtest. Dieser ist nach obigen Uberlegungen ein Test z.N. o fiir das
Testenvon H(u) : 8 = u . Wir verfolgen das folgende Prinzip:
Das Prinzip (Korrespondenzprinzip) bei der Konstruktion eines Konfidenzintervalls C(x)
aus einer Familie von Tests besteht bel Vorliegen der Stichprobe x darin:
Nimm einen Parameter p in C(x) auf, wenn die Hypothese H = {1} nicht verworfen wird.

Dabei ergibt sich

co0 = X Gl se = i x —esusxre) = (X e X ve).

DAbei gilt: 1—Pu[ﬁJX—E“—L>c* ] :Pu[mjx—g“—Lsc* | 21— (sogar = 1—-a) O p
0 0

& PM[X—ssusX+s] > 1-0o (sogar = 1-a) Oy mit & := o [E*/yn.
Somitist [X —¢, X + €] ein Konfidenzintervall mit
Pu[[f(—s,f(ﬂz] Ou] 21-a (sogar =1-a) Op00.

Egal welches 9 = p der richtige Parameter ist, das Konfidenzintervall [X — €, X + €] Uberdeckt
diesen richtigen Parameter 1 mit der W. 1—a. Eine andere Schreibweise ware

9=p=X+te.

Man erkennt hier die Abhdngigkeit der Abweichung € von a, 9, und n.
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§8 Entropie und Kodierung

Die Kodierung einer Nachricht kann der Verschliisselung oder der besseren Ubertragung dienen.
Wir werden hier mehr auf den letzteren Aspekt eingehen. Dabei interessieren Kodierungen von
Wortern x, die mit mdglichst geringen Codewortldngen n(x) auskommen.

Sei X eine (nicht leere) endliche Menge von Wortern und A ={0,1} das Alphabet der Kodierung.
Allgemeiner 143t man auch beliebige endliche Mengen flir das Alphabet zu; wir wollen uns

aber auf diesen wichtigen Fall beschrénken.

Ein Codewort ist (nicht leere) endliche 01—Folge.

Ein Code ist eine eineindeutige Abbildung c von X in die Menge der Codewdrter; dabei ist die

Anzahl n(x) von Nullen und Einsen des Codewortes c(x) die Codewortlange.

Besteht z.B. X aus4 Wortern, ist also 0.E. X = {1,2,3,4}, so ist die folgende Abbildung ein Code.

(8.2 1-¢(1)=0

2+ ¢(2) = 10
3+ ¢(3) = 110
4+ c(d) = 111

Der Code (8.2) ist lbrigens nicht die Dualdarstellung der Zahlen 1,2,3,4. Eine weiteren Code
erhdlt man, wenn man x 0 X die Dualdarstellung von x—1 zuordnet. Dann erhélt man:

(8.2)0 1+ ¢(1) = 00
2 ¢(2) = 01
3:¢(3)=10
4+ c(4) = 11.

Besteht eine Nachricht aus einer Folge X1 XoeeiX) VON Wortern, so kann man sie kodieren, indem
man einfach die Codewdrter c(xl),c(xz),...,c(xk) hintereinanderschreibt. Zur Folge 2,1,4 wiirde
nach dem Code (8.2) dann die Folge 100111 gehéren.

Die Codes (8.2) und (8.2)0 haben eine angenehme Eigenschaft: Kein Codewort ist Anfangsstiick
eines anderen Codewortes. Solche Codes heif3en Prafixcodes. Hat ein Code diese Eigenschaft, so
lankt sich aus der kodierten Nachricht die Nachricht eindeutig zurtickgewinnen: Ist die 01—Folge
a8y die kodierte Nachricht, so ist genau eine der Teilfolgen a8y ein Codewort c(xl). Man
notiert Xq und sucht in der verkirzten Folge RPN mit dem gleichen Verfahren das Codewort
c(x2) , UsSw.

Beispiel. Wir betrachten ein weiteres Beispiel und nehmen an, dal3 ein Wort x aus einer Folge von
insgesamt n = 1000 Nullen und Einsen [allgemeiner n < 1024 besteht. [Hier sollen also auch die
Worte bereits durch Nullen und Einsen beschrieben werden.| Kommen dann in dem Wort
wesentlich weniger Einsen als Nullen vor, so kann man eine Kodierung wéhlen, indem man nur
die Stellen k1<k2<...<kr angibt, an denen eine Eins steht. Diese wiederum kann man durch die
Dualdarstellung -89 beschreiben gemal3:

ki= 3} _oq k)2 +1
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Dann erhélt man das Codewort
(8.2) c(x) = ao(kl)...ag(kl)ao(kz)...ag(kz)...ao(kr)...ag(kr).
Die Lange dieses Codewortes hangt dann von der Lage der Einsen ab. Um einen Préfixcode zu
bekommen, kann man das Ende des Codewortes dadurch signalisieren, dal3 man z.B zehn Einsen
an die Folge (8.1) anhédngt. Die Folge von zehn Einsen kommt ja unter den a(k) nicht vor.
Fassen wir dabei das Auftreten von Nullen und Einsen als eine Folge von 1000 Bernoulli—
Experimenten auf mit Erfolgs-W. p = 0,01 (vgl. §82.4), so ist die mittlere Anzahl der Erfolge
gerade np =1000(0,01 = 10 (vgl. 83.3). (Die Unabhangigkeit der Bernoulli—Experimente wird
dabei noch nicht benétigt.) Damit ist die erwartete Lange des Codewortes 100. Z&hlt man die 10
Einsen hinzu, so kommt man auf 110 Symbole, um ein Wort der Lange 1000 zu ubermitteln. ||
Einen Prafixcode, dessen maximale Codewortlange N ist, kann man konstruieren, indem man die
Folgen a8 mit n < N in Form eines Baumes hinschreibt.

000 001 010 011 100 101 110 111

.\00/. N 01/. .\10/. .\11/.
. N : . \1/.

: </ :

Codewortbaum fir (8.2).
00 01 10 11

.\0 /. .\ 1/.
. \. / .

Codewortbaum fur (8.2).

Die Codes (8.2) und (8.2)° bestehen aus den unterstrichenen 01—Folgen. Die Prafix—Eigenschaft
bedeutet gerade, dal3, wenn ein Verzweigungspunkt als Codewort gewahlt wird, an den von
diesem Punkt ausgehenden Asten keine weiteren Codewdrter mehr vorkommen.

Wir fragen jetzt: Wie grol3 miussen die Codewortlangen n(x) sein, damit man dazu einen
Prafixcode erhalten kann?

Satz 8.1 (Ungleichung von Kraft).
Einen Prafixcode mit Wortlangen n(x), x 0 X, gibt es genau dann, wenn gilt:

1
(8.3) I A <1.
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In den Beispielen (8.2), (8.2)° haben wir:

1 _1.1,1,1_ 1 _1,1,1, 1_
2x0x (- 27a*e*e=l W unx SamTatatatatlh

Die Schranke (8.3) wurde also voll ausgeschdpft; man kann keine Lange n(x) verkleinern und die
anderen unverandert lassen.

Beweisvon Satz 8.1: Wir schreiben X = {x,,....x), } und n(x ) = n .. Dann haben wir
1 1

M
20% TN~ 2m= -
x0xX 2n(x) m=1 oM
Zuerst zeigen wir, dal3 (8.3) hinreichend ist. Dabei kénnen wir npsn,<..<n, annehmen.
Dannist n* := 2y die maximale Wortlange. Wir sagen, eine Folge mit n Elementen liegt im

Baum auf Hohe n.
Sel c(xl) die Folge, die aus ny Nullen besteht. Diese liegt auf Héhe n, ganz links. Durch Wahl

dieses Codewortes sind fir jedes h > ny gerade 2h—n1 der auf Hohe h liegenden Punkte von der

Wahl as Codewort ausgeschlossen, und zwar digjenigen 2h—n1 Punkte, die am weitesten links
liegen. Als c(x2) wéhlt man jetzt den am weitesten links liegenden noch verfiigbaren Punkt der

Hohe n,,. Nun sind fiir h > n, die o1 4 oMM o weitesten links liegenden Punkte der Hohe h
fur die weitere Wahl von Codewdrtern ausgeschlossen. So macht man weiter.
Ist m < M und sind m Codeworte auf die angegebene Weise bestimmt, so sind fur h < N (zB.h=

h-ny 2h—n2 + ... 2h—nm Punkte der Hohe h "verboten".

h

n,..,) die am weitesten links liegenden 2

Wegen (8.3) gilt dabei: 2 ™M + 22y oM — oo My oMy oy 5

also mindestens einer noch verfugbar sein. Man wéhlt dann auf Hohe N+ den am weitesten

links liegenden noch verfligbaren Punkt. Die zu diesem Punkt gehérende Folge ay.-a, wird
m+1

. Esmui}

als Codewort c(xm + 1) gewdhlt.
Die andere Richtung des Beweises ist noch einfacher. Ein Codewort der Lange Ny gehodrt zu

einem Punkt der H6he Ny An den von diesem Punkt ausgehenden Asten gibt es 2n*—nm Punkte
zur maximalen Hohe n*. Da es sich um einen Préfixcode handelt, missen die auf diese Weise
verschiedenen Codewortern zugeordneten Punkte maximaler Hohe verschieden sein. Da es

n* . . - : M n*—n n* .
2" Punkte maximaler Hohe gibt, gilt 2 =12 m <2 unddamit (8.3). []

Wir wollen nun die mittlere Codewortlange eines Préfixcodes abschédtzen. Dazu versehen wir
jedes Wort x 0 X mit der relativen Haufigkeit P(x), mit der es gesendet wird. Dabei ist P(x) eine
W—Funktion auf X. Die mittlere Codewortlange ist dann

Eln] := Xxg% n(x) (P(x),
die auch as Erwartungswert interpretiert werden kann. Eswird sich eine (berraschende
Beziehung zu einem wichtigen Begriff der W—Theorie ergeben.
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Definition 8.3. Ist P ein W—Mal3 auf X, so heil3t der folgende Ausdruck die Entropie von P:
H(P) = — 3,1 PX) 1062 PO = 312 P 1082 sy -

Dabel wird O0og, 0 := 0 =: 00og, % gesetzt. Inder Informationstheorie wird gewohlich der
Logarithmus zur Basis 2 zugrundegelegt. Dies ist nur eine Normierungsfrage wegen log, t =
log, 2 [og, t (etwa fur b = e oder b = 10). Die Entropie kann als Ma3 fur die Unbestimmtheit
eines Experiments angesehen werden. Sie maximal fiir die Gleichverteilung auf X. Andererseits
ist sie null, wenn P(xo) =1giltfirein X 0X.

AlsVorbereitung kommt erst ein Lemma, das H(P) als Lésung einer Optimierungsaufgabe zeigt.

Lemma8.2. Sind P und Q W—Mal3e auf X, so gilt:
~ 3y PO 10g P(X) < — 5, - P(X) log Q(x)
und Gleichheit genau dann, wenn P = Q.
Beweis. Die Ungleichheit ist offenbar unabhéngig von der Basis des Logarithmus. Wir wahlen

deshalb den naturlichen Logarithmus zur Basis b = e. Dann gilt bekanntlich wegen der strikten
Konkavitdt vonlogt: log(1+t) <t furt>—1und log(1+t) =t nur fir t=0.

Zeichne die Funktionen f 1(t) =tund f2(t) = log(1+t).

Wir schreiben Y * ... fir die Summe sz% PX) >0 " Dann gilt:

©4 5* P log = 5% P(g log |1 + LLP < 5+ (oo — P9y <0

denn Y* Q(X) <1=73* P(X). st nun Q(x) — P(x) # O flir ein x, so haben wir fur ein x und damit
fir die gesamte Summe eine strikte Ungleichheit. ||

Satz 8.4 (Quellen-Kodierungssatz). Ist ¢ ein beliebiger Prafixcode mit Codewortldangen n(x), x0X,
so gilt: E[n]| =2 H(P). Es gibt einen Prafixcode c mit E[n| < H(P) +1.

Beweis: Wir schreiben hier log := log,. Ist ¢ ein Préafixcode, so folgt aus der Ungleichung (8.3) :

o= sz% Zn—%x)s 1. Wir setzen: Q(x) ::W.

Dann definiert Q ein W—Mal3 auf X. Nach Lemma8.2 gilt wegen o < 1 [F:) log, 0 < 0} :

H(P) < — 3 P9 10g QX) = 3,75 PX)C[n(X) + log; o] < E[n].
Dabei gilt Gbrigens:

H(P)=E[n] & "o=1undP=Q" & P(X) = Zn—%x) 0% € n(x) = — log, P(X).
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In der letzten Aquivalenzbeziehung ist "3" offensichtlich und "¢" folgt aus 3 P(x) = 1.
Dabel bedeutet 0 = 1, dal’ die Schranke 1 in (8.3) voll ausgeschopft wird. Um die letzte
Bedingung maglichst gut zu erfillen, wéahlen wir n(x), sodal3 gilt:

n(X) = —log, P(X) > N(X) -1 & n( <P < n(>1<)—1'

Es folgt dann: Y n%x) < Y P(x) = 1; dso gibt es nach Satz 8.1 einen Préfixcode mit den

Wortlangen n(x). Dl@er hat die Eigenschaft:
E[n] =2n(x) P(x) < 3P(X)[{1—log, P(x)] =1+ H(P). []

Der Code (8.2) ist optimal im Sinne von E[n| = H(P), wenn wir P(1) = % P(2) = % und P(3) = % =
P(4) vorliegen haben. Der Code (8.2)° ist optimal fur die Gleichverteilung P auf X = {1,2,3,4}.

Beispiel. Wir wollen noch einmal auf das obige Beispiel eingehen und nehmen an:
1000
X¥={01} X = (Xq50ems 1000)’
P(x) = Ilogo pxlEﬂl p) Xi mit p=0,01

(vgl. Beispiel 4.2). Ist X, Xnm {0,1} wieder die Projektion auf die i—te Koordinate, so sind die
ZvaX 1,...,Xn unabhéngig, identisch verteilt mit einer b(1,p)—Verteilung. Dann ist

H(P) = — zxme P(X) 2}020 log, { XiEdl—p)l_Xi]
=_ EXD x P(x) 1000 [X og, p + (1—X ) Hog, (1—p)]

== Y I0ON e P09 [ Dogz p+ (1) og, (1-p)]

= Y 1090 g (x. ttog, p + (1-X;) og, (1-p)]

= — 1000(E[X 4 (og, p + (1-X ) (og, (1-p)] = 1000 H(P).
Dabei ist H(P) die Entropie eines einzelnen Bernoulli—Experiments wegen
~E[Xq (log; p + (1-X) log; (1-p)] = [pllogs p + (1-p) log, ()| = H(P).

Dali’ die Entropie von n unabhangigen Einzel experimenten gleich der Summe der Entropien dieser
Einzelexperimenteist, gilt auch allgemein.
In unserem Fall ist

_ 9., 99
H(P) = [100 10: 75+ 1001192 100 ] =008,
H(P) = 1000CH(P) = 80.

Fir den oben angegebenen Code war die erwartete Codewortlange E[n| = 110. Damit liegt man
noch nahe an dem Optimum von H(P) = 80. []



