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81 Einfiihrung.
Es werden zeitdiskrete Modelle zugrundegel egt mit einem endlichen Zeithorizont TON. Der Markt
wird durch die folgende Situation beschrieben:
Es bestehen 1 + d Anlagemdglichkeiten jeweils zu den Zeitpunktent =0,1,...,T:
Eine der Anlagemdglichkeiten ist das Sparbuch (bond), das durch die Zinssitze e jeweils fur die

t—te Periode [t—1,t) beschrieben wird. Dabei wird angenommen, dal3 der gleiche Zinssatz e gilt,
wenn man Geld anlegt und wenn man Geld leiht. Dies ist natiirlich eine Modelleinschrankung.
Eine Anlage von ) Euro hat z.Zt. t den Wert n [Bt mit

(11) B =Nl  (1+r ), By=1.

Dabel ist m der Zinssatz fur kurzfristige Anlagen (kurzfristiger Zinssatz). Er wird haufig als
deterministisch vorausgesetzt; diese Annahme ist aber in weiten Teilen nicht nétig.

Die anderen Anlagemdglichkeiten sind d risikobehaftete Wertpapiere (stocks) |[z.B. Aktien oder
Devisen|; ihre Preise oder Kurse werden durch stochastische Prozesse beschrieben, die

sogenannten Preisprozesse {Si:, t=0,1,...,T}. Eine Anlage von Ek 0 R Anteilen in das

kursabhéngige Wertpapier mit Index k U {1,...,d} und dem Kurs S‘,E>O kostet z.Zt. t=0 Ek [Sg Euro

und hat z.Zt. t den Wert Ek[Si,E. Die Anlage (n,E):(ﬂ,El,...,Ed) kostet also z.Zt. t=0

r][BO+ETSO =n +) Ezl Ek[Sg Euro und hat z.Zt t den Wert r][Bt + ET[S,[ mit

§ = (Sl,...,S?). {S ST} heif3t der Preisprozel der risikobehafteten Wertpapiere.

Dabei schreiben wir x'y = x" [y fiir das libliche Skalarprodukt in R,

Negative Anteile Ek entsprechen sogenannten Wertpapierleerverkdufen. D.h. etwa, da3 man
Aktien verkauft, die man noch nicht besitzt, die man aso einem anderen Investor schuldet.

Das Sparbuch spielt eine Sonderrolle, namlich die Rolle eines Numeraires. Die Preisentwicklung
des k—ten Wertpapiers wird in Beziehung zu ihm gesetzt, d.h. durch { Bt} diskontiert. Die
Unterscheidung zwischen risikolosen und risikobehafteten Anlagen ist nicht nétig. Man kann sich
unter Bt auch den Kurs eines beliebigen Wertpapiers denken. So kdnnen auch die Zinssitze e
negative Zufallsvariablen (Zva) sein, allerdings mit 1+rt>0 . (Die Normierung B0 =1 kann man
0.E. stets annehmen.) Wir werden aber bei der O—ten Anlage der Einfachheit halber immer vom

Sparbuch sprechen. Die Zva Si: werden stets als positiv angenommen.

Die Unsicherheit Uber die Marktentwicklung wird durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,3,P)
modelliert. Um Mef3barkeits— und Integrierbarkeitsiiberlegungen zu vermeiden machen wir die



folgende General voraussetzung:
1.2a Annahme. Q ist endlich, ¥ ist die Potenzmenge von Q und P(w) = P({w}) >0 0 wlQ.

Diese Annahme hat aber noch weitreichendere Konsequenzen. So wurden wichtige Satze zunachst
flr den Fall 1.2 gezeigt und erst wesentlich spater auf allgemeinere Félle Gibertragen.

Die Informationsstruktur soll hier durch Zva Ht mit Werten in einem endlichen Raum Qt’ O<t<T,
reprasentiert werden. Ohne Einschrdnkung nehme Ht jeden Wert in Qt an. Dabei beschreibt Ht die
Vorgeschichte einschlief3lich der Gegenwart z.Zt. t, wobel H0 eine Konstante ist und etwa QO =
{0} gesetzt wird. Vorangehende Informationen uber den Markt werden nicht vergessen; deshalb
nehmen wir an, dal3 H,_, eine Funktion von H, ist. Jede Funktion von H,_, kann somit auch als
Funktion von Ht geschrieben. Zufallvariablen, die alsFunktionen von Ht geschrieben werden
kdnnen, beschreiben gerade GroRRen, die z. Zt. t bekannt sind. Dabel sei o.E. HT as ldentitat auf
Q, insbesondere Qr=Q gewahlt. Wir sagen, ein stochastischer Prozef3 {Zt} ist adaptiert (an die
Informationsstruktur), wenn Zt eine Funktion Zt = Zt(Ht) ist. Diesimpliziert, dai3 Zo determistisch
ist. Die folgende Annahme st natirlich:

1.2b Annahme. {r,} (und damit {B,}) sowie {S} sind adaptiert.
Ein Investor kann also stets die Kursentwicklungen bis z.Z. t beobachten.

1.3 Bemerkung. In der Regel wird die Informationsstruktur durch eine aufsteigende
Familie von Unter—o—Algebren {5, } beschrieben; {Z,} ist dann adaptiert, wenn Z, §—mefibar ist.
Dieser Zugang ist genauso allgemein, wie der obige, wenn man auf Qt jewells noch eine beliebige
o—Algebra St vorgibt. Bei der Vorgabe von {St} kann man namlich (Qt,gt) = (Q,St) und die Zva
Ht (Q3) » (Q,St) als Identitat wahlen. Dann ist Zt genau dann St—meBbar, wenn Zt = Zt(Ht) mit
einer mef3baren Funktion Zt gilt. Die Voraussetzung einer solchen beliebigen c—Algebra St auf Qt
scheint sich aber hier nicht zu lohnen. ||
Eine zu (1.1) analoge Darstellung 143t sich auch fir die anderen Prei sprozesse angeben, wenn man

die sogenannten Renditen th( einfuhrt geméan
k._ ok &k K _. acKk — (1l pd
(1.9) Ry = (St_st—l)/st—l = AS,[/St_1 > —1, 1<k<d, R, = (R ""’Rt)’ 1<t<T.

Dabei schreiben wir stets AZ, := Z,—Z, , fir einen vektorwertigen ProzeB {Z,}. Die Einfiihrung
der Rendite erlaubt die zu (1.1) analoge Darstellung:

k k k k
(15) k=t m+RY=s$m+RYO.01+RY 1L
1.6 Bemerkung: Die Beziehung (1.5) ist gerade die Darstellung des positiven Prozesses
{ Slt(} als sogenanntes (hier diskretes) stochastisches Exponential. Der Name resultiert aus der

Gleichung: AS‘,E = Sl:_l [Ith(. Fihrt man zu {Rl,f} den kumulativen Prozef3 2= zt(Rk) =

2;21 Rﬁ ein, so erhalt man die Beziehung: ASlt( = Si:_l (A3 ;. die eine Analogie zur Differential—



gleichung der Exponentialfunktion aufweist. Tatsdchlich ist der Zusammenhang noch tiefer. Man

schreibt auch: S = S§(3) mit &(5)=n'_, (1 +A3 ). []

Eine mdégliche Wahl von Ht waére Ht = (Bl’sl""’Bt’St) oder Ht = (rl’Rl""’rt’Rt)' Die letztere
Wahl ist dann zweckmallig, wenn wie oft die Zva (rl,Rl),...,(rT,RT) als unabhangig

1+d 1+d

vorausgesetzt werden. Fir ein kanonisches Modell wirde man Q = (—1,00)™ “x...x(—1,00)

(T Faktoren) und (rt,Rt) als Projektion auf den t—Faktor (—1,oo)1+d wéhlen. Im Falle der
Unabhéangigkeit konnte P al's Produktmal? gewéhlt werden (vgl. auch 1.32).
Investitionen kdnnen gemal} eines Portfolioplanes vorgenommen werden:

1.7 Definition. Ein Portfolioplan & 0 = ist gegeben durch einen adaptierten [Rd—wertigen

Proze3 ¢ = {EO,...,ET_l} mit Et = (E%,...,E?) . Ein (signierter) Konsumplan ist durch einen
reellwertigen adaptierten Prozel3 ¢ = {cl,...,c.l.} gegeben. Ein Portfolio— und Konsumplan wird
dann durch das Tupel (&,c) beschrieben und soll kurz als Plan bezei chnet werden.

Dabel bezeichnet EfDIR die Anteile, die der Investor z.Zt. t (nach einer moglichen Umschichtung)
hélt. Die Adaptiertheit bedeutet, dal3 Et sich schreiben laf3t aIsEt = 6t(Ht). Der Investor kann also
nach Beobachtung von Ht Uber die Umschichtung seines Portfolios und seinen Konsum
entscheiden. Einerseits kann er also ale verfigbaren Informationen ausnutzen, andererseits ist er
kein Hellseher und kann keine zukiinftigen Entwicklungen fur seine Entscheidung benutzen.
Dabel wird i.a. zugelassen, dal3 der Konsum negativ sein kann, als Geld zugeschossen wird. Gibt
man das Anfangsvermdgen oder die Anfangsinvestition x vor, so ist der Stand auf dem Sparbuch
z.Z. t bestimmt durch Ny und Ny wiederum durch die Budgetglei chungen:

(1.8) Np+ 26[50 =X, nB+ a{ [5,=n; 1B+ z{_l (5, — ¢, 1<t<T.

Fur das Sparbuch bezeichnet Ny also den Gegenwartswert, d.h. den auf den Zeitpunkt t=0
diskontierten Euro—Betrag (der tatsichliche Wert ist r]tBt); dadurch erreicht man fur die Anlage O
eine parallele Beschreibung zu den risikobehafteten Anlagen 1,....,d . In (1.8) beschreibt nt—lBt +

EI—lst—l den Wert des Portfolios vor einer Umschichtung und vor einem Konsum, wahrend
r],[Bt + EISt den Wert nach der Umschichtung und dem etwaigen Konsum beschreibt.
1.9 Definition. {V%’C(x) , O<t<T} ist der Wertprozef3 zum Plan (&,c) mit
(1.10) V%’C(x) =n_4B¢+ EI—l (5, — ¢, 1<t<T, Vé’c(x) =X, also:
V%’C(x) =nB + EI (8, O<t<T,
wobel Ny jeweils durch (1.8) festgelegt wird. Ein Portfolioplan & beschreibt einen

selbstfinanzierenden Plan mit Wertprozel3 {V%(x) , O<t<T}, wenn (1.8) und (1.10) fur ¢ =0,
1<t<T, gelten.



E,C T T
111 Lemma AVyS(x) =n]_ [AB +&] ;(AS,—c,
- T _ T T
Beweis n, 1 [AB +&; IS, =(n_ 1B +& 1[5)— (1B 1 +& 105 9)
_ C
= ct+AV§ ). []

1.12 Lemma. Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir einen Plan (&,c):

() C = 0, 1<t<T, also & bestimmt einen selbstfinanzierenden Plan;

(i) Nea Byt &g (= B+ &] (8, V300 =np_y By +& Sy
(iii) avEC) =n, 1th_1+zt_1mst = AV%(X);

(iv) ViCy=x+3t (. BB +ET DS Y= VK.

Der Beweisist sehr einfach.

1.13 Definition Es heil3en ét = (S%/Bt,...,S?IBt) der diskontierte Preisproze3 und

V&(x) := VB, der diskontierte WertprozeR. Ferner seien {R¥} die Renditen zu {3}, also:

éi: = é‘:_lml + |U:\’it() = Sg[ﬂl + ﬁ;(_) 0.1+ Iilg) 1.

Es beschreibe (x,§) O Rx= stets einen selbst- finanzierenden Portfolioplan & mit einer

Anfangsinvestition x. Im Fall d=1 kénnen wir St und S% sowie Et und E% identifizieren.

Eswird hier also eine Diskontierung durch den Preisprozeld des O—ten Wertpapiers vorgenommen;
d.h. das Sparbuch wird als Numeraire benutzt. Diesist die gewohnte Diskontierung. Es gilt wegen

—1- & Cryy = & —
Bo—l. V0 (x) =x, SO—SO.

Nun kann eine Reduktion auf den Fall Bt =1 [also gemdl (1.1) auf den Fall re= 0] vorgenommen
werden. Dazu das

1.14 Reduktiondemma. Fir (x,§) DRx= gilt fur 0<t<T:

aVi(x) =€7_ @, dh, Vi) =x+3 €T S

Beweis. Fiir einen beliebigen Plan (x,c) und \7 = \75'°(x) gilt;
Vi =[n,_ B +& B —clB=n,_,+& ;05-c/B, und

V= t1+Et 155 11/B 1:nt—1+zt—1 t—q

aso: V Vt 1= Et 1mst bei ¢, = 0. []

Durch die Diskontierung hat man wegen ét = Bt/Bt = 1 gerade die Reduktion auf Bt =1 erreicht.



Offenbar hat V/3(x) die gleiche Gestalt wie V3(x) in 1.12 (iv) mit AS anstelle von AS und AB = 0
anstelle von AB. Ist man also an dem diskontierten Wertproze3 interessiert, so kann man auch mit

ét und I_5>t arbeiten. Aufgrund dieses Reduktionslemmas wird in vielen Arbeiten von vornherein
angenommen, dal} die Zinssitze gleich 0 sind, also das (eventuell negative) Guthaben auf dem
Sparbuch nicht verzinst wird.

Wir schreiben {G} fiir den Gewinnprozef3 in einem diskontierten Modell, d.h. in einem Modell

mit S, = (ét):
— R | T & -
(1.15) G = G&) = X g &g DSy, & 0=, 0stsT.

Der Ausdruck ¥ r;:l &r 1 mém kann as ein zeitdiskretes stochastisches Integral Ojt £ ds

angesehen werden. Wegen 1.14 gilt also:
(1.16) VE0) =x+ G ®) , dh. V3() = B, x+ Gy®)] fiir (x&) 0 RxE.

Es soll noch die Verallgemeinerung auf nicht notwendig sel bstfinanzierende Plane notiert werden,
die sich aus dem Beweisvon 1.14 ergibt:

117 Lemma V&(x) + ¢/B, = V35 + £]_; S, fir einen Plan (,0).

1.18 Beispiel. Nullkuponanlagen
Die 0-te Anlagemoglichkeit beschreibe wieder die Anlage auf dem Sparbuch mit dem
kurzfristigen Zinssatz.

t

(1.18a) B, =M =1 (1+rm) :
Dabei ist e also der Zinssatz in [t—1,t) und wird als zufallsabhéngig angesehen; es soll e aber in
t—1 bekannt sein, also nur von der Entwicklung bist—1 abhéngen, d.h.
(1.18b) e =: rt(Ht—l)’ t>0, und r1 ist deterministisch.
Eine Nullkuponanleihe mit Félligkeitsdatum 1 (t-Bond) ist ein Titel, der das Recht auf 1 Euro
z.Zt. T gibt. Der Preis daflir z.Zt. t sei p(t,1). Die Zinsstruktur (term structure) z.Zt. O ist gegeben
durch die initiale Zinskurve 1 = p(0,1). Dabel kénnen die p(0,t) als Diskontierungsfaktoren
aufgefaldt werden. Kauft man z.Zt. t etwa x T—Bonds, t<t<T, zu einem Preis x [p(t,T) bei einem
Kursp(t,1), so erhélt man z.Zt. T gerade x Euro; dabei ist

— _ 1
(1.18¢) p(t,t) = 1, p(t,t+1) = T+r,
Der Einfachheit nehmen wir an, da? Anlagen mit einem Félligkeitstermin 1<T nach T mit der
kurzfristigen Zinsrate weiterverzinst werden.



Wir fassen einen T—Bond als Wertpapier auf mit Index T und setzen

T._ IT._p(t
(1.18d) St =p(t,1) , Ost<r, St =0 m=T+1

a+ rm) , O<t<T, mit p(t,1) := 1 fir t>1.

@a+ rm)} , TI<T, d.h.

T._ t
St = p(t, ) Mm=T+1

(1.18¢) S, 1= (St Sp).
Kauft man also z.Zt. t etwa x T—Bonds, so zahlt man x [SE und hat z.Zt. n>t dann x [S:] Euro.
Bei der Modellierung des Preisprozesses SE durch einen stochastischen Prozel3d muf3 man also

einen "Brickenprozel3" konstruieren, bei dem der Anfangswert SB = p(0,1) und der Endwert Si =
p(t,1) = 1 vorgegeben sind. Die Endbedingug p(t,1) = 1 schafft auch eine Kopplung zwischen den

Preisprozessen (Sb, 1<1<T. Darauf soll spater eingegangen werden. | |

Im Mittelpunkt wird die Bewertung von Derivaten stehen. Dies sind Vertrdge, die einen
Zahlungsstrom {X,, 1st<T} zusichern, der sich aus der Kursentwicklung {S;} herleiten laBt in der
Weise, dal3 etwa Xt = L|Jt(S ""’St) gilt. Dabel sei AXt die Zahlung in t und Xt die Gesamtzahlung
in 1,...t. Allgemeiner und einfacher soll der Zahlungsstrom durch Abbildungen beschrieben
werden:

W, Qt R mit Xt = L|Jt(Ht).

Fur diesen Vertrag muf3 z. Zt. O eine Pramie (ein Preis) bezahlt werden, die gerade die Bewertung
des Finanztitels darstellt. In der Regel setzt sich diese Pramie additiv aus Pramien fir die
einzelnen Zahlungen Xt zusammen. Deshalb genligt es fur einen grof3en Teil der Theorie, sich auf
eine einzige Zahlung zu beschrénken, also auf den Fall:

Xt =0 firt<T, XT = X.

1.19 Definition. Ein Zahlungsanspruch (contingent claim) ist eine Zva X auf (Q,P).

Bei Optionen z.B. wird dieser Zahlungsanspruch X in jedem Fall nichtnegativ sein, sodald der
Vertragsunterzei chner (Kaufer) also ohne die Pramie in jedem Fall einen Gewinn erzielen wiirde.
Im klassischen Fall wirde E[X/BT] as faire Pramie angesehen werden — unabhangig von der
hier vorliegenden Situation eines Finanzmarktes.

Hier kann aber eine andere Antwort gegeben werden. Dazu betrachten wir die folgende Situation:
Es sei d=1. Wenn der Verkaufer z.Zt. t durch einen Vertrag eine Zahlung X = a[ST zusichert, so
ist a[SO eine faire Prémie; denn offenbar kann der Verkdufer die Pramie von a[SO sofort in das
Wertpapier investieren und hat dann z. Zt. T den auszuzahlenden Betrag X = a[ST zur Verfigung.

Wir kénnen auch 1.14 heranziehen. Mit x = a[SO = a[%o, Et = a gilt gerade:
v T v o
x+Gr=aby+ 31 ad§ =ams =XB, dso Vix)=X.



Der Verkdufer geht dann also kein Risiko ein. Ebenso kann der Kaufer anstelle des Vertrages
selbst a[SO z.Zt. 0 in das kursabhangige Wertpapier investieren. In dem Sinn sind also die Pramie
und der Vertrag gleichwertig. Dies gilt noch in allgemeineren Situationen.

1.20 Definition. Ein Zahlungsanspruch X heil3t erreichbar (attainable) oder duplizierbar

[durch (x,§) D Rx=], wenn gilt: V.Er(x) =X,dh x+ GT(E) =X = X/BT, flr einen
sel bstfinanzierenden Plan & mit Anfangsinvestition xOR.

1.21 Bemerkung. Ein Zahlungsstrom {X,, 1<t<T} heif3t erreichbar, wenn ein x U R und ein

Plan (€,c) existiert mit V&%) =0und ¢, =X, t=1,..,T.
Esist leicht zu sehen, dai3 die beiden Definition konsistent sind; d.h. ein Zahlungsanspruch X ist
genau dann erreichhbar, wenn der Zahlungsstrom (Xl""’xT) = (0,...,0,X) erreichbar ist. [ |

1.22 Definition. In der Stuation V.?(x) = X ig x ene faire Pramie fir den
Zahlungsanspruch X.

In der Situation von 1.22 kann sich der Verkdufer namlich gegen den Zahlungsanspruch X
absichern (hedging), indem sie die Pramie x benutzt, um gemaf? (x,§) zuinvestieren. Dann hat er

z. Zt T den Betrag V.Er(x) =X zur Verfigung. Das gleiche kann jeder andere Marktteilnehmer tun.
Im néchsten 82 wird in einem speziellen Modell gezeigt, dal jeder Zahlungsanspruch erreichbar
ist und somit vollstandig abgesichert werden kann. X kann i.a. durch mehrere Plédne erreichbar
sein. Dann ist die faire Pramie eindeutig bestimmt [bei Arbitragefreiheit vgl. 1.17 und 1.20].
Entsprechendes gilt flr einen erreichbaren Zahlungsstrom.

1.23 Beispiel. Bewertung von Optionen. Es sei d=1. Eine européische (Kauf-) Option [call
option| ist ein Vertrag, der dem Kéufer das Recht einrdumt, zum Falligkeitstermin T (maturity
time, exercise time) fur einen festen Wahrnehmungs- / Basispreis K (exercise/striking price),
unabhéngig von dem vorliegenden Kurs ST a Anteile des Wertpapiers zu kaufen, z.B. K = a[SO.
Dann ist der Gewinn des Kaufers und damit der Verlust des Verkaufers

X = Y(Sp) = [aS —K] ™,
Esigt also glnstig flr den Ké&ufer, wenn der Kurs steigt; esist glinstig fir die Bank, wenn der Kurs
fallt. Um den Verlust bei steigendem Kurs abzusichern (hedging), kann die Bank selbst
Wertpapiere kaufen . Dadurch kann es auch ginstig fir den Verkaufer werden, wenn der Kurs
steigt. ||

Einenaheliegende Forderung an den Markt ist der AusschluR von sogenannten
Arbitragemdglichkeiten; nur so kann eine Stabilitat des Marktes vorliegen.



1.24 Definition. Eine Arbitragemiglichkeit ist gegeben, falls ein (x,&) 0 Rx= existiert,

sodald gilt: (i) x =0, (ii) V1E.(x) >0, (iii) V.ﬁ.(x)(oo) >0 fur (mindestens) ein w.
Liegt keine Arbitragemdglichkeit vor, so heil3t der Markt arbitragefrei.

Kein Marktteilnehmer hat die Mdglichkeit, Gewinne zu realisieren, ohne ein Risiko einzugehen.
Wenn fir & die Chance besteht, dal3 V.?(O) > 0 ist, so mul3 auch die Chance bestehen, dal3

V.Er(0)<0 ist. Andernfals wirde jeder Marktteilnehmer eine solche Arbitragemdglichkeit
ergreifen und der Markt kénnte nicht mehr im Gleichgewicht bleiben. Arbitragemdglichkeiten

kdénnen bereits im diskontierten Modell erkannt werden. Wegen \U/.?.(x) =X+ GT(E) = V.Er(x)/BT
mit BT> 0 gilt offenbar:

1.25 Lemma. Eine Arbitragemdglichkeit ist genau dann gegeben, falls ein & 0 = existiert
mit GT(E) >0 und GT(E)(w) > 0 flr ein w.

1.26 Beispidl. Eine Arbitragemdglichkeit liegt vor, wenn die Rendite einer Anlage in
einem Zeitpunkt stets tber der einer anderen liegt, also etwa Rt 21, Rt " gilt. Dazu betrachten
wir den Fall d=1. Der Einfachheit halber schreiben wir St(oot) = St(w) far wt:H(oo) und
entsprechend fir andere adaptierte Prozesse (vgl. 1.31). Ferner konnen wir schreiben:
H,[_1 = ht(Ht) flr eine gewisse Funktion ht' Dann liegt eine Arbitragemdglichkeit vor, wenn fir
ein t=1 und ein oo:; die folgende Situation vorliegt. Dabel sei m’t‘_l = ht(u)’{) die durch m’t‘

festgelegte Vorgeschichte; ferner betrachten wir ale Wy mit der gleichen Vorgeschichte w’{_l,

also mit Wy_q = ht(oot). Nun sai:
Rt(oot) > rt(wt) 0 000, mit Wi g = ht(mt) [bzw "<
Rt(w’,E) > rt(w’t‘) [bzw. "<"];

d.h.: ét(oot) > ét—l(‘*”i—l) 0 @ 0Q, mit ;= hy(w,) [bzw "<"]

Siw) > S_q(@f ;) [bzw."<"].

Einen Plan kann man nun so wahlen, dal3 man z.Zt. t—1 bei Vorliegen von wj_, einen Anteil des
Wertpapiers kauft und dafir Geld (Euro) leiht. Sonst wird nicht in das Wertpapier investiert. (Ab t

wird dann allesin Euro angelegt.) Setze also Et—l = 1A und Em: 0 sonst mit
t—1
A= {Hy, =0} 5 danngilt:

T o o

Gt = (AS. =1 [AS, =2 0 und >0 auf A #10.
m -1 t

T Im=18ma A ¢
Nach 1.25 liegt also eine Arbitragemdglichkeit vor. []

1.27 Gesetz des einen Preises. Ist der Markt arbitragefrel, so ist die faire Pramie fur
erreichbare Zahlungsanspriiche eindeutig bestimmt, d.h. unabhdngig von der Wahl des
(duplizierenden) Plans.



Beweis Sei X/B=x+Gp(§) =%+ GT(E) LZ.2.ist: X = X.

Wire etwa x < X, so setzen wir o := X —x > 0. Dann folgt:

0= x—%+Gp(§) — GT(E) , also: GT(E—E) =a > 0.

Also wiirde ¢ := (Et—ét,Ost<T) eine Arbitrageméglichkeit bieten. []

1.28 Beispiel. Verkaufsoptionen (put options) .

Sei wieder 0.E. d = 1. Hier werden Vertrage betrachtet, bei denen dem Kaufer der Option das
Recht eingerdumt wird, zum Félligkeitstermin T fir einen festen Basispreis K unabhéngig vom
vorliegenden Kurs S.I. aAnteile des Wertpapiers zu verkaufen. Bei Optionen hat der Kaufer
wieder ein Wahlrecht; er kann die Option verfallen lassen. Dann ist der Verlust des Verkaufers

und der Gewinn des Kaufers X = (K — a[ST)+.

1.29 Beispiel. Termingeschifte (Forward—Kontrakte). Sei 0.E. d=1. Bei Termingeschaften mufid
das Wertpapier in jedem Fall zum festgesetzten Preis gekauft bzw. verkauft werden. Hier ist der
Gewinn des K&ufers des Kontraktes

X:a[ST—K bzw.X:K—a[ST.

Dieser Zahlungsanspruch ist offenbar immer erreichbar. Im Fall X = a[ST — K gilt etwa:

—_ T = = T S i = i
X/B = [alB)— K/By] + [alB;-als,] = [alB)—K/By] + 34 AS, mitg, :=a Alsoist

&1
dann a[SO — K/BT (Preis z.Zt. 0 — Gegenwartswert vom festgesetzten PreisK) die faire Pramie.
Betrachten wir speziell ein Devisentermingeschéft, bei dem in T a Dollar zum festen Preis K
gekauft werden konnen. Es beschreibe Dt den Dollarkurs. Es soll die Mdglichkeit bestehen, die
Dollar auf dem amerikanischen Markt zum dortigen Marktzinssatz r' anzulegen. Dann ist zu
setzen:

St = (1+r')tDt, aDT =ar ST mit ap = al(1+r')T, X = a[lDT —K= aT[ST —K.
Alsoist jetzt ar D~ K/(L+1)" = al(1+r) Dy~ K/(1+1)" diefaire Pramie
Macht man noch den Ansatz K =: y@DDO , SO ist bei der Wahl von y = (1+r)T/(1+r')T die faire
Pramie gerade gleich Null. Dabei ist yDD0 der sogenannte Terminkurs, bel dem keine zusitzliche
Préamie bezahlt werden muf3. Ist der amerikanische Marktzinsr' héher alsr, gilt y < 1.
Man kann sich das direkt tiberlegen:

Z.Zt. T hat der Verkdufer a $, die er auf Grund des Vertrages zu einem Preis K verkaufen mul.
Er kann bereits z. Zt. 0 Uber K verfligen, indem er einen Kredit aufnimmt zu einem Preis von

K(1+r)_t Euro. Andererseits kann man auch z.Zt. 0 Uber die a $ verfligen, indem man einen

Kredit Gber a$ aufnimmt. Dieser Kredit kostet a(1+r')_t $= aEIDO(1+r')_t Euro.
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Ein faire Pramie flir diesen Vertrag ist al'so gerade: a[lDO(1+r')_t - K(1+r)_t. [

Im nachsten Paragraphen betrachten wir die folgende Situation:

1.30 Definition. Ein Markt heif3t vollstandig, wenn jeder Zahlungsanspruch erreichbar ist.

In einem arbitragefreien und vollstdndigen Markt existiert also nach 1.22 und 1.23 zu jedem
Derivat mit einem beliebigen Zahlungsanspruch ein eindeutiger fairer Preis.
Fur eine einfachere Darstellung prazisieren wir noch die folgende:

1.31 Konvention. Ist {Z,} ein d—dimensionaler adaptierter stochastischer Prozef3, so gilt
Z,={y(Hy), also
Ht
Q —Q
2 7

Dann bezeichnenwith auch oft mitZ wir schreiben also Z(w ) Z(w) furoo Ht(oo) [

Bei der Modellierung von stochastischen Finanzmérkten verwendet man oft den folgenden
Ansatz:

1.32 Typische Situation: Es ist Qt =Elund Q = QT fur einen (hier endlichen) Raum E.
Bezeichnet dann It - Q r» E die t—te Projektion, so kann It als die Information interpretiert
werden, die man in t neu erhalt. Dann setzt man H, = (ll""’lt) = (Ht—l’lt)' []

In der Situation 1.32 bedeutet die Konvention 1.31 gerade, dal3 man Zt(i 1""'it) schreibt, wenn
Zt(i 1""'iT) nur von (il""’it) abhangt.
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§2 Das Binomiamodell.
Es soll zundchst eine Beschrankung auf die diskontierten Gré3en vorgenommen werden. Dann

beschreibt S die diskontierte Preisentwicklung des Wertpapiers.

Alserste Verallgemeinerung des deterministischen Falles sieht die Modellannahme vor, dal3 die
Renditen durch Zahlen 0 <d <1 < u< oo beschrieben wird, so dal3 gilt:

1+ R, 0{d, u}, [dwie"down", uwie"up"].
Es soll also ein Modell betrachtet werden, in dem sich der (diskontierte) Kurs nur um einen Faktor

d nach unten oder um einen Faktor u noch oben bewegen kann. In den Féllen "l1<d<u" und
"d<u<1" ergaben sich Arbitragemdglichkeiten gemaf3 1.26.

Das 1—Perioden—Moddll:

Essel T=1, Q = {d,u} , SO>0 gegeben, él(i) = i B, wIQ. Es wird kein W—Mal3 vorausgesetzt.
X sei der (diskontierte) Zahlungsanspruch zu einem Derivat, setze:

x; 1= X(i) fur i0{d,u}.
Es soll gezeigt werden, dal? im vorliegenden Fall X stets erreichbar ist.

2.1 Lemma. Das Gleichungssystem x + & [i (B5=Spl =% » i0{d,u}, in (x,E)DIR2 hat eine
eindeutige Losung; dabei ist:

X=Pg*g T Py 13 [SO = (xu—xd)/(u—d) , d.h.

£=3:= 5>”</5é1 mit 3X = X (u) — X(d), 5é1 = “1(u) - él(d),

_u—-1 ._1-d =
Pe=u—d Pu=u—d> und 0<p <1 pgp,=L

Dabei heildt & = & auch Hedge-Ratio und wird bei Optionen als Delta bezeichnet. Dieser Wert ist
offenbar unabhangig von der Diskontierung wegen oX := X(u) — X(d) = (1+r0) [3X und 681 =
S1(U) — S (d) = (1+r) mél.

Wirde él mehr als zwel Werte annehmen, so héatte man fir die beiden Unbekannten x und & mehr
alszwel Bestimmungsgleichungen. Der Beweisvon 2.1 ist einfach.
X ist aso erreichbar durch (x,§).

2.2 Bemerkung. Wahit man ein kiinstliches W—Maf3 P* auf Q mit dal3 P*[{i}] = p;, s
gilt:
x=E*[X], E*[S;]=S, wegen
(2.3) pdm + pum =1
P* ist das einzige MaR mit E* [S,] = S
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In dem Fall x,=0<x , etwabei X = [S; — K]* mit d[B,<Ksuls, , gilt: & [5y>x; zur

Absicherung von X mul also zusitzlich Geld geliehen werden, um in das kursabhangige
Wertpapier gemal3 & zu investieren. ||

Das T—Perioden—Modell.

Modell: Es liege die typische Situation 1.32 vor mit E = {d,u}. Dabei sei 1+Fu{t(oo) = It(w) = it
firw= (il,...,iT); sel SO>O gegeben, St = ItD.. [I]l[SO: It[St_l.
Eswird kein W—Mal3 vorausgesetzt.
1( 1) (wt—l’u)
Sa@D\
d5_5(@_y) = §(0y_y.0)
Es soll wieder gezeigt werden, dal3 jeder Zahlungsanspruch erreichbar ist.

24Lemma. Zu X : Q+~R existieren (x,£) 0Rx=, sodaR? gilt:
T oo
X+3i-98 1 [AS =X aufQ, I<t<T.
Dabei ist

X= 3 o ﬂ)iZD..miTDu((w) mit p, wiein 2.1,

1,...,|T)DQ i

Bew. von 2.4. Wir verwenden wieder die Konvention 1.31 und konstruieren rekursiv die Werte
t( ) = VE( ) und die Investitionen Et( ). Setze VT(oo) = X(w). Zu Wy, t<T, wéhle rekursiv

—Vt( )undE Et( )gemaBZlmltS( )undV |)stattS bzw. X als Lésung von

(@
t+1
X+ & t( ) S(mt)]—[x+zm +1( Ja) = ] t+1( i) farid{d,u}.
Dann erhdlt man
V(@) + E(@) DS, 1 (9 ) = Ve (@prp) + @ppq0 {00, (@0)}

Daraus ergibt sich mit x := VO:

v )

Vi +Z mete1 Em-1 B8 = X
x+z E ms —x+G(£) X. []
Man bezeichnet Vt als den diskontierten Wert des Zahlungsanspruchs in t, denn man kann mit \7t

und & offenbar X in den verbleibenden Perioden duplizieren. Mit Induktion erhalt man dabei:
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Vi@ = z(|t+1,...,iT) Py ﬁ’iHZD"miTDu((‘*’t'it+1""’iT)'
(2.5) t(oo) ESVt +1(oo)/ES +1(oo) mit

2.6 Darstellung von x:
P* sei ein kiinstliches W-Mal3 auf (Q,33(Q)) mit P* [{(iy,...ip)}] = pi Cp, D..ﬂ)i , also
T

Pefly =i Pelly =i | LLIP[lp =ip] mit Pl —|]—pl

pelp =il =
In Hinblick auf die Binomialverteilung ist es gunstige, die It auch durch {0,1}—wertige Zva ‘]t Zu
beschreiben gemaf ‘]t = 1{u}(|t) :

Mit den (It) sind auch die J,, 1<t<T, unter P* unabhdngig und identisch verteilt, und man hat:
(2.6a) JtEb(l,pu) (unter P*)

(2.6b) ét:|t[é -dEQd) t 1 oder logl =logd +log(wd)Cd,.

Von der Beschreibung durch die Binomialverteilung werden wir noch Gebrauch machen. Unter
P* beschreibt der Prozel3 eine sogenannte geometrische Irrfahrt (ein zeitdiskretes Analogon zur
geometrischen Brownschen Bewegung). Dieser Name resultiert aus der Darstellung

ét = Sy @xp{ Zr:[nzl log(l ) };

dabei bildet der Exponent als Summe von unabhangigen und identisch verteilten Zvaein Irrfahrt.

Unter P* gilt:

0) x=E*[X],

(ii) E* [Siy11H; = 0] = S(w), 0st<T,
(iii) Vt(‘*’t) = E* [X| H=wy].

Dabei ist E* [Z|A] = Z(w) P* [{w}|A] = Z(w) P*(w) / P*[A] .

2110 2 (A
Die Eigenschaft (ii) besagt gerade, dal? { ét’ O<t<T} ein Martingal ist. P* heif3t deswegen auch
Martingalmal3. Der Beweis folgt leicht aus (2.3); es ist sogar das einzige Martingalmali3. Die
Eindeutigkeit folgt daraus, dal? es nur eine Losung (pd,pu) gibt mit pd+pu:1 und (2.3).

Wegen der Unabhangigkeit von Ht und (It+1,...,l.|.) gilt ferner

E* Du( | H ] =B [X( b t+1’ o T) H{Ht:oot}]/Pk [Ht:w] E* [X( b t+1’ o T)] [
Oft wird auch die Modellannahme mit einem W—Mal3 P formuliert, das wie P* aussieht mit einem

anderen Parameter p anstelle von P*. Dann bedeutet der Wechsel von P gerade einen Wechsel
vom Parameter p zu p*. Offenbar wird dieses W—Mal3 P aber nicht benétigt.
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Nun soll ein beliebiger Zinssatz o zugelassen werden. Es liege also die Situation (1.1) vor mit
— _ t
rm—ro,also Bt_(1+ro)'
. . (o s te) . -
Wir setzen hier St = [— Bt [St = (1+ro) [St] = (1+r0) [I]t [St_l, aso gilt:
St {d Eﬂ1+ro) 5 1 uEQ1+rO) [St_l} ,  mit d[ﬂ1+r0) < (1+ro) < uEQ1+rO) :
u Eﬂ1+ro) [St_l(wt_l) = St(wt_l,u)

St-1(%9)
diI+te) [5_q(y_q) = Se(wy_q.d)

GemdR 1.20 und 2.4 ist jeder Zahlungsanspruch erreichbar mit einer Anfangsinvestitin

x=E*[X/B;] = E* [X]. Hangt X in komplizierter Weise von w ab wie bei sogenannten
exotischen Optionen, so muld x ber diesen Erwartungswert berechnet werden, der eine Summe

mit 2T Summanden darstellt. Bei exotischen Optionen hat man oft eine Darstellung der Form
— Py _el T
X = f(maxlstsT St)’ X = f(m'nlstsT St) oder X = f(T ztzl St)'

Im Falle einer europaischen Kaufoption, also fir X = (ST—K)+ erhdlt man eine geschlossene
Losung. Aus 2.4 und 2.6 ergibt sich dabei

X = (8~ K)" = (8p-K) /By =x + G() mit K:=K/By
fiir ein (x.£) DRx= mit x = E*[(§;—K)"] .
Alsoist X = (ST—K)+ gemal 1.20 erreichbar und somit x eine faire Pramie. Esfolgt:
x=E*[(5—K)"] = E*[(5;K)Ar]  mit
M= {8, >K}={1,0,0.0,5,>K} = {31 _, log(l,) > log(K/S,)}.
Wegen Iog(lt) = log(u/d) E]lt +log(d) gilt
2.7 r = { log(uid) (] _; 3, + T og(d) > log(K/S,) }

= { 32y [log() @ + log(d) H1-3)] > log(K/Sy } = {5] 1 & >a)
mit
(2.8) a= aO(SO) = (Iog(K/SO)—T Hog({ 1+r0} [d))/log(u/d) .
Dabei ist gemal’ (2.6a) die Zva z-'lt-:l Jt unter P* b(T,pu)—verteiIt.
Sel P =Ry 0 und P ein weiteres W—Mal3 auf Q mit P'[{(il,...,i.l.)}] =p Op Ch.Op . Dabei ist
1 2 T

P wegen (2.3) ein W—Mal3. Unter P ist dann z-trzl Jt entsprechend b(T,p")—verteilt, und es ergibt
sich fur x die Darstellung:
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)

X= 2y i)l Py P, H LT BB B B = K]

=S, p b O.0p —KO3 p. p. O.0p ,aso
0 =odlr |1 |2 'T wllr |1 |2 |.|.

(2.9) X = X(SyudKr )= Sy [ —KP*[I]
= S @ (@ =K Q) " o, @
mit
_u—-1__1-d _.._
(2.10) Pe=u—dPu=u—da Pi=h0

- T, .t Tt _
P (@ = T aeqer (P HLP) =B ([a)).
Dabei ist (2.9) die Bewertungsformel flir Optionen im Binomial modell; dDT =1-0

0 T, ist dabel
gerade die Verteilungsfunktion zur Binomialverteilung b(T,p).

Spéter konnen wir zeigen, dal3 im Falle 1 + R, 0 [du] anstelle von 1 + R 0 {d,u} diese
Bewertungsformel eine obere Schranke fiir einen Preis darstellt.

2.11 Bemerkung. Sei \7t der diskontierte Wert der Option wie im Beweis von 2.4, aso
X = \70. Dann erhalt man wie oben:

v o e _ u t_T _ v

Vi = @T—t,pa(at(st)) — K+ @T—t,pu(at(st))
mit ao(s) wie oben und allgemein

at(s) := (log(K/9)—(T—t) og({ 1+r0} [dl))/log(u/d) .
Ferner ergibt sich fiir die Zahl Et, die die Anzahl an Wertpapieranteilen zur Absicherung angibt
und Hedge—Ratio oder Delta genannt wird, gemaf3 (2.5):

155 —ov. s, . = M) T Ve @S
t+1 7Tt+l t+1 T+l u[ét B d[ét

Offenbar ist 6,[ ein Differenzenquotient; im zeitstetigen Fall hat nan dann die partielle
Ableitung. [ ]

Et:6t:: oV

2.12 Bemerkung. Die Darstellung (2.9) und die Darstellung x = EO[SO +Ng legen die
Vermutung EO = (DT o’ (@ ? nahe. Diesist aber i.a. nicht richtig. Wir wollen dies fir T=1 und
Hu

rO:O untersuchen.
Geméal 2.1 ist: EO = (xu—xd)/(u—d)So. In dem allein interessanten Fall: d[$O<K<u [SO ist xd:O
und xu:uSO—K, aso EO =(u-— K/SO)/(u—d).

Andererseitsist wegen d<K/SO<u: O<a<l,aso [a| =0 und @, .. (0) = P, = (u—dmw)/(u—d) .

1p
u
Die Vermutung gilt also im Fall: K/S; = d[i. Wir wissen aber nur: d<K/Sy<u und d<dli<u. []
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Konvergenz gegen ein zeitstetiges Modell.

Nun soll die Periodenldange, also die Zeitspanne zwischen zwei mdglichen Aktionen, immer
kurzer gewahlt, der Falligkeitstermin TOR aber konstant gehalten werden. [Im Zeitalter der
Computermérkte werden die Periodenldngen tatsichlich immer kleiner.| Das Zeitintervall [0,T |
wird in n Perioden der Lange T/n unterteilt. Wir erhalten ein zeitdiskretes n—Periodenmodell.

Dabei muR die Verzinsung fiir das Intervall [0,T] und damit K konstant bleiben. Wir setzen

1+ry)t=€T asoKk=k® T,

dann kann r>0 als die Zinsrate fir ein zeitstetiges Modell interpretiert werdend.
Mit kleinerer Periodenldnge miissen auch kleinere Werte fur die Sprunghéhen u und d angesetzt
werden. Die richtige Wahl wird sich aus dem zentralen Grenzwertsatz ergeben. Sel

U :=log(u), D :=log(d), Y= zr?]:l[u 3, * DEQl—Jm)] ;
Dann ergibt sich aus (2.7) [jetzt mit nstatt T :

M= {Y,>log(KiSy}, S =S,exp{Y}.
Gemal (2.9) haben wir die folgende Darstellung fir den fairen Preis x:

x=S,P[Y > |og(k/so)] —KP* Y > |og(R/sO)1 .
Unter P* und P sind die J . unabhangig mit P*[J =1] =p =1-P*[J =1] bzw. P[] =1] =
p,=1- P'[Jm: 1]. Somit ist Y, Summe von unabhangigen, identisch verteilten Zva unter P*
und unter P. Wir gpezidiseren jetzt noch weiter und wahlen hier:

U=-D ,dsd=1
Wenn wir jetzt Verteilungskonvergenz von Yn unter P und P* gegen eine Normalverteilung
nachweisen konnen, so haben wir auch Konvergenz der Verteilungsfunktionen F’[Yn <y]| und
P[Y, <yl vonY firaley OR. Damit erhalten wir auch den Grenzwert von x. Diese
Verteilungskonvergenz wird hier mit Hilfe des Stetigkeitssatzes von Levy—Cramér jeweils Uber
die Konvergenz der charakteristischen Funktion (CF)

¢() = E* [exp{isY }] = E* [exp{is(UL); U [{1-J))}] :
gezeigt werden. Esgilt

(2.13%) Unter P* hat Y die CF (9) := (p, (&S + py V)",
und entsprechend gilt:
(2.13) unter P hat Y dieCF q)r'](s) = (|OL'J [eiSU +py @—isu)n.

Dabei hat man nach (2.10):
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py=(1—e e’ —e )=
2

2
|
U - fU” + (2)(U )):%_%U+0(U), wegen —2— = 1+0(U) , also:
2U + O(U ) 1+0(U)
pu_pd:Zpu_]_:_%U+O(U).
Esfolgt:
019 = [Py L +isU ~ 12U + o(UA)] + py {1 —isU — SPU% + (U] |

= [1 +isUp,py) — 47U + o(uz)] n= {1 _lisu2—12u2 + o(uz)] n

Ein geeigneter Ansatz ist, dal3 U2 proportional zur Periodenldnge T/n ist. Wir wahlen :
(2.14) v o2tk

Dabel ist o ein Mal3 fir die Fluktuationen des Kurses. Je kleiner die Periodenldnge ist, desto
weniger gravierend ist tbrigens die Beschrankung fiir St auf zwei Werte bel geg. St—l' Dann
ergibt sich

059 = [1-1 (s+ @ +o@)|" + exp((is+s)B20T)
= exp{(-} 02[T)0s — } [{o2(T) E'BZ} :
Diesist die CF zur Normalverteilung N(— 02 [T,02 [T) mit der Verteilungsfunktion

y = ®((y + }02[T)/oy/T), wenn @ die Verteilungsfunktion zu N(0,1) ist. Nach dem Stetigkeitssatz
von Levy—Crameér folgt

Die Verteilung P’*YH1 von Yn unter P* konvergiert schwach gegen N(—02[T,02(T); dies

impliziert die Konvergenz der Verteilungsfunktionen .

[Wegen U2= 02% héangen die p; und damit P* von n ab. Man mif3te also eigentlich PF] und

PﬁYHl schreiben; deswegen ist auch der zentrale Grenzwertsatz nicht direkt anwendbar. |

Esfolgt: P* [Yn >y]| +1—d((y +402[T)/oyT); dabei gilt bekanntlich: 1-®(x) = d(—x).
Somit erhalten wir:
P[] »1—d( [|og(k/so) +102[T]/oyT)) = &( [log(solk) — 02T /oyT).
Ebenso zeigt man mit pl'J =py (W= Py (wegen u[d=1):
P[] ([ |og(so/k) +102[T]/ayT).
Insgesamt ergibt sich also aus 2.9 mit K =e ' '
2.15 Satz. Fiir nsoo gilt: x - T(r,02 EF,SO,R) =
So( [Iog(SOIK) +102[T]/oyT) — K [a( ﬂog(so/k) —}102[T]/oyT) =
Sp P([10g(Sy/K) + (r++02)T]/oyT) — K radl [p([log(SyK) + (r—02)T|/oyT).
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Diesist die Black—Scholes—Formel fiir die Bewertung einer Option in einem zeitstetigen Modell.
Dabei ist

r die Zinsrate im zeitstetigen Modell,

02 die sog. Volatilitat als Mal? fur die Kursschwankungen,

SO der Kursz.Zt. O,

T der Félligkeitskeitstermin der Option,

K= KerT der Wahrnehmungspreis der Option.

Esgilt die folgende interessante Beziehung:
2.16 Satz. 02 - n(r,02T,SO,R) ist isoton.

ImFall Sy= K ist die Aussage offensichtlich.

Bewels des allgemeinen Falles: Wir berechnen g—y Tt(r,yz,So,R) , mity := oJ/T. Sel dazu ¢ die
Dichte der N(0,1)—Verteilung. Mit z := SOIK gilt:

(ry* SoKIIK = 20(og z + by) ~ d(log 2~ by) , dlso

& Ty SpK)

| | 2, 1 | 2

= 2(jlog z +2y) [ log()/y™ +3) — ¢(Flog 2 —3y) L= log(@)ly™ —3).
Wir dividieren durch ¢(>—1/Iog 7 — ly): wegen d(a+rb)/d(ab) = e 2P g g—y n(ry?.SyK) > 0
aquivalent zu:

206199201 log(2)ly® + 1) > (- log@)ly” ~ ) , dsozu § >4 wegenz[& °9Z=1. ]

Das folgende Diagramm zeigt Wege zur Berechnung der Black—Scholes— Formel:

zeitdiskretes Modell — zeitdiskrete Formel
| |
zeitstetiges Modell —  zeitgtetige Formel

Hier sind wir den Weg vom zeitdiskreten Modell zur zeitdiskreten Binomiaformel gegangen mit
Hilfe einfacher Arithmetik und dann von der zeitdiskreten Formel zur zeitstetigen Black—Scholes—
Formel durch einen Grenziibergang analog zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes. Der
Grenzibergang vom zeitdiskreten Modell zum zeitstetigen Modell wird durch das
Invarianzprinzip von Donsker geliefert, der eine Ausdehnung des zentralen Grenzwertsatzes auf
stochastische Prozesse darstellt. In  dem zeitstetigen Modell kann die zeitstetige
Black—Scholes—Formel mit Methoden der stochastischen Analysis hergel eitet werden.
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2.17 Bemerkung. Die Darstellung des fairen Preises fir X = [ST - K]+ als gewichtete
Differenz von Wahrscheinlichkeiten ergibt sich auch in allgemeinen Situationen.

Ist P* ein Martingalmal3, also der diskontierte PreisprozeR S ein Martingal unter P*, so wird sich
E* [X/(1+ro)T] asein Kandidat flr einen Preis erweisen. Unter P* ist insbesondere E* [éT] =Sy
Damit ist P[] := E* [1 [5/S,] ein W-MaR und esgilt mit I := {S. > K}:
+ T & T
E*[(S—K) /(A+r) | =E*[(S; —K) A [ =Sy [I] — (K/(A+r) ) P[] . []

2.18 Bemerkung. In einem Modell mit d = 1/u, also log d = — log u = —U gilt wegen

v

Sy/Sm_q 0 {d,u} offenbar Alog S 0{-U,U} und somit:

(Alog ém)z = U2 und
1cn & V2%
(2.19) {ﬁ 2 =1 (Alog Sm) P2 =Uu.
In der Realitdat werden diese Beziehungen nicht streng gelten, da das Modell die Wirklichkeit nur
annahernd beschreibt. Die Beziehung (2.19) legt aber nahe, die dort angegebenen Grofien als
Schatzer fir U zu benutzen auf Grund einer Beobachtung von Daten (iber n Perioden.

LaRt sich die tatsachliche zeitliche Entwicklung des Kurses auf dem Markt durch ein W—Mal3 P
bescheiben, dal’ die gleiche Gestalt hat wie P* nur mit einem anderem p anstelle von P O sind

die A log ém’ 1<msn, wieder unabhdngig und identisch verteilt. Dann ist (2.19) in Hinblick auf
den zentralen Grenzwertsatz ein naheliegende Schdtzer fur E[{A log él}z], also auch fur

Var[Alog S, ] fir den Fall E[Alog S;] = 0.

Uber die Beziehung (2.14) erhdlt man ebenfalls eine Schatzung fir U, wenn man eine solche fir
die Volatilitit o hat. Fir o stehen gute Schétzer zur Verfligung; so werden auch laufend
Schatzungen fur o verdffentlicht. []



20

§ 3 Die Fundamental sitze.

Ist ein Zahlungsanspruch X erreichbar mit einer Anfangsinvestition x, so wissen wir, dal3 x ein
fairer Preis fr den zugehtrigen Kontrakt, etwa die zugehdrige Option ist. In einem vollstdndigen
Markt ist jeder Zahlungsanspruch erreichbar; somit kann jedem Zahlungsanpruch ein fairer Preis
zugeordnet werden. Im Binomialmodell, das ja einen vollstandigen Markt beschreibt, haben wir

festgestellt, daR sich dieser faire Preis zu X als Erwartungswert E*[X] des diskontierten
Zahlungsanspruchs X bzgl. eines kiinstlichen W—MaRRes P* darstellen lieR, unter dem der
diskontierte Preisprozef {ét} ein Martingal bildete. Wir werden sehen, da3 dies auch in

allgemeineren vollstdndigen Mérkten gilt. Ferner wird deutlich werden, dal3 E* [)?] auch in
unvollstandigen Mérkten ein Kandidat fir einen Preis ist. Die Existenz eines solchen Males P*
wird bereits aus der Arbitragefreiheit des Marktes folgen. Allerdings wird es in unvollstdndigen
Markten mehrere Kandidaten flr einen Preis geben, wenn X nicht gerade erreichbar ist.

Es soll zunichst ein Ansatz fur ein Marktmodell untersucht werden.

3.1 Beispidl. Fiir d=1 machen wir folgenden Ansatz :

3.2 R, = b+o [AW,.

Dabel seien b > —1, die mittlere Rendite, o > 0 der Dispersionskoeffizient oder die Volatilitat und
der Prozefs {W,} ein (zeitdiskretes) weil3es Rauschen. Das heif3t, da3 die {AW, } standardisierte,
unabhdngige und identische verteilte Zva sind. Standardisiert bedeutet wie ublich, daf3
E[AW,]| = Ound Var[AW, ] = 1 gilt. Offenbar ist der Ansatz (3.2) gleichbedeutend mit

(3.3) AS =S, b+ O AW,).

Die Gleichung (3.3) ist eine stochastische Differenzengleichung. Im zeitstetigen Black—Scholes—
Modell wahlt man W als Wienerprozel? und ersetzt AWt durch th; dann gilt stets St>0 . Hierist
far St>0 hinreichend und notwendig:

(3.9 AWt >—(1+b)/o .

In (3.3) werden also die Anderungen ASt proportional zu S,[_1 angesetzt. Bei hohen Preisen S,[_1
wird man héhere Schwankungen erwarten als bei niedrigen Preisen.

Man kann zur Beschreibung des Marktes also die typische Situation 1.32 wéhlen mit It = AWt.
Wird der Zinssatz =r konstant angenommen, so ist (3.3) auch gleichbedeutend mit:

= = C i A 1 - _b - r oo G

Die GréRe b/g = (b—r)/o wird auch Risikopramie genannt. Der Ansatz (3.2) impliziert, daR die
Renditen unabhangig und identisch verteilt sind. Man erhélt auch die folgende Darstellung:

(3.6) S = SpMt_; (1+b+ AW, = Syxp{ 3 _, log (1+b+cAW,)},

asoist {S;} wieder eine geometrische Irrfahrt.
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Das Binomialmodell erhdlt man gerade, wenn AWt nur zwei Werte annimmt. Will man
allgemeinere Abhéngigkeiten von der V orgeschichte modellieren, so kann man ansetzen:

(3.7) AS =S 1Eth 110 1D&W) mit b t—l(Ht—l)’Gt—lzot—l(Ht—l)' [

3.8 Definition. Eine Folge von reellen Zva {M,, Ost<T} heil3t ein Martingal unter P [bzgl.
der durch {Ht} gegebenen |nformationsstruktur |, wenn {Mt} adaptiert ist, also M, = mt(Ht) gilt,
und wenn:

(3.9 E[AM,[H; ;=w, 4] =0 giltfir 1<t<T, w,_,00Q, ,,

Ein Folge von vektorwertigen Zva {Mt, O<t<T} heif3t ein Martingal, wenn jede Komponente ein
Martingal ist.

0Q;_4, insbesondere E[AM 4 | = 0.

3.10 Definition. Ein W-Maf3 P* auf Q hei3t Martingalmaf3, wenn {ét} unter P* ein

Martingal ist. P* heif3t aquivalent (zu P), wenn gilt: P*(w) > 0 0 wIQ. Sei P* die Menge der
Martingalmaf3e und IP* die Menge der dquivalenten Martingal mal3e.

Fir ein W—Mal3 P* schreiben wir wieder E* [...| := [ ... dP*.

3.11 Lemma. Fur ein W-Mal3 P* auf Q sind aquivalent:
i) P OP*;
(i) E*[G(E)] =0 D=
Beweis: a) Sei P* [ P*. Dann hat man:

x| &
E* [GT(E)] = E*[X t=1 EI_]_ mst]
T v
=21 z‘*’t 1 P[H_g =0 q] B*[§;_1 DS [H_1=w_4]

_<T d _ k &k _ _
=21 z‘*’t—l Zp= PR = 0 o [ & (0 o) TEF[AS[H =0 4] =0.

gemal (3.9). Bei der Schreibweise Eit(_l(oot_l) haben wir wieder von Konvention 1.31 Gebrauch
gemacht.
b) Es gelte nun (ii). Zu O0<m<T, 1<j<d, w

Q. 1 definierenwir A := {H } und ein

. m—1D m-1"%m-1
&= gemaB EJ 1= 1A und El,f 1= 0 sonst. Dann gilt GT(E) = 1A erjn; mit (ii) folgt:
E*[AS) (1, = 0 und damit E* [ASJ |A]=0.]

Ein erster, einfacher Schritt zum ersten Fundamental satz ist:

3.12 Proposition. Ist IP* nicht leer, soist der Markt arbitragefrei.
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Beweis. Wir benutzen 1.25. Sei P* [ IP*; dann gilt nach 3.11: E* [GT(E)] =0 0&. Aus GT(E) >0
folgt also: GT(E) =0 P*—f.s. und damit GT(E) =0 auf Q. []

Im ersten Fundamentalsatz soll nun gezeigt werden, dal3 die Existenz eines dquivalenten
Martingalmal3es auch notwendig flr die Arbitragfreiheit ist. Wir schreiben

(3.13) G(=) = {G(€): £ 0=} DRY,
C(Z)={X:QrR DE0= mitX <G(E) }, ds0 G(Z) 0 C(Z) RS,

C(=Z) beschreibt also gerade die Terminalwerte X in einem diskontierten Modell, wenn man ohne
Anfangskapital startet, einen Plan & verfolgt und noch den Betrag GT(E) — X = 0 konsumiert.

EskannR® := {X:QrR} stets mitR| 2| identifiziert werden gemafd

Q

R? OX 0(X(w); 00 Q) ORI

dabei werden auf [RQ bzw. IR|Q| Ungleichungen und Konvergenz immer punktweise bzw.
komponentenwei se verstanden.
Wegen 1.25ist die Arbitragefreiheit aquivalent zu:

(3.14) G(2) n R = {0} mitR? = (X : QR = [0e)}.

Bei Arbitragefreiheit kann G(&)(w) > O flr ein w nur eintreten, wenn auch G(&)(w") < O fir ein
weiteres ' gilt. Die Arbitragefreiheit ist aber offenbar auch aquivalent zu:

(3.15) (=) n RS = {0}.

3.16 Propodition. Ist der Markt arbitragefrei, so ist C(Z) ein abgeschlossener, konvexer
Kegel.

Beweis: Definiert man fir a0R, &,&'0=:
alf = {a [&O,...,a [&T_l} 0=, &+& = {EO+E(')""'ET—1+E1"—1} 0=, soist
(3.17) o [B1(€) = G(a [€) 1 G(3), G(§) + Gr(€) = GHE+E) T G(3).

Alsoist G(=) ein linearer Unterraum von R €] und somit abgeschlossen. Esfolgt auch sofort, dal3
C(=) eine konvexe Menge ist. Die Kegeleigenschaft besagt: o (X 0 C(Z) fir a=0, {0= und ist

offenbar auch gegeben. Zum Beweis der Abgeschlossenheit gelte: C(Z) Dxn + X 0 IRQ, aso
Xn < GT(En) far gewisseEnDE.
Fal 1. { GT(En)} enthdlt eine beschrankte Teilfolge und somit auch eine konvergente Teilfolge
{GT(En.)}. Da G(=) abgeschlossen it, existiert also ein 0= mit GT(En.) -+ GT(E). Esfolgt:

X< GT(E), d.h. X 0 C(2).
Fal 2. ||GT(En)|| -+ . Wir werden zeigen, dai dieser Fall wegen der vorliegenden Beschranktheit
nach unten der Arbitragefreiheit widerspricht.
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Dann wirde gelten Yy = 1/||GT(En)|| -+ 0. Mit (3.17) hat man: ||GT(ynE&n)|| = 1. Damit
existieren {n'}0N, 0= mit: GT(yn. [&n.) > GT(E) und ||GT(E)|| = 1. Wir haben nun

Somit ergibt sich GT(E)zo, GT(E)¢0 fur ein &; diesist ein Widerspruch zu (3.14). Also kann bei
Arbitragefreiheit nur der Fall 1 vorliegen. ||

3.18 Proposdition. Ist der Markt arbitragfrei, so existiert zu Z [0 IRQ\C(E) ein P* 0 P* mit
E*[Z] >0.

Beweis. Wir schreiben hier C = C(Z). Gemill 3.16 konnen wir den Trennungssatz
(Hahn—Banach) anwenden und erhalten die Existenz einer Hyperebene

L (w) X (w) =y} mit gewissen yOR, LDIRQ,

Q
{X OR™; 210
die die kompakte konvexe Menge {Z} und C trennt, d.h. es existieren a<y<f3 mit:

zwDQ LlXw)<a<Ps< zooDQ L(w)Z(w) OXOC.
Wegen 0= GT(O) 0 C(z) folgt a =0 und damit B > 0. Wir kdnnen sogar a=0 wéhlen, denn wir
werden zeigen:
(3.19) szQ L(w)X(w) <0< zwDQ L(w)Z(w) OXDOC.
Wegen n[X 0 C fur XOC, n>0 folgt ndmlich: n} LlwX(w) <a 0 n>0, dso
L(w) X(w) < 0.
W) <0= GT(O) Jw*0Q gilt X ;= —1{00*} 0 C; esfolgt:
— zooDQ L(w) El{w*}(w) =—L(w*)<0 Dw*0Q,aso L =0.

Nach Normierung ist L ein Kandidat fur die Zahldichte von P*. Wegen (3.19) gilt:

wlQ

2,00
Wegen —1

1 . N . .

A= zooDQ L(w) >0. Setze p* = X L > 0, dann gilt: zooDQ p*(w) = 1. Dabei erbt p* die
Eigenschaften von L in (3.19). Wir definieren nun das zugehdrige Mal3 P* auf Q (ber
P*(w) := p*(w) . Fur E0= gilt: = GT(E) = GT(iE) 0 C(=), also wegen (3.19):

E* [GT] = Zwm p* () [GT(E)((*)) =0 0&0=.
Mit 3.11 folgt nun P* OP* und E* [Z] > 0 wegen (3.19). []

3.20 Erster Fundamentalsatz. Der Markt ist genau dann arbitragfrei, wenn ein aquivalentes
Martingalmal existiert, also IP* nicht leer ist.
Beweis. Der Markt sei arbitragefrei. Dann gilt wegen (3.15) 1{w} a [Riz\C(E) 0 wlQ. Dann

existieren nach 3.18 MartingalmaRe P, [ P* mit
P (@) = Ew[l{w}] > 0.

Wir setzen P*(D) ::%[%DQ P.(D.
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Dann ist P* wieder ein W—Mal3 mit P*(w) = ]%[[Pw(w) >0 0 wlQ. Wegen der folgenden
Eigenschaft gilt zudem noch P* O P*, also isgesamt P* [ P*.
(3.21) P* und P* sind konvex.
Der Beweisfolgt sofort aus der folgenden Formulierung der Martingal el genschaft:

_ w, ,0Q, ., 1<ksd.
1= t—1} =111
Die umgekehrte Richtung im Satz ist gerade 3.12. ||

E[ASI,EEL{H 1=0 fir 1st<T,

Aus (3.21) ergibt sich sofort, da P* und P* mit zwei verschiedenen Elementen sogar unendlich
viele Elemente enthal ten.

Ist ein Zahlungsanspruch X erreichbar (duplizierbar) durch (x,¢), so gilt: x + GT(E) =X = X/BT.
In der Situation ist x eine faire Pramie. Interessant ist auch die folgende Situation:

(3.22) x+G(€)2 X, dh. V4(x) 2 X fir gewissex OR, § 0=,

Dabel wurde (1.16) benutzt. Man sagt wieder, dal3 der Zahlungsanspruch X durch eine
Anfangsinvestition x und den Plan & (ohne Risiko) abgesichert werden kann. Nun fragen wir nach
der kleinsten Anfangsinvestition x, sodal3 dazu ein {0= existiert mit (3.22):

(3.23) T(X) :=inf {xOR; O&0= mit (3.22) }.

3.24 Satz. Der Markt sei arbitragefrei. Dann gilt fiir X := X/BT:

(3.25) T(X) = sup {Ep, [X]; P* O1F* } = sup {Ep, [X]; P* OP* };
und das Infimumin (3.25) wird angenommen, d.h. esexistiert ein &* 0 = mit

m(X) + G(§*) 2 X.
Wenn ein Verkédufer fir einen Kontrakt, der zu einem Zahlungsanspruch X fiihrt, eine Pramie 1t
nimmmt mit 11> T(X) , SO kann er einen Arbitragegewinn machen, wenn X nicht gerade
erreichbar ist. Er kann ja mit (1(X),&*) den Zahlungsanspruch X absichern, wobei fiir ein w dann
A = 1(X) + GT(E*)(oo) — X(w) > 0 gelten muB, er aso die Differenz A als Arbitragegewinn
einstreichen kann. st andererseits Tt < T(X) = sup {Ep. [X]; P* OP* }; dann existiert zu jedem
¢0= ein wIQ mit 1T+ GT(E)(w) < X(w). Mit einem solchen Preis Tt hat der Verkaufer also keine
Arbitragemdglichkeit.
3.26 Definition. T(X) heil3t obere Arbitrageschranke fiir X.

Beweisvon 3.24. Wir schreiben t:= mi(X), T° := sup {Ep [X]; P O .
a) "rO<Tt"; Aus X + G(§) 2 X folgt mit 3.11: x > Ep [X] OP* 0P
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b) "1 O Firz:=X-—m° gilt per def.: Ep [Z] <0 OP* OP*. Damit gilt nach 3.18:

Z0C(z),dh.z< GT(E*) ,aso X<+ GT(E*) furein &*0=.
c) Das&* ausb) ist das Gesuchte.

d) Die Wert von © &ndert sich nicht, wenn P* durch P* ersetzt wird. Nach dem Fundamental satz
1
n
0 POP*. Nun gilt: EPr.][X] +Ep [X] (), also: Ep [X] < 70 = sup {Ep, [X]; PFOP* }. []

3.20 existiert ein P* 0 P*. Dann hat man mit (3.21) fir jedes POP*: Pr'] =P + n_TlP’ 0 p*

Entsprechend kann man eine untere Arbitrageschranke definieren und ein analoges Resultat

erhalten. Das Supremum sup {Ep. [X]; P* OP* } wirdi.a. nicht angenommen. In der Tat gilt:
3.27 Korollar. Sei der Markt arbitragefrei.

@ Fir X : Q » R sind &quivalent:

() SUPp« px Epx [)?] wird durch ein P* O IP* angenommen.
(i)  Xisterreichbar.

(b)  Sei Xnicht erreichbar und 11:= Ep [)U(] fir ein P* 0 P* ; dann existiert zu jedem £0= ein
WIQ mit T+ G(E)(w) < X (w).

Allerdings wird Supp,. -« Ep [X] durch ein P* 0 P* angenommen, denn P* st kompak.

Beweis von 3.27. 8) "(i)3(ii)" Sel T(X) = Ep¢ | X]. Nach 3.24 ex. & 0 = mit Ti(X) + G(&*) 2 X.

Nun gilt aber nach 3.11:  Ep, [T(X) + G(§%)] = T(X) = Ep [X], also T(H) + G(§) = X
P*—f.s. und damit Uberall auf Q.
"(ii) 3 (i)" Mit 3.11 folgt wieder:

(3.28) fur X =x + G1(8) gilt: x = Ep [X] 0P OP* unddamitx = SUPp« p+ Epe [X].
b) Ist X nicht erreichbar, so gilt nach (a) < 1(X) und die Aussage folgt aus 3.24. |
Aus 3.27b und dem entsprechenden Ergebnis fir die untere Arbitrageschranke sowie aus (3.28)
ergibt sich nun:

3.29 Korollar. (a) Ist X erreichbar, also x + G(£) = X, soist X = T(X) = Ep [X] 0P+ 0P
und Ep, [X] ist ein fairer Preis.

(b) Ist X nicht erreichbar, so bietet ein Preis 1i(X) := Ep [)U(] fur jedes P* 0 P* keine Arbitrage—
maoglichkeit, und zwar weder fiir den Verkaufer noch flr den Kaufer.
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3.30 Zweiter Fundamentalsatz. Ist der Markt arbitragefrei, so sind die folgenden
Eigenschaften dqivalent:
(1)  der Markt ist vollstandig, d.h. jeder Zahlungsanspruch X ist erreichbar;

(2)  esexistiert genau ein Martingalmaf P* [ [P*;

(3) esexidiert genau ein aquivalentes Martingal mal3 P* [ P*.

Beweis: "(1) 3 (2)" Diese Richtung ist einfach zu zeigen. Sei P*,P 0 P*. Aus X = X' + G(&)
folgt wieder mit 3.11: Ep, [X] = Ep [X] (= x). Dies gilt fir jedes X, also miissen P* und P

libereinstimmen. "(2) 3 (3)" ist klar wegen P* 0 P*.
"(3) 3 (1)" Aus |IP*| =1 folgt 3.27a(i) fur jedes X und damit 3.27a (ii). ||

Die Aufgabe (3.23) kann as lineares Programm aufgefaldt werden; dann ist (3.25) gerade das
duale Programm dazu und Satz 3.24 der Dualitatssatz. Dies soll fur T=1 erlautert werden. Fir T=1
schreibt sich (3.23) in der Form:

(3.31) m(X) = inf {x OR; O O R mit x + &7 mél(w) > X(w), wlQ}.
Wir fiihren nun die folgende Menge ein:
0= { (&) DR x 1+ 3, E8 (W) 2 X(@), w0 Q).
Dann kann (3.31) als das folgende lineare Programm geschrieben werden:
P mi N £)0w X = min(x,E)DQ] x+3, EkE(D.
Dann erhdlt man als duales Programm:
(@)  maxypa 30 o) X(w) mit
9,:={a0R% g 20,01Q, 3, (@) =1, 5, a(w) BS(w) = 0, 1<ksd }.
Dann kann Ql mit P* identifiziert werden geméal3 g(w) = P*(w). Offenbar ist U nicht leer; man

muf3 nur x grof3 genug wahlen. Nach dem Fundamentalsatz 3.20 wissen wir, dal3 {11 nicht leer ist,
falls der Markt arbitragefrei ist. Also ist der Dualitatssatz der linearen Optimierung anwendbar,
und man erhalt:

(3.32) m(X) = max 0 ¥ 00 A) [X (w) = max {Ep [X]; P* OP*).
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84 Weitere Charakterisierungen.

Es soll zundchst weitere Charakterisierungen der Arbitragefreiheit gegeben werden. Diese liefern
dann Informationen dariiber, was zu beachten ist, wenn ein mathematisches Modell fir einen
arbitragefreien Markt erstellt werden soll.

4.1 Definition. Essei § , der Trager von AS, unter P, d.h. 2q= {GD[Rd; P[Aél =g| >0}.

1
N . ) 2 _ - d.
Fir t>1 sei 3 (03_,) der Trager von AS, unter P[[JH, =@, 4], dh. 3 (0_4) = {0 DR
& _ _ : o d .
P[AS, = 0|H, _,=w,_4] >0} . Ferner seien % bzw. 4(w,_,) die Teilraume von R, die von 3 4

bzw. zt(wt_l) aufgespannt werden, und conv(> 1) bzw. conv(zt(wt_l)) die konvexen Hullen
von 21 bzw. zt(oot_l).

In den meisten Fallen wird man 3 ,(w,_,) =R™ haben. Esist P[ []Hy=0,| = P[ fir Qj={wy}
Insofern ordnet sich der Fall t=1 dem allgemeineren Fall t>1 unter, wenn man zl(wo) = 21 und

Jl(ooo) = 4 setzt. Wie liblich sei B(0,€) die Kugel im IRd um 0 mit Radius €.

d

4.2 Satz. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(1) Der Markt ist arbitragefrei, d.h. gilt fir ein E0=: GT(E) >0, so folgt bereits GT(E) =0.

() FirlstsT,E0Zgilt & 4 mét 20 » & 4 mét =0.
(3 Furl<t<T,& 0=, oot_1DQt_1 gilt:

T c - — T S — —_ — .
P[&f S 20|H, ;=w_,]=1 3 P[E; DS =0[H, ;=w_,] =1;

N d s
d.h. fir 1<t<T, 9 OR™, w,_,0Q, , gilt:

9'0200003,(0 4) 3 9'0=00003(w_y).

(4)  Furl<t<T, o400, 4 gilt: B(O,€)n H(0o_4) 0 conv(3(w,_4)) fireine =g (w,_4)>0.

Beweis. "(1) 3 (2)" Wahle Em =0firm#t.

"(2) 3 (1)" Essoll eine Induktion nach T durchgefiihrt werden.

Fur T=1 sind beide Bedingungen die gleichen. (1) gelte nun fir T—1.
Sei nun GT = GT(E) >0.

Ist Gy_; =0, somuB3 E.}_l méT > 0 gelten, und wir koénnen G+ =0 schlief3en.
Angenommen es gélte nicht: GT—l =0,aberG+20.

T2
Nach unserer Induktionsvoraussetzung kann nicht GT—l >0.und GT_l(oo)>O flr ein w gelten.

T

. — T =
Also erhaltenwir A := {G.l._1 <0} #0, E1_1[AS;>0 auf A.
o 1 — H . v T S — T & ' T &
Fir&q o =1, B4 4 giltnun: &4 IAS: =1, &4 ([AS: 20 und &1, [AS; >0 auf A.
Diesist aber ein Widerspruch zu (2).
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"(2) € (3)" DieseAquival enz ergibt sich aus:
PIAI= 2 oo, , P9l PIATH =0 ]
wobei wir durch Wahl von Qt—l o.E. P[Ht_lzoot_l] >0firw,_4, 0Q, , annehmen diirfen.
Die Richtung "(2) < (3)" ist nun unmittelbar klar.
Fir die Richtung "(2) > (3)" setzt man fiur & U = und fir ein festes w, 1’ Et 17 Et 1 auf

{H_,=w_q}tund& ,=0auf {H_,#0w_,}

"(4) > (3)" Fur ein festes w Ilege die Situation 9[>0 Jo0 Zt(oo 1) vor. Dann folgt
920000 conv(zt(oo 1)) 0 B(0,&)n ;{(w 1). Nun liegt mit o auch —o in B(0,€)n Jt(wt 1

AlsomuR 9" =0 0o 0B(O, £)n 4(e,_4) gelten und damit9' =0 0ol EA

"(3) > (4" Es soll nicht noch elnmal e|n Trennungssatz benutzt werden, sonder der erste
Fundamental satz, der ja mit einem Trennungssatz gezeigt wurde.
Betrachten wir fur ein festest und W_q ein Marktmodell mit

T=1, Q": Zt( (z.B.P(0) := P[ASt =0 |H ), r =0 Aé'l(cr) = AS'l(cr) =0.

=) t-17% 1]
Dann ist dieser Markt gemél3 (3) gerade arbitragefrei. Nach dem ersten Fundamentalsatz 3.20
existieren Zahlen p(o) >0, oQ', ZO'DQ p(o) =1, ZGDQ p(o) [& = 0. Damit gilt

00 conv(Q). Ist Q" = {0}, soist 4(w,_4) = {0}, und wir sind wir fertig. Ist Q" # {0}, so folgt aus
ZO'DQ p(o) [ = 0 wegen p(w) >0 ebenfalls die Behauptung: B(0,&)n .20 conv(Q") fir eine >0,
wo ¢ der von Q' aufgespannte lineare Teilraum ist. Dazu geniigt es, sich das Folgende klar zu
machen: Ist € klein genug, sogilt £ € c 0 conv(Q") Do 0Q".

Wahlt man € < min {p(o); o 0 Q'}, so hat man fiir o, 0Q"

—1£ % = 2500 ota, T- 8@)(0)@3+—[[p(00)—£]ﬁb 0 conv(Q";

1558 %0~ zoDQ',oioo ﬁ@(ﬁ) &5 + ﬁqp(co) *e] EIo b conv(€2) . []

Eine zentrale Aufgabe ist es, jedem Kontrakt mit einem Zahlungsanspruch X [0 IRQ einen Preis

zuzuordnen. Dies fiihrt zu einer Charakterisierung der Martingalmal3e. Fur X [ [RQ schreiben wir

wieder X := X/By.
4.3 Definition. Ein Preissystem ist eine Abbildung 1T : IRQ
Q

=R mit
() I'I(O( X +a X2) a I'I(X1)+0( I’I(X2) Q; R, X OR
(i) furX>O gilt:

@ nNx)z0;

(b) N(X)>0 & X(w)>O0flrein wIQ;

d.h.M: [RQ r R ist eine positive Linearform.
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Wegen der Linearitat geniigt es einzelne Zahlungsanspriiche X zu betrachten; die Bewertung eines
Zahlungsstroms (Xt) ergibt sich dann aus der Summe der Pramien fir die einzelnen
Zahlungssanspriiche Xt z.Zt. t mit t als Zeithorizont.

4.4 Definition. Ein Preissystem I heil3t konsstent, fals gilt: Ist X [ IRQ erreichbar durch

(x,£) DRx=, hat man also X =x+GT(E) firein& 0=, sogilt M(X)=x.

In der Situation eines erreichbaren Zahlungsanspruchs X hatten wir in 81 x bereits als faire Pramie
erkannt.

45 Lemma. Sei Q ein W—Mal3 auf Q mit Q[w] > 00 w0 Q; soist M(X) := EQD?] =
EQ [X/BT] eine Preissystem mit I'I(BT) =1

Es soll untersucht werden, wann ein Preissystem wie in 4.5 konsistent ist. Die Eigenschaft
I'I(BT) = list sicherlich notwendig; betrachte etwax =1, Et:O 0t, aso V.?(l) = BT'

Eine weitere notwendige Eigenschaft fur die Konsistenz von M(X) := EQ [)U(] soll jetzt ermittelt
werden. Sei x =0, X/B.r = GT(E) fir ein & 0 =. Dann mul3 bei Konsistenz gelten:

EQ [GT(E)] =0 fur £ 0 =. GemaR 3.11 bedeutet dies gerade: Q 0 P*; d.h. Q ist ein Martingal mag.
Bei Q[w] >00 w0 Q, ist sogar Q OP*; d.h. Q ist ein &quivalentes Martingal maf3.

4.6 Satz. Es exigtiert eine eineindeutige Beziehung zwischen konsistenten Preissystemen I
und W—Mal3en Q 0 P* gemal:

0] Q[A] :I‘I(BTELA),ADQ;

() NE)=EgX] X RS2,
Beweis. Wir schreiben hier ¢ fur die Menge der konsistenten Preissysteme. Dann mdgen
¢:BLrP*und P : P* » [ die durch (i) bzw. (ii) beschriebenen Abbildungen bezeichnen. Wir
zeigen: (1) () OP* far M 06, (2) Woo ist die Identitét, (3) Y(Q) 0P fur Q O P*, (4) oy ist die
|dentitat.
ad (1). Sei 1N ein konsistentes Preissystem und Q gemal (i) definiert. Dannist I eine Linearform

auf IRQ, und nach dem Riesz'schen Darstellungssatz existiert somit ein Z [ IRQ mit

*) nx) = 210 Z(w) X(w) , insbesondere Q[A] = I‘I(BT ELA) =2 oA Z(w) [BT(oo).
Nach 4.2 (ii) hat man fir A = {w}: Q(w) = Z(w) EIBT(oo) = I’I(BT ﬂ{oo}) > 0; somit gilt: Z>0.
Ferner hat man: Q[Q] = I’I(BT) = 1 wegen der Konsistenz. Also wissen wir: Q ist ein W—Mal3
mit der Zahldichte Z [BT . Nach den Voriberlegungen folgt nun aus der Konsistenz, dal3 Q ein
aquivalentes Martingalmal3 ist.
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ad (2). GeméR (*) gilt auch: M(X) = ¥ Z(w) [BT(w)D“((w) = EQp”q .
ad (3). Sei nun Q O P* und N gemal (ii) definiert. Dann ist I ein Preissystem nach 4.5. Von 3.11

wissen wir: EQ[GT(E)] =0 0&0Z=. Jetzt folgt leicht die Konsistenz: Sei namlich X = x +

GT(E) fur ein & 0 =; dann hat man: M(X) = EQ [)u(] = EQ [x + GT(E)] =X+ EQ [GT(E)] = X.
Punkt (4) ist offensichtlich. []
Ein konsistentes Preissystem gewinnt man also lber ein Martingalmal3. Es soll nun untersucht

werden, wie man zu einem Martingalmal3 kommen kann. Wegen P(w)>0 hat jedes Mal3 Q eine
P—Dichte ZT’ also:

47) QIA] =3 i Z(@) P) , dh. 2, =92 7 (@) = %(%.

Eswird sich spater erweisen, dal3 es zweckmaldig ist, zu den Martingalmal3en auch sogenannte
signierte Mal3e zuzulassen. Deswegen betrachten wir zunachst Kandidaten ZT fir P—Dichten von
W-Malien Q, die auch negative Werte annehmen kdnnen. Zuvor soll noch einmal auf den
bedingten Erwartungswert eingegangen werden; dabei soll an die Konvention 1.31 erinnert
werden. Fir bedingte Erwartungswerte empfiehlt sich eine eigene Bezeichnung. Fir eine Zva Y
ist

(4.9) Z(wt) =E[Y]| Ht:wt] = Zwm Y (w) P[{w}| Ht:wt]

= zwDQ,Ht(w):wt Y (w) P(w)/P[Ht:oot] .

4.9 Definition. In der Situation (4.8) schreiben wir EJY | Ht] (W) = Z(Ht(oo)), sowie

Var[Y[H] = E[Y2|H] —E[Y|H]?
Cov[Y,Y'[H,] = E[Y IY'|H,] — E[Y |H,] CE[Y'|H,].

Wahrend ¢ = E[Y[H=0 auf Q, definiert ist,ist E[Y [H,] also auf Q erklart. Gemaf3 der
Konvention 1.31. hatten wir beide Funktionen auch identifizieren konnen. Dabei ist E[Y |H,]
gerade der bedingte Erwartungswert bzgl.der durch Ht erzeugten o—Algebra. Es sollen einige
einfache Eigenschaften zusammengefal3t werden:

4.10 Proposition. Sei Y eine Zvaund {Zt} ein adaptierter Proze auf Q. Dann gelten:

@  E[Y]=E[E[Y[H]]; alIgemeiner E[Y[H,I =E[E[Y[H] [H] formst;

(b)  E[Z,Y|H] =Z[E[Y[H,], insbesodere E[Z |H,] = Z;;

(© st Zy = dQ/dP eine positive Dichte von Q (bzgl. P im Sinne von (4.7)), dann gilt die
Bayesformel: E[Y [Hy] = E[ZIY [H]/ E[Z1|H,].

Beweis. Es soll nur die Bayesformel gezeigt werden. Es gilt:
EQ [Y[HF=w] = EQ [Y D{Ht:wt}] IQ[HFw] ; sel E[Z+ IV [Hi=w [/[E[Z [Hiw | = d(wy).
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Dann erhalten wir: EQ [Y EL{H — }] = Y (w) [ZT(oo) P(w)

wDQ H (oo) 0

=E[yz 0 }] E[Y[Z |H =, | P[H=w ] = q(w)E[Z |H=w, | P[H=w]

[H=a
—q(oo)E[ZTEL{H oo}] (wp) Q[H= ] []

4.11 Lemma. (a) Seien {Z,,0st<T} und {L,,1st<T} zwei adaptierte Prozesse mit

Z n! 1 Lm O<t<T, insbesondere Z0 = 1. Dann sind aquivalent:

(1) E[LH_4]1=1 af{Z, >0}, 1<t<T,;

(2 E[Z|H_41=Z 1<t<T,dh {Z} isteinMartingal.

t—1°
()  Z,_1=E[Z[H; 4] 1st<T, insbesondere E[Z] =
(b)SelzT ZvaaquundZ —E[ZT|Ht] SindL, Zvamit Z, = Zt 1 U Ist<T, dann gilt:
E(Z; mst |H, 41 =E[Z, mst H,_11=2, [ |_tmst H, 41

(¢) In der Situation von (b) sind aquivalent:
uk _

Q) E[ZT [AS, | Ht_l] =0,

@ E[L,BSH,_,]=0af{z,_,>0)

& . dh. {Z, [Sk} ist ein Martingal.

uk _
(3  E[Z 55 [H 11=72 155 1,

Beweis. a) "(a2) 3 (a3)" .In der Situation E[Zt| Ht_l] =Z
E[ZylHy 1] =E[E[Z,[Hy q11H, 4] =E[Z,, ;[H, ;] und damit rekursiv:
Z,[_1 = E[ZT | Ht_l] , 1<t < T, insbesondere fir t=1: Zo =E|[Z
Ebenso leicht zeigt man mit 4.10: "(a3) 3 (a2)", "(al) < (a2)".

Es liege nun die Situation von (b) vor. Dann ergibt sich fir einen adaptierten Prozess {Yt}:

t_1+1st<T, ergibt sich mit 4.10:

Tl

E[Z1 Y [H,_4]
=E[Y{Z[H 41=2 4

(4.12) E[Z, 1Y, |H

= E[ E[Z1 Y [H/] [H, 1 =E[ Y, [E[Z{|H][H

[E[LIY[T_q]  dso:

1

1l B[4 {H ] =2 g L T[S 4]

Mit Y, = Aéi: ergibt sich die Aussage von (b).

c) Die Aquivalenz "(cl) & (c2)" folgt direkt aus (b). Mit (b) folgt auch: E[ZT mé‘ﬂ H

E[Z,S|H,_,]. Nun ergibt sich “(c1) & (c3)", indem man lediglich A8} = & - 8¢ |

[
Flr einen adaptierten Prozef { Yt} lait sich (4.12) verallgemeinern zu:

1l =
schreibt.

(4.13) E[Z LY [H E[Z, ¥ [H, =2, E[LO.0 ¥ [H, ,],1stnsT.

1l =



32

Aus (4.12) folgt namlich fir n>t: E[ZTD(n|H
E[E[Z, Y, [H E(z,0Y |H

= E[E[ZLY[H

1 1! He_1]

1l He 1] = -

4.14 Satz. Sei Q ein Mal auf Q; dann sind aquivalent:
1) QU

(2) Esexidtiert ein adaptierter Prozeld { L,, O<t<T} mit dQ =n! wobei fur 1<t<T gilt:

tlt’

(4.159) L,>0,E[L[H :1,E[Ltms‘t<| t_l]:o,lsksd

t1]
(3  Esexstiert ein Martingd (MQ, 0<t<T) (bzgl. P) mit M3=0, I2=nT_ @ +am9;
dabei gilt fur 1<t<T:

@4150)  AMP>-1, E[@+aMQ@E|H, 4] =0, 1sksd.

(4  Esexistiert ein Matingal {Z,, 0st<T} (bzgl. P) mit IR =27_, 7

1<t<T:

0~ 1 ; dabei gilt far

(4.150) Z,>0 , auch {Z,08} ist P-Martingal ,1<ksd.

Beweis. "(1) > (2)" Mit ZT(oo) = Q(w)/P(w) > 0 gilt auch: Z, = E[ZT|Ht] > 0. Aus der

- &K _ 2K _ .
Bayesformel erhalten wir: EQ [AS; |H 1] =E[Z[AS{[H, 1]/Z, ;=0.Wir definieren
Ly =E[Zp[H ], L0y (L =E[Z4[H ] .
Nach Konstruktion gilt: L, > 0. Wegen Z = E[Z[H ] folgt: Z =L, [.IL
Die erste Eigenschaft in (4.15a) folgt nun aus 4.11a und die zweite aus 4.11c.

T

"(2) & (3)" Setze AMP =L, 1.

"(2) 3 (4) Setze Z I'I1 L __ . Mit4.11cfolgt nun wieder die Behauptung.
"(4) 3> (D" Wegen E[ZT] =E[Z ] =1id Zt Dichte eines W—MalRRes Q bzgl P und wegen der
Martingal eingenschaft gilt: E[ZT|H] = Z,. Aus 4.11c und der Voraussetzung erhalten wir:

2k . ek —
E[Z;[AS; |H,] = 0 und wegen der Bayesformel: EQ [AS; [H_11=0.T]
In der Situation von 4.14 gilt nach dem Beweis (mit der Konvention 1.31):

Q .
(4.16) Z,= r|m L(1+AM3) = I'Im L Ly o mit

wy) = Q[H; = w,[/P[H, = w] T
DleletzteBe2|ehungfoIgtdabe| mit (4.12) aus: Q[H oo] E[ZTD{w}(Ht)]
E[Z, 14y ()] = EIZ (@) Ly y(HY] = Zi() PIHy = oyl

Der Prozel3 (Z O<t<T) heif3t Dichte-Prozef3. Der Prozef3 { n' 1+ AMr%) , O<t<T} =2 &(M)

m= 1(
heif3t exponentielles Martingal [von Doléans-Dade| und ist wie { M?} ein Martingal. . Das
positive Martingal (Zt’ 0<t<T) laft sich also als exponentielles Martingal schreiben. Mit Hilfe von



33

{ M?} a3t sich die Eigenschaft E[L, [H, ;] = 1 alsMartingaleigenschaft formulieren.

4.17 Bayesformdl. Sei Q 0 IP* und esliege die Situation 4.14(2) vor. Dann gilt:

T

Eq[Y [Hl =E[Y My

L |H] firjedeZvaY.

Beweis In der Situation (4.16) haben wir gemaf3 4.10(c):
EQ[Y|Ht] =E[Y [ZT|H,[] / E[ZT|Ht] =E[Y [ZT|Ht] /Zt =E[Y [ZT/Zt|Ht]. []

4.18 Beispid (Girsanov—Transformation)
Um ein Martingalmal3 fiir den Fall d=1 gemalf3 (4.15a) zu finden, machen wir den Ansatz:

Mg =E[AS[H,_ (1,12 ) = Var[a§|H,_ ] AM =AS —p .,

L=1—a,_,[AM,, mit einem adaptierten Proze {a,}.
Damit ist die Eigenschaft E[L, |H, ;] = 1 bereits gesichert. Die Forderung E[L,[AS [H;_ ;] =0
fihrt zu: 0 = p,_4 — o4 IE[AM, [AS[H
0y 4 (g g a0 oy =iy 4y 5.
Zum selben Ergebnis fuhrt der Ansatz:

o, 4 E[AM, M, |H

ral Mg - ral = Heg -

Li=a_4 mét +b,_,, wobei {a} und {b,} adaptierte Prozesse sind.
Far Lt ergibt sich somit:

W_q AS - p_ W
L=1-—omM, = 1-tg bt oy L
t1 1 1 t-1

wenn man die standardisierte Zva AWt wie in (3.5), (3.7) gemal Aét = Wq T Ty th =

M
t—1 AW

t H

S, 1db,_; + 6, [AW,} wahit. Problematisch ist hier die Forderung: L, > 0 (vgl. auch 9.36€).
Sieist erfullt, wenn die Stérungen AWt nicht zu grol3 sind. Als einfache Bedingung fur "Lt>0" hat
man offenbar:

(4.18) (Wy_1/Ty_ AW, = (b,_4/C; 1) [AW, <1.

Der Name Girsanov—Transformation wird gebraucht, wenn wie hier AM? =—a;q AM,, aso:

M = - 2 =1 Y1 AM,, gilt; {M?} ist somit ein stochastisches Integral mit {M,} als

Integrator. Dabei ergibt sich {M,} aus der Semimartingaldarstellung von {ét}; dies wird noch in
8§10 erlautert. | |

4.20 Beispid (exponentielle Zentrierung, Esscher—Transformation).
Wir machen wieder fiir d=1 unter geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen flr Lt den Ansatz:

L, =exp{a_, mét +b_,} mitadaptierten Prozessen {a}, {b}.
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Es bezeichne Y(s) die momentenerzeugende Funktion der bedingten Verteilung von Aét, also

R Ose (9 =W, 4(S|ey, ) = E[exp{SAS}|H,_;=wy 4]

Wegen der Endlichkeit von Q gilt: {)(s) < e , O sOR. Der Fall P[Aét #0[H,_;=w,_4] =0 ist

nicht interessant. Im anderen Fall gilt bei Arbitragefreiheit geman 4.2(3): P[Aét <O[H;_1=w_4]

>0 und P[Aét > 0] Ht_lzwt_l] > 0. Diese Eigenschaften fihren zu: lim J(s) = o . Dann

Satoo
hat § ein Minimum etwa bei s*, und es gilt: Y'(s*) = 0 = E[AS [éxp{s* (DS} [H, ;]. Nun kann
man setzen:

L= exp{s* mét}/m(s*) , aso & =S und exp{bt_l} =1/ y(sh).
Auf diese Weise kann ebenfalls der erste Fundamental satz gezeigt werden.

Ist {S;} eine geometrische Irrfahrt, al?o.etwa S, = Sp exp{ Zr:[nzl AY .}, soist auch der Ansatz
L, =exp{a_,[AY, +b_,} zweckmaBig. []

4.21 Beispiel (Numeraire—Portfolio).
Sei der Einfachheit halber wieder d=1. Um ein Martingalmal3 gemaf 4.14(2) zu finden, fihrt auch
der folgende Ansatz zu einem interessanten Mal3:

L=(l+a_4 mét)_l, mit einem adaptierten ProzeR {a,}.

Man kann zeigen, dal3 im vorliegenden Fall [Q|<co und damit |} (_,)[<e der Ansatz zu
genau einem a 4 fuhrt. Man sieht leicht, dal3 gilt:

Zp=N1_ L, =1/V4(1) fil einen gewissen Plan & 0 =.
Damit erhélt man fur dQ/dP := ZT:
(4.22) EqIX] = E[Z1X] =E[X Ivi ().

Dieses erlaubt nun diefolgende interessante Interpretation. Man kann ]Jv.ﬁ.(l) as
Diskontierungsfaktor und V.?.(l) somit als Numeraire auffassen. Wéahrend BT den Wert von 1
Geldeinheit z.Zt. T angibt, die man z.Zt. 0 auf das Sparbuch gibt, gibt V.?.(l) den Wert von 1
Geldeinheit z.Zt. T an, die man z.Zt. 0 gemal3 dem Plan & investiert. Wenn V.?(l) >0 gilt —diese

Eigenschaft will man ja auch wegen ZT =1/ \7.?.(1) > 0 haben —, so kannman 1/ V.?(l) durchaus
als Diskontierungsfaktor rechtfertigen. Mit &=0 erhielte man gerade den klassischen Fall

V.cr)(l) = BT' Dann bedeutet (4.22), da? man den Mal3wechsel P » Q auch durch einen Wechsel

des Diskontierungsfaktors BT - V.?.(l) ersetzen kann unter Beibehaltung des Mal3es P, das ja das
tatsichliche Marktverhalten beschreibt und dessen Parameter durch Beobachtung des Marktes
geschatzt werden konnen. | |
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Vergleich mit dem Binomialmodell.

Auf Grund der Endlichkeit von Q wissen wir:
(4.23) d[St 1SS <u[$t 1 flr gewisse Zahlen 0<d<1<u<oo.
Essel Bt = (1+r) . Nun betrachten wir Zahlungsanspriiche der Form

(4.249) X = h(éT) mit h: (0,%) » R konvex .

Ein Beispiel ist der diskontierte Zahlungsanspruch X = (éT — K)" zu einer europiischen
Kaufoption. Nach Satz 4.6 bedeutet eine Bewertung des Zahlungsanspruchs die Berechnung von
~ - -4 . . . *
EQ [X] EQ[h(ST)] mit einem Martingalmal3 Q [ IP*.

Dabei soll eine Beziehung zum Binomialmodell wie in 82 hergestellt werden; wir bezeichnen die

zugehdrigen GrolRen mit "*", also etwa E* = {d,u}, 86 = SO,

$§/S;_; 0{d,u} und P* das eindeutige MartingalmaR3 dazu.
Aufgrund von (4.23) und(4.24) erhalt man:

uls S S

hE)s— Tt hdE_ )+ L huis, ).
uts 1- di% uls ;- di; 4

Aus der Martingal eigenschaft ergi bt sich:
. 1
Eq[NE)IH, 11 Wl )+ S9mus,_) =nltlE ),

und andererseits: Ep, [h(S0)|H: ;1 =hlt(&_) [val. 21, 2.2).
Nunisth 1] wieder konvex und man erhélt:
EQ[h(“nH ol =<Eg [hm(é_l)wt_z]

mm(d o)+ gmitwrs ) =hl?lE ),
nl2l(&

und andererseits: Ep, [n(85) [HY_,] = P*[hm(g DIH: 1 =hl2lE ).

Mit vollstandiger Induktion und E[...| = E[...[Hg] erhalt man:
Eq[N(SP] = E[Z ISP <Epu [N(E)] , dso:
(4.25) EQp“q <Eq [X*] DQOP*.
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Fur eine européische Kaufoption mit Wahrnehmungspreis K = BT [K ergibt sich also:
+ o o+ < o\t
EQ[(ST— K) /BT] = EQ[(ST— K) | < Ep [(Sii.— K) .

4.26 Satz. In der obigen Situation gilt fir eine europaische Kaufoption mit K = K/BT:
n(X) = sup { Eg[(57-K)T; QUP(P) } < Epu [(85 - K)'T ;
dabei ist Ep,, f(é*r —K)"] die Bewertungsformel im Binomialmodell.

Wahlt man aso den Preis nach dem Binomialmodell, wobei u und d als "Extremwerte", also

gemaB d = inf S/S u = sup étlé so ist dieser Preis eine obere Schranke fiir eine

t -1 =1
Bewertung nach einem konsi stenten Preissystem.

Nun soll noch eine Charakterisierung der Vollstdndigkeit eines arbitragefreien Marktes gegeben
werden. Dazu benutzen wir, dal3 die Vollstandigkeit dquivalent mit der Eindeutigkeit eines
Martingalmali3es ist. Martingalmal3e wiederum wurden in 4.14 charakterisiert. Die Eindeutigkeit
spiegelt sich in der Eindeutigkeit der multiplikativen Zerlegung der Dichte wieder.

4.27 Lemma. Seien Q und Q' zwei Martingal mal3e mit g% = I'I-,lt-:1 Lt und
g%' = I'I1,[-:1 Lt" wobei Lt und Li wie in 4.15a und gemald 1.31 als Funktionen auf Qt gewahlt
werden, dann gilt:

Q=Q & Lt:'—i O01<t<T.

Beweis: Offenbar braucht nur "3" gezeigt werden. Nun gilt aber nach (4.16) :
Q[H; = 0] = Z(wy) P[H; = wy]; also: " Q = Q"3 {; = { ". Mit Induktion nach t folgt nun die
Behauptung. [ |
Wir setzen:
(4.28) Qu(wy_q) ={w,0Q; P[H=wy[H_,=w 4[>0}
= {0 0Qu {Hi=wH = 1} #0} Q) = Qy.

In der typischen Situation 1.32 kann Qt(wt_l) mit E identifiziert werden; denn wir haben:
t : B
(4.29) Q,=E 3 Qt(wt_l) ={ (wt_l,l) 0Qui0 T}.
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4.30 Lemma. Es soll wieder ét gemal3 1.31 als Funktionen auf Qt aufgefaldt werden. Ist der
Markt arbitragefrei, so sind aquivalent:
(1)  esgibt genau ein &quivaentes Martingalmal3;
2 firdlel<st<sT, w ,0 Qt 1 hat das folgende lineare Gleichungssystem in Lt( )

t—1
thQt(wt_l), eine eindeutige L osung:

@ zw 00,(w, 4 yLi@) PIH =y [H g =0y 4] =1

(b) zwDQt(w ) t( )S( )P[H (*)|H (*)t_]_] t 1( 1) 1<ks<d;

3 furalle1<t<T 0 1DQt 1 und ein belleblgesoo* DQt( 1) hat das folgende lineare

Gleichungssystemin Lt(w) W DQt( ) oo;tw* e|nee|ndeut|ge Losung Firlsks<d:
(4) firalel<t<T, W_q
{S(oo) S(m*) Wy 0 Qo). Wy # w}} linear unabhangig.

ad Qt 1 und ein beliebigesoo* a Qt(w _1) sind

Beweis. @) Wegen der Arbitragefreiheit kdnnen wir nach 4.14 die Situation (2) mit Lt >0
voraussetzen. Wir haben also:

"IP* £ 0" 3 "das Gleichungssystem in (2) hat eine Lésung mit Lt > 0" 3 das Gleichungssystem in
(2) hat eine Losung" ¢ "das Gleichungssystem in (3) hat eine Losung'”.

Fir die letzte Beziehung "3" multipliziert man (2a) mit S (w ). Ist andererseits Lt( )
ooDQt( 1) oo:tw*, eine Losung von (3) und definiert man Lt(oo*) Uber (2a), so ist Lt( )
ooDQt( - ) Losung von (2).

b)

"(2) ¢ (3)" Verschiedene Losungen in (2) missen sich mindestes in zwei Argumenten
unterscheiden. Somit ergeben sich auch verschiedene Losungen in (3). Umgekehrt gewinnt man
aus zwei verschiedenen Ldsung von (3) auch zwei verschiedene Lésungen von (2).

Die Aquivalenz von (3) und (4) ist wohl bekannt. Denn die Existenz einer Losung in (3) ist nach
a) gesichert.

Die Richtung "(2) 3 (1)" ist ebenfalls klar in Hinblick auf 4.27.

"(1) 3 (4)" Wir fuhren den Bewels indirekt und nehmen an: 0 t, , sodal? { S(

S
S(w ); Wy ad Qt(oo 1) W # oo*} linear abhdngig sind. Dann existieren nach den bisherigen
Uberlegungen zwar zZwei Losungen von (2); aber wir wissen noch nicht, ob es zwei positive
Losungen gibt.

Zunéchst existiert eine nicht verschwindene Losung { a(w ) 0 a Qt(oo 1) W # w* }von
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&k &K, _ _
zthQt(wt_l),wtm*{ a(w) L Sp(ey) — Sp(wp) | P[H=wy [Hy 1= 4]

[: 019, 9 ] = 0.

Wir definieren u(w’t‘) uber die Beziehung:

2 60,00 (w,_y) @D PIHER I g=0 4] =0

Wir haben auch:

zthQt(oot_l) Slt< () (o) PP[H=00 [Hy 4=y 4] =0.

Durch Multiplikation mit einer Konstanten kann man erreichen, dal3 gilt:
|0((mt)| < Lt(wt) Day O Qt(mt_l).

Dann haben wir

zootDQt(oot_l) (Ly(w) +a(w)) P[H = |H g = 4] =1,

&k _ _ _ ek
260,00, (e,_q) (@) + (@) Se(ey PIHp= o lHy g =0 4] =S 4(9 9). 1<k=d,

mit Li(wt):: Lt(wt) + a(oot) > 0. Gemal3 4.27 haben wir damit ein weiteres Martingalmal3

gefunden. Diesist ein Widerspruch zu (1). [ |

4.31 Bemerkungen. (8) Man kann offenbar in 4.30 (4) ét(oot) durch Aét(oot) (@ O
Qt(mt_l), 0, # oo:;) ersetzen.
(b) Die Aussage (2) in 4.30 kann man auch as Eindeutigkeit eines Martingalmal3es in einer

groferen Klasse beschreiben: es gibt genau ein signiertes Martingalmal3 (mit Dichteprozel} Zt =

t L ) im Sinne von 10.31. [ |

I-Imzl m

4.32 Satz. |st der Markt arbitragefrel, so sind dquivalent:
(1)  der Markt ist vollstandig;
(2)  esgibt genau ein dquivaentes Martingalmal3;
(3 firalel<t<T, W_q ad Qt—l’ und ein beliebiges oo’{ a Qt(wt_l) sind

{ ét(oot) - ét(w’t‘); w0 Qw,_4), @, # &} linear unabhangig.
Beweis. Aus4.30 und dem zweiten Fundamentalsatz 3.30 ergibt sich die Aussage sofort. Man
kann auch hier auch einen anderen Beweis von "(1) ¢ (2)" fihren. Die Richtung "(2) 3 (3)" folgt
aus 4.30. Die Beziehung "(1) 3> (2)" ist sehr einfach zu sehen, wie der Beweis vom 3.30 zeigt.
Schliefdlich beweist man "(3) 3 (1)" wie in Lemma 2.4. Dies soll fir den Fall T=1 erlautert

werden; dann zeigt sich, dal3 man den zweiten Fundamentalsatz auf die Tatsache zuriickfiihren
kann, dal3 bei einer Matrix der Spaltenrang gleich dem Zeilenrang ist.
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Fur T=1, |Q| =:nund w* 0 Q ist die Aussage 4.32 gleichbedeutend mit:

(*)  DieVektoren (85(c) - (w"), w0 Q\{w*}) TR, 1<ksd, spannen den k™ auf.

Betrachtet man nun fur ein (X (w),lQ) O R" das Gleichungssystemin (x,&) O IRxIRd:
x+30_ £ asK(w) =X(0), wiQ,

So reicht eswegen ASlI(w) — ASlI(w*) = Sii(oo) — Sli(m*) das Gleichungssystem
S0 EK(SK(0) - SK(0) = X(0) - X(@), w0 Q\fwrt},

zu l6sen. Diesist aber gemdl (*) moglich. []

4.33 Korollar. Notwendige Voraussetzung fur die Vollstandigkeit des Marktes ist:

@ |Qt(oo 1)| <d+l furalel<t<T, 0 1DQ,[_l;
(b) |Qt| < (d+1) , insbesondere | Q| < (d+1) :

Beweis Daesin IRd héchstens d unabhéngige Vektoren gibt, folgt (a) aus 4.32. Ferner haben wir:

Q.00 @_,00 t( 1) somit folgt (b) aus (a) mit Induktion.| |

t—1
4.34 Beispidl. Man kann analog zu (3.2) fur d=2 den folgenden Ansatz machen:
Aé‘? = élf_lEQBk + g% mwk ¢) mit gewissen pX>_1, 6%>0 k=12,

und die Prozesse {W } sind jeweils ein (zeitdiskretes) weil3es Rauschen. Wird nun ferner
angenommen, dald auch die AW k=1,2 unabhédngig sind und jeweils mindestens zwei Werte
annehmen, so nimmt (S 82) bei gegebenem w 1 und damit bei gegebenem (St 1,52

mindestens vier Werte an. Damit kann diese Modell nicht mehr vollstandig sein im Gegensatz
zum Fall d=1. Im zeitstetigen Fall erhdlt man dagegen ein vollstdndiges Modell, wenn man die

{Wlt(}, k = 1,2 al's unabhangige Wienerprozesse wahlt und AW, durch dW, ersetzt. []
Fird=2, T=1, Q = {w;,w,,0s} , ds0 |Q]| = (d+1)T, ASl(wi) SISy 2 = {s1,%,%3} liegt gemaR 4.2
Arbitragefreiheit vor, wenn gilt: 0 0 B(0,&) 0 conv({s;,,s;}). Vollstdndigkeit erhdlt man in

Hinblick auf 4.31a, wenn s; — s; und s, — s3 linear unabhédngig sind. Also ist folgendes Bild
typisch bei einem vollstandigen Markt:
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85 Modelle mit Transaktionskosten.

Es wird wieder ein Binomial—Modell (mit d=1) studiert; wir schreiben deshalb S% = St' Dabei
soll nun der Fall untersucht werden, dal3 fir den Kauf bzw.Verkauf z.Zt. t von 3 Einheiten des
Wertpapiers mit Kurs St Transaktionskosten c(3) [St anfallen, die proportional zum Wert der 9
Einheiten sind. Dabei sind die Proportionalitatsfaktoren die Kostenraten A bzw. p . Sei also:

(5.1 c(®):=A B+ U@, 1(8) =9 +c(8), 90R, mit O<A, p<1l

Der Kauf von 9 Einheiten des Wertpapiers z.Zt. t kostet dann 1(3) [St. Bei Transaktionen auf dem
Sparkonto sollen keine Transaktionskosten berechnet werden. Offenbar gilt:

5.2 Lemma. c und 1 sind stetig mit ¢(0) = 1(0) = 0. c ist auf (—0,0] antiton und auf [0,)
isoton; T ist streng isoton.

Im Falle von Transaktionskosten sehen die Budgetgleichungen anders aus. Deswegen beschreiben
wir einen Plan durch (§,n) = (Et,r]t, 0<t<T). Wie bei einem Portfolioplan & beschreibt Et OR die
Anteile am Wertpapier, die der Investor z.Zt. t (nach einer mdglichen Umschichtung) hélt.
Entsprechend stellt Ny [Bt den Wert der Anlage auf dem Sparbuch z.Zt. t dar; damit ist Ny wieder
der Gegenwartswert. Dann beschreibt Ne_q [Bt den Wert der Anlage auf dem Sparbuch z.Zt. t vor
einer Umschichtung. Die Kosten fir die Umschichtung auf dem Wertpapierkonto werden auf dem
Sparbuch angerechnet. Wird kein Geld konsumiert oder zugeschossen, so lautet die
Bilanzgleichung fiir das Sparbuch:

By =Np_g By~ ALY 5
5.3 Definition. Ein durch (&,n) gegebener Plan heil3t selbstfinanzierend, wenn gilt:
T(AE) [, +4n, B, =0 [& T(AZ)[E +4n,=0] fur0<t<T.

54 Lemma Fur enen durch (&n) gegebenen selbstfinanzierenden Plan gilt:
Ng=Ng— Z”E]zl r(AEm) [ém 0<t<T, damitist n durch No und & bestimmt.
Es sollen wieder selbstfinanzierende Plane betrachtet werden. Der zugehdrige Wertprozel3 ist hier
nicht interessant, da die Anteile am Wertpapier nur unter Abrechnung der Transaktionskosten in

Geldeinheiten bewertet werden konnen. Man muf3 stets den Bestand auf dem Sparbuch und den
auf dem Wertpapierkonto separat angeben. Fuhrt man wie im Fall ohne Transaktionskosten die

GréRe \7t = \7%’” =0+ Et[ét ein, die hier nur eine formale RechnungsgroRe ist, so lautet die
Beziehung in 5.4:

V= Vg + G — 3 ag 88 By it G = 3oy 8y 4 By
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Dies entspricht der Beziehung (1.16). Auch bel einem Derivat mul? der Zahlungsanspruch durch
ein Portfolio (ET, Ny) spezifiert werden.

5.5 Definition. Ein Zahlungsanspruch ist eine 2—dimensionale Zva (ET,F]T).

Fir einen  Zahlungsanspruch (ET,F]T) miissen ET Anteile des Wertpapiers und 1By
Geldeinheiten bereitgestel It werden. Liegen keine Transaktionskosten vor, so kann X = ET [ST +
Ny B undetwa& =0 undn = X = X/B. gesetzt werden.

5.6 Definition. Ein Zahlungsanspruch (ET,F]T) heif3t erreichbar oder duplizierbar [mit
Hilfe von (§,n)], wenn gilt: Esexistiert ein selbstfinanzierender Plan (§,n) mit

W —&r_ g Br+np-ny1=0
(& nyBy=ng_ By -1~ &) Bp).
Inder Situation 5.6 kann sich der Verkdufer bei einer Grundausstattung (Eo,r]o) gegen den

Zahlungsanspruch (ET,F]T) absichern, indem er gemal3 (£.n) investiert. In dem Fall hat er z.Zt. T
gerade ein Portfolio (ET,F]T) zur Verfugung. Das gleiche kann jeder Marktteilnehmer tun.

5.7 Beispidl. Bei einer européischen Kaufoption mit BasispreisK ist:

&r=1, ﬁT:—R:—K/BT fir S;>K, &1=0, Ny =0 firSp<K.

Es soll wieder ein Binomialmodell wie in 82, gegeben durch die Groflzen SO, 0<d<1<u<co, genauer
untersucht und gezeigt werden, dai3 ein Zahlungsanspruch von einer Kaufoption erreichbar ist mit
einer speziellen Wahl von §. Es liege das gleiche T—Perioden—Modell wie in 82 vor, aso
insbesondere die typische Situation 1.32 mit E = {d,u}. Dabei sei It(oo) = it fir w= (il,...,iT);

)

S :=1,0.0,8,=1,[8_;. Eswirdwieder kein W—Ma voravisgesetzt.

ULE;_g(w_q) = Sey_q )

1

St1(@_q) N ]
diS; gy 9) = Sy,

Ist (ET,F]T) ein Zahlungsanspruch und soll er z.Zt. T—1 durch N1_1 ET—l dupliziert werden, so

erhdlt man bei gegebener Vorgeschichte Wr_q fir die zubestimmenden Grol3en ET_l(ml._l),

r]T_l(wT_l) die folgenden Gleichungen:
(5:8) T(ET((UT_]_J) - ET—l(wT—l)) [ [é'r_l(mr_l) + r7]'['((’01'_1’0 - ”T—l(‘”T—l) =0,

i=u,d,

d)
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Setzt man zur Abkiirzung

und subtrahiert die beiden Gleichungen in (5.8), so ergibt sich die folgende Gleichung fir 9:

(5.9) r(Su—B)m—t(ﬁd—S)m:B.
Wenn diese Gleichung geldst ist, so erhalt man r].l._l(ml._l) sofort aus (5.8).

5.10 Lemma. Fir Su, Sd OR, @) = r(Su —9) - t(ﬁd —9) M gilt:
@ Y ist stetig und stiickwei se linear; genauer gilt:
92 max(Bd,Su) 3> @) =const — (u—d) [{1—) D,
9 <mi n(ﬁd,ﬁu) 3> @) =const — (u—d) [{1+A) [,
’Sd <9< Su 3> @) =const — [(1+A) U — (1—y) [d] 0B,
Busﬁ sﬁd 3> @) = const — [(1—p) (W — (1+A) [dl] 5.
(b) Esgilt: Iims_’oo YD) = —oo, Iimg_’_oo YD) = +oo.
(©) Y ist streng antiton, wenn eine der beiden Bedingungen gilt: Sd < Su oder

1+A _u
(5.11) i<d

Beweis. Esist (8) zﬁum—ﬁdm—(u—d)ﬁ'a + c(Su—B)m—c(Sd—B)ml :
Der Beweise von (a) und (b) sind nun einfach und (c) ergibt sich aus (b) wegen:
(5.11) & (1 —(1+A)d>0. ||

5.12 Satz. Jeder Zahlungsanspruch ist erreichbar. Unter der Bedingung (5.11) ist der
duplizierende Plan eindeutig bestimmt.

Beweis. Gemal3 5.10a,b exigtiert nach dem Zwischenwertsatz stets eine Losung 9 = ET_l(ooT_l)
von (5.9) und damit auch eine Lésung 3 = ET_l(wT_l), r]T_l(wT_l) von (5.8). Unter (5.11) ist
gemal’ 5.10c die Lésung 9 eindeutig bestimmt. Nun setzt man

9 =& _ol0r_p) 8 =&y 1 (0r_pi). 8= [Ny_g(@p_pd) —ny_y(@r_pW)[/Sp_p(@r_p)-
Dann existiert wieder eine Losung 9 =¢&1_5(w_,) von (5.9) und damit auch eine Losung
9 =& o0 ) Ny oy _p) von

T(ET—l((**I'—Z’i) - ET—Z(Q)T—Z)) [ [é'r_z((*)'r_z) + nT—l(wT—Z’i) - nT_z((*)'r_z) =0,i=u,d, aso
(A& ) [éT—l +An; =0 bei Vorliegen von w;_,. Unter (5.11) ist gemaR 5.10c die
Losung 9 wieder eindeutig bestimmt. Induktiv kann man den dublizierenden Plan konstruieren.
[

Es interessieren insbesondere Zahlungsanspriiche (ET,F]T) mit ET = ET(éT)’ Nt = ﬁT(éT) und
folgenden Monotonieeigenschaften, fir die (5.11) nicht bendtigt wird:
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(5.13) ET(u [3) > ET(d [3)

1€ () — Ep(dE) WS+ (U0 —(dE) 20

r(ET(d [3) — ST(u [$) 3+ A(dE —Apu® 20, Is>0.
Die erste Ungleichung ist in Hinblick auf 5.10c interessant. Die zweite Ungleichung besagt etwa:
man kommt bel Vorliegen des Preises ul$ nur mit (nichtnegativen) Kosten vom Portfolio

(ET(dE‘s), A(d($) zum Portfolio (ET(u (%), AT(ul®). Man kann fir diesen Sachverhalt das
folgende Symbol verwenden:

Er(u® NUB) b g ELAD), N(dE).
Ebenso kann man die letzte Ungleichung umschreiben mit:
(E(d®), N(d3) by g E(UD), ApUTE) .
Aus (5.13) erhélt man
(614  TEuD - EdE) L2 AdE - AU
>— T(ET(d [3) — ET(u [$) M3 > 0, >0, insbesondere
ﬁT(u [$) — r”]T(d [$)<0,0.
5.15 Lemma. In der Situation 5.7 ist (5.13) erfillt.
Beweis: Interessant ist nur der Fall: d3< K < uls.
Dannist (ET(u [3), ﬁT(u [$)) = (1K) und (ET(d [3$), ﬁT(d [$)) = (0,0) und esgilt wegen 1(8) = 9:
T()WE-K2uB-K>0, 1(-1)@E+K>—dE+K20. []
Essoll nun ein selbstfinanzierender Plan (§,n) der Gestalt & = Et(ét), n, = ﬁt(ét) konstruiert

werden, der einen Zahlungsanspruch mit (5.13) absichert (dupliziert) und zusitzliche
M onotonieeigenschaften hat..

5.16 Proposition. Unter der Voraussetzung (5.13) existieren Funktionen Et : (0,00) = R,
ﬁt : (0,0) = R, O<t<T, sodal3 firs>0,0<t< T gilt:

0 €0 &, (()TB+1,(E A, 4(9=0,j0{du},
(i) LB < (9<EUD .
(i TE,(® () 0B+, ® i ®=20,dh.

€0, 1,63) oy 5 €0 D, 7,0 ) () 0 {(du).(ud)} .
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Es wird hier der Ansatz gemacht, dai3 die Investionsentscheidung Et nur Uber den gegenwartigen
Preis abhangt in der Form Et = Et(ét) . Die Eigenschaft (i) impliziert, da? der Plan

selbstfinanzierend wird. Die Punkte (ii) und (iii) sind Monotonieeigenschaften.

Beweis: Wir betrachten erst den Fall t=T.
Setze ET(i ® =9, ET_l(s) =9, A7 B = n;, A1_4(9 =: n. Dann besagt (5.13):
Suzﬁd; T(Su—ﬁd)m&+ r]u—r]dzo, r(ﬁd—ﬁu)mBH r]d—r]uzo; also:
(5.17) Suzﬁd; r(ﬁu—ﬂd)m&znd—nuz —r(Sd—Bu)mE‘s.
Wir suchen eine eindeutige L6sung (8,n) zu
(5.18) T(SU—B)EJBH r]u—r]:O,
r(Sd—B)mE‘H Ng—N= 0,90 [Bd,ﬁu].
Daraus ergibt sich durch Subtraktion al's Gleichung fir 9 0 [9 ;9 [:
(nd—r]u)/s:t(ﬁu—ﬁ)m — r(sd—a)m:: Pd) .
GeméalR 5.10 ist Y streng antiton und stetig. Aus (5.17) folgt:
WO =T(9,— 9 Y= (ny—n s> —T(E4—E)H=q(3 ),
also erhalt man aus dem Zwischenwertsatz die Existenz eines eindeutigen Wertes 3 0 [9 39 ]
mit 9 =: ET_l(s) 0 [Sd,ﬁu] , WE) = (r]d - r]u)/s. n= ﬁT_l(s) bestimmt sich nun aus (5.18).

Nun erfolgt eine Riickwértsinduktion nach t: Die Behauptung gelte fir t+1.
Wir suchen wieder eine Lésung zu (5.18). Dazu reicht wie oben (5.17) nachzuweisen. Dies ist

gerade 5.16(iii). Wir setzen wieder: Et(p [3) =: Sp, Et_l(s) =9, £t+1(0 pLs) = ’Sop .
Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir:
(5.19 3495995 %qu=%ugs 9,9, Sowie
1@~V LB+, (U —f(dE) =0,
10y, %) LB+, (ds) —n(uls) =0.
Esfolgt durch Subtraktion mit ﬁt(i [3$) =: n;:

(r]d— r]u)/s: [r(ﬁud—%)d) —r(ﬁdu—ﬁu)] [ [al.

Zum Nachweis von (5.17), mussen wir also zeigen:

t(Su — Sd)/d > T(SUd — Bd) — t(&du — Su) > —t(Sd — Su)/u in der Situation (5.19).
Wegen d<1<u und r(ﬁu -0 d)20, —1(9 d- Su) >0 gemal (5.19) genligt es zu zeigen:
*) r(ﬁu—ﬁd) > t(&ud—ﬁd) —r(ﬂdu—ﬁu) > —r(Sd—Bu) mitﬁduzﬁud.

Diese Beziehungen folgen nun aus dem folgenden Lemma. | |
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5.20 Lemma. c und t sind subadditiv, d.h. es gilt:
c(xty) s c(x) +c(y), T(x+y) <T(X) +T(y), Xy OR.

Beweis. Es geniigt ¢ zu betrachten. Fir x,y = 0 und x,y < 0 ergibt sich sogar Gleichheit. Fir x < 0,
y = 0 hat man: x < x+y <y; dann folgt die Beziehung aus:
c(x+y) < max(c(x),c(y)) < c(x) +c(y). []

GemaR 5.16(ii) kennen wir das Vorzeichen von Et(i 3 — Et_l(s). Deswegen ist 5.16(i)
gleichbedeutend mit den folgenden zwei linearen Gleichungen, die man sofort |16sen kann.

(521)  (MNIEWUED () DE+AME 1, 4(9=0,
(1) E(AE) — &, () @E+N(dEH —1, (9 =0,

5.22 Satz. Es gelte (5.13) fir ET’ und es sei d ;= (1-p) (@ , 0 := (1+A) . Dann gilt

g
O<ds<d<l<us<OsowieO<d<1-p<1<1+A<(, und diefolgenden rekursiv definierten
Funktionen ét : (0,00) = R, ﬁt . (0,0) = R, O<t<T ldsen 5.16 (i)—(iii):
(623 &= [0FuD-dE@®+E{Au®-A@D} ]/ [0-d],

fiy_1(9) = — [ (u®) — 0 (A ) + {E(uE) —E(dE3)} MEE] / [u—d].
Dabei ist durch &, := Et(ét), ng = ﬁt(ét) , O<t<T, ein selbstfinanzierender Plan gegeben, der den

Zahlungsanspruch (&1 = ET(éT), Ny = ﬁT(éT)) dupliziert.

5.24 Korollar. Bei einer Kaufoption mit Basispreis K in einem Binomialmodell setzt man:
(1,-K) s>K

E(91(9) = {(O 0 Mok

Definiert man dann &, , A, , & := Et(ét), n; = ﬁt(ét) , O<t<T, gemaR 5.22, so ist der Zahlungs—
anspruch (&1.n7) = E(SPA1(Sy)) erreichbar mit (&.n).

Aus (5.23) ergibt sich fur p OR:
—d

. P .
62 P O+ O — (N E D ms + Aus)
+ u - - [(1—11) (A0S + ﬁt(d&)] ,d<l-ps<ps<l+r<i

u_
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Wir definieren nun ein W—Mal3 P* mit

(5.26a) Pl =u] =p;=1-P[I, =d],
P*[It:u|lt_1:it_1,...,Ilzil]:Bit_lzl—P*[lt:u||t_1:it_1,...,Ilzil],
im:u,d,1Sm<t.

mit

~1-d _ 1A -d _ 1lp-d
(5.26b) plzm, puzifJ s pdzifJ S

Also bildet {l,,...I+} unter P* eine Markoff-Kette mit Zustandsraum {d,u}, Sartverteilung
p, 1P,
(51,1—51) und Ubergangs-Matrix [_)d 1—5d und nicht mehr wie in 82 eine Folge von
unabhédngigen und identische verteilten Zva. Dazu definieren wir den Prozel3 {pl,...,pT} gemaf
1I+A  i=u
(5.27) Pg = 1, p; = p(It) mit p(i) := { far .
1pu i=d
5.28 Proposition. Es gelte (5.13) fir ET’ ﬁT. Sei (&,n) der in 5.22 definierte dublizierende
Plan. Dann sind die Prozesse {pt[S[, 0<t< T} und {Etﬁbt[ét +N, 0<t< T} mit @pnp =
(ET,F]T) Martingale unter P*.
Beweis. Sei p(i) wiein 5.27.Dann ist

E* [p(1,) 0, 3] =Py [+A) WS+ (1) (1) @3 = {p, U — d)+d}B=s= P
Ebenso zeigt man fir 0 = @i 1""'it) :

E* [p(lt+1) [I]t+1E<l;| = it’ g = il] = p(it)E'k: pt(oot) (5.
Daraus ergibt sich die erste Behauptung. Aus (5.25) folgt

E*[E,(1,® D)0, B+,(,®)] =SB+ ny(9) = &9 by B+ (S

E* [Et(|t[:~k) P3O B+A0 D=1 g, 01y =]

= Et—l(s) @)(it_l) [$+ ﬁt—l(s)'
Daraus ergibt sich die zweite Martingal el genschaft. ]
In Analogie zu 2.6(i) erhalten wir:

5.29 Korollar. Seien (ET,F]T) und (&,n) wiein 5.28. Dann gilt:

&8+ N = B* [&7 b7 B + .
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Dabei ist EO[SO + Ng der Wert des Portfolios z.Zt. t=0, das man zur Dublizierung des
Zahlungsanspruchs (ET,F]T) benétigt, ohne etwaige Transaktionskosten fiir die Erstellung von

5.30. Definition. Ein Paar (P*,p) heil3t aquivalentes (Converter—) Martingalmal3, wenn gilt:
Q) P*(w)>0 DwlQ;
(2) esigp= {pt} ein adaptierter Proze mit
(5.31) 1—u5pts1+)\, 0<t<T;

@ e [ét} ist ein Martingal unter P*.
Nach dieser Definition gilt offenbar:
5.32 Korollar. Das in (5.26) und (5.27) definierte Tupel (P*,p) ist 5.28 zu Folge ein
aquivalentes Martingal mal.
Q nQ

5.33 Definition. Ein Preissystem ist eine lineare Abbildung 71 : R™xR™ » R mit

&) >0 0 Epnp) DRBRS mit

(5.34a) —Np+T=&7) [éT <0,

(5.34b) —Np(w) +T(= Ep(w) [éT(oo) <0 firenwilQ.

Die Beziehung besagt, dal3 eine Umschichtung des Zahlungsanspruchs (ET,F]T) auf (0,0) mit
nicht—positiven Kosten, also mit nichtnegativem Konsum madglich ist. Besteht zudem die Chance

auf einen positven Konsum, so sollte ein Kontrakt mit einem solchen Zahlungsanspruch einen
positiven Preis haben.

5.35 Proposition. Ist (P*,p) ein dquivalentes Martingalmal3, so ist die durch
(5.36) ME.N7) = E* [pr & 05p + gl
gegebene Abbildung Tt: IRQXIRQ R ein Preissystem.
Zum Beweis bendtigen wir die folgende Beziehung, die offensichtlich ist:

(5.37) P <T®) 0 1—pu<p<1+A, I 0OR.

Beweis. Offenbar ist die Abbildung Ttlinear. Gilt nun (5.34), so hat man wegen (5.37) :
_ﬁT_pT[ET[éTS _r]T"'T(_ET)[éTSO,
=@~ () Ep(e) BBr(@) < () + T~ (@) (Br(@) <O fireinw Q.
Daraus folgt wegen 5.30(1): E* [py &t [ST +N1]>0.[]
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Mit dem Rieszschen Darstellungssatz kann man auch die Umkehrung von 5.35 zeigen (vgl.
Kusuoka 1995, Ann. Appl. Prob.).

Halt man den Falligkeitstermin T fest und unterteilt [0,T] in n[T Perioden wie in 82, so geben
Boyle & Vorst [The Journal of Finance, XLVII, 1992| einen asymptotischen Wert fir

Vo =&5p+ Ny [bei ngrof3, A = p =: c/ynT klein] .
Er ergibt sich aus der Black—Scholes—Formel mit modifizierter Volatilitét:

2C
2 +

Da die Black—Scholes—-Formel isoton in der Volatilitdt ist, vergroRert sich also bei
Transaktionskosten die Pramie fur die Option.



