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Kapitel 1
Bedingte Erwartungen

1.1. Definition der bedingten Erwartung

Gegeben: Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P) und o-Algebra Ay C A sowie eine Zufallsvariable
X € £, A).

Ziel: Definition von E[X|Ag]| der besten Schitzung/Approximation von X unter allen .4p-messbaren
Zufallsvariablen.

Anwendung: Folge (Y;,)nen von Zufallsvariablen auf (Q, A, P) fiir k£ € N fix:
Ao=oc,...,Y,), A1 =0,), X =Y,
Dann ist (Y, )nen eine Markov-Kette wenn gilt:
E[X]Ao] = E[X]A]
Beispiel 1.1.1. 1.
Ag=A E[X|A =X
Ao = {0, 0} E[X|A] = E[X]

Ay =1{0,B,B°,Q} BeA

Ag-messbare Zufallsvariablen sind von der Form:

Y =alp + Blge

Falls w € B: dP
Falls w ¢ B: [ xdp

E[X|Ao] (w) = %
=

Xo() = 06140 () = (i [ %) 1600+ (5 [ X9 13009

Xy ist eine Ag-messbare Zufallsvariable.

4. elementare bedingte Erwartung von X unter Ag:

Ay =0c(B;:ieN) mit Q= JB; und P(B;) >0
€N

Xo(w) = Y EXIBI1s (@) E[XIB]= g [ XaP eR

i=1
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Xo = E[X|Ao] ist eine Zufallsvariable, falls X € L°(Q, A) entweder nichtnegativ oder integrierbar
1st.

Definition 1.1.2. X, € Lo(Q, Ag) heifit bedingte Erwartung von X unter Ao falls fiir alle B € Ay gilt:

/BXdIP:/BXOd]P’ (1.1)

Dabei ist vorausgesetzt, dass Xo := E[X|Ag] entweder nichtnegativ oder integrierbar ist.

Bemerkung 1.1.3.

e Bedingte Erwartungen sind Zufallsvariablen, keine Zahlen!

e Die bedingte Erwartung E[X|Ao] ist nur bis auf P-Nullstellen eindeutig bestimmt.
Genauer: E[X|Ag] bezeichnet die Aquivalenzklasse der Ag-messbaren Zufallsvariablen die 1.1
erfiillen.

e Bedingte Erwartungen verhalten sich in vielerlei Hinsicht wie Erwartungen.

Proposition 1.1.4. Gegeben seien Zufallsvariablen X,Y € LY(Q, A,P) (oder L9 (Q, A,P)). Dann gilt:
(i) Fir a,f €R (bzw. «, B € Ry ) gilt:

E[aX + BY|Ao] = aE[X|Ao] + BE [X|Ag] P-fast sicher
(i) Aus X <Y P-fast sicher folgt:
E[X|Ao] < E[Y]A] P-fast sicher (Monotonie)

(iit) Fiir eine isotone Folge (X,)nen in L9 (Q, A, P) gilt:
supE [X,,|Ag] = E [sup Xn|Ao} P-fast sicher (monotone Konvergenz)
Aus (ii) folgt insbesondere:

o X=Y P-fast sicher = E[X|Ag] = E[Y|Ao] P-fast sicher
e X >0 P-fast sicher = E[X|Ag] > 0 P-fast sicher
o [E[X|Ao]| <E[|X||Ao] P-fast sicher

Beweis. (i) Gegeben seien E[X|Ao] und E[Y|Ao], B € Ay beliebig:

/B[ax+ﬂy /Xd]P’+ﬂ/ yap 1 a/ [X|A0]dIP’+ﬂ/BIE[Y|AO]dP

- /B (aE [X | Ao] + BE [X | Ao]) dP

Ao-messbare Zufallsvariable

= (1)
(i) Monotonie in 1.1

(iii) Sei Xoo = sup X,,. Dann gilt mit monotoner Konvergenz fiir alle B € A:
n

/XoodIP’ = /suandIP:/sup(anB)dP
B " B

B



Kapitel 1. Bedingte Erwartungen 5

:sup/Xnd]P’:sup/XSd]P’:/supXSd]P’:/XgOdP
"B "B B B

mit X0 =E[X,| A, X9 =sup X0 € L£O9(Ap).

oo T

Korollar 1.1.5. (Jensen-Ungleichung fiir bedingte Erwartungen)

Sei ¢ : R — R konver und X, ¢(X) € L1 (Q, A, P).
Dann gilt:
¢ (E[X|Ao]) < E[p(X)|Ao] P-fast sicher

Insbesondere fiir alle p > 1
E[X|A4A)] <E [|X|p|Ao]% P-fast sicher
Beweis. Jedes konvexe ¢ lisst sich darstellen als Supremum abzdhlbar vieler affin linearer Funktionen:

d(X) = sup l,(X) mit  x— ly(z) = aysbyz Y abzihlbar
yey

= E[6(X)|Ao] = Elsuply(X)|4o] > sup E 1, (X) | Aol = sup 1, (E[X | Ao]) = ¢(E [X|.4o])

O

Satz 1.1.6. (i) Fir X € L*(Q, A,P) und Ay C A existiert ein eindeutiges Y € L?(Q, Ag,P) mit
minimalem Abstand | X —Y||L,.
Die Funktion Y ist die ,Projektion von X auf L*(Q, Ao, P)“

(ii) Diese Projektion stimmt mit der bedingten Erwartung von X unter Ay dberein.

Bemerkung: Hierbei ist L2(Q, A, P) der Raum der Aquivalenzklassen in £2(, A, P).
Es ist ein Hilbert-Raum (d.h. vollstindig und mit innerem Produkt) mit Norm (||Y||2 = E [Y?])?

Beweis. (i) Seia =inf {|X — Y2, :Y € L*(Q, Ag,P)} sowie eine minimierende Folge
(Ya), € L*(, Ap,P) mit || X — Va2, = a +€n, €, 0.

Behauptung: (Y,),, ist eine Cauchy-Folge.
Setze Yo = 2 (Yo + Vi) € L3(Q, Ao, P).

1 1 1
= a < |IX = Yorlh, < 51X = Yall, + 51X — Va3, - 1% - Yal?,

1 1
(a+€n) + 3o+ ) = 71Va = Vi3,

é||Yn7Yk||2§2(en+ek)—>O fiir n,k — oo

= (Y,),, ist eine Cauchy Folge in L*(2, Ay, P). Dies ist ein Hilbert-Raum.
= es existiert ein eindeutiges Y € L*(Q, Ao, P) mit Y, — Y in L*(Q, Ag,P). Man kann zeigen:
X-Y ist orthogonal zu L?(Q, Ag,P), das heifit:
Fiir alle Z € L?(Q, Ao, P) gilt:
E[(X-Y)Z]=0 (1.2)

(Dadurch ist Y eindeutig bestimmdt.)
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(ii) Aus der Jensen-Ungleichung mit ¢(t) = |t|* folgt:
E [X|Ao)* < E [X*|Ao]

und damit:
E[E [X|40)*) < E [E [X?[Ao]]
X

= Xo € L*(Q, Ao, P) falls X € L*(Q, A,P) (gezeigt: quadratintegrabel)
Behauptung: X — X ist orthogonal zu L*(, Ao, P).
Sei B € Ay, dann gilt:

E[(XfXO)lB]:/Xd]P’f/XOdP:O:>1.2
B B

[

Korollar 1.1.7. Fir alle X in L*(Q, A, P) existiert eine eindeutige Version der bedingten Erwartung X
in LY(Q, Ao, P).

Beweis. 0.B.d.A X >0
Wiihle X,, = min {X,n} € L?

Xo /X E[Xn|Ao) € L (Q, Ay, P)
= E[X]|Ap] = supE [X,,|Ao] existiert und hat die gewiinschten Eigenschaften.

Alternativer Beweis: (fiir die Existenz der bedingten Erwartungen)

Gegeben sei X € L1 (Q, A,P), Ay C A. Betrachte zwei Mafle Py, Qo auf (2, A):

Py = P4, QO(B):/XdIP’ fir B € Ay
B

Es gilt: Qq ist absolut stetig beziiglich Py (Qo << Py). im folgenden Sinne:
Po(B) =0= Qo(B) =0 (VB € Ap) (1.3)

Verwende Satz von Radon Nikodym:
aus 1.3 folgt:

3X, € E}r(Q,AO,PO) sodass Qp = XoPg
im Sinne: Qo(B) = [ XodPy (VB € Ap)
B

Zusammen erhdlt man:

/XOdIP = /Xod]P’o = Qo(B) = /XdP (VB € Ao)
B B B

Proposition 1.1.8. Bedingte Erwartungen haben folgende Eigenschaften:
(i) Fiir alle o-Algebren Ay C Ay C A und Zufallsvariablen X € LY(X, A, P) gilt:
E[E[X|Ao] |A1] = E[E[X|A1]|Ao] = E[X|A] P-fast sicher

Insbesondere:
E [E[X|A]] = E[X]

(11) a) Falls X unabhingig von Ag ist, gilt: E[X|A] = E [X] P-fast sicher
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b) Falls X messbar beziglich Ay ist, gilt: E[X]|Ag] = X P-fast sicher

(iii) Falls X Ag-messbar ist, Y beliebige Zufallsvariable (d.h. A-messbar) und X und Y nichtnegativ oder
in L2(z, A, P):
E[XY]Ao] = XE[Y]Ao]

Beweis. (i) Da E[X|A;] bereits Ag-messbar ist folgt
E[E[X]Ao] |A1] = E [E [X[Ai] |Ao] = E [X]A]

direkt aus (ii)b

(ii) a) Da X unabhingig von Ag und 1g messbar beziiglich Ay ist, folgt, dass X und 1p unabhingig
sind. Damit ergibt sich:

/XdIP’:IE[X~lB]:E[X] ]P’(B):/E[X]dIP’

B

b) folgt direkt aus der Definition.
(ii1) Sei zundchst X =14 mit A € Ag. Dann gilt fir alle B in Ao

/XYdIP’: /Yd]P: /E[Y|Ao]d]P’:/XE[Y|AO]dP
—_——
B ANB ANB B Ag—messbar

Daraus folgt die Behauptung fiir X = 14. Durch Erweiterung auf Linearkombinationen und lineare
Limiten lisst sich (iii) fir alle X in £5 (2, Ao, P) beweisen.

[]
Beispiel 1.1.9. (i) Ay = o(B;,i € N) mit disjunkter Zerlegung Q = |J B; mit P(B;) > 0.
i=1
Dann gilt:
E[X E[X -1p,] 1g,
| Ao] = Z IED Bl 1B
%,_/
ren. Erw.von X auf B;
Zu zeigen:
VB e Ay : /XdP:/XOd]P’
Dafiir gentigt es zu zeigen:
XdP = | X ) -1p, .
/ / odP  (ViE€N)  mit Xo=» —— P E[X -1p] 15,
i€S
es gilt:
/Xd]P’ E[lp,X] = /{ 1BX]1B}d]P’
B

(ii) Ziegenproblem:

O =00 x Q@
QW = {1,2,3} mit Wahrscheinlichkeiten pq, pa, p3
Entschezdung des Showmasters/Technikers: Wo ist der Porsche?
OO = {1,2,3} mit Wahrscheinlichkeiten qi,qz, 3
Entscheidung des Kandidaten (er hat keine Informationen iber p1,pa,ps)
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Strategie ohne Wechseln:

Erfolg auf Qonne = {(1,1),(2,2),(3,3)}

Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg: P1q1 + P2ge + P3qs

Fiir q=4%: Tpr+p2+ps) =1

Strategie mit Wechsel:

Erfolg auf iz = {(L 2)a (L 3)’ (2a 1)’ (2a 3)’ (3a 1)’ (3a 2)}

Erfolg bei ,,Wechselstrategie“: p1(g2 + q3) + p2(q1 + q3) + p3(q1 + g2)
Fiir q = §: 2(p1+p2+ps) =32

1.2. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 1.2.1. Analog zu bedingten Erwartungen lassen sich bedingte Wahrscheinlichkeiten und
bedingte Verteilungen definieren.

VCeA: P(C|lAy) =E[l¢]Ag) bedingte Wahrscheinlichkeit von C unter Ay

Bemerkung: Dies ist eine Zufallsvariable, keine Zahl!
Bedingte Verteilung von X € L°(Q, A, P):

]P)(X S B|A0) = E[IB(X)|A0] fir B € B(R)

Beispiel 1.2.2. 4y =0(B;,i € N) mit Q= |J B; und P(B;) >0
i=1

Dann gilt:

P(C|Ao) ZP C|B;)1 fast sicher

mit der ,klassischen® bedingten Wahrscheinlichkeit:

P(C N B;)

P(C|B;) = TR(B)

Anwendungen:

Satz 1.2.3. Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (Bayes)
P(C) =E[lc] = 372, P(C|Bi)P(B))

Beweis.

P(C) = E[E[1o|4o]] =

Z]P’ C|Bi)1

Ezxkurs: Eine Universitdt stellt fest:
63% = P(Frauen bestehen Examen) < P(Mdinner bestehen Eramen) = T4%
aber in jedem Fach gilt:
P(Frauen bestehen Examen) > P(Mdnner bestehen Examen)
konkret (GW: Geisteswissenschaften, NW: Naturwissenschaften):
60% = P(Frauen bestehen GW) > P(Mdnner bestehen GW) = 50%

90% = P(Frauen bestehen NW) > P(Mdinner bestehen NW) = 80%
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Wie ist das zu erkldren?
90% = P(Frauen studieren GW) > P(Mdinner studieren GW) = 20%

Wir betrachten zwei Wahrscheinlichkeitsmafie Pr und Py und die Ereignisse:
G: studiert Geisteswissenschaften,

N: studiert Naturwissenschaften GUN=Q

E: Erfolg im Examen

Pr(E) = Pp(E|N)Pr(N) + Pr(E|G)Pr(G) =0,9-0,1+0,6-0,9=0,63
Pas(E) = Pa(E|N)Pur(N) + Pas(E|G)Py (G) = 0,8-0,8+0,5-0,2 =0, 74

Bemerkung 1.2.4. Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(-|Ag) gelten folgende Eigenschaften:
(i) VC € Ay:
e 0 <P(C|Ay) <1 P — fast sicher
e P(0]Ag) =0 P — fast sicher
o P(QAy) =1 P — fast sicher
(11) YC1 C Co P(C1]Ap) < P(Cs]Ap) P—fast sicher

(i11) ¥ disjunkte (Cyp)nen P(U CnlAg) = > P(CrlAo) P-fast sicher
n=1 n=1

Alles folgt aus entsprechenden Figenschaften der bedingten Erwartungen. Wiirden (i)-(iii) fir alle Mengen
ohne Ausnahmemengen auf ganz Q gelten, so wire fiir jedes w € Q die Abbildung C — P(C|Ap)(w) ein
Wahrscheinlichkeitsmap.

Fiir gegebene C,C1,Ca, (Cp)nen lassen sich Versionen finden, fir die (i)-(iii) gelten. Fiir sogenannte
Standard-Borel-Riume (z.B. R) existiert eine Version von

Qx A—10,1] (w,C) = P(C)Ap)(w),

sodass fiir P-fast alle w € Q die Figenschaften (i)-(iii) fir jede Wahl von C,Cy,Ca, (Cp)nen gelten. Im
Allgemeinen existiert eine solche Version nicht.

In wvielen Fdllen betrachtet man bedingte FErwartungen, bedingte Wahrscheinlichkeiten und bedingte
Verteilungen unter der Bedingung Ay = o(Y').

Fiir eine Zufallsvariable Y : @ — R schreibe: E[X|Y], P(C|Y) etc.

Aus dem Faktorisierungslemma folgt:
Xo € L2%Q,0(Y)) —= Xo=g(Y)  fireingc LR, B(R))
Damit folgt insbesondere, dass fiir alle X € L*(Q, A,P) ein g existiert mit:
E[X|Y]=g(Y) P-fast sicher
Dabei ist g eindeutig bis auf Py -Nullmengen auf R. Schreibweise:

g(V)=E[X]Y =y] firyeR

‘ Faktorisierte bedingte Erwartung von X unter der Bedingung Y =y

Es gilt:
E[X[Y](w) = g(Y(w)) = E[X]Y = 9] |y=y(w) fir P-fast alle w

beziehungsweise:

EX|Y]()=E[X|Y =Y()] P-fast iberall
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Beispiel 1.2.5. Seien X,Y : 0 — R Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung P x y auf R? gegeben
durch f € £? mit Dichte-Funktion f : R? — [0, 00] nichtnegativ und integrierbar. Das heifst:

P(((X,Y)e(O)) = / fz,y)dzdy fiir alle Borel Mengen C' C R?

Sei ferner X integrierbar. Dann gilt fir Py -fast alle y € R:

0< Fy /facydx<oo

und

E[X|Y =y = ﬁ /:cf(z,y)d:c =:9(y)
R

Insbesondere also: E[X|Y] = g(y) P-fast iberall
Beweis. Zundchst sei 0 < F < oo Py -fast iiberall auf R, denn fir alle C € B(R) gilt:

Py (C2) = P(y € C2) //fwydy dw—/ (y)dy

Ca

Mit Cy := {F =0} folgt die erste Behauptung, analog folgt: F < oo Py-fast sicher.
Sei nun B € o(Y), also z.B. B =Y ~Y(A) mit A € B(R):

/g(y)d]P’:/lA( g (y )d]P’:/lA( )g(y)dPy (y //1A (z,y)dxdy
B Q
/ dy—//xfxydacdy—/xlA )dP = /XdIP’

AP (e,y)
Also: g(Y) =E[X|o(Y)] fast sicher L]

Definition 1.2.6. (i) Zwei Messriume (Q,A), (', A’") heiffen messbar isometrisch falls es eine
Bijektion v : Q — ' gibt mit ¢ und 1~ messbar.

(ii) Ein Messraum (2, A) heifst Standard-Borel-Raum, falls er messbar isometrisch zu einer Borel-
Teilmenge von [0,1] (oder R) ist (mit induzierter Borel-o-Algebra)

Definition 1.2.7. Ein topologischer Raum heifst polnischer Raum, falls er separabel und wvollstindig
metristerbar ist.

Proposition 1.2.8. (i) Jeder polnische Raum ist homdomorph zu einer Gs-Menge eines kompakten
metrischen Raumes, welcher 0.B.d.A als |0, 1]N angenommen werden kann.

(ii) Jeder polnische Raum ist ein Standard-Borel-Raum.
Lemma 1.2.9. R? ist Standard-Borel.

Beweis. zeige: [0, 1)d ist Standard-Borel.

Wiihle fiir alle z € [0,1) eine Darstellung x = 0.x122x3... als Bindrzahl mit unendlich vielen Nullen
Fir (21, ...,2%) € [0,1)" analog: 2% = 0.8z},

Gegeben ein solches (z1,...,x%) € [0, 1)d bilde:

_ 1.2 3 d 1 .2 .3
T =T 1L Ty, .ees L1y Loy Loy Lo, - [071>

Die so definierte Abbildung (0, l]d — (0,1] ist bijektiv, messbar und ¢~ ist messbar. ]
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Lemma 1.2.10. [0,1)" ist Standart-Borel.

Beweis. Gegeben x € [0,1), x = x12223. ..

2t =0,z 1202427 . . ., 22 =0, 232525 . .., 2 =0, 2629 ...
; N

= (Xl)ieN E [0, 1)

¢:[0,1) — [0, 1)N, z+— (2")ien bijektiv, messbar, o' messbar

Bedingte Wahrscheinlichkeiten
Xo =P(C|Ap)(w) = E[1.]Ao] (w) definiert durch:

/lcd]P = /XOdP (VA € Ap)
A

A
Ziel: Wahl von Versionen P(C|Ap)(w), sodass fiir P-fast alle w € 2 gilt:

C+— P(C|Ap)(w) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (2, .4, P)

Definition 1.2.11. Gegeben seien zwei Messriume (S1, S1),(S2,Sz2). Ein Markov-Kern von (S1,S81) nach
(S2,S2) ist eine Abbildung
k:Sl XSQ*) [0,1]

mit den folgenden Eigenschaften:
(i) YVC € Sy x> k(z,C) ist ein S1-messbar.
(ii) Ya € S1 Cw k(z,C) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (Sa,S2)
Definition 1.2.12. Gegeben sei ein Wahrscheinlichtsraum (€2, A, P) und eine o-Algebra Ay C A. Dann
heift ein Markov-Kern k von (2, Ag) nach (Q, A) requlire bedingte Wahrscheinlichkeit unter Ay falls gilt:
VC € A, P(C|Ay)(w) = k(w,C)  fir P-fast alle w € Q

Je zwei solche Markov-Kerne k, k' stimmen fiir P-fast alle w iiberein falls gilt:
k(w,C) =k (w,C) (VC e A)

Zu Markov-Kernen
Ein Markov-Kern k ist ein parameterabhéingiges Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Sz, S2).
Wir schreiben k(z, dy) und definieren fiir messbare Funktionen f : Sy — R:

kf(z) = / Fw)k(e, dy)
S

Fiir einen Markov-Kern k von (51, S1) nach (S2,S82) und k’ von (Sz, S2) nach (Ss, Sg) ist

k(z,C) = /k'(y,C)k(z,dy)
S

ein Markov-Kern von (S7,S;1) nach (Ss, S3).
Fir Si, S diskret (z.B. endlich) ist jeder Markov-Kern durch eine stochastische Matrix (kij)ies,,jes,

gegeben mit
K(i,C) = kij  mit Y k=1
jec JES2
Fiir Wahrscheinlichkeitsmafie p auf (S1,S;1) definiert man ein Wahrscheinlichkeitsma8§ pk auf (S3,Ss)
durch:

(uk)(C) = / Kz, C)pu(dz)

S
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1.3. Bedingte Verteilungen

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P), ein Standard-Borel-Raum (.5,S) und eine Zufalls-
variable X : Q@ — §
Ziel: Konstruktion einer reguldren Version der bedingten Verteilung P, (-|.4p)

Satz 1.3.1. Es existiert ein Markov-Kern k, sodass fiir alle C € S gilt:
Px(C|Ap)(w) = k(w,C) fiir P-fast alle w € Q

Beweis. 1) Reduktion auf S = R:
Da (S,S8) ein Standard-Borel-Raum ist, existiert eine bijektive und messbare Abbildung ¢ : S — B €
B(R) sodass auch ¢t messbar ist. Ersetze nun X durch ¢(X) und S durch R:
059 4R
und ersetze C € § durch B € B(R). Jetzt kinnen wir 0.B.d.A annehmen: S =R

2) Konstruktion einer Verteilungsfunktion
FEs existiert ein Oy € A mit P(Q1) = 1 und es existiert eine Funktion G : Q x Q — R mit:

(i) Yw € Oy g+— G(w,q) isoton
(ii)) Ve Q  wr— G(w,q) ist eine Version von P (X < q|Ap) = P((—o0, q]|Ao))
Fiir alle g1 < q2 € Q gilt: P(X < q1|Ao) < P(X < ¢2]Ao) P — fast diberall
3) Fortsetzung auf Q1 x R:
Betrachte die Funktion F : Q1 x R — R definiert durch:

Fw,z) = qe(i@n;>z G(w,q)

Daraus folgt, dass die Abbildung x — F(q,x) fir alle w € Q isoton und rechtsstetig ist mit:

lim F(w,2)=0 lim F(£,q)

T——00 T—00

Das bedeutet, dass die Abbildung x — F(w,x) eine Verteilungsfunktion eines eindeutig festgelegten
Wahrscheinlichkeitsmafes k(w,-) auf (R, B(R)) ist, mit:

k(w, (—00,2]) = F(w, x) (Vw € Q,Vz € R)

Fiir jedes w € Q\ Q1 wdhle beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf$ v und setze k(w,-) = v(-).

4) Identifizieren als bedingte Wahrscheinlichkeit
Fiir alle x € R und fir P-fast alle w € Q gilt wegen der monotonen Konvergenz von bedingten
Erwartungen:

K, (o0.a)) = Fw.a) = inf Glwg) = _inf P(X < gl o)) = P(X < al.A)(w)

Betrachte nun D = {C € B(R) : k(w,C|o) = P(X € C|Ap)(w) fiir P — fast allewind}
= (—o0,z] € D, D ist stabil unter N und ist stabil unter disjunkten Vereinigungen:

C = Ucn mit Cpy € D1 k(w,C) =Y k(w,Cn) = > P(X € Cy|Ap)(w) = stackrelP — f.5. = P(X € C|Ap)(w)

= D enthilt ein Dynkin-System, das von den Intervallen (—oo, x| erzeugt wird.
= D = B(R)
(]
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Korollar 1.3.2. Sei (2, A) ein Standard-Borel-Raum. So ezistiert fir alle Ay C A und fiir alle
Wahrscheinlichkeitsmafle P auf (2, A) eine requlire bedingte Wahrscheinlichkeit P(-|Ag). Das heifit, es
existiert ein Markov-Kern k : (2, A) — [0, 1] mit:

P(C|A) = k(-,C)  (VC € A)

Beweis. Satz mit X =id und Q=S8
L]

Desintegration
Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf einem Produkt-Raum S = S; x Sy mit der Produkt
o-Algebra. Die BildmaBe puy bzw. ps auf S; bzw. Sy unter den Projektionen:

7T1!S—>Sl ($1,$2)'—>$1

m9: S — So (x1,22) — T2

heiflen Marginalien oder Randverteilungen von p, also:

pr = (m)sp,  pa(B)=p(B xS2),  p2(C) = p(S1 x C)

Ziel: Konstruktion eines Markov-Kerns k : S; x S — [0, 1] mit

du(xy, x2) = k(x1, dxs)dp (z) (,,Desintegration von p nach uq“)

Dann gilt fiir alle messbaren und nichtnegativen Funktionen f auf S:

[ tin= [ | [ faoktardes) | dute)
S

Sl 2

Korollar 1.3.3. Seien (S1,S81) und (S2,82) Standard-Borel Riume auf S = S1 x Sa. Dann existiert zu
jedem Wahrscheinlichkeitsmaf p auf (S,S) ein Markov-Kern k : S1 x So — [0, 1] mit:

du(xy, x9) = k(21, dxe)dps (z1)
Wobei u1 eine Marginalie ist und k(x,-) eindeutig bestimmt ist fiir p1-fast alle .
Beweis. mit Satz tiber reguldre bedingte Verteilungen fiir
Q=8=05; x5 (X =m,S51 anstelle von S im vorherigen Satz ,\P = v, Ag = {A x S3, A € S}
(]
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Markov-Ketten

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und ein Standard-Borel-Raum (S, S).

Definition 2.0.4. Eine Folge von Zufallsvariablen (X,)nen, mit X; : Q@ — S und Werten in S heifst
Markov-Kette, falls:

P(Xp41 € B|A,) =P(X,41 € BI X)) (Vn € Ng,VB € S) mit Ap, = o0(X1, ..., Xp) (2.1)

Definition 2.0.5. Das Wahrscheinlichkeitsmaf g = (Xo)«P heifit ,Startverteilung® der Markov-Kette.
Definiere analog pun, = (Xp,)«P.

Die Markov-Kerne p,(x, B) :==P(x, € B|Xp—1 =2),(n € Nyx € S,B € S) heiffen

, Ubergangswahrscheinlichkeiten im n-ten Schritt“. Es sind faktorisierte regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten.
Es gilt:

tn = n—1Pn (Verteilung nach dem n-ten Schritt) (2.2)

denn:

un(B) =P(X,, € B) = /P(Xn €B|Xp1=2)dP X,_1(z) = /pn_l(x,B)d,un_l(x) = (tn—1pn)(B)
S S

Tteration von 2.2 ergibt:

P = pn—1Pn = (Hn—2Pn—1)Pn = Ho P1D2- - Pn = HoPon
~ ——

Startv. =po,n

Setzt man fir alle m <n : Py = Dmt1Pm+2 *** Pn—1Pn, SO Gilt: [y = [mPm.n-
Mit anderen Worten gilt:

P(X, € B) = /P(Xn € B| Xy = z) dPy,, (2)
S an,n(maB)

Wiederholung (Verkniipfung von Markov-Kernen)

Gegeben seien Markov-Kerne p,q € (S,S), dann existiert ein Markov-Kern pq auf (S,S) definiert als:

(pg)(z, B) = /p(w,dy)q(y,B)

S
Es gilt:

(va)f = / (va) (2 dy) f () = / / FW)alz dy) ple, dz) = plaf)(x)  (assoziativ)
S S

S
—_———

(af)(2)
Jeder Markov-Kern p auf (S,S) definiert einen linearen Operator auf L(S,S) mit:

f20=pf>0,pl=1
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Neutrales Element: p(x,dy) = 6, (dy) =pg=q Vq.
Fiir abzihlbare S ist jeder Markov-Kern p(x,dy) gegeben durch:

p(i,B)=> pi;j  (VieSVBCS)  baw. pi; =pli,{j})
jeB

Zum Markov-Kern (pq)(z,dy) gehort die Matriz (pq)i; = (Z piquj)
kesS

ij
Definition 2.0.6. (i) Eine Markov-Kette (Xp)nen, heifst homogen (=zeithomogen), falls die
Ubergangswahrscheinlichkeiten p,, iid sind.
Mit anderen Worten: Es existiert ein Markov-Kern auf (S,S) mit der Figenschaft:
P(Xn €B|X0,...,Xn,1):p(anl,B) VTLEN,VBES

(i) Die Markov-Kette (Xp)nen, heifit translationsinvariant (=rdumlich homogen), falls S eine additive
Gruppe ist, und es gilt:

pn(z, B) = p,(0, B — x) vneNVxeS, VB CS (B—x:={b—x|be B})
Beispiel 2.0.7. (i) Summe von iid Zufallsvariablen

Gegeben sei eine Folge (&;) en unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen & auf (2, A, P)
und eine beliebige Zufallsvariable Xo. Definiere:

Xn:i=Y &G+Xo  v=(6)Pp=(Xo).P
i=1

Dann ist (Xp)nen, Markov-Kette, denn:
P(Xn S B|X0, C 7Xn71) = ]P)(Xn c B|Xn,1)

Da &, unabhingig von Xo und von &;(i < n) ist, ist sie homogen und translationsinvariant:
n—1
P(X, € B| X1 =2) =P(x+ &, € B|Xo+ Z& =z)=Pl+¢ € B)=v(B—x)
Es gilt auch die Umkehrung:
Sei (Xn)nen, eine homogene, translationsinvariante Markov-Kette, so betrachte fiir alle
i: & = X; — X;_1 Dann sind & unabhdingig und identisch verteilte Zufallsvariablen.

(i) Irrfahrten (,random walks®) auf Graphen
Gegeben sei ein Graph (V,E), wobei V die Menge der Knoten (,vertices“) und E die Menge der
Kanten (=Paare auf V) (,edges®) ist.

o~y < (2,y) € E, deg(z) =t{y € Sly ~ z}
Eine Irrfahrt auf S ist eine homogene Markov-Kette auf S mit:
po = d T firg i
Y 0 sonst

a) Symmetrische Irrfahrt auf 72, S = 7.4
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x~y = |lz—y|l=1, édeg(G):ﬁ

b) Baum Ty, deg(G)=1

¢) Perkolationscluster, Zufallsgraphen

d) Galton-Watson Verzweigungsprozess
Sei q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf No (=Verteilung der Anzahl der Nachkommen eines
Individuums) (z.B. ¢ = 300 + 361)
Ferner seien (Yy,i)n.ien, #d Zufallsvariablen mit:

P(Y,,=k)=qx VkeNy,ieN

Y,..i :=Anzahl der Nachkommen der (n+1)-ten Generation des i-ten Individuums aus der n-ten

Generation
Setzte nun:
Xn
Xo=1, ... Xp,n1= ZY,M- = Anzahl der Individuen in der (n+1)-ten Generation
i=1

Der Prozess (X, )nen, heifit Galton-Watson-Prozess mit Nachkommensverteilung q.

Proposition 2.0.8. Der Galton-Watson-Prozess (Xn)nen, ist eine homogene Markov-Kette mit
Ubergangswahrscheinlichkeit

pk,-) = ¢** k-faches Faltungsprodukt von q auf Ny

Das heifst: ‘
plk,§) = ¢ ({5} =Y "G —i)ali)  (mit ¢*° = &)

i=0
Beweis. Wir wihlen S = Nog und betrachten:

P(Xi=z1|Xo==20,...,Xn-1=2p_1) =PYop1 +-- - Yoo1x, , =21) = ¢ (2,) = p(Tn1,- .., T0)

unabhdamgige ZV

Proposition 2.0.9. Fine Folge von Zufallsvariablen (X, )nen, st genau dann eine Markov-Kette, wenn
fiir alle n € N ein Markov-Kern p,, auf (S,S) existiert mit:

P (Xn-i-l S B|X0, Ceey Xn) = pn-l—l(Xna B) VBeS (23)

=7

Beweis. ,,<=*“ Aus 2.3 folgt: Z ist o(X,,)-messbar, und damit:

Z =E[Z|Xn] =E[E[15(Xns1)|Xo, - - - Xl [ Xn] = E[15(Xns1)|Xn] = P(Xns1 € B|X,)
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= Seien X,Y : Q — S messbar und p = (X,Y).P deren gemeinsame Verteilung auf S?. Ferner sei
w1 die erste Marginalie:

1= (m)up = (70 (X,)).P = X.P)

Aus Desintegration von Wahrscheinlichkeitsmafien auf Produktrdumen von Standard-Borel Riumen
folgt die Existenz eines Markov-Kerns p auf (S,S) mit du(z,y) = p(x, dy)duy (z). Genauver:

/ fp = / /<z,y>p<z,dy> din(z)  (Vf € £.0(5% 82)
SZ

s Lf

Wende dies nun auf X = X, undY = X,,_1 an:

P(X, €A X,—1€B)=u(AxB)= /p(x,B)dul(:c) (VA,B € S)
A

Speziell gilt fir C € 0(X,,), also C = X, 1(A) mit A€ S:

/IB(XnH)dIP’ =P(CN{X,+1 € B}) = / Cp(X,, B)dP
e} X, l=cC

Daraus folgt:
P(X,41 € B|X,) =E[15(Xn+1)|Xn] = p(Xp, B) P-fast dberall auf

Und damit:
P(X,41 € B|X, =) =p(z, B) Px, -fast diberall auf S
[]
Definition 2.0.10. Zwei Markov-Kerne (Xp)nen, definiert auf (2, A,P), bzw. (Y)nen, auf (A, B,Q)

auf dem selben Zustandsraum (S,S)heiflen dquivalent (oder Versionen wvoneinander), falls ihre
Verteilungen gleich sind:

(X).P=(Y).Q  auf (S™,8%")
Die Markov-Kette (7p)nen, definiert auf (SYo,S®N, 1) heifit kanonische Version. Hierbei ist:
SN 5 S = (Tn)n — Zn
Aquivalente Versionen besitzen die selbe Startverteilung o, sowie die selben Ubergangswahrscheinlichkeiten

Pn, n € N.

Ziel: Konstruktion einer Markov-Kette aus gegebener Startverteilung und Ubergangswahrscheinlichkeiten
Pn,n € N.

Definition 2.0.11. Ein WahrscheinlichkeitsmafS p, auf (SH”,SH”) ist gegeben durch:

jin(B) = / Ls (20,21, .« 20t (d20)p1 (@0, dy) - - pu (1, dn) = / 15 (s 2ttt (dp)pr (g, )

Sltn

:/ /1B(y,z)pn(yn_1,dz) tn—1(dy) = rekursive Definition
Sn 1
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) 1 1 .
Also fiir f € LO(S1H S1Hn);

/fdu:/ /f(y,Z)pn(ynflvdZ) dpin—1(y)

Si+n s» Ls
Fiir B=Ax S mit A€ S gilt: j,41(B) = pun(A), und damit:
tnsk(Ax S®) = pn,(A)  Vn,k e N,VA e £
Wir definieren ein Wahrscheinlichkeitsmaf i, auf S . durch:
fin(AxSx8Sx---)=p,(A)  (VAe S

Die Mape ji, fiir n € N sind konsistent. Fiir alle n,k € N und fiir alle B € St+n gilt:unEB) = [In4i
Daher existiert eine wohldefinierte Fortsetzung p von i, auf Smit

f(B) := jin(B) falls B € S'*"
Das Maf fi ist ein Inhalt auf der Algebra S,

Satz 2.0.12. (ITonescu Tulcea)
Zu gegebenem WahrscheinlichkeitsmafS p, und Markov-Kern p,, n € N auf (S,S) existiert genau ein
Wahrscheinlichkeitsmaf$ pn auf (SN0, SENoY myt:

wB)=uB)  VBeS&>
Beweis. (i)Eindeutigkeit S ist N-stabiler Erzeuger von S®N= und 1 ist eindeutig festgelegt auf S>®

(ii)Existenz Es geniigt zu zeigen, dass der Inhalt fi (0-stetig auf :§°° ist, denn daraus folgt bereits, dass
i ein Pri-Maf auf S ist, fir das eine Fortsetzung auf o(S°°) existiert.

Wiederholung:
(i) fi ist Pra-Maf auf S® <= VYA, € S®,|JAn = Ao € 8™ = (U An) = 3 i(A,)
(i) fi ist P-stetig <= YA, € 5, Ay D Ay 1N An = 0,4, (0= ji(A,) \ 0

Wir zeigen:
VBy D Bi D ...in 8, mit inf i(By) = a > 0= (|By #0
Wir kénnen 0.B.d.A annehmen, dass fir alle B, € S'™™ gilt:
B,=A,xSxSx... mit A, € ST

Gegeben eine solche Folge von Mengen (An)nen definieren wir fir alle n > m € N Funktionen hy, ,
und by, auf S™ durch:

hm,n(an---;xm) = / 1An($05---axmaxm+1;---;xn)pm+1(xm+ladm+2)"'pn—l(xn—ladxn)

S'n.fm
Sowie : h,, = igf R
Aus A, x S D 74n+1 folgt:

hm,nJrl(xOv ceey zn) = 1An+1 (zO, cee ;szrl)perl(zm; dmerl) e ~pn($n, dszrl)

Sn+l—m

S / 1Am><$'(x05 v axn-i-l)pm-l-l(xm; dxm—i—l) o pn(xna dxn—i—l)
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= 1a,(zo, . s TnPms1(@m, dTmi1) -+ D (Tn, dTpy1) = hmon(To, - - -, Tn)
gn—m
Daraus folgt: hm n ¢ hm fiir n — co. Daher erhalten wir mit monotoner Konvergenz (und dj, =
duop1 (zo,dz1) - prlTpy1,dry)):

n>m
Sitn Sit+m Sltn

/ hndpt, = igf / R ndptn, = inf / 1a, (zo, -y &n)dun(To, ..., Tn)

= inf p,(A,) = inf G(B,)=a >0 (nach Voraussetzung)

n>m n>m

[

Satz 2.0.13. (Ionescu Tulcea 2. Version)
Zu jeder Folge von Markov-Kernen (pp)n auf (S,S) und jedem Wahrscheinlichkeitsmafs uo auf (S,S)
existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmap u auf (ST, S¥No) sodass fiir alle n € N gilt:

W(B) = in(B) (VB g (2.4)
beziehungsweise:

A XS XS X)) = pn(A) = /uo(dzo)pl(xo,dzl) (@1, ) (VA€ ST
A

Insbesondere gilt fiir m = 0:
/hOdMO =a = dxpedS: ho(l‘o) >«

Behauptung: Es existiert eine Folge xg,21,... in S, sodass fir alle m € Ng gilt: hp (20, ..., 2m) > «

Beweis. Beweis mittels Induktion tber m.
m = 0: klar
Betrachte also:

(Fubini)
/hm—i-l(an <oy Imy, ym-l-l)pm—i-l(-rma dym-i-l) = >1Df+1 hm—i—l,n (ZCO; <oy Timyy ym+1)Pm+1($m, dy’m-i-l)
n>m
S S
. mon. fallend IA
= inf Apn(zo,.. . 2m) = hin(Zoy ooy Tm) > @
n>m+1

Daraus folgt die Fxistenz eines xpy1 mit h(To, ..., Tm, Tmt1) > Q.
Betrachte also (zg,r1,...) =:x € SNo.
Nach Konstruktion gilt fir alle m:

0<a<hmm(@o,. s@m) =1a, (To,---,Tm)
Daraus folgt (xo,...,Tm) € Ap und daraus: x € By,.
Also gilt wie gewtinscht:
T € ﬂBm = ﬂBm £

O

Korollar 2.0.14. Fir alle po und alle (pn)n wie im vorherigen Satz existiert eine Markov-Kette mit po
als Startverteilung und p, als Ubergangswahrscheinlichkeiten.
Zum Beispiel:

Q=8N A=8%N P=y wundX,(w)=w(n) Projektionsabbildung
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Beweis. Zundchst 2.4 firn = 0:
(X0)«P(A) =P(Xp € A) = po(A)
Fiirn > 1 hingt die Ubergangswahrscheinlichkeit (Xo,...,Xn) nach Xp41 nur von X,, ab:

(Xo, ceey Xn,Xn+1)*P(A) = P((Xo, . ;Xn-i-l) €A== Mn-i—l(A) = /d,ul(xo, - 7xn)pn+1($n; dz,, + 1)
A

[

2.1. Markov-Eigenschaft

Betrachte im Folgenden nur noch homogene Markov-Ketten. Diese sind (bis auf Aquivalenz) eindeutig
charakterisiert durch die Startverteilung v und Ubergangswahrscheinlichkeit p.

Sei p vorgegeben, dann existiert fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafle v auf (S,S) ein eindeutiges
Wabhrscheinlichkeitsmaf§ P, auf (2 = SN0, A = S®No) | sodass die Projektionsabbildungen (X,,),en, eine
homogene Markov-Kette mit Startverteilung v und Ubergangswahrscheinlichkeit p bilden.

Sei P, :=Ps,,.

Lemma 2.1.1. (i) P,(dw) ist Markov-Kern von (S,S) nach (Q,.A)
(ii) VA e A: P,(A) = [Py(A)v(dx)
S

Beweis. (i) Yne N, YA e S (also A=Bx S xSx--- mit BeS"™") ist

13 Py(A) = i (B) = / P, de1 )p(a1, da) - p(an_1, din)
B

messbar. Also betrachten wir nun das System von Mengen
D={AecA:zx— P,(A)messbar}

Daraus folgt:

1) UStHHn cp

2) D ist Dynkin-System

Aus 1) & 2) folgt: D enthiilt o(|JS") = S

n

(ii) klar

Lemma 2.1.2. Fiir allen € N, f € L3(S) und alle Wahrscheinlichkeitsmafe v auf (S,S) gilt:
E, [f (Xi41)|Ak] = Ex, [f(X1)] P, -fast sicher

Dabei ist:
E,[]= / dP, wund Ex, [f(X1)]=v Xi mitv(z):=E,[f(X1)]

Beweis. Betrachte die linke Seite:

E, [f (X4 1) Ar] (W) = By [f(Xpt1) | Xi] (@) = /f(y)p(Xk(w),dy) = (pf)(Xx(w))

S
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mit pf(x) := [ p(x,dy)f(y). Dafiir gilt:

S
v(z) = / F (o) P, = / £ (@r0r 1) dpa (0, 21) = / F (20, 21)52(dzo)p(a0, da1) = pf (z)
Q

SxS
Damit gilt fiir P,-fast alle w € Q)
By [f (Xrt1)|Ak] () = (f)(Xi (W) = v(Xi(w)) = Ex, [f(X1)] = (rechte Seite)
[]

Bemerkung 2.1.3. Die linke Seite ist die bedingte Erwartung, also eine Aquivalenzklasse wvon
Zufallsvariablen. Die rechte Seite ist der Erwartungswert beztiglich eines zufdllig gewdhlten Wahrscheinlichkeitsmafes.

Satz 2.1.4. In obigem Setting gilt die schwache Markov-FEigenschaft, das heifit:

EU [f(Xn+k>n€Ng|An] = EXk. [f(Xn>n€N] Vk € N,Vf S ﬁg(ﬂ, A) (25)

Mit anderen Worten: Die bedingte Verteilung der Folge (Xk4n)nen, bedingt auf Ay, stimmt mit der
Verteilung von (Xp)nen, gestartet in Xy, iberein.

Beweis. Sei 0.B.d.A: 3
f=1a mit A€ A und Ac USHm.

und: A=Bg X - X By x SXS8x--- mitB, €S
Wir benutzen Induktion nach m:

m=1: vorheriges Lemma

m—m+1

Betrachte B, [f(X.41)|Ax] = P(Xx € Bo, Xi+1 € Bi,. .., Xktm € B |Ak)
1p, (Xysi)mb.

=E, [E[15,(Xk) - 1B, (Xk+m)|Ak+m-1] [Ax]

2.1.2

E, [130 (Xk) o 1Bm71(Xk+m71)E [1Bm (Xm+k|Am+k] |Ak}

E (L, (Xe) - 1o+ (Xepm1)Exper s Lo (XA 2 B, [15y(X0) -+ 15,y (X 1)Ex,, [, (X1)]]
2.1.2

= Ex, [18,(Xo0) - 1B, _,(Xm-1)Ex, 15, (Xm)[Am-1]] = Ex, [Ex, [18,(X0) - 15,,_, (Xm-1)1B,, (Xm)Amn-1]]
=Ex, [1,(Xo) -+ 15, (Xm)] = Ex, [f(X1)]
[]

Satz 2.1.5. Fiir alle Markov-Kerne p: S xS — R existiert ein Markov-Kern P: S x A — R,
(z, A) = P, (A) (mit Q = SN, A = S®No ),

(i) Fir alle Wahrscheinlichkeitsmafe v auf (S, S) bilden die Projektionen X, (w) = w(n) eine homogene
Markov-Kette auf (2, A,P) mit Startverteilung v und Ubergangswahrscheinlichkeit P,(A) gegeben
durch:

P,(A) = / Py(Aw(dz) (VA c A)
S
(i) Fir alle k € N, alle Verteilungen v und alle f € L9 (Q,R) gilt die Markov-Eigenschaft:

Ey [f (Xnsk)neno [Ar] (W) = Ex, () [f (Xn)nen,]  fiir P,-fast alle w € Q
Definiert man Shift-Abbildungen
O : SNO — SNO T = (-Tn)neNo — Hk(x) = (xk-l-n)nENo

so ldsst sich die Markov-FEigenschaft auch dquivalent wie folgt formulieren:

|E, [f 00kl Ax] = Ex, [f] Po-fast iiberall] Yk € No, ¥, ¥f € L(0) (2.6)

Beachte: Die Abbildung (Xn)nen, @ @ — SN, w +— (X, (wW))nen, = (W(N))nen, = w ist im
kanonischen Modell die Identitdt.
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Definition 2.1.6. Fine Markovsche Familie besteht aus:

o cinem Messraum (2, A) und einem Standard-Borel-Raum (S, S)
o Wahrscheinlichkeitsmafien P, auf (2, A) fir jedes x € S mit
(z,A) — P,(A) ist ein Markov-Kern
e Die Shift Abbildungen 6y, : Q — Q sind messbar mit Oy = 0 06; Vn,k € No (Halbgruppe)
e Die Auswertungsabbildung X, : Q@ — S ist messbar mit:
Xtk = Xp 00 fiir alle n, k € Ny fiir die 2.6 gilt

Hierbei ist Ay, = o(Xo,...,Xn).

Man kann die Bedingung auch allgemeiner fassem. Dann gehort zu der Markovschen Familie auch die
Filtrierte Familie von (Ap)nen, von o-Algebren A, C A auf Q mit: Ap1 D Ar D o(Xo,..., Xn)
(dquivalent zu: X, ist Ap-messbar Vn < k).

Ziel: Auflosung der Asymmetrie zwischen Vergangenheit und Zukunft

Proposition 2.1.7. Fiir jede Markovsche Familie ((Xn)neNg, (On)neNg, (Pxz)z) und jedes Wahrscheinlichkeitsmafl
auf dem Zustandsraum S gilt:

(Xn)nen, bildet eine homogene Markov-Kette auf (2, A,P,) mit Startverteilung v.

Beweis. (i) (Xn)nen, ist eine Markov-Kette, da E[-|A,] zu etwas fihrt, was X,-messbar ist. Daher
gilt:
Eu [1B(Xn+1|-An] = El/ 1B(Xn+1) |Xn
—_——

:fo&n,legXl
(i1) (Xn)nen, ist homogen. Wihle dazu f = 1p(X1) mit B € S:

ME
Py (Xni1 € N|Xp) = Po(Xps1 € Bl Xo,-.. Xn) = Ey | 15(X1 00 [ Xos- .., Xo) | “E Ex, [15(X1)] = p1 (X, B
(Xn41 € NIX,,) (Xnt1 € BlXo ) B(X1 | Xo ) x, [15(X1)] = pi( )

:Xn+1

O

Definition 2.1.8. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A,P), eine Folge von messbarer
Abbildungen (Xp)nen, und ein Standard-Borel-Raum (S,S). Wir definieren:

1. A, =0(Xo,...,Xk) k- Vergangenheit
2. B =0(Xn,n>k) k- Zukunft
3. o(Xg) k-Gegenwart
Satz 2.1.9. Gegeben sei eine Folge messbarer Abbildungen (X, )nen, mit Werten in einem Standard-

Borel-Raum (S,S) definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P).
Dann sind dquivalent:

(i) (Xn)nen, ist eine Markov-Kette, das heifit:
P(Xn—i-l S C|An) = ]P(X,H_l S Can) Vn € Ng,VC € S

(i)
P(B|A,,) = P(B|X,) Vn € No,VB € B,



Kapitel 2. Markov-Ketten 23

(iii) Fir alle k € Ny sind die o-Algebren A,, und B,, bedingt unabhingig beziglich o(X,,):

P(AN B|X,) =P(A|X,)P(B|X,,) P - fast sicher VA€ A, VBe€DB,

Mit anderen Worten: ,Vergangenheit und Zukunft hingen voneinander nur mittels der Gegenwart
ab 113

Beweis. (i) = (i1) Sei B € By. Wir kénnen 0.B.d.A schreiben: B = {X}, € Cr,} N{Xgk41 € Cry1}N---N
{Xk+l S Ck+l} mit C; € S

Zur Vereinfachung nehmen wir | = 2 an (ansonsten Induktion nach 1), und erhalten:
P(Xi € Ck, Xpq1 € Crp1, Xig2 € CryalAr) = 10, (Xp)E [1oy 11 (Xes 1) 1040 (Xit2) [ Ak
= 10 (XR)E [E [Lop11(Xnt1) 1ok (Xer2) Ak ] [A] = 10 (X0)E [1og a1 (Xer))E [Log, (Xnr2)| Akra] | Ax]
1) fir k+1
VI 0 (X)E [ 10,41 (Xki1)E [Tey o (Xio)| Xig] [

=f(Xk+1)

i) fir k
LR o (XOE [y (X )E Loy, (Xii2)| Xisr] 1 Xx]

i) fir k+1
VI (XOE [E [y 41(Xis1) ey, (Xire) [Are] 1X0]
=10, (X0)E [Log,, (Xis1)10p,n (Xit2) | Xi] = P(Xi € Ciy Xig1 € Crg1, Xigz € Crpa| Xi)

(ii) = (i) trivial (wihle B = X', (C))

(i1) = (iii) Seien A,B wie gefordert. Dann gilt:

]P(AﬂBle) = E[E [1AlB|Ak] |Xk] =K 1AE[1B|Ak] |Xk
—_———

YE[1p]X)
YR 1R [15]X,] | X4] = E [15| X E [14] X
(i4i) = (i) Sei B € By. Zu zeigen:

A A

Fiir die rechte Seite gilt:
E [E [1AE [1B|Xk] |Xk]] =K [E [1A|Xk] E [1B|Xk]] =E [E [1AlB|Xk]] =K [1,41]3] = linke Seite

O

Beispiel 2.1.10. Gegeben sei ein Graph (V, E) und ein Potential H : V — R. Ziel ist es, auf V eine
Irrfahrt zu definieren, die das Minimum von H findet (bei einem deterministischen Gradientenverfahren
ergeben sich Probleme durch die Nebenminima)

Wir definieren die freie Irrfahrt durch:

1

pay) =1 deg@) T it deg(x) = 1{y y ~ a}

x~y <= (y,z) €EE
0 sonst
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Wir definieren die Gewichtete Irrfahrt auf V mit Inverser Temperatur > 0 durch:

degl(x) exp(=B(H(y) — H(x))4) y~ua
PPy =<1 3 pf(z,y) I
0 | sonst

Dies fiihrt zu einer homogenen Markov-Kette(fiir jedes festgelegt 8)(Metropolis Algorithmus) Wihle 8 =
Brn abhingig von n mit B, /" co. Das Ergebnis ist eine inhomogene Markov-Kette (simulated annealing)

Beispiel 2.1.11. Sei § = {—1,1}" ein Zustandsraum mit endlicher Menge V, 2.B. V = (Z/nz)"
(diskreter d-dimensionaler Torus).
Definiere eine Nachbarschaftsrelation auf S:

. i LF]
xz(xi)ieva:(yi)iev <~ djeV: x= {y 7&'7
—Yi =17
Definiere die Ubergangswahrscheinlichkeit p auf S = {—1, 1}V durch:

1

p(z,y) = vl
0 sonst

r~y

Mit anderen Worten:

T, iF]

, 1 ‘ _
p(z,2) = = fir alle j € V mit 29 € S und 2} = { Y
—x; 1=

[

Dies ist eine freie Irrfahrt.
Beachte: fir V.=1{0,1,...,N —1}* mit d =2, N = 1000 ist |S| = 21000x1000 1 97.1(3000000_

Beispiel 2.1.12. (Ising-Modell)

Sei (V, E) ein Graph.
H(x) = Z leg — 22 = V| — Z Trx

k,leV k,leV
kel kol

Fiiry = 2@ gilt:
H(z9) - H(z) = Z TET;

klev
kel

1 )
ﬂ exp(—4p [ kklfy:ckz]} ) fallsy =21’ fireinjeV
v
8 _ _
p’(2,9) 1= Y ey 0P (2,9 Y=
0 sonst

Dies ist eine homogene Markov-Kette auf S, dem Raum aller Konfigurationen.

2.2. Stoppzeiten und starke Markov-Eigenschaft
Erinnerung: schwache Markov-Eigenschaft:
E, [Z o 9k|~Ak] = Exk [Z] Vk € N,VZ ZV auf Q)

Ziel: Markov-Eigenschaft mit zufilligen & = k(w). Dies ist im Allgemeinen falsch, zum Beispiel fiir k(w) =
{letzter Zeitpunkt an dem ... > 0 war}
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Definition 2.2.1. Sei (Q,.A) ein Messraum, (Ap)nen, eine Filtrierung (d.h. ¥n : A, ist o-Algebra
auf Q, A, C Apy1 C -+ C A). Mit dieser Filtrierung messen wir den Zuwachs an Informationen.
Typischerweise: A, = o(Y, : k < n) mit messbaren Yy, : Q — S

Eine Abbildung 7 : Q@ — No U {oo} heifst Stoppzeit , falls gilt.:

{r=n}e A, Vn € Ng (2.7)
Typische Stoppzeiten: erstes Fintreten von ... , keine Stoppzeiten: letztes Fintreten von ...
Mit 2.7 gilt auch:

{r<n}eA, Vn € Ny (2.8)

2.7 gilt genau dann, wenn auch 2.8 gilt, denn:

{TSTL}:U{TZIC} € Ay

k €A, CAnm

{r=n}={r<n}\{r<n—-1} €A,
—_—— — . —
Anp, €An_1
Beispiel 2.2.2. A4, =0 (Yy:k<n),BeS
o erste Trefferzeit von B*: 7 :=inf {n € Ny : Y,, € B} mit (inf ) = +00) ist eine Stoppzeit. Denn:
{r=k}={XpeB}n (] {Xn¢B} €A
———— ———

<k-1
AL n<k

A, CAg
e Mit o und T ist auch o AT :=min{o,7} eine Stoppzeit
o Jede konstante Zufallsvariable T ist eine Stoppzeit.(,Fize Zeiten sind Stoppzeiten®)

Definition 2.2.3. Fiir eine Stoppzeit T auf (Q, A, (An)nen,) definieren wir die o-Algebra der - Vergangenheit:

A ={AceA:VneNy: An{r=n} e A,} = ﬂ {A: An{r=n}} ( ,Spuren von o-Algebren*)
n€Ng

Beachte: Fiir T =k gilt: A, = Ay

Sei (X, )nen, eine Folge von Abbildungen X, : Q@ — S jeweils Ax-messbar. Auf {1 < 00} C Q
definieren wir
X {r <0} — S, w = Xy (w) = X7 (w)

als Komposition der Abbildungen (w,k) — Xi(w),w — (7(w),w) Daraus folgt:
X, {7 < o0} — S ist messbar beziiglich A, (insbesondere beziiglich A)

Denn fir alle B € S gilt:

{XTEB}O{T<OO}:U{XneB}ﬂ{T:n} €A,

n€eNg
{X; eBin{r=n}={X, e B}n{r=n} € Ay
—— S——
€A, €A,

= {X,eB}ec A,

Satz 2.2.4. Gegeben sei eine Markovsche Familie (Pi)zes, (Xn)nen, im kanonischen Modell
Q = SN A = S®. Dann gilt fir alle Wahrscheinlichkeitsmafe v auf S, alle Stoppzeiten T und
alle Zufallsvariablen Z : Q —— Ry die starke Markov-Eigenschaft:

E, [Zo00:|A;] =Ex, [Z] P,-fast sicher auf {7 < oo} (2.9)
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Beweis. Zu zeigen: [ Zob.dP= [ E,[Z]dP VA e A,
An{r<oco} An{r<oco}
L= ZobdP =" Z 0 0,dP
k=0An{r=k} k=040 {r=k} €A,
sw._ME Z EXk [Z] dP = / EX,- [Z] dP = RS
k=04n{r=k} An{r<oo}

[

Definition 2.2.5. Gegeben sei ein Markov-Kern p auf dem Zustandsraum (S,S) und eine endliche
Stoppzeit T (im kanonischen Modell). Definiere den Markov-Kern pT auf (S,S) durch:

pl(z,A) =P, (X1 € A)
Falls T nicht notwendig endlich ist, dann definiere einen Sub-Markov-Kern (p* (x,S) <1):
pl(x, A) =P (X7 € A, T < 0)
Mit anderen Worten: pT(z,-) ist die Verteilung von Xt unter dem Mafi P,.

Proposition 2.2.6. Fir alle endlichen Stoppzeiten S, T gilt:

S T _  S+Tob
p”op =p>Ts

Beweis. Ubungen. U]
Beispiel 2.2.7. o Ist T =k eine konstante Stoppzeit, dann ist p* das k-fache Produkt von p:
pF(x, A) = P (X}, € A)
o Speziell: B C S. Teilmenge, T =1Tp = i%f {n e N: X,, € B} ,erste Trefferzeit von B*

po(z,A) = p'®(x,B) = P, (X1, € A, T < 0) (Sub-Markov-Kern)

2.3. Das Reflektionsprinzip

Ziel: Vergleich zwischen dem Maximalprozess sup X, und X, fir X,, = > &mit iid &;.

m<n =1
Satz 2.3.1. Gegeben seien Zufallsvariablen (&;)icn mit symmetrischer Verteilung auf R und X, := 3 &.
i<n
Dann gilt:
P(sup X,, > a) < 2P(X,, > a)
m<n
Beweis. 1. Intuition mittels Bild
T = 1. Zeitpunkt mit X,, > a (Stoppzeit)

a =2,
4
JUUURE. TSR e, e RETTRTRRTRRR
SCCIE:] [ AU
La :
....... i N M
........ o N
0 :
v
oAl i
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2. formal
Sei 7 eine Stoppzeit mit T = inf {m € {0,1,...,n}: X,, > a} und inf ) = co. Dann gilt sup X, > a

m<n

genau dann, wenn 7 < n. Verwende im Folgenden die Tatsache, dass (Xn)n<o eine Markov-Kette
ist. Definiere die Zufallsvariable Yy, fir m € No durch Y,(n) = lipm<nyl{x,_,>a}- Dann gilt fir
alle y > a und alle m < n:

< ]P)y(anm > y) < Py(anm > a) = Ey [Ym]

| =

Verwende nun:

0 sonst

) <
Y. 00, — {1 falls X, > a (und damit T < n)

Da X,,, > 0 auf {T = m}folgt mit starker Markov-Eigenschaft:

n

1
Eo [Y; 0 0,|A;] =Ex, [Y;] = Z Lir=myEx,, [Yin] > 3 auf {1 < oo} ={r <n}
m=0
Integration iber die Menge {T < n} liefert:
1
§P(T S 7’L) S EO EO [YT (@) 97—|A7—] 1{T§n} = EO [EQ [YT 9 eTl{Tgn}LATH
——

mb. bzgl. A
=Eo [Y; 00-17<ny] =E [lix,>a}l{r<n}] = P(Xn >a) denn (X, >a=7<n)
Daraus folgt bereits die Behauptung:

%]P’ <(mame > a)> = %]P’(T <n) <P(X, >a)

m<n

2.4. Rekurrenz und Transienz

Frage: Kehrt ein Markov-Prozess mit positiver Wahrscheinlichkeit (oder Wahrscheinlichkeit 1) im Laufe
der Zeit wieder zum Startpunkt zuriick?

Hierfiir gehen wir im Folgenden von einem abzihlbaren Zustandsraum S, mit S = 2% aus. Dann
entsprechen die Markov-Kerne p(z, dy) genau den stochastischen Matrizen (p(z,y)), ,cg mit abzihlbar
vielen Eintréigen.In diesem Setting gilt fiir alle n € N:

P y) =Y P @ 2)p(zy), TP =0
seS

Definition 2.4.1. Definiere fir € S und k € N die k-te Eintrittszeit TF von x durch:
TF = inf {n> TH1X, = x}
Insbesondere die erste Eintrittszeit:
T, :=T! =inf{n > 1X, =z}
Es gilt im kanonischen Modell: TF = T} o eTf—l + Tk=1. Ferner definieren wir:
F(z,y) =P,(IneN: X, =y) = IP’I(Ty1 < 00)

Im Fall x = y heifst dies Riickkehrwahrscheinlichkeit nach x




Kapitel 2. Markov-Ketten 28

Proposition 2.4.2. Fir alle Zustinde x,y € S und alle k € N gilt:
P (Ty < o0) = F(z,y)F(y,y)""

intwitiv: Wenn man, von x ausgehend, y k-mal treffen will, muss man zundchst y treffen und dann (k-1)-
mal, von y ausgehend, y treffen.

Beweis. Induktion nach k:
Die Aussage ist fir k=1 klar.
Sei also k < 2 und die Behauptung fir k = 1 gegeben. Mit starker Markov-Figenschaft folgt:

Eo |Lirgcoc) = Br [Er [LngcoyMn | Lirps oy

I{T;oeTmOO}'ATé”] 1Til<°°1 = Ea [Exr,_, =0 1y coo} | 1t <o
_ IA _ _
=Eo |Ey (17, <o0y] Lzp1coo) | = F @ 9)Pa(Ty ™" < 00) = Fly, y)F(a,9)F(y,9)" " = Fla,y)F(y, )"
—_—
=F(y,y)

[

Definition 2.4.3. Ein Zustand x € S heifit:
e absorbierend, falls p(z,z) =1
o rekurrent, falls F(xz,xz) =1
e transient, falls F(x,z) <1

Es gilt stets: x absorbierend = x rekurrent

Beispiel 2.4.4. (i)

) )

/N/—‘@
~

|

O—®

|

—

absorbierdend: G transient: E, F' rekurrent: A, B,C, D

(i1) Galton-Watson- Verzweigungsprozess mit Nachwuchsverteilung q auf No, g({0}) > 0 und p(z,y) =
(¢**)(y). Dann gilt fir alle k € N:

p(0,k) =0, p(k,0)>0

Also ist 0 ein absorbierender Zustand und alle anderen Zustinde k € N sind transient.



Kapitel 2. Markov-Ketten 29

Definition 2.4.5. Definiere die Gesamtzahl der Besuche in einem Zustand y

N(Y) = Zl{Xk:y} 0 — NgU {OO}
k=0

Sowie die Greenfunktion:

G(z,y) = ZP z,y)

Lemma 2.4.6. Aufgrund der Definition gilt fir die Greenfunktion:

1
Gy,y) = —F—  G@,y) ==y + Fz,9)G(y,y
00 = T=pry G = Lamy + F)G.)
Bewets.
G(z,y) = ZP y) > k) =1{— y}JrZP T < 00)
k=1
2.4.2 — k—1 F(z,y)
(]

Satz 2.4.7.
a) Fir jedes © € S sind dquivalent:

ap) x ist rekurrent, d.h. P,(3n>1: X, =z) =1

ag) P, (fir unendlich vielen e N: X,, =xz) =1

a3) E, [N(z)] = oo
b) Fiir jedes x € S sind dquivalent:

b1) x ist transient, d.h. P,(In>1: X, =x) <1 bzw. F(z,z) < 1

bs) P, (fir unendlich vielen e N: X,, =2) =0

b3) E; [N(z)] < o0, d.h. G(z,z) < 00
Beweis. a) as = ay trivial

as <= N, = oo P,-fast sicher = as

Mit Lemma 2.4.6 folgt:

F(z,z) =1 < G(z,z) =00 = ag
Mit Proposition 2.4.2 folgt aus F(x,x) =1 fiir alle k € N:
P.(TF < 00) = F(z,2)F = 1 = P(z wird unendlich oft angenommen) = 1

b) by < —a1 < —az < by

Ferner: b3 = N, < oo P,-fast sicher <= by <= —ay <= —a3 <= b3

(]

Satz 2.4.8. Sei z ein rekurrenter Zustand und es gelte F(x,y) > 0 fiir einen Zustand y. Dann ist auch
y rekurrent mit F(z,y) = F(y,z) = 1.

Beweis. Sei F(x,y) > 0 und y # x. Dann existiert ein k € N mit p*(x,y) > 0 und folglich gibt es
X1,...x5 €S mit xp =y, x; Zx und Pp(X; =24) >0 firi=1,...,k. Dann gilt:

1— F(z,2) = Py(T} = 00) > Pp(Xy = 21,..., X, = &, T} = 0)
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TP(X1 =21, X = 20)Py (T} = 00) = Po(Xy = 21,..., X = 1) (1 — F(y, )

Wegen P (X1 = 21,..., X =) > 0 gilt: F(x,z) =1 = F(y,z) =1 Da F(y,z) > 0 ist, existiert ein
1 € N mit p'(y,x) > 0 und daher gilt:

l+n+k(

p y,y) > p'(y, 2)p" (z, 2)p" (z,y)

und somit:

_ - m - I+n+k 1 T T.T kZE =00
Gly,y) =Y p"wy) = > Py 2 pye)  Glae)  pay)

— — H/_/
m=0 m=0 >0 =00, da F(z,z)=1 >0
Daraus folgt, dass y rekurrent ist. Vertauschen der Rollen von x und y liefert: F(x,y) =1 ]

Lemma 2.4.9. Fiir alle Zustinde x,y,z € S gilt:
F(z,y) = F(z,2)F(2,y)
Beweis. starke Markov-Eigenschaft. U]

Definition 2.4.10. Die Markov-Kette (X, )nen, auf dem Zustandsraum S heifst irreduzibel , falls fiir
alle Zustinde x,y € S gilt:

F(z,y) >0 (oder dquivalent: G(x,y) >0 Va,y € 5)

Satz 2.4.11. Sei (Xp)nen, eine irreduzible Markov-Kette. Dann gilt:
(i) Es sind entweder alle Zustinde x € S rekurrent oder alle Zustinde x € S transient.
(i1) Falls |S| > 1 ist, gibt es keine absorbierenden Zustinde.

(i) Falls S endlich ist, sind alle Zustinde rekurrent.

Beweis. (i) Falls ein rekurrenter Zustand x € S existiert, so ist wegen F(x,y) > 0 und dem Satz 2.4.8
auch jeder andere Zustand y rekurrent.

(i1) Falls x absorbierend ist, dann gilt F(x,y) = OVy # x
(iii) Fir alle Zustinde x € S gilt:

S Gy =3 vy "ET YN Py =

yeS yES keNy keNg yes
| —
=1

Da S endlich ist existiert ein y € S mit G(x,y) = co. Nach Voraussetzung ist F(y,z) > 0 und wir
erhalten:
Ik € N:pM(y,2) > 0= p"(x,2) > p"(z,y)p" (y,7)

= G(z,2) 2 Y p"(@,y9)p*(y,2) = Gz, y) p* (y,2) = o0
n=0 Y >0

= x rekurrent.

Definition 2.4.12. Zwei Zustinde x,y € S heiffen kommunizierend (kurz x <> y) falls gilt:
F(z,y)F(y,z) >0

Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf S. Fir alle Zustinde x € S definiert die Menge C, aller mit x
kommunizierender Zustinde
Cr={yeS:zey}
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eine kommunizierende Klasse. Definiert man Sy = S/ so lisst sich S als disjunkte Vereinigung
kommunizierender Klassen schreiben: .
S=J C

z€Sy

Bemerkung 2.4.13. (i) Fir jede kommunizierende Klasse C C S gilt: Entweder sind alle x € C
rekurrent, oder alle x € C' sind transient.

(ii) Eine Teilmenge C C S heifit abgeschlossen, falls fiir alle x € C' gilt:
F(z,y) >0=>yeC

Mit anderen Worten:
P.(dn>1:X,=y)=0 Vo € C,Vy ¢ C,

Lemma 2.4.14. Fualls C eine kommunizierende Klasse rekurrenter Zustdinde ist
abgeschlossen.

, dann st C

Beweis. Angenommen, C' sei nicht abgeschlossen. Dann existieren Zustinde i € C, j € S\ C und eine
positive Zahl m sodass gilt: P;(X,, = j) > 0.
Es gilt aber P;({Xm = 7} N {X,, =1 fiir unendlich viele n}) =0 und daraus folgt:

P;(X,, =1 fiir unendlich viele n) < 1

Dies bedeutet, dass i nicht rekurrent sein kann, was einen Widerspruch zu den Voraussetzungen darstellt.

[

Proposition 2.4.15. Sei eine Teilmenge R von S gegeben durch:

R = {z € S|z rekurrent} = {z € S|F(z,z) =1}.

Dann existiert eine disjunkte Zerlegung R = U R; mit irreduzibel und abgeschlossenen R;.
i€l
Beweis. Fiir alle x € Q definiere die Menge C, = {y € S: F(x,y) > 0}. Nach dem letzten Satz gilt
Cy C R (d.h. y rekurrent Vy € C,,) und F(y,z) > 0.
Behauptung: Es gilt entweder C, N Cy =0 oder Cy = C,,.
Angenommen C, N Cy # 0. Dann existiert ein z € R mit F(x,z) > 0 und F(y,z) > 0. Es gilt aber:

F(xz,y) > F(z,2) F(z,y) >0
—— ——
>0 >0

Sei also w € Cy. Dann ist:

F(z,w) > F(x,y) F(y,w) >0 =welC,
——
>0

Daraus folgt Cyy C Cy (und analog Cy C Cy) und damit C, = Cy. Dadurch bekommen wir eine disjunkte

Zerlegung R = |J C, fiir eine geeignete Teilmenge Ry C R. U]
x€Ro

2.5. Transienz und Rekurrenz fiir Irrfahrten auf Z¢

Sei also S = Z¢ mit Ubergangswahrscheinlichkeit p gegeben durch

1

— |lx—yl=1
p(z,y) =4 2d w=yl=1
0 sonst
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o0

Wir verwenden: (X, )nen, rekurrent <= > p"(0,0) = +oo.
n=0

Zunichst ein semi-rigoroses Argument fiir (rekurrent <= d < 2):

Die Behauptung folgt aus p™(0,0) ~ cdn_% fiir n — oo.

Letzteres folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz, kann aber nur gelten fiir gerades n, fiir ungerades n gilt
némlich p™(0,0) = 0.

Betrachte (& )ren iid Zufallsvariablen auf R? mit Verteilung p?(0, x). Daraus folgt:

S, = Z & = Xop Zufallsvariable auf Irrfahrt
k=1

%S 00 00 d
- 600 =300 =3 x5, —0 =3 r (s, [-53)')
n=0 n=0 n=0

Sei also n fest. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass gilt:

11\ .
]P’(Sn€ [§,§> )chnE

Der Multivariante Zentrale Grenzwertsatz liefert:

d d
1 11 11
pl L b1 b1 i
<\/ES"E[ 2,2)>—>2\207A<{ 2,2)> ir n — 0o

mit Kovarianzmatrix A von &; = (£, ...,¢}) (da iid). Daraus folgt:
e [eier] ] i#)
Ay; = Cov(el, &) = E [i¢]] =
! VgL &) Sidh by (Konstante) = j

= No,a ([—%, %)d) =cq Iist konstant.
Daraus folgt:

d d
. __n @ (Zerle_gung) ._1 ] 1
LS_IP(SHG{ R ) ) = Z P(Sne [z 2,,21—1—2) ) (2.10)

v

z—z ez
2’

d
1 1 1
S<P(S,elzi—c,u+-) | <C

1 1
= P(Xs, =0) = Po(Ys, = 0)Po(Ys, =0) ~ — ——= = — da p*™(0,0) ~ —

Verwende: 3C : Vz,2' € Z¢, |2| <

1
= > p"(0,0) =400, denn > — =400 = rekurrent.
neN neN T

d=1

= rekurrent.
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d =2 Wir betrachten die Koordinaten Yi,Y> mit (Y;!), (Y,?) unabhiingigen symmetrischen Irrfahrten
1
f=Z.
auf 5

...............................................

Dann ist X, :=Y,! +Y,? symmetrische Irrfahrt auf Z2. Es gilt:

1
2t10,0) =0 7(0,0) ~ ——
p"7(0,0)=0,  p™(0,0) N

= rekurrent.
Satz 2.5.1. Die symmetrische Irrfahrt auf Z2 ist fir d > 3 transient.
Beweis. fiir d=38
§ lr—yl=1
_J)s
T,y) =
p(@y) {0 sonst

Wir suchen nach Bedingungen fir Riickkehr zu 0 in N Schritten:

e N gerade, N =2n

e | Schritte nach rechts = 1 Schritte nach links

e j Schritte nach oben = j Schritte nach unten

e k Schritte nach vorne = k Schritte nach hinten
=i+j+k=n

mon= & ams(E) =G 2 G) 6 () -

,7,k€Ng ,7,k€Ng
i+j+k=n i+j+k=n

Es gilt:

o n\"
E . n a'bck = (a+b+c)" insbesondere: E . n -] =1
- ijk - 15k/) \ 3
i,7,k€Np 4,5,kE€Ng
i+j+k=n i+itk=n

Ferner gilt fir n = 3m und alle i,j,k mit (i+j+k=n):

n
ijk) —
Falls n = 3m:

3
2 1 2 1 " arlin 1 2
p6n(070) :p%(oao) < < n> <—) <n g n) (—) StAlJ g 3 (ﬁ) fiirn — oo
N2 Ay g/\3 2v2r" \n

N




Kapitel 2. Markov-Ketten 34

Ferner: 1 1
6n 6n—2 6n—4
0,0) > — 0,0) > — 0,0
p(0,0) = =p™77(0,0) 2 57 77(0,0)
= 3 p%" <00, ZpP 2 <o, FpTh <
=Y p" < oo = transient. L]

Proposition 2.5.2. Sei S ein Zustandsraum und C' C S eine kommunizierende Klasse. Dann gilt:
(i) Entweder sind alle Zustinde y € C rekurrent oder alle y € C' sind transient.

(i1) Seix € C ein rekurrenter Zustand, dann ist C abgeschlossen.

Beweis. Angenommen C sei eine kommunizierende, nicht abgeschlossene Klasse. Dann ezistieren
Zustindey € C,z ¢ C mit F(z,y) =0 (da z ¢ C) und F(y, z) > 0. Also kann y nicht rekurrent sein und
es existiert ein n € N mit p"(y,z) = § > 0 und daraus folgt: F(y,y) <1—90. U]

2.6. Potentialtheorie

Sei S ein beliebiger Zustandsraum und p ein Markov-Kern. Wir interpretieren den Operator
L:L®(S) — L=(S):

~Lu(z) = (I - p)ule) = ulz) - / w(y)p(z, dy) = / () — u(y)] ple, dy)

S S

als “Laplace-Operator®.
Fiir S diskret gilt:

—Lu(z) =Y [u(z) — u(y)] p(z,y)

yeS

Mit anderen Worten: u (als Spaltenvektor) ist Eigenvektor zu p zum Eigenwert 1.

Definition 2.6.1. Fiir A € S heifst u harmonisch auferhalb A, falls

Lu=0 inA°:=S5\A

Das heift, fir alle z € AC gilt:

u(z) = pulz) = / u(y)p(, dy)
S

Fiir A =10 ist u harmonisch. (, Eigenfunktion von p zum Figenwert 1¢).

Definition 2.6.2. Dirichlet-Problem
Sei A €S und f € L®(S). Dann heifit w € L>°(S) Lisung des Dirichlet-Problems zu L, f, A falls gilt:

Lu= 0 auf A° (2.11)
u= f aufA (2.12)

Betrachte den Sub-Markov-Kern der Trefferverteilung:

pa(x,B) =Py(Xr, € B,Tq < ), pa(x,S) =Px(Ta < 00) = ha(x) ,Gleichgewichtsverteilung®

Satz 2.6.3. (i) Fiir alle f € L>°(S) ist u:=paf eine Lisung des obigen Dirichlet-Problems. Es gilt:
u(x) =By [f(X14)1 {14 <00 mit Ty = inf {n >0: X, € A}

(ii) Falls f > 0 ist, so ist ha = paf die minimale nicht-negative Lisung des Dirichlet-Problems.

(iii) Falls fiir alle Zustinde P-fast sicher Ty < oo ist,so ist die Lisung des Dirichlet-Problems eindeutig.



Kapitel 2. Markov-Ketten 35

Beweis.

(i) ze A
Ty =0=u(z) =E,; [f(X0)] = f(x) mit Xo = x unter P,

x¢ A
TA091+1:TA, XTA091:XTA

Daher folgt mit der schwachen Markov-Figenschaft:

pu(z) = E,[u(X1)]=E, [Ex, [f(X1)1i1s<o0}]] 2 By [Ex [£(X7s 0 01)1 (70060 <00} [A1]]

E
= K, [f(XTA>]‘{TA<OO}} = u(:c)
u(x) = pu(z) = Eeisp(w, y)u(y) = Eq [u(X1)]
(i1) Fir alle x ¢ A und alle n € N gilt:

U(x)ZPU(x):/U(y)p(z,dyH /U(y)p(x,dy)
A

AC

:/f(y)P(:E,dy)—i—/ /u\(i)/p(y,dz)—y/u(z)p(y’dz) pla,dy) = ...

A A9 A =f(2) A€
=E. [f(X1)l{x,ear + f2(X2)l{x1¢a,x0ea) T+ F(Xn)l{x1¢a,. X, 124 xnea} + u(Xn)l{x ¢4,
Damit gilt:
u(®) =By [f (X1l i1a<n}] + Ee [w(Xn) {7,501 (2.13)

Falls nun u > 0 ist gilt:
w@) > By [f(X1) i <ny) =3 Eo [f(X10) {14 <00}] = paf(@)

Also gilt: u(x) > paf(x).
(ii) Falls fir alle Zustinde z P, -fast sicher (Ta < 00) ist und u, f beschrinkt sind, folgt:

n—oo n—oo

Eo [f(X1u)lra<ny] — Bo [f(X14)]  und Eu [w(Xn)lir,sny] — O

Damit erhalten wir: uw(z) = Ey [f(X71,)]-

Bemerkung 2.6.4.

(i) Falls P,(T'4 = o0) > 0 fiir gegebenen Zustand x € S ist, dann ist fiir alle & € R eine weitere Losung
des Dirichlet-Problems (2.11) gegeben durch:

u(z) = paf(zr) +aPy(Th = 0)
—_———

=1—ha

ii) Fiir die symmetrische Irrfahrt auf Z¢ und jede Teilmenge A mit beschrinktem Komplement A ist
Y g
T4 < oo P,-fast sicher fiir alle z € Z.
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Beispiel 2.6.5. ,Geburts- und Sterbe-Ketten

Gesucht ist u > 0 mit:

Fiir p # q gilt: u(i)= A+ B (gz).
p

1
Lp<z=B=0=A=1=ui)=1vi20
= P;(To < 00) = 1 Vi = sicheres Aussterben der Population

1 i
2. p>§,A:0,B:1 = P;(To < 00) = u(i) = (g)
p

3. p=—,u(i) = A+ B;.wegen 0 < u < 1 folgt: u(i) =1, d.h. Pi(T; < 00) = 1. (,,Gambler’s Ruin*).

N =

Beispiel 2.6.6.

Gesucht ist eine Funktion u mit:

. 1 i=0
u(i) =9 . : :
u(i+)p;i+u(i—1)g; i#0
Definiere eine neue Funktion v(i) = u(i — 1) — u(i). Dann gilt:

pv(i+1)=¢quv(i) = o(E+1)= &v(z) = u v(l) =~vv(l) mity =1
Di Pi---P1

Zuriick zu u(i):

mit v(1) als freie Variable.

Poisson-Gleichung

Aufgrund der Linearitéit des Laplace-Operators L gilt das Superpositionsprinzip.
Die Losung zu (f, h) ist gegeben durch die Summe der Losung zu (f,0) und zu (0, h):

Ufp = Uf + Up

Deswegen gelte 0.B.d.A: f =0.
Gegeben h, suchen wir ein u, das die Poisson-Gleichung 16st:

—Lu= h auf A° (2.14)
u= 0 aufd (2.15)

Sei v eine Losung zu

—Lv= h auf§
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und w eine Losung zu

—Lw= h auf A

w= v aufA,

dann ist auch v = v —w eine Lésung von 2.14. Daher 16sen wir die Poisson-Gleichung zunéchst fiir A = ().
Betrachte die Greenfunktion und den Green-Operator:

——
>

G(z,dy) = Zp”(:c, dy) also Gh(x) = Zp”h(:c) (Vh € L4(5))
n=0 n=0 0

Diskret:

Gh(z) = Glz,y)h(y)  Glx,y) = p"(x,y)

y€eS

In vielen Féllen ist G(z,y) = oo bzw. Gh(z) = cc.

Satz 2.6.7. Fir alle h € L,(S), fir die Gh(z) < oo fir alle x € S gilt, ist u(x) = Gh(x) Losung der
Poisson-Gleichung (—Lu = h) auf S.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt: Gh(z) < oo daraus folgt:
Zp"h(ac) st absolut summierbar,
n=0

denn mit der Jensen-Ungleichung folgt:
D (@) <> p"hl() = Glh|(x)
n=0 n=0

= u(x) = Gh(z) = h(x) + p(Gh)(z) = h(z) + pu(zx) U]
Definition 2.6.8. Fiir alle A, B € S definiere die Anzahl der Besuche in B vor dem Treffer in A durch

Ta—1

Na(B) = Y 1p(Xy)

n=0

und dadurch den Green-Operator zu A:

Galz,B) := E, [N4] (B) =E, l i 1B(Xn)]

n=0
Fir h > 0 gult:

Gah(z) =E,

3 h(Xn)]

n=0

Speziell fir A=0:
Ga(z,B) =E, [Z 15(X,)
n=0

= Zp”(m,B) = G(z, B)
n=0

Proposition 2.6.9. Fs gilt G = Ga + paG (v=u+w) im Sinne von:

G(z,B) = Ga(z,B) + pa(G(- , B))(x)
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Beweis. Zu Zeigen

Gh(X) = GoH(X) + pa(Gh)(x)  (¥h > 0)

Wir verwenden die starke Markov-Figenschaft:

pA(Gh)(w) =K, [Gh(XTA)l{TA<OO}] =E; lzpnh(XTA)l{TA<m}] =E; lEXTA lz h(Xn)] 1{T;;<oo}1

n=0 n=0

SME — . -
= E, Zp M X1 n)1{Th<oo} | = Ea Z h(Xn)]
n=0 n=T4x
Daraus folgt:
Ta—1 [e’s) [e'e]
n=0 n=T2x n=0
[
Satz 2.6.10. Fiir alle h € L(S) mit (GAh| < oo auf S) ist u := Gah Lisung der Poisson-Gleichung:
—Lu= h auf A° (2.16)
u= 0 aufA (2.17)
Beweis. Fiir alle x ¢ A gilt:
Ta—1 Ta—1
p(GAh)(z) = E, [IEM lz h(X,) 1 =E, lz (X)) | = Gah(z) —  h(z)
— — ~~
"o " —E. [h(Xo)]
[

Bemerkung 2.6.11. Gegeben sei eine symmetrische oder asymmetrische Irrfahrt auf 7% mit
beschrinkten AC und Ex [Ta] < co. Dann gilt:

Galhl(x) < ||hl|ocEg [T4] < 00 (Vh beschrinkt)

Zusammenfassung;:
Falls E,, [T4] < oo ist, so gibt es fiir alle f € £°°(S) ein u € £°°(S) mit:

—~Lu= h auf A° (2.18)
u= f aufA (2.19)

Namlich:
u(z) =E,; [f(XTA)] +E;

S h(Xn)]

n=0

2.7. Invariante Mafle, invariante Verteilungen

Gegeben sei ein Markov-Kern p auf dem Zustandsraum S.

Definition 2.7.1. Ein Maf$ p auf S heifit invariantes Maf , falls up = p gilt. Das bedeutet:

/ p(w, Byu(dz) = u(B) (VB €S)

S
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Das Maf p heifit invariante Verteilung , falls es zusdtzlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
Fiir endlichen/diskreten Zustandsraum S:
w ist als ,Zeilenvektor® Eigenvektor zum FEigenwert 1 beztiglich der Multiplikation von links.

=> p(@)pz,y)  (yeS)

TES

Beispiel 2.7.2. Die Gleichverteilung auf 7% ist ein invariantes Maf$ fiir die symmetrische Irrfahrt.

Lemma 2.7.3. Eine Gleichverteilung auf einem diskreten Zustandsraum S ist genau dann invariantes
Map, wenn (p(2,y)), ,cs doppel-stochastisch ist. Das heifst:

Yopley) =1, Y ple,g =1 (V& jeS)

yeS zeS

Beispiel 2.7.4. Fiir die asymmetrische Irrfahrt auf Z mit. p(i,i+ 1) =p, p(i,i — 1) = q ist

ein invariantes Maf.
Proposition 2.7.5. Fir jedes invariante Maf$ p definiert

oy O
plx,y) = M(x)p(y, )

einen Markov-Kern (“Dualer Kern,) wiederum mit p als invariantem Map.

Beweis. (i) p>0

(it) > plx,y) = Zu =1

yeS yES
w(z)
(iii) gsu(z)ﬁ(z,y) = ;Su(y)p(y,x) = p(z)

Reversible Mafle

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen invariante Mafle existieren und “eindeutig sind,,.
Eine einfache Bedingung fiir die Existenz invarianter Mafle ist die Existenz von reversiblen Maflen.

Definition 2.7.6. Ein Maf 1 auf S heifit reversibles Maf8 zur Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeit

p, falls:
w@)p(z,y) = uly)ply,©)  Vae,ye s (2.20)

Die Gleichung 2.20 heifst ,detailed balance equation®

()

®

p(z,y)

p(y, )

®

()
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Nun gilt:

> w@)p(e,y) = > py)p(y, ) = p(y)

€S yeSs

Bemerkung 2.7.7. Sei nun u ein invariantes Maf$ der Markov-Kette (X;)o<j<n, Xo sei ,verteilt* nach
pound Yo, = Xpom fir 0 < m < n. Dann ist (Yp)o<m<n wieder eine Markov-Kette mit der dualen
Ubergangswahrscheinlichkeit:
Hy)p(y, z)

p(x)
Wenn u ein reversibles Maf$ der Kette X, ist, dann ist q(x,y) = p(z,y). Die Kette stimmt mit der Kette
riickwdrts in der Zeit betrachtet iberein.

q(m,y) =

Beispiel 2.7.8. Gegeben sei ein Graph G = (S, E) mit Ecken S und Kanten E. Firi,j € S sei a;; =
a;; =1 < (i,5) € E (a;i; =0 sonst). Ferner sei fiir jeden Zustand i € S: (i) =Y a;; < co. Betrachte
J

Qs
—2__ Dann gilt

()

w(@)p(i, j) = aij = aji = p(j)p(J, ),

nun die symmetrische Irrfahrt auf G gegeben durch: p;; =

was p zu einem reversiblen Maf$ macht.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei stets X,, eine Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeit p auf
dem Zustandsraum S.

Satz 2.7.9. Seix € S ein rekurrenter Zustand und T = inf {n > 1: X,, = x} die Trefferzeit von z. Dann

definiert
T—1 o)
) S
n=0 n=0

ein invariantes Maf.

Beweis. Schreibe pn(x,y) = Pr(X,, =y, 7 > n). Mit Fubini folgt:

S o n@py.2)=> > palz,y)p(y, 2)

yeSs n=0yeS
1.Fall:z # z
anxy ya ZP n:yaT>n7Xn+1:Z):]P)z(T>n+17Xn+1:Z):ﬁnJrl(xvz)
yeSs yeS

S pnet(w.2) = 3 pule.2) = pz)  dapoe,2) =0 wegen w # 2

2.Fall:z =z
anzy p(y, x ZP Xn=y,7>n,Xp11=2)=P,(r=n+1)
yeSs yeSs
ZPI(T:nJrl):ZPI(T:n) Tgc'lzu(z)
n=0 n=0
= pp = pu

Zu zeigen: u(y) < oo

Aus up = p folgt up® = u Vk. Zusdtzlich gilt: p(z) = 1.

Falls p™(y,x) > 0, dann gilt wegen Y p(y)p™(y,z) = p(z) auch ply) < co.
yes

Somit folgt aus 0,y = Py(1y, < 00) > 0, dass auch 0y, gilt. Ist aber 65, =0, dann ist p(y) = 0.



Kapitel 2. Markov-Ketten 41

O

Bemerkung 2.7.10. Dies ist der sogenannte cycle ,trick”.
w(y) ist die erwartete Anzahl von Besuchen in y zwischen 0 und T —1 und pp(y) ist die erwartete Anzahl
von Besuchen in y zwischen 1 und 7. Daraus folgt: = up

Satz 2.7.11. Falls p irreduzibel und rekurrent ist, dann ist das invariante Mafl bis auf einen Faktor
eindeutig.

Beweis. Aus Satz 2.7.9 wissen wir, dass ein invariantes Maf v existiert. Sei nun a € S ein fizer Zustand.
Dann gilt fiir alle Zustinde z € S:

v(z) =Y vyp(y,2) = v(a)pla,z) + D vi@pla,y)p(y,2)+ Y, v(@)p(,y)py,2)

yeS yeS\{a} yeS\{a,b}
=v(a)Pe (X1 = 2) + v(a)Pe (X1 # a, X2 = 2) + P, (X0 # a, X1 # a, X2 = 2)

Setzt man dies induktiv fort erhdlt man:

v(z) =v(a) Y Po(Xp #a,1<k<n X, =2)+P,(X; #a,1<j<n Xy =2)

m=1
>0
= v(z) > v(a)p(z) wobei:
) S Pur>m—1,X,=a)= > P(r=n) z=ua
p(z) =D Po(Xm#a,1 <k <m, Xy =2) =4 5! et
m=1 SPi(r>m—-1,Xp,=2)=> Pr>nX,=2) z+#a

O

Invariante MaBe konnen fiir transiente Ketten existieren (z.B. Irrfahrt auf Z4). Es existieren aber keine
invarianten Verteilungen fiir transiente Ketten.

Satz 2.7.12. Fualls eine invariante Verteilung m existiert, dann sind alle Zustinde mit w(x) > 0 rekurrent.

Beweis.
Oy

G(z,y) = 1-5
vy

Oy = P (T, < 00)

Fiir einen Zustand y € S mit w(y) > 0 gilt mit Fubini und 7™ = m:

co=) mly) =) m(x) Y p"(x.y) =D ()] 6””;%

n=1 €S zeS

1 1
< =
<D @ =17

1)
reS vy

= 0yy = 1 und y rekurrent ]

Satz 2.7.13. Falls p irreduzibel ist und eine invariante Verteilung w hat, gilt:

m(x) = mit 7, =inf{n>1: X, =x}
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Beweis. Wegen w(x) = > w(y)p™(y, z) und Irreduzibilitit folgt fir alle x € S:m(x) > 0.
yeS
Mit 2.7.12 folgt: Alle Zustinde x € S sind rekurrent. Dann kénnen wir durch:

M(y) = ZPJE(Xn =y, T >n)
n=0

ein invariantes Maf$ mit pu(x) = 1 definieren. Mit Fubini gilt:

Z :u(y) = Z Pz(Tm > 7’L) =E; [Tm]
yes n=0
1

E T [

Wir wissen 2.7.11: m = cu, also ¢ =

Definition 2.7.14. Ein Zustand z heifit null-rekurrent, falls E, [1.] = oo und positiv-rekurrent, falls
E, [m2] < 0.

Satz 2.7.15. Sei p irreduzibel. Dann sind dquivalent:
1) Es ezistiert ein Zustand x € S sodass x positiv rekurrent ist.
2) Es existiert eine invariante Verteilung .

3) alle Zustinde in S sind positiv rekurrent.

Beweis. 1)=2) Falls x positiv-rekurrent ist, definiert:

Z Pz(Xn =Y, Ty > -T)
_ n=0

ﬂ-(y) - Ez [Tm]
eine invariante Verteilung.
1
2)=3) Aus 2.7.13 folgt: w(y) = E ] und wegen Irreduzibilitit gilt fiir alle Zustinde y € S mit
y [Ty
7(y) > 0. Daraus folgt bereits: E, [1,] < co.

3)=1) klar
0

Beispiel 2.7.16. Die symmetrische Irrfahrt auf einem Graphen ist genau dann irreduzibel, wenn der
Graph zusammenhingend ist. Falls G zusammenhdngend ist, gilt fiir alle Zustinde i € S:u(i) > 1. Die
Kette ist genau dann positiv rekurrent, wenn |C| < oo ist.

2.8. Konvergenz gegen Gleichgewicht

Ziel: Aussagen, die das invariante Maf} p konstruktiv liefern.

Ansatz: Wihle bedingte Startverteilung v und betrachte Folge v, vp, vp?,,vp?, . ..

Falls diese Folge konvergent ist, dann konvergiert sie gegen eine invariante Verteilung . Finde geeignete
Voraussetzungen unter denen fiir Wahrscheinlichkeitsmafle v gilt :

Jim vp™(y) = p(y)

beziehungsweise fiir z € S:
lim p"(z,y) = u(y)

n—oo
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Alternativ: Konvergenz der Cesaro-Mittel:
lim 2 En P (z,y) = puy)
ngﬂmyzkil ’ K

beziehungsweise fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsmafle v:

n—oo N

. 1g
lim — " vp*(y) = p(y)
k=1
Lemma 2.8.1. (i) Falls fiir ein gegebenes Wahrscheinlichkeitsmafl v der Limes

u(y) = lim vp"(y)

n—oo

fiir alle y € S existiert, dann definiert p eine invariante Verteilung.

1
(ii) Analog, falls p(y) = lim = >\ vpF(y) ewistiert.

n—oo n

Beweis. (i)

up(z) =Y n(y)ply,z) = Y lim [Z v(@)p" (z, y)] p(y.z)
yeS

yes zeS

= lim > w(z) | > p"(z,9)p(y,2)

n— oo
TES yeSs
P+ (a,2)
. 5 n+1 _
= lim ;SV(x)p (,y) = p(2)
T

= 1 18t invariant.

(i1) Analog:

Sein nun Ny, (y) = > 143 (X4) die Anzahl der Besuche in y bis zur Zeit n.
k=1

Satz 2.8.2. Fulls ein Zustand y € S rekurrent ist, dann gilt fir alle Zustinde x € S P-fast sicher

()
1 1

ﬁNn(y) — ml{Ty<oo} fiir n — oo

(i1) Fir alle Zustinde x,y € S gilt:

n

;pk(%y) — & [Ty]F(w,y)

S|

Wiederholung: F(z,y) = Py(T, < 00), falls irreduzibel und rekurrent: F' = 1, falls y transient:
Ey [T,] = o0
Insbesondere fiir irreduzibel und rekurrent:

n

Zpk(z, y) — wy) (VxeQ) invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl
k=1

1
n
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Allgemein: Fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafle v gilt:
I~ &
=~ v () — n()
k=1

Beweis. (i) Sei y rekurrent und zundchst als Startpunkt © =y gewdhlt. Wiederhole:

T; = inf {n > Tyf_l X, = y} Tg =0,Ty, = Ty1 Zeitpunkt des k-ten Besuchs in y

Aus der starken Markov-Figenschaft (mit t;j = T; — T;_l = Ty1 00— T;_l) folgt:
Die Zufallsvariable t;, ti, tZ, ... sind unabhingig und identisch verteilt (unter Py ). Mit dem starken
Gesetz der Groffen Zahlen folgt:

1 1 &
ET; == Z T; — E, [T,)] P,-fast sicher fiir k — oo
k=1

Nun ist:
T, (w) = ZT;c =inf{k>1:N,(y) =n} Zeitpunkt des n-ten Besuchs in y
k=1

In gewisser Weise sind also n — T™ und n — N, invers zueinander (fir feste y, n).

Genauer:

N, Npt1
TNe < pepiatt  T 0 T Nn 1
- N, — N, — N,+1 N,

Also gilt fiir n — oo (wobei N,, — oo wegen Rekurrenz von y):

Ni — E, [T,] P, -fast sicher

Sei nun x € S ein beliebiger Startpunkt.
1

Auf der Menge {T,, = oo} ist fir alle n € N (Ny,(y) = 0) und damit —N,(y) = 0.
n

Die starke Markov-FEigenschaft impliziert weiterhin, dass die ti,ti,t;, ... did sind (unter P,) mit
P, (th = n) = Py (T, = m) Vk,n € N>y. Damit:

0+E, [Ty] Pu-fast sicher auf {T, < oo}

1 1 1
—Th=—Tl e (24 th) —
A k:(y v 00 auf {T, = oo}

pF(z,y) < oo.

18

(ii) Sei y transient. Dann gilt G(y,y) < oo sowie fir alle x € S: G(x,y) =

k=1

Daraus folgt:

1 n

p"(x,y) — 0 firn— oo wund —E Pz, y) — 0 fiirn — oo
n
k=1

1
Also LS=0, ferner RS=0, da E, [T,] = co. Set nun y rekurrent. Wegen 0 < —N,(y) <1 folgt mit
n

magjorisierter Konvergenz aus (i):

- 1 Maj. Krit. 1
—_ k = 1 —_ j:
Jim I;p (¢,y) = lim E, [nNn(y)] E. []Ey [Ty]l{Ty<oo}]
L p (T < 00)
= T X0
E, [T, —2——
=F(z,y)

Zusatz:
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1 1
e In (i) gilt analog fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafle v auf S: — N, — ml{ngm} P, -fast sicher
n y Ly

1
o In (ii) gilt fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafle v auf S: — > vp*(y) — u(y) P, -fast sicher
N k=1

[

Korollar 2.8.3. Version des Ergodensatzes
Sei nun (Xp)nen, eine irreduzible, positiv rekurrente Markov-Kette mit beliebiger Startverteilung v und
Ubergangswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir alle beschrinkten Funktionen f:S — R

Z f(Xn) =3 F P,-fast sicher

wobei f = > u(z)f(x) mit eindeutiger invarianter Verteilung u ist. (,Mittel iiber Zeit“=, Mittel iiber
TES
Raum*)

Beweis. Sei 0,B.d.A |f| < 1. Sei p die eindeutige invariante Verteilung. Zu gegebenen € > 0 existiert ein
endliches Sy C S mit u(S\ Sp) < i Wir wissen aus dem Satz 2.8.2:
n—o00 1

A0 g

Lir, <oy = u(y)  Po-fast sicher
Also ezistiert i = n(n,€) € N sodass fiir alle n > fi:

> 1 N)ul) <

yESo

1o

Damit gilt P, -fast sicher:

n

=32 5~ T =1 G Na) = ) )| <1 3 1-Naly) = )+ 3 |- Nuly) — )

k=1 yeS yE€So Y S0 e e’
1
<= Na(y)+p(y)
n
1 1
<D = Naw) = p @)+ D (S Na() = pw) +2 Y p(y)
y€So y&So y¢So
1
== ¥ (=Na(y)—n)
yESo
1 € €
< - — <2-42-<
<23 |=N@) = p) +2 Y ply) <2 +27 <e
yESo y¢So

Beispiel 2.8.4. S = {a, b},

(01 . (1 0\
p‘(1 0) - p‘(o 1)_E

ntl —p = lim p"(z,y) existiert nicht!
n—o0

=p"=E, p

Analog:
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©
a:
®

~—©

Definition 2.8.5. (i) Seix € S ein rekurrenter Zustand. Die Periode von x d, ist der ggT der Menge
I, ={neN:p*(xz,z) > 0}.

(ii) Die Markov-Kette heifst aperiodisch , falls fir alle x € S gilt: d, = 1.
Lemma 2.8.6. Seix € S ein rekurrenter Zustand und y € S ein Zustand mit F(x,y) > 0. Dann gilt:
dy =dy
Die Periode ist also eine Klasseneigenschaft.

Beweis. Wegen der Rekurrenz von x gilt dann auch F(y,x) > 0. Es existieren daher k,l € N mit p*(z,y) >
0 und p'(y,z) > 0. Daraus folgt:

l+k(

Py, y) > Py, 2)p" (z,y) > 0

Also ist dy, Teiler von k + 1. Sei nunn € I, (also p™(x,x) = 1) daraus folgt:

l+n+k(

p y,y) > p(y, 2)p" (z, 2)p" (z,y)

Dann ist d,, ein Teiler von l+n+k. Da dy auch k41 teilt, ist es ein Teiler von n. Da dy der ggT aller
Elemente in I, ist, ist d, ein Teiler von d,. Da der Zustand y auch rekurrent ist, lassen sich die Rollen
von x und y vertauschen um zu zeigen, dass auch dy ein Teiler von dy, ist. Also ist d, = d. ]

Lemma 2.8.7. Sei x € S ein rekurrenter Zustand mit d, = 1. Dann existiert ein mg € N sodass gilt:
{neN,n>me} C I,

Satz 2.8.8. Sei p irreduzibel und aperiodisch mit invarianter Verteilung w. Dann gilt fiir alle
Startverteilungen v und alle Zustinde y € S':

vp"(y) — ply)  firn — oo (2.21)
Es gilt sogar in totaler Variationsnorm (||v — ulltw := > [v(y) — p(y)]):
yeS

lvp™ = pllew — 0 fiir n — oo
Beweis. Genereller Plan: Betrachte zwei Markov-Ketten mit Ubergangswahrscheinlichkeit p:
(Xn)nen, mit Startverteilung v, (Yn)nen, mit Startverteilung 1 auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum
Zeige: (Xn)nen, und (Yn)nen, treffen sich fast sicher.
T=inf{n>0,X, =Y,}

Ersetze X nach T durch Y und zeige, dass das neue X in Verteilung gegen p konvergiert.
Im Detail: Setze S = S x S und den Markov-Kern p mit:

5((x . _ p(xo, 1)p(Yo,y1)  To # Yo
P((z0. vo). (z1,41)) {P($0,$1)5m(y1) To = Yo
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e Bis zu ihrem Zusammentreffen sind (Xp)nen, und (Yn)nen, unabhingiger Koordinatenprozesse.
e Danach werden sie ,verklebt.
e Jeder Koordinatenprozess hat Ubergangswahrscheinlichkeit p.

Sei (Zn)peny, = (Xns Yn),en, €ine Markov-Kette auf 8 zu p mit Startverteilung v = v & pu. Betrachte die
Stoppzeit T mat: -
T:inf{nzO:Xn:Yn}:inf{nz():Zn € diag(S)}

Aufgrund der Konstruktion gilt X,, =Y, fir allen >1T.
IP(Xn =y)—P(Yn =y)| = [P(Xy =y, n 2T+ [P(Xp =y,n <T)-P(Yp, =y,n > T)-P(Y, =y,n <T)

<PXp=y,n>T)+P(Y,=y,n<T)

Daraus folgt:

Z |P(Xn = y) - ]P)(Yn = y)| < QP(TL < T)
yes

Falls P(T < 00) =1 dann gilt:
D ) = p@) =D IPX, =y) — P(Y, =y)| =50
yes yes

Es bleibt zu zeigen, dass fast sicher T < oo gilt (d.h. ,die Kopplung war erfolgreich®). Um dies zu zeigen,
brauchen wir X,,Y, nur bis zum ersten Treffen zu kennen. Hierzu betrachten wir eine leicht modifizierte
Kette:

ﬁ((Xan0>a(z17y1)):p(szrl)p(yOvyl)a I;:V(X)ILL, Zn:(XnaYn>a T:Hlf{nZOXn:Y/n}

Behauptung: Es gilt fast sicher T < .

Dafiir geniigt es zu zeigen, dass T(x,x) < oo fiir einen Zustand x € S ist. Wir wissen, dass p eine
invariante Verteilung it = p ® p besitzt. Ferner ist p irreduzibel, denn es gilt:

VzO;zlvyanl €S53 kvl eN: pk(xlv':Cl) > 07 pl(yanl) >0
Mit Lemma 2.8.7 folgt aus der Aperiodizitit:

ImeN: p"H(zg,z1) >0, P (y1,y1) > 0

Somit ist auch p*YH"((xo, 1), (Yo,v1)) > 0, also ist auch p irreduzibel. Da p irreduzibel ist und eine

invariante Verteilung i existiert, ist p rekurrent.

=Vres: T(Z@) < 00 fast sicher = T < oo fast sicher = T < oo fast sicher

Bemerkung 2.8.9. Ausblick:

1. Fiir periodische Markov-Ketten mit der Periode d gilt:
d—1
S=Js.
r=0
Fiir gegebenes x € Sy gilt:

nd+r(

lim p"*"(z,y) =du(y)  (Ubungen)

n— oo

2. Konwvergenzgeschwindigkeit in 2.21
FEs gilt |lvp™ — p|| < Cr™ fir eine Konstante C € Ry und r < 1.
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Reversible Markov-Ketten

Gegeben sei ein beliebiger Zustandsraum S, ein Markov-Kern p(z, dy) und ein Maf} p.
Definition 2.8.10. (i) Ein Markov-Kern p aus S heifst dual zu p (bzgl. p) gilt:

p(z, dy)p(dx) = py, dz)u(dy) als Mafe auf S x S (2.22)
Das heifit fir alle A,B € S gilt:

/ pe, B)u(dr) = / P, dy)p(dz) = / Py, dz)u(dy) = / Py, A)uldy)

A AxB AxB B

(i) Der Markov-Kern p heif$t reversibel (bzgl. ) oder p heifit reversibles Maf$ fiir p, falls p dual zu sich
selbst ist.

Bemerkung 2.8.11. Offenbar:

a) Aus der Existenz eines dualen p folgt, dass p invariant ist. Mit A =S folgt fiir alle B € S:

/ p(a, Byu(dz) = p(B)

S

b) Fiir diskreten Zustandsraum S heifit 2.22:

w(x)p(z,y) = p(y)ply,z)  (Vo,y € 5)

p ist reversibel, falls gilt:

‘u(x)p(z, y) = wuly)py,z) (Vx,y € 5) ‘ wdetaillierte Balance*

Hierbei gilt 0.B.d.A u > 0. Ansonsten betrachte Einschrinkung auf So = {z : p(x) > 0}, invariante
Teilmenge fiir p (d.h. Vo € So,y ¢ So : p(z,y) = 0).

0=ply) =Y pl)px,y)

€Sy >0

Unter der Voraussetzung > 0 gilt: Zu p existiert genau ein duales p:

py,x) = %p(z, y)

Falls p konstant auf S ist (und S endlich), ist p die adjungierte Matriz zu p. Dann ist p genau dann
reversibel, wenn es eine symmetrische Matriz ist.

Beispiel 2.8.12. (i) Gegeben sei eine abzihlbare Menge V (,vertices®, ,Knoten®) wund eine
symmetrische Funktion ¢ : V xV — Ry (,Kantengewichte®) gegeben durch:

c(x) = Z c(z,y) S={zxeV:c(x)>0}

yeVv

c(,y)
c(x)

Wihle p(x) = c(x) und p(z,y) = . Dann ist p ein reversibler Markov-Kern beziiglich p.

Denn:

Zp(z, dy) = TZ) Z c(z,y) =1, w@)p(z,y) = c(x,y) symmetrisch in (z,y)
yeSs yeS

Setze E = {(z,y) € V x V. ¢(x,y) > 0} (,Knoten®). Dann ist (V, E,C) ein gewichteter Graph.
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(ii) S =R, p(x,dy) = f(x — y)dy, u(dy) = dy. Fiir festes t > 0 sei f gegeben durch:

Dann ist p ein Markov-Kern

/p(w,dy) = /f(y)dy =
R R

und reversibel, da (p(x,dy) = f(x — y)dydx) symmetrisch in (z,y) ist.
Lemma 2.8.13. Sei p ein Markov-Kern, der reversibel beziiglich p ist. Dann definiert
Pu(z) = /u(y)p(w,dy)
s

fiir w € LY(S,u) N E£>2(S) einen beschrinkten, linearen und symmetrischen Operator auf L*(S,p) mit
Norm < 1.

Beweis. Linearitat klar.
Beschrianktheit folgt aus Norm-Abschdtzung.
Symmetrie Fir alle u,v € L1(S, u) N E2(S) gilt:

<, Pu >L2:/v( )Pu(a)u(de) // p(a, dy)p (dx)://v(y)u(z)p(x,dy)u(dx) =<, Pv>pe
S sym. in (z,y) S S

Normabschétzung Fir alle u,v € L1(S, u) N E2°(S) gilt:

|< v, Pu >L2|2 // p(z, dy) u( CéU //v2 p(z, dy)p(dz)| - //uQ(y)p(x dy)u(dx)
s S

= IIUIILz ullZ:

Das heifst:
| <o, Pu>[<|of|-|[ul]  mitv=Pu: [|Pul| <|lul

Bemerkung 2.8.14. Sei S ein endlicher Zustandsraum, also 0.B.d.A. S = {1,..., N} und p reversibel
beztglich pv mit 1 > 0. Dann gilt:

p()

(i) q(z,y) = 4| @p(z, y) ist symmetrische Matriz.

Dann existieren reelle Figenwerte A\ > Ay > -+ > Ay, denn:

u(z)(,)f wy)

q(z,y) = ay) Py = u(x)p(y,x):tI(y,z) = w)p(e,y) = uy)ply, )

1
(ii) Sei u eine g-Figenfunktion zum Figenwert A. Dann ist u(y) = mu(y) p-FEigenfunktion
1u(y
(bzgl. Rechtsmultiplikation) zum Eigenwert A und @(x) = /p(x)u(x) eine p-Eigenfunktion (bzgl.
Linksmultiplikation) zum Eigenwert \.

In der Tat:
p(r,y)
yze;; (y) ()

Analog: ap(y) = -+ - = Mu(y)



Kapitel 2. Markov-Ketten 50

(i1i) P hat reelle Eigenwerte Ay > -+- > Ay mit |A\y| <1 (Vk € {1,...,N}), da ||Pul|r, < ||ullz, gilt.
Wegen up = p ist Ay = 1 Figenwert zum Figenvektor p.

Proposition 2.8.15. Sei S ein beliebiger Zustandsraum und p ein beziiglich p reversibler Markov-Kern.
Dann ist {¢p}, <, <y eine vollstindige Orthonormalbasis von L?(S, i) bestehend aus Eigenfunktionen zu

P (p¥r = Meth) mit (A1 = 1) und (¢1(x) = 1), denn:

Pt (@ /zm p(a,dy) = 1

Annahme: A, = sup |\;|. Dann gilt fiir alle u € LQ(S, w:
k#1

I — ]2 < Aflu—allzs — 0 fiirn - o0
mit 4 =< u, P >= f u(dy).
Bemerkung: Vollstdndige Orthonormalbasis heifst:
oo oo
Vu e L% Z <, hy >p2 Y und  ||ul)® = Z < u,hy >2
k=1 -1

Beweis. Setzte ug =u —u =

(18
A

u, Y > Vg, dann gilt:
k

2

Puo—z<uwk>l? wk—z<uwk>)\k¢k

— k=2
Daraus folgt:
Iphu—al? =" <un >2 A <A <u gy >2= A2 Ju — a2
k=2 k=2
0
Beispiel 2.8.16. S = [0,27R], p(dx) = 5igdx (normiertes Lebesque-Mag), f(x) = \/12—7rexp (—z—;),
F(z) =3 f(z+ Rk2rm). Dann ist p mit
keZ

p(z,dy) = F(z —y)dy
ein Markov-Kern auf S, da

/xdy /Zfzfy k27 R)dy /f( —y)dy =1

S keZ R

und reversibel beziiglich .
Sei Vi (x) = exp (“”) fiir k € Z und x € S. Dies ist eine vollstindige Orthonormalbasis von L2 (S, ).

k2
Die Funktionen vy, k € Z sind Eigenfunktionen zu p mit Eigenwert A\, = exp (—;) , denn

pr(z /wk F(x —y)dy = /wk(y)f(w —y)dy = /wk(w +y)f(y)dy
R R

ikx ik 1 2 k2
= exp (?) /exp <§y> Nor exp < QyR?) dy = exp(ikz) exp < 2R2) = A\ptr ()
R

Fourier Transformation von f
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Hierbei ist:
1_ R—o0

=1 ¢y1=1 A =sup|i| =€ 2-7 — 1
k#£0

Daher gilt fiir alle w € L?(S, u):

lp"u |2 < 77 ||u — |,

d
In dualer Darstellung: Betrachte fiir alle Anfangsverteilungen v mit 6 = d_,u auf S die Markov-Kette
v
(Xn)nen, mit Wahrscheinlichkeitsmafl P,,. Die Verteilung zur Zeit n ist gegeben durch:
vy =(X,), P, =P,(X, €)
. Dann gilt:
dv,,

= =06, ||6n—1|[2<e %.C

Beispiel:
S =R, plx,dy) = f(x—y)dy, p(dy) =dy = keine exponentielle Konvergenz gegen das Gleichgewicht.

Fiir andere Kriterien, die exponentielles Wachstum verifizieren, betrachten wir die Energie.
Definition 2.8.17. Fiir alle u,v € L?(S, u) ist die Energie e(u,v) gegeben durch:

c(w,0) == < Auv>p= [u@p@n(de) - [uw@p(e. dy)n(d)
S

S
Mit A=P —1I gilt:

cwo) =5 [ [ 1ue) ~ uty)P plo.dy)utds)  elusu) =
S S

|~

/ / () — u(y)]? p(e, dy)u(de)
S S

Definition 2.8.18. Sei p ein reversibles Maj. Definiere § durch:

PO )
u€L? uz#0 ||u||L2
fud,u:O

Fiir diskreten Zustandsraum S definiere:

L5 Juli) — w(i)Pp(i, 5 @) u(j)

i,JES

O = P
Satz 2.8.19. Sei v ein reversibles Wahrscheinlichkeitsmaf$ und 6 > 0. Dann gilt fiir alle u € L?:
lp"u — a2 < (1 =6)"|lu -4l — 0 fiir n — oo
Beweis. Fiir alle w € L? mit < u,1 >=0 gilt:
<u,u > — < u, Pu>=e(u,u) > o||ul?
Also gilt fiir geeignetes P% mit P* o P2 = P:
<, Pu>=< Piu, P7u>< (1—6)|ul]?

und:
[[Pzul] < (1—=0)Z|[ul| = [[Pul| < (1 =8)[ull, [[P"ul| < (1 —8)"||ull

Fiir alle w € L? gilt:
u=uy—u, uUu=<u,l> <ugl>=0



Kapitel 3
Brown’sche Bewegung

3.1. Definition und Eigenschaften

Definition 3.1.1. Ein stochastischer Prozess ist eine Familie (Xt)i>0 von Zufallsvariablen

X : Q — R, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P).

Allgemein kann man einen stochastischen Prozess (Xi)ier fiir eine beliebige Indexmenge I betrachten mit
Zufallsvariablen X; : Q — S und (S, S) einem beliebigen Messraum. Typischerweise wird t € I als Zeit
und z € S =R (oder S = R?) als Ort interpretiert.

Im Folgenden sei I C Ry (T = Ry oder I = [0,1]) und der Zustandsraum S = R (oder S = R%). Das
X; eine Zufallsvariable ist bedeutet, dass die Abbildung w — X;(w) messbar ist. Im Allgemeinen gibt
es keine Restriktion fiir die Trajektorie t — X;(w).

Jeder stochastische Prozess lésst sich alternativ beschreiben als Abbildung

X :IxQ— S (t,w) — Xi(w)

oder als Abbildung:
X;:Q— 5! wr— (t = Xi(w))

Definition 3.1.2. Ein stochastischer Prozess (Xi)i>o mit Werten in R definiert auf einem beliebigen
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) heifit Brown’sche Bewegunyg, falls gilt:

(i) (Xt)i>0 hat unabhingige Zuwdchse, das heifit fir alle 0 <tg <t; < --- < t, gilt:
Xig, Xty — Xtgy oo, Xy, — X, o sind unabhdngig.
(i1) Die Zuwichse sind Gauf-verteilt:
(Xt — X5)«P = N(0,t — s)

(iii) Fiir P-fast alle w ist t — X¢(w) stetig

(Xt)t>0 heifst standardisierte Brown’sche Bewegung, falls Xo = 0 ist. Fir jede Brown’sche Bewegung
(Xt)e>o0 ist (Xe)e>0 = Xt — Xo) eine standardisierte Brown’sche Bewegung.

Bemerkung 3.1.3. Die Brown’sche Bewegung wird ftber ihre Figenschaften und nicht dber eine
Konstruktion definiert. Wir werden sehen, dass die Brown’sche Bewegung existiert und dass sie sich auf
mindestens drei verschiedene Arten konstruieren ldsst.

Lemma 3.1.4. Sei (X;)i>0 eine standardisierte Brown’sche Bewegung . Dann existiert fiir jedes o > 0
eine Konstante C(a), sodass gilt:

E [|Xt|2”‘] = C(a)t*
Allgemein gilt fiir jede Brown’sche Bewegung:

E[| X, — XS|2”‘} =C(a)|t — s|®
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Beweis. Jede Zufallsvariable Xy ist N(0,t)-verteilt. Daraus folgt:

E[|X:*] =t / ta \/%GXP T |Z|2

R

L]
Lemma 3.1.5. Fiir jede Brown'scheBewegung gilt:
(i) E[X,] =0, E[X7] =t
(ii) E[Xs, X¢] = s At :=min{s,t}
Beweis. (i) X: — Xo ist N(0,t)-verteilt.
(ii) Fiir s <t gilt:
E[X.Xi] = E[X,X:] + E[X.(X; — X.)] Y s + E[X.]E[X; — X,] = s
—_————
=0
L]

Proposition 3.1.6. Sei (X;);>0 eine Brown’sche Bewegung auf (2, A,P). Dann sind auch die folgenden
Prozesse Brown’sche Bewegungen.

(i) (Xs+i)i>o fir ein s > o (,Shift“).
(i) (X

(i1i) (—X¢t)i>0
(iv) (cX )e>o fiir ein ¢ >0 (,Scherung®)

s+t — Xs)i>o0 fir ein s > 0. (sogar standardisierte Brown’sche Bewegung )

(v) (X¢)i>0 mit Xo =0 und X; = tXy firt >0 (,Inversion*)
Beweis. (i)-(iii) Stetigkeit der Trajektorie, Unabhingigkeit der Zuwdichse und Verteilung der Zuwdichse
klar

(iv) Stetigkeit, Unabhingigkeit klar
Verteilung der Zuwdchse Xy = X

(X, — X.).P(B) = P(X, — X, € B) = P <X% X, e 13) _N <o, ”25) (13)
c c C C &

_ \/ﬁ!a{p (%) duc = ﬁ /exp (2(;”725)) dz = N(0,¢ — 5)(B)

(v) Zeige zundchst nur:
o Stetigkeit von t —s Xy (w) fiirt > 0
e Unabhdingigkeit der Zuwdchse.

Statt der Verteilung der Zuwdchse bestimmen wir E [Xth} fir0<s<t:
. 1 )
E [Xth} — stE {XLX%} = st = s =min {s,1}.

Mit Satz 3.3.4 folgt, dass (Xt)tzo eine Brown’sche Bewegung ist.
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Exkurs:

Definition 3.1.7. (i) Zwei stochastische Prozesse (X;)ier auf (Q, A,P) bzw. (Xi)ier auf (Q,A,P)
heiffen dquivalent, falls fiir alle endlichen J C I gilt:

ps=p;  auf S’
Hierbei ist Py = [(Xy)ie], P, das heift fir J = (t1,...t,) und B =By X -+ x B, C S" = S7 gilt:
P;(B) =P(Xy, € B1,...,Xt, € Byp) endlich-dimensionale Verteilungen

(ii) Die Prozesse (X;)i>0 und (Xt)i>0 heifen Modifikationen voneinander, falls:
(Q,AP) = (Q,AP) und P(X;=X;)=1(Vtel)
(iii) Die Prozesse (X¢)i>0 und (X;)i>o heifien ununterscheidbar (indistinguishable), falls:

(Q,AP) =(QAP) und PNVtel:X,=X;)=1
Bemerkung 3.1.8. Es gilt: (i) = (i) = (i), und falls I abzihlbar ist auch (ii) = (iii). Im Allgemeinen
ist (i) A (iii).
Beispiel 3.1.9. Q =R, P=N(0,1), =Ry, S=R.
se= {020
Dann ist P-fast sicher jede Trajektorie unstetig.

Proposition 3.1.10. Seien (X;)icr, und (Xt)telR+ stochastische Prozesse mit Werten in R und

fast sicher stetigen Pfaden. Dann sind X und X genau dann Modifikationen voneinander, wenn sie
ununterscheidbar sind.

Beweis. ,,<=* stets
=“DaX und X Modifikationen voneinander sind gilt:
P(VteQy: X, =X,) =1, und P(t— X, t— X, stetig) =1

é]P(VfE]R+ Xt:Xt):l
0

Proposition 3.1.11. Sei (X¢)es ein stochastischer Prozess definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, Ao, P) mit Werten in (S,S). Dann definieren die Koordinatenabbildungen

m: ST— 8§
wr— w(t)

einen dquivalenten Prozess (mi)ier auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (ST, ST, P,). Dieser Prozess wird
auch kanonische Version genannt. Dabei ist:

ST = HS = {Abbildungen w: I — S} und S' = ®St
tel tel

Die o-Algebra S ist die kleinste o-Algebra auf ST beziiglich der die Koordinatenabbildungen fiir alle t € I
messbar sind. Das ist die kleinste o-Algebra auf ST, die alle Zylindermengen enthilt. Eine Zylindermenge
A ist gegeben durch:

A= HAt mit Ay €S (Vte€l) wund A;=S fir alle bis auf endlich viele t
tel
Das Maf P, ist das Bildmaf von P unter der Abbildung:
X: Q—gf
wr— X(w)
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Beweis. Fir alle t1,...,t, € I und alle By,...,B, € S gilt:
P.(ve S :m, (v)€By,...,m, (v) €By) =Pwe Q:m, (X(w) €By,...,m, (X(w)) € By)
=PweQ: Xy, (w) €By,..., X, (w) € By)
[

einige weitere Prozesse
Sei (X¢)¢er, ein stochastischer Prozess definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4 P) mit Werten
in (S,S). Definiere analog fiir jede endliche Teilmenge J C I

s’ 8T X5, Py=(X;).P

und fiir endliche Teilmengen J, H von I, J C H C I, die Projektionen 7T§I : S" — §7 als Restriktion
der Abbildungen (vt):em zu Abbildungen (v:)ies. Dann gilt:

7T§{ o Xy, =X; wund daher:|P;= (W?)*PH (3.1)

Definition 3.1.12. Eine Familie (p;)J enai.c1 von Wahrscheinlichkeitsmafien py auf (S7,87) heift
projektive Familie, falls gilt:

pr=(x)), Py VJCHCI JH endlich

Fiir jeden stochastischen Prozess (Xt)ier definieren die endlich-dimensionalen Verteilungen (ps); wnaic1
eine projektive Familie.

Frage: Gilt auch die Umkehrung? Gibt es zu jeder projektiven Familie (ps); einen stochastischen Prozess
mit PJ = p‘]?

Satz 3.1.13. Kolmogorov
Sei S ein Standard-Borel-Raum und I eine beliebige Menge. Zu jeder projektiven Familie (py) ) paicr
von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (SJ,SJ) existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ pr auf (SI,SI)
mit:

ps=(7%).pr  (VJendl JCI)

Das Maf pr heifit projektiver Limes der WahrscheinlichkeitsmajfSe py. Schreibweise:

Pr=lim Py
J endl. CI

Beweis. (i) Fir {t1,...,t,} = J endl. C I ist S’ = 8®" eine o-Algebra in S’ und S} = (ﬂ§)_1 S/
ist eine o-Algebra in ST.

Also ist ST, gegeben durch
st=|J s

J endl. CI
eine N-stabile Algebra auf ST, die Algebra der Zylinder-Mengen. Dann ist ferner: ST = O‘(SI).
(i1) Eindeutigkeit
Sei pr ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (SI, SI) mit 3.1. Dann gibt es fiir alle A € ST eine endliche
Teilmenge J C I und Mengen B € 87, A € 8, mit A = (ﬂ§)_1 (B). Also gilt:

-1

pi(A) = pr ((=5) " (B)) = ((x}), p1) (B) ¥ ps(B) (3.2)

p(B) ist eindeutig festgelegt durch die projektive Familie (Py); a1 - Damit ist pr eindeutig
festgelegt auf einem N-stabilen Erzeuger der o—Algebra ST und damit eindeutig auf ST.
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(iii) Existenz 5
Definiere pr zundchst auf ST durch 3.2. Dies ist konsistent wegen der Projektionen: py = (W?)* DJ-
Dies definiert einen normierten Inhalt auf (SI,SI) (also additiv, aber nicht notwendigerweise o-

additiv. Man kann zeigen, dass p; (-stetig ist:
VA, € ST, A, N\, D gilt: pr(A,) \ 0

Da S ein Standard-Borel-Raum ist, lisst sich der Inhalt p; kanonisch zu einem Wahrscheinlichkeitsmayfs
auf (SI, SI) fortsetzen.
[]

Korollar 3.1.14. Im obigen Setting gilt:
Es existiert ein stochastischer Prozess (Xi),o; oauf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, AP) mit
vorgegebener endlich-dimensionaler Verteilung:

ps=(X,),P VJ C I endlich

Beweis. Wihle dazu:
QZSI, Xe=m=P=p;s

3.2. Identifizieren der endlich-dimensionalen Verteilungen

Satz 3.2.1. (i) Ist (Xi)i>0 eine Brown’sche Bewegung mit Startverteilung v, so sind die endlich-
dimensionalen Verteilungen fir J = {to,t1,...,tn} mit 0 = tog < t;--- < t, und B C B(R**")
gegeben durch:

. 1 x —yl?
Px (B) = /ptn,—tn—l (xn—la dZCn) ©rPti—to (:CO’ d.’El)V(d.To) mat pt(‘r’ dy) = \/2—71_15 exp (_ | 2ty| ) dy
B

(i) Definiert man p;(B) fir alle endlichen J wie oben, 50 ist (Dy); wnai o1 €ine projektive Familie.

Beweis. (i) Gegeben sei ein endliches J = {to,t1,...,tn} CI (0.B.dA: 0 =1ty <ty <--- < t,) sowie
eine Brown’sche Bewegung (X;)i>o definiert auf (0, A,P). Dann ist (Yi),_o ,, mit Yy = Xi1r eine
Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten qi(x,dy) = pe, —s,_, (2, dy) und Startverteilung v.

Hierbet ist: ( )2
1 r—vy
z,dy) = exp| ——— | d
pi(, dy) Tom P ( 57 ) y

=:v¢(,y)

Daraus folgt fiir alle B € B(R'*™"):

P ((th; N ,th) € B) =P ((Yo, e ,Yn> € B) = /qn,l(:cnfl, d$n> tee ql(xo, dl‘l)V(dSC())

= /ptnftn,l (Tn—1,dxn) - Pty —t, (20, dx1)v(d20)
B
(ii) Gegeben seien endliche Teilmengen J C H C I, also 2.B: H = {to,...,tn},
J={to,.. .ti,tis1, .. tn}.
Zu zeigen:
[ [ [t dan) -+ pu iy oo, deno(dao)

Bo B; B,
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:/ / / / .../ptnitnil(:cn,l,d:cn)~'pt17t0($0,d$1)y(dz0)

Bi—1 R Bit1

/pti+1fti (1'1',d$i+1)pti7ti71(xi71,d$i) = /7ti+17ti (zi+17xi)’ytiftifl(xhxi*l)dzi dz’k‘rl
R R

=Yt; 41—t 1 (Tit1,Ti-1)
= pti+17ti71 (:Ciflﬂ d‘rZJrl)

[

Bemerkung 3.2.2. Satz 3.2.1 gilt auch fiir die Rohversion der Brown’schen Bewegung (wir verwenden
keine Stetigkeit).

Korollar 3.2.3. Zu beliebiger Startverteilung v existiert eine Rohversion der Brown’schen Bewegung.

Beweis. Nach Satz 8.2.1(ii) ist (ps) ; eine projektive Familie. Der projektive Limes pr existiert nach dem

Satz von Kolmogorov (3.1.13). Er ist ein Wahrscheinlichkeitsmafy auf Q@ = RE" mit o-Algebra B(R)E" .
Die Projektionen (ﬂ't)tzo definieren eine Rohversion der Brown’schen Bewegung.

Es bleibt zu zeigen, dass (X;)>0 fast sicher stetige Trajektorien besitzt, oder dass eine Modifikation (Xt)t
von (X¢), mit fast sicher stetigen Trajektorien existiert.

Satz 3.2.4. (Kolmogorov-Chentsov)
Sei (Xt)i>0 ein stochastischer Prozess mit Werten in R und fir alle T > 0 existieren o, 8, C mit:

E[|X; — X% < Ot — s|'+F# (Vs,t €10,T)
Dann ezistiert eine Modifikation (X;)i>0 von (X;)i>0 deren Trajektorien lokal Hélder-stetig von jeder

Ordnung v < é sind, das heifit:
e’

Xi(w) — Xs(w)| <Ot — 5|7 fir s,t € [0, T] wund |t—s| < A(w)

Beweis. (i) Falls fiir alle T € N eine Modifikation XT mit lokal Holder-stetigen Trajektorien existiert,
dann sind X“ﬁ und X' ununterscheidbar auf dem Intervall [0,S AT]. Es existiert daher eine
Modifikation X mit lokal stetigen Trajektorien auf [0, 00].

(i1) Im Folgenden gelte 0.B.d.A: T = 1. Zeige, dass eine Modifikation X mit lokal stetigen Trajektorien
auf [0, 1] existiert. Mit Tschebyschow folgt aus 3.3:

P(X, — Xs| >e) < Ce®t—s|"™  (vs,t €0,1])
Insbesondere konvergiert X gegen X; P-stochastisch fiir s — t.
(#i) Mit Borel-Cantelli folgt:

I C Q, P(Q1) =1, sodass Vw € Qq, Vy < 2 23k A = Aw,y)
«

| Xt (w) — Xs(w)| < k|t —s|” Vs,t €D mit |s —t] < A

Hierbei ist D = {2%, k=0,1,...,2" né€ N} die Menge der dyadischen Zahlen.

Hinweis:

Sei I C R ein reelles Intervall und f : I — R eine Funktion. Dann ist f genau dann Holder-stetig,
falls k,~v € R existieren sodass gilt:

[f(t) = ()| < k[t—s[" (Vs te) (3-3)

Dann ist insbesondere t — X¢(w) gleichmdfig stetig und lokal Holder-stetig auf D.
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(iv) Wir definieren nun (Xt)te[o,l] wie folgt:

lims oy Xo(w) we

seD

N {0 Ve e [0,1]  fallswe Q\Q
th =

Der Limes limse_bt Xs(w)) existiert, da s — Xs(w) gleichmiflig stetig ist.
Dann gilt:
o t — Xy (w) ist stetig auf [0,1] fiir jedes w € Q.
o W Xt (w) ist messbar, da es Limes von messbaren Abbildungen X, mitt, € D, t, — t ist.
o [iir jedes t € [0,1] gilt X, = X,, denn fir t € D gilt dies per Definition und fir allgemeines
f€10,1] sei s, €D, s, — t. Dann gilt:
X5, — Xi P — stochastisch, Xs, — X, P — fast sicher = X; = X, P — fast sicher

[

Korollar 3.2.5. (i) Zu jeder Startverteilung existiert eine Brown’sche Bewegung .

(i1) Jede Brown’sche Bewegung hat fast sicher Trajektorien, die lokal Hélder-stetig von jeder Ordnung
1
v < 3 sind.

Beweis. (i) Fir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl v auf R existiert eine Rohversion (Xi)i>o der

Brown’schen Bewegung. Dann gilt 3.8 fir alle o« > 2 (dann ist: 1 + = § und v =

existiert eine Modifikation von (Xi)i>o mit Holder-stetigen Trajektorien.

N[ =

(ii) Gegeben sei eine Brown’sche Bewegung (Xi)i>o. Dann existiert eine Modifikation (X;)i>o mit
Holder-stetigen Trajektorien.

(]
Bemerkung 3.2.6. Wir wissen:

e Die endlich-dimensionalen Verteilungen von X und X stimmen dberein.
(P, = Pg auf (R*, B(R)R"))

o Fs gilt: ~ B
X, X:Q—R¥ und X: Q-—C:=C(R,,R)CRE

Daher ist es naheliegend zu behaupten:
P(C) =1
Die Menge C ist aber nicht messbar! Es gilt aber trotzdem folgender Satz:

Satz 3.2.7. Sei (X;)i>0 wie im Satz 3.2.4. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmap P auf (C, B(C))
sodass der Projektionsprozess (mid)i>o auf (C,B(C),P) dquivalent zum Ausgangsprozess ist.
Hinweis: Im Fall der Brown’sche Bewegung heifit P Wiener-Majs.

3.3. Konkrete Konstruktion der Brown’schen Bewegung
1) Kurzer Exkurs: der Hilbertraum L? [0, 1]:

e Essei L? [0, 1] der Hilbertraum der quadratisch integrierbaren Funktionen f : [0,1] — R.

L?]0,1] =< f: [0,1] — R | f messbar, / fA(x)dr <00 p [ ~
(0,1]

wobel f ~ g <= f(z) =g(x) fast iiberall auf [0, 1]
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e mit Skalarprodukt:

< fyg >=/0 f(x)g(z)dx

und Norm:

fllz= V<[ f>

e Eine Folge (¢,) € L?[0, 1] heifit Orthonormalsystem , falls gilt: < ¢y, Py >= Fpim

e Ein Orthonormalsystem heifit vollsténdig (oder Orthonormalbasis (ONB)), falls

N
{Zangbn IN€eN, ai,...,ay € R} dicht in L [0,1] ist.
n=1

Zwei Tatsachen iiber Orthonormalbasen:
Sei (¢r,) eine Orthonormalbasis. Dann gilt:

(1) Fiir alle Funktionen f € L?10,1] gilt:

F=Y<fin>dn ie.

n=1
(2) Persevalsche Gleichung
Fiir alle Funktionen f,g € L?10,1] gilt:

N
ma‘aly)

N
‘f_z<fa¢n>¢n
n=1

2

< f,g>= Z < fion ><g,0n > Insbesondere: || f||3

n=1

2) Die Haarbasis von L? [0, 1]:

Setze:
1 falls0<t <3
Ho1 == 1)1, Hia(t):=< -1 falls $ <t <1
0 sonst
Hop(t):=2"2 Hyy (2" % —k+1) firn>1,1<k<2m!
1 1 —
Ho 1 Hiy
0 0
-1 -1 —
Hs Hs
0 0
_25 — _25 —

i < fion >?
n=1

59
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A 2 —
Hs Hs

0 0

_2 — _2 —

2 — 2 —
H33 Hs,

0 0

) — ) —

Proposition 3.3.1. {Ho1} U{Hnk}, > 1<peqnr st eine Orthonormalbasis fiir L* [0,1].
Beweis. (Idee)
e Orthogonalitit: Ubung!

1

n— 2 n—1 2
. fol H, . (z)?de = (QT) 2% + (_2 - ) 2% 1

o Vollstindigkeit:

1. Jede dyadische Indikatorfunktion

l[im] (TLEN,]CZO,...,Q”*D

37 5 2T

ist eine endliche Linearkombination von Haarfunktionen.

2. Jede Indikatorfunktion 14, wobei A eine Borel-Menge ist, ist in L? [0, 1] approzimierbar durch
dyadische Indikator-Funktionen.

3. Jede L* [0, 1]-Funktion ist approximierbar durch Linearkombinationen von Indikatorfunktionen.

O

Bemerkung 3.3.2. Fine Basis, die aus Translationen und Dilatationen von einer festen Funktion
besteht, heifit Waveletbasis.

3) Schauderfunktionen
Die Schauderfunktionen S, j sind definiert durch:

Spp(t) = / Ho(s)ds



Kapitel 3. Brown’sche Bewegung 61

1 1
So,1 So,1
0 0
2—3/2 2—3/2
5271 52,2
0 0

22 22
Ss.1 S3.9 /\

22 22
Ss.1 /\ S3.9

0 0

Satz 3.3.3. Seien {§0,1} U{&n k), o1 1<pcon—1 unabhingige und N(0,1)-verteilte Zufallsvariablen.

Definiere:
N 2N7 1

XN (t) == €,150,1 + Z Z En,kSnk

n=1 k=1
Dann gilt:

1. Es existiert fast sicher der Grenzwert X := L>® — lim XV.
N —oc0

2. X ist eine Brown’sche Bewegunyg.

Um Satz 3.3.3 zu beweisen, benutzen wir:

Satz 3.3.4. Flir einen stochastischen Prozess X = (Xy) ) sind dquivalent:

te[0,00
(i) X ist eine Brown’sche Bewegung.

(ii) X ist ein stetiger, zentrierter, Gaufl’scher Prozess mit:
Cov[Xs, X¢] =sAt (Vs,t > 0)
Beweis. (i) = (ii) Sei X eine Brown’sche Bewegung. Fiir 0 < s <t gilt:

Cov[Xs, Xi] =E[X,Xy] =E [XZ] +E[X, (X; — X,)] = s + E[XJE[X; — X, = s At
——
=0
(i1) = (i) Weil X ein Gauf-Prozess ist und Cov|[Xs, X¢] = s At ist, gilt:
(th,...,th) ~ N(O,Q) wobei Qij :ti/\t]‘

Also sind die endlich-dimensionalen Verteilungen von X eindeutig bestimmt. Da X auferdem stetig
ist, ist X eine Brown’sche Bewegung.
[]
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Beweis. von Satz 3.3.3

1. Sei (by,) eine Orthonormalbasis fiir L2 [0, 1]. Setze:

——
=<bn,1l0,4)>

¢ N
By, (t) = / bu(s) ds und XN(t) = ¢B,(t) mit (&) iid Gauf
0 n=1
Behauptung: Fiir festes ¢ € [0, 1] gilt:
(X™(t)),,ey ist eine Cauchy-Folge in L? (R)

Beweis. fir m <n
Beachte:

E [6k&] = O (3.4)

> GB()

k=m+1

w
N

E[|X™(t) — X"(t)]?] =E =E| Y &uUB®Bi()| = > Ba(t)

k,l=m+1 k=m+1

= D <balpg>’< Y <balpg >0,
k=m+1 k=m+1

weil mit Perseval gilt:
Z < bn, 1,9 >%= ||1[O,t]||§ =1
k=1
Also ist die Folge (X" (t)), eine Cauchy-Folge in L? (R). L]
2. Fur tl, e ,tN Z 0 glh}

n—oo

Xy = (Xp,.. ., X[y) ist Gaub-verteilt mit Kovarianz [ X7, X7t | "5 ti At

t19°

Beweis.

Cov (X, Xy') =E [(Z §an(S)> <Z§zBl(8)>
k=1 =1

S Be(s) Bt
k=1

1
Perseval
=D <bi o >< b lpg > =31 < Lo, Loy >= /1[0,51 (M)1p,g(r)dr = st
k=1 0
L]
L]
Satz 3.3.5. Seien {&{n.1} unabhingige und N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen. Definiere:
N 2n~!
XN(t) =&1801() + Y D &nkSnilt)
n=1 k=1

Dann gilt:

o X =L>= lim XV existiert fast sicher.
N —oc0

e X ist eine Brown’sche Bewegunyg.

Beweis. step 1 Fir festes t € [0,1]ist (XN (1)), eine Cauchy-Folge in L*(R).
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step 2 Firty,...,t, €[0,1] ist XkN = (thy, e ,Xt]Z) zentriert Gauf-verteilt mit Kovarianz

N . N N| N—=oo
ij .—E[Xti,th} — ti/\tj.

step 3 Fiirty,..., t, € [0,1] ist X3 (Xy,,..., Xy;) zentriert Gauf-verteilt mit Kovarianz
Qf\; =K [Xtint]J = ti A tj.

Beweis. Es gibt eine Teilfolge N;, sodass X,iv fast sicher gegen Xy konvergiert. Es gilt also mit
step 2 fiir € € RK,

E [¢*%+] = lim E [eifxﬂ = lim e<QVEE> = <QEE>

j—oo Jj—o0
= X, ist zentriert Gauf-verteilt mit Kovarianz @, also: E [Xti,XtJ =t; A\ tj. []

step 4 Wir zeigen:
lim || XY = X||oo =0 P-fast sicher
N—o00

Beweis. DaC([0,1],]| - ||oo) vollstindig ist, reicht es zu zeigen, dass {X}'} fast sicher eine Cauchy-
Folge auf C ([0,1],]] - ||eo) st
Beachte:

o ||Snklloe =27 <273

® SpkSni=0 falls k #1.

Also gilt:
gn—1
= |5 o <278 e (o)
Daraus folgt fiir alle ¢ > 0:
n i n
X=X > <2 (78 (el > ) < 3P (sl > e-2%)

o0
2 2 trick 2 29n 2 on—1
=2l — e Tdr < VT l——e 2 <2

V2T V2T
c-2

w3

Verwende dazu den folgenden Trick: Fir alle y > 1 gilt:

(o] (o]
_z2 _=? _22]1%® _v?
/e 2dz§/:ce 2dx:{e 2} =e 2
J
y Y

Setze ¢ = 27 . Dann gilt:
P(IX" — X7 | > 27%) < 2 exp(—24 1)

Insbesondere gilt:

00 . o] . exp(fz)Ssz‘L o] o>
DP(IXT—X"TY>278) <) 2Fexp(—22 ) < CY 22 =C) 27" < oo
k=1 k=1 n=1 n=1

Also, nach dem Borel-Cantelli Lemma:
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P([| X" — 2" Y|oo > 2% héchstens endlich oft) = 1
Es existiert also fast sicher ein N € N, sodass fir alle N < m <mn gilt:

n n
X" = X"l < Y IXF X < Y 27 Y0
k=m+1 k=m+1

Die Folge (X)) ist also eine Cauchy-Folge in C [0, 1] beziiglich || - ||oc- L]

Satz 3.3.6. Sei (B:)i>0 eine Brown’sche Bewegung. Definiere:

1
Xt = _Bazt; f’U/f’ a>0
a

tB:1 fallst >0
v,=q "t
0 fallst=20

Dann sind X und Y wieder Brown’sche Bewegungen.

Beweis. Die Prozesse X undY sind zentrierte Gauf-Prozesse.

o X ist stetig auf [0,00) und es gilt:

1 1
E [XoXi] = 5 E[Bo2sBaz] = ;(QQS ANat) =sAt

Wegen Satz 3.3.4 ist X also eine Brown’sche Bewegung.
o Y ist stetig auf (0,00) und fir s,t > 0 gilt:

1 1 1
E[Y.Y;] = E[B;Bl}: LT _
[YsYi] = st 1B St(s+t) Sts\/t

Es bleibt zu zeigen, dass Y stetig in 0 ist. Betrachte dazu:
1) Y|g hat die gleiche Verteilung wie Blg. Es gilt also:

lim Y;=0 fast sicher
t10,tt€Q

2) Y ist fast sicher stetig auf (0,00), also:

0= lim Y;=I1lmY;
t10,t€Q t\0

3.4. Invarianzprinzip

Sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (&x)gen iid Zufallsvariablen € L? mit E[&] = 0,
Var (&) = o2 > 0.

e Partialsummen:
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e stetige Interpolation:
Xii= X+ (= [1)E]t)+1

e Reskalierung (von Raum und Zeit:)

n 1 . :
Xt( )= X, X ™ ist Zufallsvariable auf Cy = {v € C(R,R), v(0) = 0}

Vno

Dann ist X := (Xt(n))tZO ein stetiger stochastischer Prozess mit Werten in R, definiert auf (2, A4, P)
(z.B. @ = {0,1}", P Bernoulli-Ma8 &, = +1.)

Satz 3.4.1. Invarianzprinzip von Donsker
Die Zufallsvariable X konvergiert fiir n — oo in Verteilung gegen eine Brown’sche Bewegung.
Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeitsmafe Xi")IP’ konvergieren im Sinne der schwachen

Konvergenz von. Wahrscheinlichkeitsmafen auf (Co, B(Co)) gegen das Wiener Maf P.
Explizit bedeutet das:

lim [ FX)aP = / £0) (V] € Co(Co))

n— o0
Q

Erste Voriiberlegungen und Bemerkungen:

1. Fliirs = % undt = % mit k,l € N sind die Zuwdchse Xt(")sz(") = \/150 (Ekt1 + Ekro + -+ Ektt)

unabhdngig von &1,...,&, und damit insbesondere damit auch unabhdngig von (Xﬁn))oggs (und

damit von deren Zuwdchsen) mit Erwartungswert 0 und Varianz % =1t—s. Esist vm Limesn,l — oo
Gauj-verteilt.

2. Aus dem Invarianzprinzip folgt der Zetrale Grenzwertsatz. Denn fiir alle t € (0, 00) ist die Abbildung
7 i Co — R, v — v(t) stetig. Es gilt also insbesondere fiirt = 1:
X"P—P aufC = (XP),P— N(0,1) aufR
Das heifst:

1 n
(\/ﬁa Z fk) P— N(0,1)  Zentraler Grenzwertsatz
=1

*

Der Beweis des Theorems beruht auf folgendem allgemeinen Satz iiber die Konvergenz von
Wahrscheinlichkeitsmaflen auf Cy.

Satz 3.4.2. Sei (yun),, Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf Co. Dann sind dquivalent:
(i) (pn)n ist schwach konvergent.

(ii) {pn}, st relativ kompakt (bzgl. der schwachen Topologie in P(Co)) und fir jedes endliche
J={t1,... .t} gilt: Die endlich-dimensionale Verteilung ((m), pin),,cy st schwach konvergent als
Wahrscheinlichkeitsmaf auf RF.

Beweis. (i) = (ii) Fir alle endlichen Mengen J = {ti,...,ty} und alle Funktionen f € Cp(RF) mit
fi=fom € Cu(Co) gilt nach Voraussetzung:

/fdm un—/fm Jdjin (v /f Jijin (v) "3 /f Jdpu(v /fdm

Das heifst, (77)«pin konvergiert als Wahrscheinlichkeitsmaf auf R* schwach gegen (7).« p.
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(i1) = (i) Sei {un}, schwach relativ kompakt, das heifit fir jede Teilfolge (i), existiert eine Teilfolge
(un),,, die schwach gegen p"" konvergiert.
Behauptung: p” ist eindeutig.
Sei pi* ein weiteres Maf, gegen das eine Teilfolge (p1y,),, konvergiert. Dann gilt fir alle endlichen J:

(), 1" = lim (), py = i (7my), p = i (7). i, = (m1), 1° = (7)), "
| ——
ex. n.V.

Das bedeutet, dass " und p* die selben endlich-dimensionalen Verteilungen haben und sie damit
tibereinstimmen. Es bleibt zu zeigen, dass die komplette Folge (u,),, (und nicht nur (ul)), ) gegen
' konvergiert.

Annahme: Die Folge () konvergiere nicht gegen p'.

Dann ezistieren eine Funktion f € Cp(Co) sodass ffdun nicht gegen ffdu* konvergiert, wobei
entweder der Grenzwert von ffdun nicht existiert oder ungleich ffdu* ist. Dann existiert eine
Teilfolge (fin)n sodass nli_)rr;@fdfﬂn existiert und ungleich [ fdu" ist.

Dann existiert aber keine Teilfolge (fin)n von (fin)n mit lim [ fdf, = [ fdu".
n—oo
L]

Beispiel 3.4.3. fiir die Notwendigkeit der Bedingung ,relativ kompakt“
Sei X™(w) unabhdingig von w gegeben durch:

nt falls t € [0, 5-)
X'w)=¢3-nlt—5) falste |5, 1)
0 falls t > %
Dann gilt fir alle t > 0:
n—oo

und:
(XP),P"=% 6y Dirac-Map in 0 € R
aber:
(X‘ ) P 4= 6o Dirac-Maf$ in 0 € Cqy

Beweis. (des Invarianzprinzips)

I. Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen
Behauptung: Fiir alle endlichen J = {t1,..., ¢} konvergiert (7). ptn gegen (my), p. Betrachte dazu
zundchst £ = 1 und zeige:

n—oo

(7)o, — (e), p schwach als Wahrscheinlichkeitsmaf} auf R

(X}:)«P ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz t.

RS: (7). = N(0,¢)

LS: (m). jn = (X)) P
Es gilt:
[ )
‘Xt(") - #XLMJ < L € ntj+1] 220 in L? und damit P-stochastisch
T <
11 2=

Lnt] n=2%0y,

n
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Daraus folgt: (Xt(n)) P3N (0,t). Verwende nun den Zentralen Grenzwertsatz:

*

1 1 n
Xy — N(O0,1) =  —=Xpu — NO,t) = X" — N(0,¢)

o/ |nt] oyvn

Dies zeigt die Behauptung fiir £ = 1. Sei nun J = {s,t} zweielementig mit s < ¢. Behauptung;:

(X§">,X§”>) P "3 (Xs,Xt),jD) (3.5)

*

Betrachte die lineare Transformation ¢ : R? — R?, (s,t) — (s,t — s). Dann ist 3.5 #iquivalent zu:

(XS("), XM - X§">) P "3 (XS, X — XS)*P) (3.6)

*

RS: Nach Definition der Brown’schen Bewegung sind X und X; — X, unabhingig, also gilt:
(Xo, Xy — X,), P = N(0,5) @ N(0,t — 5)
LS:
(XS(") — L\/_XWSJ) "2 (0 P-stochastisch
(Xt(") - U—\l/ﬁXLntJ> "3 P-stochastisch
Lns] Lnt]

1 1
Pelovmlom 2 G| F

j=|ns]+1

1 1
<0, 7 Xne) 5o (X XLnsJ))*

Lns) [nt]
n—o0

1 1
ﬁgfk Pe (,—ﬁ_z & | P=3 N(0,5) ® N(0,t—s)

unabh.

j=|ns]+1

Analog fiir allgemeines J = {t1,...,t,}.

Relative Kompaktheit von {p,},,
Dies beruht auf folgenden fundamentalen Resultaten:

Lemma 3.4.4. (Prohorov)
Eine Familie {p;};c; von Wahrscheinlichkeitsmafien auf einem polnischen Raum E ist genau dann
relativ kompakt (bzgl. der schwachen Topologie), wenn fiir alle € > 0 eine kompakte Menge M C E
existiert sodass fir alle i € I gilt:

pi(E\K) <e

Anwendung mit £ =Cy = {v: Ry — R stetig, v(0) = 0}.
Ziel: Finde geeignetes kompaktes K C Cy.

Lemma 3.4.5. (Arzela-Ascoli)
Eine Menge A C Cy ist relativ-kompakt genau dann, wenn fir alle T > 0 gilt:

lim sup mp(w,d) =0 (3.7)

t—o0 WEA

mit Stetigkeitsmodul

mr(w,0) = sup |w(s) —w(t)].
s,t€[0,T
|s—t|<d
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Lemma 3.4.6. FEine Folge (un), von Wahrscheinlichkeitsmafen auf Co ist genau dann relativ
kompakt, wenn fir alle T > 0 und alle € > o gilt:

}gr(l)stipun (w: mp(w,d) >€)=0

Beweis. von “="
Fir alle T > 0, alle n > 0 und alle k € N wihle 6, > 0 mit:

1
SUp fin, (w s mr(w, ) < P Vk € N> <p.2”(TFk)

Definiere Ap = {w : myp(w, 0g) > % Vk € N} und A = TﬂN Ar. Da Ar C A abgeschlossen ist, ist
€
A nach Arzela-Ascoli kompakt und es gilt:
pn(Ar) > 1 — nZQf(TJFk) =1-n2"" und pn.(A)>1—n, uniform inn
= {un},, ist relativ kompakt in P(Co). L]

Bleibt zu zeigen: die u,, = (X("))* P erfiillen 3.7.
(Siehe dazu: Karatzas/Shreve: Brownian motion and stochastic calculus)

Anwendung des Invarianzprinzips

Korollar 3.4.7. Sei ¢ : Co — R? stetig, 2.B.:

60) = (1), (o), min o) - (0] )

1<t<2 2<5,t<3

Dann gilt mit X™) wie im Invarianzprinzip und einer Brown’schen Bewegung X: Die Verteilung von
H(X ™) konvergiert gegen die Verteilung von ¢(z).

Beweis. Fiir alle Funktionen f € Cy(R?) gilt:

/fd¢> (X™), /f H(X™))dP = /wd Xi")P)

Co €Cy

Inw Br. foqbdX]P’ /fd(qb ED)

Korollar 3.4.8. Das Reflektionsprinzip

i) Sei (Xi)i>0 eine standardisierte Brown’sche Bewegung und X, = sup Xs. Dann gilt fiir alle « > 0:
> t
0<s<t

1 2
P(X; >a)=2P(X,>a)= 2/ exp (—%) dx

(i) Fir jedes X,, = >, & mit iid &, E[&] = 0, var(&y) = 1, gilt mit X = max Xi:

1 1 <1 x?
i —X*> = i i = =
nhm P (ﬁXn a> 2nhrn P (ﬁXﬂ > a) 2/a NG exp < Qt) dx

Beweis. (it) ist fir die symmetrische Irrfahrt bereits in 2.3.1 bewiesen worden und (i) folgt aus (i) mit
dem Invarianzprinzip. (]
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