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Kapitel 1

Stetige und Allgemeine Modelle

1.1 Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. I§#1,,),.cy eine Folge von bzglP unabhéngigen
Ereignissend,, € A mit fester Wahrscheinlichkeit

P[A,] =p€0,1]

und .
Su(w) = In(w)={1<i<n:we A}
=1

die Anzahl der Ereignisse unter den erstemlie eintreten, dann ist, binomialverteilt mit den
Parameterm undp. Fur die relative Haufigkei% der Ereignissel; gilt die Bernstein-Chernoff-

g

d.h. die Verteilung vonsn—n konzentriert sich fim — oo sehr rasch in der N&he van siehe

Ungleichung

Sn
— =D
n

> 5] < 2.7 (1.1.1)

Abschnitt??. Insbesondere ergibt sich ein Spezialfall des schwacheat@es der grol3en Zahlen:
die Folge der Zufallsvariable% konvergiertP-stochastisch gegen d.h.

P [ Bl —p’ 25} "0 furallee > 0.
n

Definition (Nullmengen und fast sichere Ereignisse (1). Eine P-Nullmengeist ein Ereig-
nis A € Amit P[A] = 0.

(2). Ein EreignisA € A tritt P-fast sicherbzw. furP-fast allew € Q ein, fallsP[A] = 1 gilt,
d.h. fallsA® eine P-Nullmenge ist.



8 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Wir wollen nun Methoden entwickeln, die es uns erméglictzerzeigen, dass ads (1.11.1) sogar

lim Snlw) =p fur P-fast allew € Q (1.1.2)

n—oo n

folgt. Das relevante Ereignis

L= {w cQ: lim &) :p}

n—o00 n

lasst sich offensichtlich nicht durch endlich viele derbeschreiben.

Seien nun allgemeid, A,, ... € A beliebige Ereignisse. Uns interessieren zusammengesetzt
Ereignisse wie z.B.

fj Ay, (,Eines derA,, tritt ein®)
n=1

N An (,Alle der A, treten ein®)
n=1

ﬁ Ej A, ={weQ:Vm In>m:weA,} (,Unendlichviele der4, treten ein oder

m=1n=m

» A, trittimmer mal wieder ein®)
U NA.={weQ:Im Vn>m:we A} (,A,trttschlieBlich ein®)

m=1n=m
Aufgrund der Eigenschaften einerAlgebra liegen alle diese Mengen wiedetdnDas Ereignis
L lasst sich wie folgt als abzahlbare Kombination demausdricken:

Sh
weL < lim—=p
n—oo MmN

— VeeQ,: ‘& —p' < ¢ schlief3lich
n

— VeecQ, dneN Vn>m:

S, ‘
— —p| <¢
n
Somit gilt
L = ({2~ << schiiesiich
| <

ecQy
— —p|<e€p.
n

- nun{

e€Q+ meNn>m

Um Wahrscheinlichkeiten von solchen Ereignissen beratknekdnnen, ist es wesentlich, dass
eine Wahrscheinlichkeitsverteilurgnicht nur endlich additiv, sondern sogaiadditiv ist.

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle



1.1. UNENDLICHE KOMBINATIONEN VON EREIGNISSEN 9

1.1.1 Konsequenzen des-Additivitat
Der folgende Satz gibt eine alternative Charakterisienerg-Additivitat:

Satz 1.1(c-Additivitat und monotone Stetigkeit). SeiA eineos-Algebraund P : A — [0, o0]
additiv, d.h.
ANB=( = P[AUB]|= P[A] + P|B].

(i) P isto-additivgenau dann, wenn:

A CAC... = PIJA,| = lim P[A,]
ne1 n—o0
(i) Gilt P[] < oo, dann ist dies auch &quivalent zu:
A124,2... = P|[)A.| = lim P[A,]
ne1 n—o0

Beweis. (i) Sei P o-additivundA; C A, C .... Die MengenB; := Aj, By 1= A\ A,
Bj := A3\ A,, ... sind disjunkt mit

UB=J4 =4, und GBZ-:OAi.
; ; i=1 i=1
Also gilt:
= P

s
i=1

O'*édd. iP[BZ]
i=1

= ) B

U
=1

= lim P[A,)].

n—oo

= lim P

n—oo

Der Beweis der umgekehrten Implikation wird dem Leser alaftgjsaufgabe tiberlassen.

=P [(QA?)C] = P[Q]-P

Universitat Bonn Wintersemester 2013/2014

(i) Gilt P[] < oo, dann folgt

ol
i=1

¢
=1
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Die Behauptung folgt nun aus (i).

O

Ab jetzt setzen wir wieder voraus, daBseine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Eine weitere
Folgerung aus der-Additivitat ist:

Satz 1.2(c-Subadditivitat). Far beliebige Ereignissél;, A,, ... € A gilt:

oo

P

Ay
1

< f:P[AnJ

n—

LKL

[ |
Y 4 s \\ |

Abbildung 1.1: Darstellung von drei Mengen. Das Mal3 der Megeing von Mengen ist stets
kleiner gleich als die Summe der Mal3e der einzelnen Mengen.

Beweis.Die Mengen

Bo= A\ (Ap1 U+ UA)

sind disjunkt mit J B, = |J A,. Also gilt:
n=1

n=1

P =P

U,
n=1

Un,
n=1

=> P[B,] <> PlA,]

= <P[A,] n=1

O

Bemerkung. Insbesondere ist eine Vereinigung von abzahlbar vielenMuigen wieder eine
Nullmenge.

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle
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1.1.2 Borel-Cantelli

Der folgende Satz spielt eine zentrale Rolle beim BeweisKmmvergenzaussagen fur Zufalls-
variablen:

Satz 1.3(1. Borel - Cantelli - Lemma). Fur EreignisseA;, A,, ... € A mit
ZP[An] < 00
n=1

gilt:

Pl,unendlich viele derA,, treten ein‘| = P = 0.

U 4.

m n>m

Beweis.Da die Folge|J A, =: B,, von Ereignissen aud monoton fallend ist, ergibt sich nach
n>m
SatZ 1.1 und1]2:

I
>

[
5
¥

A
S.—-’_'
18
85
il
D
S
I
uO

da die Summé | P[A,] nach Voraussetzung konvergiert. O

n=1
Das erste Borel-Cantelli-Lemma besagt, dass mit Wahmskitiekeit 1 nur endlich viele der Er-
eignisseA,,,n € N eintreten, fallsy~ P[A,] < oo gilt. Die Unabhangigkeit der Ereignisse er-
maoglicht die Umkehrung dieser Aussage. Es gilt sogar:

Satz 1.4(2. Borel - Cantelli - Lemma). Fur unabh&ngige Ereignissé;, A, ... € A mit

Z P[A,] = >

gilt:
P[A,, unendlich oft= P

Universitat Bonn Wintersemester 2013/2014



12 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Bemerkung. Insbesondere ergibt sich eédrl Gesetz

Sind Ay, A, ... € A unabhéngige Ereignisse, dann betragt die Wahrscheieiigliass unend-
lich viele derA,,,n € N, eintreten, entwedér oder1 - je nachdem ob die Summyg P|[A,]
endlich oder unendlich ist.

Wir zeigen nun das zweite Borel-Cantelli-Lemma:

Beweis.Sind die Ereignissel,,,n € N unabhangig, so auch die Ereignissg, siehe Lemma
??. Zu zeigen ist:

P[A, nurendlichoft= P [ J (] AS| =0
m n>m
Nach Satz 1]1 gilt:
Cl _ 13 C
PN AS = lim P M AS (1.1.3)
m n>m n>m
Wegen der Unabhé&ngigkeit der Ereignisig erhalten wir zudem
Stetigkeit k
C mon. _e IgKel . C
P O AC = lim P M AS
- k
N i P[AY]
k—oo - N——
"= =1 P[An] <exp(—P[An))
k
< lim inf ¢~ FlAn]
k—o0 o
> Pl
= liminfe === " =0, (1.1.4)
k—00
k 00
daklim > P[A,] = > P[A,] = oo nach Voraussetzung.
— X n=m n=m
Aus[1.1.3 und1.1]4 folgt die Behauptung. O

1.1.3 Ein starkes Gesetz der grol3en Zahlen

Mithilfe des 1. Borel-Cantelli-Lemmas kdnnen wir nun eimste Version eines starken Gesetzes
grol3er Zahlen beweisen. See [0, 1].

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle



1.1. UNENDLICHE KOMBINATIONEN VON EREIGNISSEN 13

Satz 1.5(Starkes Gesetz grol3er Zahlen |, Borel 1909, Hausdorff 191€antelli 1917). Sind
Ay, As, ... € Aunabhangige Ereignisse mit Wahrscheinlichgiti,,] = p fir alle n € N, dann

giltfir S, = > I4;:
=1

1=

Sn(w)

lim = p fur P-fastallew € Q2
n— o0 n S~~~
T Wkeit

asymptotische

relative Haufig-
keit des Ereig-
nisses

Beweis. Sei
1
L = {w €N 5Sn(w) — pfurn — oo}

Zu zeigen ist, dast® € A mit P[LC] = 0.
Wegen
Sn(w)

we Ll «— T%)p — JecQ,:

Sn(w) > ¢ unendlich oft

-Pp

gilt:

L¢ = U {%—p

ecQy

S
dlich = — — :
> ¢ unendlic oﬁ} UﬂU{n p’>s}€A
Zudem folgt aus der Bernstein-Chernoff-Abschétzung:
- Sn - —2ne?
ZP Pl pl>e| < Z 2e < 00
n=1 n=1

fur allee > 0, also nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma:

- —p’ > ¢ unendlich oi =0.
n

p{s

Also ist L¢ eine Vereinigung von abzahlbar vielen Nullmengen, und daadh Satz 1]2 selbst
eine Nullmenge. O

Das starke Gesetz grof3er Zahlen in obigem Sinn rechtfexigiimals im Nachhinein die empiri-
sche Interpretation der Wahrscheinlichkeit eines Ereggs als asymptotische relative Haufigkeit
bei unabhéngigen Wiederholungen.

Universitat Bonn Wintersemester 2013/2014



14 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Beispiel(Random Walk/Irrfahrt ). Wir betrachten einen Random Walk
Zn=X1+Xo0+X3+...4+4X,, (neN)
mit unabhangigen identisch verteilten Inkrement&n; € N, mit
P[X;=1=p und P[X;=-1=1-p, pe(0,1)fest.
Die Ereignissed; := {X; = 1} sind unabhangig miP[A;] = p und es gilt:
Xi=1Ia,—Ioe =214 — 1,

also .
Z,=2S,—n, wobei S,=> I4.
=1

Nach Satz 1]5 folgt:

Zn Sy :
lim —=21lim ——1=2p—1 P-fast sicher.
n—oo N n—oo M,

Farp # % wachst (bzw. fallty7,, also mit Wahrscheinlichkeit asymptotisch linear (siehe Abbil-

dung1.2):
Zn~ (2p—1)-n P-fastsicher

Abbildung 1.2: Random Walk mit Driftp = 0.55, n = 500

Furp = % dagegen wéchst der Random Walk sublinear, gfh.—> 0 P-fast sicher. In diesem
n

Fall liegt fur hinreichend grof3e der Graph einer typischen Trajektotig (w) in einem beliebig

kleinen Sektor um die-Achse (siehe Abbildung1.3).

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle



1.2. ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME 15

Abbildung 1.3: Random Walk ohne Drift:= 0.5, n = 500

Eine viel prazisere Beschreibung der Asymptotik des Randé@tks im Fallp = 1/2 liefert der
Satz vom iterierten Logarithmus:

A
li - =41 P-fast sicher,
lin_)Solip vnloglogn +
. Zn )
liminf ——— = —1 P-fast sicher.

n—oo y/nloglogn -

Mehr dazu: siehe Vorlesung ,Stochastische Prozesse.*

1.2 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage befasst, obhidogt ein Wahrscheinlichkeits-

raum existiert, auf dem unendlich viele unabhangige Eisggnbzw. Zufallsvariablen realisiert
werden kdnnen. Auch die Realisierung einer auf einem emelticeellen Intervall gleichverteil-

ten Zufallsvariable auf einem geeigneten Wahrscheingthkaum haben wir noch nicht gezeigt.
Die Existenz solcher Raume wurde stillschweigend vorasesge

Tats&chlich ist es oft nicht notwendig, den zugrunde lieganWahrscheinlichkeitsraum expli-
zit zu kennen - die Kenntnis der gemeinsamen Verteilungkem e¢levanten Zufallsvariablen
genugt, um Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte zadbmen. Dennoch ist es an dieser
Stelle hilfreich, die grundlegenden Existenzfragen zuedaund unsere Modelle auf ein sicheres
Fundament zu stellen. Die dabei entwickelten Begriffamigen werden sich beim Umgang mit
stetigen und allgemeinen Zufallsvariablen als unverbiaherweisen.

1.2.1 Beispiele von Wahrscheinlichkeitsraumen

Wir beginnen mit einer Auflistung von verschiedenen Wahegdithkeitsverteilungen. Wahrend
wir die ersten beiden Male direkt auf der PotenzmeR@e) realisieren konnen, erfordert das

Universitat Bonn Wintersemester 2013/2014



16 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Aufstellen eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraunteimnachfolgenden Beispielen zuséatz-
liche Uberlegungen.

Dirac-Mal3e.
Sei( beliebig undu € () ein festes Element. Dd3irac-Mal3 in « ist die durch

1 fallsa € A,
0a[A] = Ia(a) =
0 sonst,
definierte Wahrscheinlichkeitsverteiludy= §, auf dero-Algebra4 = P((2). Dirac-Mal3e sind

.-deterministische Verteilungen” — es gilt

dal{a}] = 1.

Konvexkombinationen von Dirac-Mal3en.

IstC eine abzahlbare Teilmenge viiundyp : C' — [0, 1] eine Gewichtsfunktionmi}_ . p(w) =
1, dann ist durch

PlA] = > pla) = > pla)daf4] VACQ.

acANC acC
eine eindeutige WahrscheinlichkeitsverteiluRguf der Potenzmengéd = P(Q2) gegeben. Die

Verteilung P ist ,rein atomar”, d.h. die Masse sitzt auf abzahlbarenerig/Atomen” (den Ele-
menten vor(). Jede diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist vagsdr Form.

Unendliches Produktmodell (z.B. Muinzwurffolge)

Mehrstufige diskrete Modelle mit endlich vielen Stufebnken wir auf der Potenzmenge des
Produkts2 = {(wy,...,wy) r w; € O} = Q x... xQ, der GrundrAume; realisieren. Es stellt
sich die Frage, ob wir auch unendlich viele Zufallsvariakdef einem ahnlichen Produktraum
realisieren konnen. Im einfachsten Fall mdchten wir eing&anabhangiger fairer Minzwdirfe
(0-1-Experimente) auf dem Grundraum

Q = {w=(w,wy,...)w; €{0,1}} = {0,1}"

modellieren) ist Uberabzahlbar, denn die Abbildug: [0, 1) — (2, die einer reellen Zahl die
Ziffernfolge ihrer Binardarstellung zuordnet, ist injektDiese Abbildung ist explizit gegeben
durchX (u) = (X (u), Xa(u), X3(u), ...), wobei

2n—1

Xo(u) = Ip,(u) mit D,=|J[2i-1)-27"2i-27") (1.2.1)

i=1

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle
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Xl(u) XQ(U) Xg(u)

{

0.5 1.0 0.25 0.50 0.75 1.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Abbildung 1.4: Binardarstellung (u).

Wir suchen eine WahrscheinlichkeitsverteiluR@uf (2, sodass
Plw e :w =aj,ws=as,...,w, =ap}] =27" (1.2.2)
furallen € Nunday,...,a, € {0,1} gilt. Gibt es einer-Algebra.4, die alle diese Ereignisse
enthalt, und eine eindeutige WahrscheinlichkeitsvenglP auf A mit (1.2.2) ?
Wir werden in Abschnitt 2]3 zeigen, dass dies der Fall ishevaber
(1). A#P(Q) und
(2). P{w}]=0 fur allew € Q

gelten muss. Das entsprechende Produktmodell unterstisgt in dieser Hinsicht grundlegend
von diskreten Modellen.

Kontinuierliche Gleichverteilung

Fur die Gleichverteilung auf einem endlichen reellen Wa#r2 = [a, b] oderQ) = [a, b], —co <
a < b < oo, sollte gelten:
d —
Pl(e.d)] = Plle.d] = ¢ Va<e<d<h. (1.2.3)
—a
Gibt es einer-Algebra#, die alle Teilintervalle vona, b] enthalt, und eine Wahrscheinlichkeits-

verteilungP auf % mit (1.2.3)?

Wieder ist die Antwort positiv, aber erneut gilt notwendigeise# # P(Q2) und P[{w}] = 0
fur allew € Q.

Tats&chlich sind die Probleme in den letzten beiden Absiamiveitgehend aquivalent: die durch
die Binardarstellund (1.2.1) definierte Abbilduigist eine Bijektion vor{0, 1) nach{0, 1}\ 4,
wobeiA = {w € Q : w,, = 1 schlie3lich eine abz&hlbare Teilmenge ist. Eine Gleichverteilung
auf [0, 1) wird durch X auf eine Miinzwurffolge auf0, 1} abgebildet, und umgekehrt.

Universitat Bonn Wintersemester 2013/2014



18 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Brownsche Bewegung

Simuliert man einen Random Walk, so ergibt sich in einem gresten Skalierungslimes mit
Schrittweite— 0 anscheinend eine irregulare, aber stetige zufallige Benga kontinuierlicher
Zeit. Der entsprechende, 1923 von N. Wiener konstruiegehststische Prozess he®own-

16
14 +
12 +

Abbildung 1.5: Graph einer Stichprobe der eindimensianBlwnschen Bewegung

sche Bewegungund kann durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilih@as Wienermal3) auf dem
Raum
Q=C([0,1],R) ={w: [0,1] = R : w stetig:

beschrieben werden. Fur diese, als Modell fir Aktienkuzaé&llige Bewegungen, etc. in diver-
sen Anwendungsbereichen fundamentale Wahrscheinlisivieeieilung gilt unter anderem

Plw e Q:w(t) € (a,b)}] =

b
1 o2
e 2 dr furallet > 0 unda < b, (1.2.4)
\/27Tt/ -

siehe zum Beispiel die Vorlesung ,Stochastische Prozess8bmmersemester. Die Bedingung
(1.2.4) legt die WahrscheinlichkeitsverteiluRgallerdings noch nicht eindeutig fest. Umfest-
zulegen, missen z.B. die Wahrscheinlichkeiten

PH{w € Q:w(ty) € (a1,b1),...,w(ty) € (an,bn)}] (1.2.5)

furallen € N, ¢t; > 0 unda; < b; angegeben werden. Im Fall der Brownschen Bewegung erge-
ben sich diese Wahrscheinlichkeiten dus (1.2.4) sowie dabbéngigkeit und Stationaritat der
Inkrementev(t) — w(s).

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle



1.2. ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME 19

Um Wahrscheinlichkeitsverteilungen wie in den letzten &ispielen zu konstruieren, ben6ti-
gen wir zunadchst geeigneteAlgebren, die die relevanten Ereignisse bzw. Intervatithalten.
Dazu verwenden wir die folgende Konstruktion:

1.2.2 Konstruktion von o-Algebren

Sei () eine beliebige Menge, ungZz C P(Q2) eine Kollektion von Ereignissen, die auf jeden
Fall in der zu konstruierendem-Algebra enthalten sein sollen (z.B. die Mengen[in (1.2R)b
unendlichen Produktmodellen, die reellen Intervalle irth k@ntinuierlicher Gleichverteilungen,
oder die Mengen i (1.2.5)auf dem Raum aller stetigen Fankti.

Definition (Mon einem Mengensystem erzeugte-Algebra). Die Kollektion

o= () 7
FO 7
& o-Algebra auf2

von Teilmengen vof? heil3tdie von _¢ -erzeugtes-Algebra

Bemerkung. Wie man leicht nachpruft (Ubung), isf_# ) tatsachlich eine-Algebra, und damit
die kleinstes-Algebra, die_# enthalt.

Beispiel (Borel'sche o-Algebra auf R). SeiQ2 = Rund _# = {(s,t) : —oo < s <t < oo} die
Kollektion aller offenen Intervalle. Die von? erzeugter-Algebra

hei3t Borel'scher-Algebra aufR. Man prift leicht nach, dass8(R) auch alle abgeschlossenen
und halboffenen Intervalle enthélt. Beispielsweise kamnadgeschlossenes Intervall als Kom-
plement der Vereinigung zweier offener Intervalle dargitsiverden. Die Borel'sche-Algebra
wird auch erzeugt von der Kollektion aller abgeschlossdmem. aller kompakten Intervalle.
Ebenso gilt

B(R) = o({(—00,c]: c € R}).

Allgemeiner definieren wir:

Definition (Borelscheo-Algebra auf einem topologischen Raum Sei{2 ein topologischer
Raum (also z.B. ein metrischer Raum \&i&, C'([0, 1], R) etc.), und seir die Kollektion aller
offenen Teilmengen vdh (die Topologig. Die vonr erzeugter-Algebra

B(Q):=o(1)

heil3tBorel'sches-Algebra auf().

Universitat Bonn Wintersemester 2013/2014



20 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Wieder verifiziert man, das8(£2) auch von den abgeschlossenen Teilmengen erzeugt wird. Im
Fall Q = R ergibt sich die oben definierte, von den Intervallen erzeaghlgebra.

Bemerkung (Nicht-Borelsche Mengen. Nicht jede Teilmenge voiR ist in der Borelscheiw-
AlgebraB(RR) enthalten. Es ist allerdings gar nicht so einfach, nichteBehe Mengen anzuge-
ben — ein entsprechendes Beispiel wird in den Ubungen teetadatsachlich enthal(R) so

gut wie alle Teilmengen voiR, die in Anwendungsproblemen auftreten; z.B. alle offened u
abgeschlossenen Teilmengen Wysowie alle Mengen, die durch Bildung von abzahlbar vielen
Vereinigungen, Durchschnitten und Komplementbildungamads entstehen.

Beispiel (Produkt o-Algebra auf {0, 1}Y). Auf dem Folgenraum
Q={0,1}" = {(wi,ws,...) s w; € {0,1}}
betrachten wir TeilmengeA von (2 von der Form
A={weQ:w =aj,ws=as,...,w, =0a,}, neN, ay,...,a, €{0,1}.

Im Beispiel unendlicher Produktmodelle von oben verwendemie von der Kollektiors aller
dieser Mengen erzeugteAlgebraA = o (%) auf {0, 1}". A heilt Produkiz-Algebra auf(.

Allgemeiner seil eine beliebige Menge, urd = [] §2; eine Produktmenge (mit endlich, ab-
el
zahlbar, oder sogar Uberabzahlbar vielen Faktoxene I).
Definition (Produkt-o-Algebra). Sind A;,i € I o-Algebren auf?;, dann ist dieProdukt-o-
Algebra
A= @4
i€l

die von der Kollektior¥” aller Zylindermengen von der Form
{w=(w;)ier € Q:w;, € Ajj,wi, € Ay wy, €A L

mitn € N,iy,...,i, € I,undA; € A;,,..., A;, € A;,, erzeugter-Algebra auf [, (2. .

in

Man kann nachprtfen, dass die etwas anders definierte Rroddilgebra aus dem Beispiel oben
ein Spezialfall dieser allgemeinen Konstruktion ist.
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1.2.3 Existenz und Eindeutigkeit von Wahrscheinlichkeitgerteilungen

Sei (2, A) nun einmessbarer Raum d.h. Q2 ist eine nichtleere Menge und C P(f2) eine
o-Algebra. In der Regel sind auch die Wahrscheinlichkef®éA] zunachst fur Ereignissé aus
einer Teilmenge7 C A mit A = o(J) gegeben, z.B. fur Intervalle bei Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auRR. Es stellt sich die Frage, ob hierdurch bereits die Wahiatbkkeiten aller
Ereignisse in4 eindeutig festgelegt sind, und ob si¢hzu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf A fortsetzen lasst. Diese Fragen beantworten die folgendigleih fundamentalen Satze.

Definition (Durchschnittsstabiles Mengensystem; Mengenalgebya

(1). Ein Mengensyste C A heildtdurchschnittsstabil falls

A BegJ = AnBeJ.

(2). J heil3tAlgebra falls
(@ Qe J
b)yAeg = AeJ

(c) ABeJg = AUBEe/J.

Eine Algebra ist stabil unter endlichen Mengenoperatigddden von endlichen Vereinigungen,
Durchschnitten und Komplementen). Insbesondere ist jdgebka durchschnittsstabil.

Beispiel. (1). Die Kollektion aller offenen Intervalle ist eine dusdhnittsstabile Teilmenge
von B(R), aber keine Algebra. Dasselbe gilt fir das Mengensysfem {(—oo, ] : ¢ €
R}.

(2). Die Kollektion aller endlichen Vereinigungen von latligen Teilintervallen voiR ist eine
Algebra.

Satz 1.6 (Eindeutigkeitssat?d. Stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungemund P auf
(€2, A) uberein auf einendurchschnittsstabilen Mengensystem C A, so auch aut (7).

Den Satz werden wir am Ende dieses Abschnittes beweisen.

Beispiel. (1). Eine Wahrscheinlichkeitsverteiludgauf B(R) ist eindeutig festgelegt durch die
Wahrscheinlichkeite®[(—oo, c]], ¢ € R.
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22 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

(2). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Modell der unendlich vielen Minzwdirfe ist ein-
deutig festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten der Angg der ersten Wirfe fur alle
n € N.

Nach dem Eindeutigkeitssdiz 1.6 ist eine Wahrscheinliitéherteilung durch die Wahrschein-
lichkeiten der Ereignisse aus einem durchschnittsstaBiteeugendensystem festgelegt. Umge-
kehrt zeigt der folgende Satz, dass sich eine auf einem genelensysten’ gegebene-additive
Abbildung zu einem Mal} auf der-Algebra fortsetzen lasst, fallg eine Algebra ist.

Satz 1.7(Fortsetzungssatz von Carathéodory Ist 7 eine Algebra, und® : 7 — [0, o] eine
c-additive Abbildung, dann besit#t eine Fortsetzung zu einem Mal3 auf7).

Den Beweis dieses klassischen Resultats findet man in Wédd3theorie-, Analysis- bzw. Wahr-
scheinlichkeitstheorie-Buchern (siehe z. B. WilliamstgPability with martingales”, Appendix
Al). Wir verweisen hier auf die Analysisvorlesung, da fie eieitere Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie in dieser Vorlesung der Existatzgwar fundamental ist, das Beweisver-
fahren aber keine Rolle mehr spielen wird.

Bemerkung (Eindeutigkeit der Fortsetzung). Ist P[Q2] = 1, bzw. allgemeineP[2] < oo, dann
ist die Maf3fortsetzung nach Satz]1.6 eindeutig, denn eigel#h ist durchschnittsstabil.

Als Konsequenz aus dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeatedaélt man:

Korollar 1.8 (Existenz und Eindeutigkeit der kontinuierlichen Gleichverteilung). Es exis-
tiert genau eine Wahrscheinlichkeitsverteiluig ) auf 5((0, 1)) mit

Uol(a,b)] =b—a firalle 0 <a <b< 1. (1.2.6)

Zum Beweis ist noch zu zeigen, dass die dufch (1..2.6) deténf&sbildungl{, ;) sich zu einer
o-additiven Abbildung auf die von den offenen Intervallemeargte Algebrad, aller endlichen
Vereinigungen von beliebigen (offenen, abgeschlossdrahoffenen) Teilintervallen vo(o, 1)
fortsetzen lasst. Wie die Fortsetzung \dp ;) auf A, aussieht, ist offensichtlich - der Beweis
der o-Additivitat ist dagegen etwas aufwandiger. Wir verweiskazu wieder auf die Analysis-
vorlesung, bzw. den Appendix Al in Williams: ,Probabilityttv martingales.”

Bemerkung (Lebesgue-MaR imR?). Auf ahnliche Weise folgt die Existenz und Eindeutigkeit
des durch

d
)\[(al, bl) X ... X (CLd, bd>] = H(bz — CLZ') far a”eCLi, b; € R mit a; < b;

i=1
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eindeutig festgelegten LebesguemaRasif B(R?), siehe Analysis Ill. Man beachte, dass wegen
A[R? = oo einige Aussagen, die wir flr Wahrscheinlichkeitsvertegen beweisen werden,
nicht fir das LebesguemaR akf gelten (aber normalerweise schon fiir Einschrankungenvon
auf beschrankte Teilmengen di$9).

Auch die Existenz der WahrscheinlichkeitsverteilungeModell fir unendlich viele faire Minzwdr-
fe kann man mithilfe des Satzes von Carathéodory zeigenv@fiien diese Wahrscheinlichkeits-
verteilung stattdessen in Abschiitf2.3 unmittelbar ausGleichverteilung/( 1) konstruieren.

1.2.4 Beweis des Eindeutigkeitssatzes

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir nun den Etrglaitssatz. Dazu betrachten wir
das Mengensystem

D:={AeA: P[4 =P|A} 2 J.

Zu zeigen ist:D D o(J).

Dazu stellen wir fest, das® folgende Eigenschaften hat:
(i) Qe D
(i) AcD = A°€D

(i) A;, As,... € D paarweise disjunke (JA; € D

Definition (Dynkin-System). Ein Mengensyster® C P(£2) mit den Eigenschaften (i) - (iii)
heil3tDynkin-System

Bemerkung. Fur ein Dynkin-SystenD gilt auch
A BeED,ACB = B\A=BnNA°=(B°UA)Y° D,
da B und A disjunkt sind.

Lemma 1.9. Jedes - stabile Dynkin-Syster® ist einec - Algebra.
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24 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Beweis.Ist D einN-stabiles Dynkin-System, dann gilt fiuy, B € D :
€D da N—stabil

AuB =A U (B\(AnB)) €D.
T N——

disjunkt €D nach Bem.

Hieraus folgt flrA;, A,, ... € D durch Induktion
Bn = U AZ‘ € D,
=1

und damit

o0

Z-L:JlAi :nL:Jan = U B.\B.y) €D.

n=1
)
disjunkt

€D nach Bem.

O

Lemma 1.10.Ist 7 einN - stabiles Mengensystem , so stindat von.7 erzeugte Dynkin-
System

D(J) = N D

DoJg
D Dynkin—System

mit der vonJ erzeugteno - Algebrac(J) Uberein.

Aus Lemmd 1,70 folgt die Aussage des Eindeutigkeitssatims{A € A : P[A] = P[A]}
ist ein Dynkin-System, dag enthélt, und somit gilt nach dem Lemma

{Ae A : P[A] = P[A]}

U
9
3
I
2
3

falls ;7 durchschnittsstabil ist.

Beweis.(von Lemmad_1.10)
Jeder - Algebra ist ein Dynkin-System, also git(7) C o(J).

Es bleibt zu zeigen, dasB(J) eineo - Algebra ist (hieraus folgt dan®(7) = o(J)). Nach
dem ersten Lemma ist dies der Fall, weR\7) durchschnittsstabil ist. Dies zeigen wir nun in
zwei Schritten:

Schrittl: Be J,Ae D(J) = ANB € D(J)
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Beweis: FUrB € JistDg = {A €A :ANB € D(J)} ein Dynkin-System. Z.B. gilt

AeDg = ANBeD(J)

= A°NB= 1T3 \(ANB) € DJ)
ED(J) ED(j)
= A% e Dg,

usw. Da7 durchschnittsstabil ist, iST in Dy enthalten. Also folgt auc(.7) C Dg, und damit
ANB e D(J)furalleA € D(J).

Schritt2: A, B€D(J) = ANB €D(J)

Beweis: FUrd € D(J)istDy = {B € A : ANB € D(J)} nach Schritt 1 ein Mengensystem,
das.J enthalt. Zudem ist aucl®, ein Dynkin-System, wie man analog zu Schritt 1 zeigt. Also
folgt D(J) C Dy, dh.ANB € D(J)furalle B € D(J). O

1.3 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir wollen nun Zufallsvlen X : Q — S mit
Werten in einem allgemeinen messbharen Ra6nd) betrachten. Beispielsweise iSt= R oder
S = R?undS ist die Borelscher-Algebra. Oft interessieren uns die Wahrscheinlichkeiten
Ereignissen der Form

{XeB} = {we:X(w)eB} = X IB),
.Der Wert der ZufallsgroR& liegt in B*

wobei B C S eine Menge aus der-Algebra$S auf dem Bildraum ist, also z.B. ein Intervall oder
eine allgemeinere Borelmenge, falls= R gilt.

Definition (Mon einer Abbildung erzeugtecs-Algebra). Das Mengensystem
o(X) = {XYB): BeS} C P
heil3t dievon der AbbildungX erzeugtes-Algebraauf (2.

Man verifiziert leicht, dass(X) tatsachlich eine-Algebra ist.

Wir erweitern nun die zuvor eingefiihrten Konzepte einealisvariablen und ihrer Verteilung.
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1.3.1 Zufallsvariablen mit allgemeinem Zustandsraum

Definition (Mel3bare Abbildung; Zufallsvariable). Eine AbbildungX : €2 — S heildstmessbar
bzgl.A/S, falls
(M) X B edA furalle B € S.

EineZufallsvariableist eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definierte bassAbbildung.
Bemerkung. (1). Ist.A = P(Q2), dann istjede Abbildung : 2 — S eine Zufallsvariable.

(2). Allgemein ist eine Abbildund( : 2 — S genau dann mef3bar bzgl/S, wennA die von
X erzeugter-Algebra enthalt. Somit ist(.X) die kleinstes-Algebra auf(2, bzgl. derX
mel3bar ist

(3). IstS abzahlbar und = P(.5), dann istX genau dann eine Zufallsvariable, falls
{(X=a}=X"'{a}) e A furallea € S
gilt. Dies ist gerade die Definition einer diskreten Zufedisable von oben.

Stimmt dieo-AlgebraS auf dem Bildraum nicht mit der PotenzmerigéeS) tiberein, dann ist es
meist schwierig, eine Bedingurig/) fur alle MengenB € S explizit zu zeigen. Die folgenden
Aussagen liefern handhabbare Kriterien, mit denen mansinefiéen praktisch relevanten Féallen
sehr leicht zeigen kann, dass die zugrunde liegenden Abiglkeh messbar sind. Wir bemerken
zunachst, dass es genugt die Bedinguhg fur alle Mengen aus einem Erzeugendensystem
dero-AlgebrasS zu Uberprifen:

Lemma 1.11.SeiJ C P(S) mitS = o(J). Dann gilt (M) bereits, falls
X B eA furalle B € J.

Beweis.Das MengensystefiB € S| X '(B) € A} ist eines-Algebra, wie man leicht nach-
pruft. Diese enthal7 nach Voraussetzung, also enthalt sie auch die ¥@rzeugtes-Algebra
S. O

Korollar (Reellwertige Zufallsvariablen). Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Abbildung X : © — R ist genau dann eine Zufallsvariable bzgl. der Borelscheflgebra,
wenn

{X<c}={we|X(w)<c}e A VceR, bzw. wenn
{X<cet={we | X(w)<cte A VceR.
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Beweis.Es gilt {X < ¢} = X71((—~o0,]). Die Intervalle(—oo, c], c € R, erzeuger3(R), also
folgt die erste Aussage. Die zweite Aussage zeigt man analog O

Beispiel (Indikatorfunktionen ). Fiur eine Menged C Q gilt:
1, ist Zufallsvariable< A € A,

denn
0 fallsc < 0

{Ia<c}=¢Q fallsc>1 ;
A¢ falls0<e<1

und A¢ ist genau dann itd enthalten, wennl in A enthalten ist.

Korollar (Stetige Abbildungen sind messbgr Seien(2 und S topologische Raume, und, S
die Borelschemr-Algebren. Dann gilt:

X :Q — Sstetig = X messbar.

Beweis.Sei 7 die Topologie vonS, d.h. die Kollektion aller offenen Teilmengen véh Nach
Definition der Borelschen-Algebra giltS = (7). Wegen

BeJ = Boffen =%° x~1(B)offen = X '(B)c A
folgt die Behauptung. O

Kompositionen von messbaren Abbildungen sind wieder nagssb

Lemma 1.12. Sind (Q4, A1), (22, As) und (Q3,.43) messbare Raume, und i&4 : Q; — Q,
messbar bzgld, /A, und X : Q, — Q3 messbar bzgld,/ A3, dann istX, o X; messbar bzgl.
Al/Ag.

0 o0, oo
A Ay As
Beweis.Fiir B € As; gilt (X, 0 X,)"4(B) = X; Y(X,;'(B)) € A,. O
N——

€Az
Beispiel. (1). IstX : Q — R eine reellwertige Zufallsvariable und: R — R eine messbare
(z.B. stetige) Funktion, dann ist auch

f(X)=foX: Q=R

wieder eine reellwertige Zufallsvariable. Beispielsveesind| X |, | X |?, eX usw. Zufallsva-
riablen.
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(2). SindX,Y : Q — R reellwertige Zufallsvariablen, dann igX,Y) : w — (X(w), Y (w))
eine messbare Abbildung in d&? mit Borelscherr-Algebra.
Da die Abbildung(z, y) — = + y stetig ist, istX + Y wieder eine reellwertige Zufallsva-
riable. Dies sieht man auch direkt wie folgt: Rtie R gilt:

X+Y<c <<= drseQ:r+s<c¢, X <rundY < s,

also
{X+Yy <= [J{X<rin{y<spheA

r,s€Q
r4+s<c

1.3.2 Verteilungen von Zufallsvariablen

Um Zufallsexperimente zu analysieren, missen wir wissenywlchen Wahrscheinlichkeiten
die relevanten Zufallsvariablen Werte in bestimmten Bdren annehmen. Dies wird durch die
Verteilung beschrieben. Seiéft, A) und (.S, S) messbare Raume.

Satz 1.13(Bild einer Wahrscheinlichkeitsverteilung unter einer ZV). Ist P eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf<2, .4), und X : Q@ — S messbar bzgl4/S, dann ist durch

ux|B):= PIX € B|=P[X"\(B)]  (B€S)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung guf, S) definiert.
Beweis. (1). ux(S)=P[X 1S =P[Q]=1

(2). SindB, € S, n € N, paarweise disjunkte Mengen, dann sind auch die Urbildel(B,,),
n € N, paarweise disjunkt. Also gilt wegen derAdditivitat von P:

U] {us)

Definition (Verteilung einer Zufallsvariable). Die Wahrscheinlichkeitsverteilungy auf (S, S)

mx =P =P

UX_l(Bn) = ZP[X_l(Bn)] = Z,UX[BTL]'

O

hei3t\Verteilung (law) vonX unter P.

Fur .x werden haufig auch die folgenden Notationen verwendet:

px =PoX '=Lx=Px=X(P)
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1.3.3 Reelle Zufallsvariablen; Verteilungsfunktion

Die Verteilungu x einer ZufallsvariabletX’ mit abzahlbarem Wertebereic¢hist eindeutig durch
die Massenfunktion

px(a) = PIX =a] = px[{a}], a€b,
festgelegt. Die Verteilungix einer reellwertigen Zufallsvariable : @ — R ist eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung al8(R). Sie ist eindeutig festgelegt durch die Wahrscheinlictecei

px[(—oo, ] =PX <, ceR,

da die Intervallg —co, c|, ¢ € R, ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Bbezisc
o-Algebra bilden.

Definition (Verteilungsfunktion). Die FunktionFx : R — [0, 1],
Fx(c) == P[X < ] = px[(—o0,d]

heil3t Verteilungsfunktion (distribution function) der ZufallsvariableX : 2 — R bzw. der
Wahrscheinlichkeitsverteilungy auf(R, B(R)).

Der folgende Satz nennt einige grundlegende Eigenschdé&everteilungsfunktion einer auf
einem Wahrscheinlichkeitsrau(f2, A, P) definierten Zufallsvariablé& : 2 — R. Wir werden
im n&chsten Abschnitt sehen, dass umgekehrt jede Funktiodem Eigenschaften (1)-(3) aus
SatZ 1.14 die Verteilungsfunktion einer reellen Zufaltsadale ist.

Satz 1.14(Eigenschaften der Verteilungsfunktion.
Fir die Verteilungsfunktiodt’y : R — [0, 1] einer reellwertigen Zufallsvariabl& gilt:

(1). Fx istmonoton wachsend

(2). lim Fx(c) =0undlim Fx(c) =1,

Cc— 00

(3). Fy istrechtsstetigd.h. Fix(c) = li{n Fx(y) fur alle c € R,
Y \(C

(4). Fx(c) = i%FX(y) + px[{c}].
Insbesondere ist’y genau dann stetig bej wennux[{c}] = 0 gilt.

Beweis.Die Aussagen folgen unmittelbar aus der monotonen Stetigkel Normiertheit der
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilihder Beweis der Eigenschaften (1)-(3) wird
dem Leser als Ubung tiberlassen. Zum Beweis von (4) bemerkedass fiiry < c gilt:

Fx(¢) — Fx(y) = PIX < - PIX <y] = Ply < X <d|.
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Fur eine monoton wachsende Folge ” c erhalten wir daher aufgrund der monotonen Stetigkeit

von P:
Fx(¢) = lim Fx(y,) = lim Ply, <X < =P ﬂ{yn <X < c}]
= PIX =d = pux[{c}]
Da dies fur alle Folgen, " c gilt, folgt die Behauptung. O

1.3.4 Diskrete und stetige Verteilungen

Nach Satz_1.14 (4) sind die Unstetigkeitsstellen der MamegsfunktionFy einer reellwertigen
ZufallsvariableX gerade dieAtomeder Verteilung, d.h. die € R mit zx[{c}] > 0. Nimmt X
nur endlich viele Werte in einem Intervdllan, dann is¥’ auf I stickweise konstant, und springt
nur bei diesen Werten. Allgemeiner nennen wir Verteilung wodiskret, wennpx[S] = 1 fir
eine abzahlbare Mengegilt. In diesem Fall ist die Verteilungsfunktion gegebematu

Fx(¢) = pxl(—oo,dl = > px[{a}].
acsS

a<c

Hingegen nennen wir die Verteilung voxi stetig, bzw. absolutstetig falls eine integrierbare
Funktionfy : R — [0, co) existiert mit

Fe() = PIX <d = pxl(—o0,d] = /fX(a:) dr  furallece R (1.3.1)

Das Integral ist dabei im Allgemeinen als Lebesgueintegrahterpretieren. Ist die Funktiofy
stetig, dann stimmt dieses mit dem Riemannintegral UbeBsan. y eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung ist, folgt, dasgyx eineWahrscheinlichkeitsdichteist, d.h.fx > 0 und

/fX(x)d:p -1

Definition (Dichtefunktion). Eine Lebesgue-integrierbare Funktighy : R — [0,00) mit
(1.31) heiRDichtefunktion der ZufallsvariableX bzw. der Verteilung: y.

Bemerkung. (1). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrectyg gilt
Fi(z) = fx(@) (1.3.2)

fur allex € R, falls f stetig ist. Im Allgemeinen gil{{1.3]2) fix-fast allex, wobei\ das
Lebesguemal’ al ist.
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(2). Aus [1.3.1) folgt aufgrund der Eigenschaften des Lgbemtegrals (s. Kapitél 3 unten):

PIX € B] = ux|B] = / Fe(@) da, (1.3.3)

fur alle MengenB € B(R). Zum Beweis zeigt man, dass beide Seiten yon (11.3.3) Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen definieren, und wendet dewl&itigkeitssatz an.

Beispiele(Diskrete und absolutstetige Verteilunge). (1). IstX deterministisch miP[X =
a] = 1fureina € R, dann ist die Verteilung voiX das Dirac-Maf®,. Das Dirac-Mal3 ist
diskret mit Verteilungsfunktiod’x (c) = Ij,o0)(c)-

(2). Die Gleichverteilung{ ) ist eine stetige Verteilung mit Verteilungsfunktidiic) = 0 fir
c<0,F(c)=cfurce0,1],undF(c) = 1furc > 1.

(3). Die Wahrscheinlichkeitsverteilur@a + %Ll(o,l) ist weder stetig noch diskret.

Die Verteilung aus dem letzten Beispiel ist zwar weder aldstgtig noch diskret, aber sie kann
sofort zerlegt werden in einen absolutstetigen und eingkrelien Anteil. Fur die im folgenden
Beispiel betrachtete Gleichverteilung auf der Cantor-tygeexistiert keine solche Zerlegung:

Beispiel (Devil's staircasg. Wir betrachten die wie folgt definierte Verteilungsfunktid' einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Intervidl 1): Fi(¢) = 0 furc <0, F(c) = 1 fure > 1,

F(c) = 1/2fure € [1/3,2/3], F(c) = 1/4furc € [1/9,2/9], F(c) = 3/4furc € [7/9,8/9],

F(c) = 1/8furc € [1/27,2/27], usw. Man Uberzeugt sich leicht, dass auf diese Weise eine
eindeutigestetige monotone wachsende Funktidh: R — [0, 1] definiert ist. Nach Satz 1.14
unten istF’ also die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkestgeilungyu aufR.
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1.0

0.8

0.6

0.4r-

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Da F stetig ist, hat das Maf keinen diskreten Anteil, d.h. u[{a}] = 0 fir allea € R. Da
F auf den Intervallen1/3,2/3], [1/9,2/9], [7/9, 8/9] usw. jeweils konstant ist, sind alle diese
Intervalle-Nullmengen. Die Verteilung sitzt also auf dem Komplement

C = {iai?)_i:aie{O,Z}(iEN)}

i=1

der Vereinigung der Intervalle. Diéantor-Menge C' ist ein Fraktal, das aus den reellen Zahlen
zwischerD und1 besteht, die sich im Dreier-System ohne Verwendung deeifflarstellen las-
sen. Sie ist eine Lebesgue-Nullmenge, aber der Trager ddsddaDa F' der Grenzwert der Ver-
teilungsfunktionen von Gleichverteilungen auf den Men@er= (0, 1), C, = (0,1/3)U(2/3, 1),
C3=(0,1/9)U(2/9,1/3)U(2/3,7/9) U (8/9, 1),... ist, kbnnen wiy: alsGleichverteilung auf
der Cantor-Menge C' = [ C,, interpretieren.

Weiterhin ist die Verteilungsfunktiof' auf den oben betrachteten Intervallen konstant, und daher
Lebesgue-fast tiberall differenzierbar mit Ableituiigz) = 0. Die , Teufelsleiter”F’ wachst also
von 0 auf 1, obwohl sie stetig ist und ihre Ableitung fast tberall gkeMull ist ! Hieraus folgt,
dass die Verteilung: nicht absolutstetig sein kann, denn in diesem Fall waregleich dem
Integral der Lebesgue-fast tiberall definierten Funkfidralso konstant.
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1.4 Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auR

Im Folgenden betrachten wir einige wichtige Beispiele vordienensionalen Verteilungen und
ihren Verteilungsfunktionen. Wir geben zunéchst die \fenbgsfunktion flr einige elementare
diskrete Verteilungen an, und betrachten dann kontinalexlAnaloga dieser diskreten Vertei-
lungen.

1.4.1 Diskrete Verteilungen

Beispiele. (1). GLEICHVERTEILUNG AUF EINER ENDLICHEN MENGE {ay,...,a,} C R:

IstS = {a4,...,a,} C R einen-elementige Teilmenge vdR, dann ist die Gleichvertei-
lung 1 auf S durch

1 n
= = _ 141
L nza (1.4.1)

gegeben. Der Wert der Verteilungsfunktiéivon i, springt an jeder der Stellen, . . ., a,
um 1/n nach oben. Diempirische Verteilungvonay, .. ., a, ist ebenfalls durch (1.4.1)
definiert, wobei hier aber nicht vorausgesetzt wird, dass. ., a,, verschieden sind. Die
Sprunghdhen der empirischen Verteilungsfunktion sind el@sprechend Vielfache von
1/n.

(2). GEOMETRISCHEVERTEILUNG MIT PARAMETER p € |0, 1]:
pl{k}] = (1 —p)*t-p furkeN.
FUr eine geometrisch verteilte Zufallsvariatleyilt:

F(c)=P[T<d=1-P[T>c=1-(1-p)l furc>o0,
——
=P[T>c]]

wobei|c| := max{n € Z : n < ¢} der ganzzahlige Anteil voaist.

(3). BINOMIALVERTEILUNG MIT PARAMETERN n UND p:

pl{k}] = (Z)pk(l —p)"* fur k=0,1,...,n.

Somit ist die Verteilungsfunktion voBin(n, p):

F(c) = i (Z)p'fu —p)"

k=0
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Abbildung 1.6: Massen- und Verteilungsfunktion ei&rom(

5)-verteilten Zufallsvariablen.

0.15 +
0.10 +
" HH H\I
} } l.'II ‘ II'I- }
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1.0 + ._8_0_..0-0-.-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0—
0.9 + 0
0.8 e
0.7 + .
0.6 1+ .
0.5 -
04 +
0.3 + o
0.2 + 0o
0.1 + 23°

0 10 20 30 40 50

Abbildung 1.7: Massen- und Verteilungsfunktion vBim(55, 0.6)
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1.4.2 Kontinuierliche Gleichverteilung

Seiena,b € R mit a < b. Eine ZufallsvariableX : (2 — R ist gleichverteilt auf dem Intervall

(a,b), falls
C J—

a
b—a
gilt. Eine auf(0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist zum Beispiel die |diéit

PIX < = Uaplla,c)] = fur allec € (a,b)

Ulw)=w

auf dem Wahrscheinlichkeitsrau(f®, A, P) = ((0, 1), B((0,1)),U ). IstU gleichverteilt auf
(0,1), dann ist die Zufallsvariable

gleichverteilt auf(a, b).

1+

—_
[\]
w 9

Abbildung 1.8: Dichtef (z) = Ij1 5(x)/2 einer auf{1, 3] gleichverteilten Zufallsvariable (blau),
und deren VerteilungsfunktioR(c) (rot).

Die Dichte und Verteilungsfunktion der Verteilug, ; sind gegeben durch

0 fure<a,

f(x) = —— Iy (2), F(c) = — fira <c <,

IS]

1 fare>0b.

Affine Funktionen von gleichverteilten Zufallsvariablandgwieder gleichverteilt.

1.4.3 Exponentialverteilung

Das kontinuierliche Analogon zur geometrischen Vertajlist die Exponentialverteilung. An-
genommen, wir wollen die Wartezeit auf das erste Eintreteesaunvorhersehbaren Ereignisses
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(z.B. radioaktiver Zerfall) mithilfe einer Zufallsvaribl : 2 — (0, c0) beschreiben. Wir Gber-
legen uns zunéchst, welche Verteilung zur Modellierungresolchen Situation angemessen sein
konnte. Um die Wahrscheinlichkd®[T" > ¢] zu approximieren, unterteilen wir das Interv@l) ¢]

in eine grolRe Anzaht € N von gleich grof3en Intervalle(ﬁ’“*Tl)t, M1 1<k<n.

[ il il il i s i i ]

\ N N N N\ N\ N\ N\ ]

0 (k—1)t Kt t
n

Sei A, das Ereignis, dass das unvorhersehbare Geschehen inuﬂe(t%;ll, K1 eintritt. Ein
nahe liegender Modellierungsansatz ist anzunehmen, @aBsaignissed;, unabhangig sind mit

Wahrscheinlichkeit

t

wobei A > 0 die ,Intensitat®, d.h. die mittlere Haufigkeit des Geschehero Zeiteinheit, be-
schreibt, und die Approximation fiir — oo immer genauer wird. Damit erhalten wir:

AN
P[T >t] = P[AYN...nAY] =~ (1 - Z) fur groResn.

Furn — oo konvergiert die rechte Seite gegen'. Daher liegt folgende Definition nahe:

Definition (Exponentialverteilung). Eine Zufallsvariablel’ : Q — [0, o0) heiftexponential-
verteilt zum ParameteA>0, falls

P[T>t] = e  furallet > 0 gilt.

Die Exponentialverteilung zum Parametek ist dementsprechend die Wahrscheinlichkeitsver-
teilungy = Exp(\) auf (R, B(R)) mit

pl(t,00)] = e furallet > 0,

bzw. mit Verteilungsfunktion

F(t) = pl(=o0,t]] = (1.4.2)
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Nach dem Eindeutigkeitssatz ist diep(\)-Verteilung durch[(1.4]2) eindeutig festgelegt.

Die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter 0 ist gegeben durch

f(t) = )\G_At](opo) (t)

Abbildung 1.9: Dichtef (t) = Ijp)(t) - e~* einer zum Parametérexponentialverteilten Zufalls-
variable (blau) und deren Verteilungsfunktiéiic) (rot)

Ist T eine exponentialverteilte Zufallsvariable zum Paramatamda > 0, dann istaT’ expo-
nentialverteilt zum Paramet%r denn

A "
PlaT > ¢] = P[T > c¢/a] = exp <——c) fur allec > 0.
a
Eine bemerkenswerte Eigenschaft exponentialverteiltgaliBvariablen ist die ,Gedéachtnislo-
sigkeit™:

Satz 1.15Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung. Ist7 exponentialverteilt, dann gilt
furalle s, t > 0:
PT —s>tT>s| = P[T>t].

Hierbei istT — s die verbleibende Wartezeit auf das erste Eintreten degissies. AlsoAuch
wenn man schon sehr lange vergeblich gewartet hat, lieghdabste Ereignis nicht naher als
am Anfang!

Beweis.

P[T —s>tundT >s] P[T>s+t] e t+s) -
P[T—s>1t|T > s| = P~ 5] i e vl M= P[T > t].

O
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Wir konstruieren nun explizit eine exponentialverteiltefalilsvariable aus einer gleichverteil-
ten Zufallsvariable. Dazu bemerken wir, déss 2 — R genau dann exponentialverteilt mit
Parameten ist, wenn

1
Ple™<u] = P [T> —Xlogu] = exlosn = y

fur alleu € (0,1) gilt, d.h. wenne=*T auf (0, 1) gleichverteilt ist. Also konnen wir eine expo-
nentialverteilte Zufallsvariable erhalten, indem wir uskghrt

1 :
T = —XlogU mit UNZ/[(071)

setzen. Insbesondere ergibt sich die folgende Methodeimwli&ion einer exponentialverteilten
Zufallsvariable:

Algorithmus 1.16 (Simulation einer exponentialverteilten Stichprobg.
Input: Intensitat\ > 0

Output: Stichprobe von Exp()\)
(1). Erzeuge: ~ U, 1).
(2). Setze = —% log u.

Wir werden in Abschnitt 116 zeigen, dass mit einem entspedan Verfahren beliebige reelle
Zufallsvariablen konstruiert und simuliert werden kénnen

1.4.4 Normalverteilungen

Wegen [ e */2dz = /27 ist die ,GauRsche Glockenkurve*

— 00

fz) = e *?  zeR,

eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Eine stetige Zufallalge Z mit Dichtefunktionf heiltstan-
dardnormalverteilt . Die Verteilungsfunktion

A
@(c):/\/—Q_we_Z 2 dz
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der Standardnormalverteilung ist im Allgemeinen nichtlexpberechenbar. Ist standardnor-
malverteilt, und
X(w)=0Z(w)+m

mito > 0, m € R, dann istX eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

Fx(c) = PIX <] = P[ch_m} - @(C_m>.

o o

Mithilfe der Substitution: = % erhalten wir

[ T ro
Fx(c) = /—Tﬂ' e "2 dz :/ G e

Definition (Normalverteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteiluny(m, o) auf R mit Dich-

=
T
qll
3
'
IS
8

tefunktion

Jmo(@) = \/2;7 e(e5m)

heiRtNormalverteilung mit Mittel m und Varianz . Die VerteilungN (0, 1) heilBtStandard-
normalverteilung

Wir werden im nachsten Abschnitt sehen, dass die Binomitiveng (also die Verteilung der
Anzahl der Erfolge bei unabh&ngigen 0-1-Experimenten mivl§swahrscheinlichkeip) fur
grol3en ndherungsweise durch eine Normalverteilung beschrieleedem kann. Entsprechendes
gilt viel allgemeiner fir die Verteilungen von Summen vidt&iner unabhangiger Zufallsvaria-
blen Zentraler Grenzwertsats.u.).

Abfall um Faktore™ 2

m — 30 m — 20 m—o m m-+o m + 20 m + 30

Abbildung 1.10: Dichte der Normalverteilung mit Mittelvter. und Varianzs2.
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m — 30 m — 20 m-—o m m-+ o m + 20 m + 30

Abbildung 1.11: Verteilungsfunktion der Normalverteitumit Mittelwertm und Varianzo2.

Die Dichte der Normalverteilung ist an der Stetle maximal, und klingt aul3erhalb einer
Umgebung vonn rasch ab. Beispielsweise gilt

fmo(m+o)= fm"T(m), fmo(m£20) =

NG

Fur die Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteilteaisfariable Werte aulRerhalb der, 20-

fma(m)

e2

) fm,o(mj: 30-) — fme,gi/(;n).

und3c-Umgebungen annimmt, erhalt man:

X—-m
o

= PZ| >k = 2P[Z > K = 2(1 - ®(k))

P[|X —m| > ko] = P[

g

31.7% furk =1,
= §4.6% furk =2,
0.26%  fur k = 3.

Eine Abweichung der Gréf3evom Mittelwertm ist also fur eine normalverteilte Zufallsvariable
relativ typisch, eine Abweichung der Gro8e dagegen schon sehr selten.

Die folgenden expliziten Abschatzungen fur die Wahrsdigikeiten grofRer Werte sind oft niitz-
lich:

Lemma 1.17.FUr eine standardnormalverteilte Zufallsvariabtegilt:

1 1 2 1 2
(27?)*1/2 . (_ . _3) Lo Y2 < PlZ>y] < (27r)*1/2 ey Yy > 0.
y oy y

Beweis.Es qilt:

P[Z > y] = (27‘(‘)_1/2/6_22/2 dz

Y
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Um das Integral abzuschatzen, versuchen wir approxim&iaexmfunktionen zu finden. Zu-

nachst gilt:
i _16—22/2 — 1+ i . 6—22/2 > 6—22/2 Vo > 0’
dz z 22
also 0o
1 _ / AL ep) / =2 g
Yy dz z ’
Y Yy

woraus die obere Schranke fBfZ > y] folgt.

Fur die untere Schranke approximieren wir die Stammfumnktioch etwas genauer. Es gilt:

d 1 1 2 1 1 3 2 2
et - - —z2/2 (1. - _ - 2 —z2/2 —z2/2
dz (( z+z3)e ) B <1+22 2 24)6 = ¢ ’

und damit

O

Fir eineN(m, o%)-verteilte ZufallsvariableX mit o > 0 ist Z = X=™ standardnormalverteilt.
Also erhalten wir flry > m:

y—m)?
C@2m) V2 e (1.4.3)

P[Xzy]:P[X—mZy—m}S o

o o y—m

sowie eine entsprechende Abschatzung nach unten.

1.5 Normalapproximation der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung mit Parameternundp beschreibt die Verteilung der Anzahl derjenigen
untern unabhangigen Ereignissen mit Wahrscheinlichkettie in einem Zufallsexperiment ein-
treten. Viele Anwendungsprobleme flihren daher auf die &emeng von Wahrscheinlichkeiten
bzgl. der Binomialverteilung. Fir grof3eist eine exakte Berechnung dieser Wahrscheinlichkei-
ten aber in der Regel nicht mehr mdglich. Bei seltenen Eresgm kann man die Poissonappro-
ximation zur ndherungsweisen Berechnung nutzen:

Konvergiertn — oo, und konvergiert gleichzeitig der Erwartungswertp,, gegen eine positive
reelle Zahl\ > 0, dann néhern sich die Gewichig,,, (k) der Binomialverteilung denen einer
Poissonverteilung mit Parametean:

n 3 L
bnapn(k:) = <k)pﬁ(1_pn)n k — ?6 A (k:0,1,2,...),
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siehe Sat2?. Geht die Wahrscheinlichkeit, firn — oo

nicht gegen 0, sondern hat zum Beispiel

einen festen Werp € (0, 1), dann kann die Poissonapproximation nicht verwendet werde

Stattdessen scheinen sich die Gewichte der Binomi

allemtpieiner GaulRschen Glockenkurve

anzunahern, wie z.B. die folgende mit Mathematica erst@8iafik zeigt:

Manipulate [
ListPlot [
Table[{k, PDF[BinomialDistribution[n, Min[1,
IntegerPart[4 lambdal}],
Filling —> Axis, PlotRange —> All ,
PlotMarkers —> {Automatic, Medium}, Axes —>
"n"}, 3, 300,1},
{{lambda, 5, "Erwartungswert;np=Lambda"},

lambda /n]], 0,

kl}, {k,

{True, False}] 10,

, {dn,

2, 20}]

Wir wollen diese Aussage nun mathematisch prazisi

eren angisen.

1.5.1 Der Grenzwertsatz von De Moivre - Laplace

Wir analysieren zunéchst das asymptotische Verhalten woanialkoeffizienten mithilfe der

Stirlingschen Formel.

Definition (Asymptotische Aquivalenz von Folgei Zwei Folgemn,,, b, € R, (n € N), heiBen

asymptotisch aquivalenta,, ~ b,,), falls

N
Jm = =1

Bemerkung. Fur Folgeru,,, b,,, ¢, d,, € R, qilt:

gilt.
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@. ap~b, <= de,—0:a,=b,(1+¢,) <= loga,—logh, — 0,
2. a, ~b, <= b,~a, = —~—

(3) ap ~ by, cp~d, = ap-c,~ by, dy.

Satz 1.18(Stirlingsche Formel).

n n
n!l ~ V2mn - (—)
e

Einen Beweis der Stirlingschen Formel findet man in vielemlysis-Blichern, siehe z.B. Fors-
ter:,Analysis 1”. Dass der Quotient der beiden Terme in defiggschen Formel beschrankt ist,
sieht man rasch durch eine Integralapproximationlegm! :

n_ork
Z/ (log k — log ) dx

p—=1 Y k-1

logn! = Zlogk = / log x dor +
k=1 0
= nlogn—nJrlzn:lJrO(l)
26~k
= nlogn—n + %lognJrO(l),

wobei wir im vorletzten Schritt die Taylor-Approximatiomig k — logz = 1 (k — z) + O(k™?)
auf den Intervalledk — 1, k] verwendet haben. Ein alternativer, sehr kurzer vollsgerdBe-
weis der Stirling-Formel mit Identifikation des korrektesymptotischen Vorfaktors/2x wird
in J.M. Patin, The American Mathematical Monthly 96 (1986ygben.

Mithilfe der Stirlingschen Formel kdnnen wir die Gewichte

bnp(k) = (Z)p’“(l —p)

der Binomialverteilung fur groRe und k& approximieren. Sei dazf,, eine Bin(n, p)-verteilte
Zufallsvariable auf(2, A, P). Fur den Erwartungswert und die StandardabweichungSyagilt:

E[S,]=np und o[S,] =+/Var[S,] = v/np(1 — p).

Dies deutet darauf hin, dass sich die Masse der Binomiaieng flr grof3en Uberwiegend in
einer Umgebung der GroRenordnufi¢,/n) um np konzentriert.
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v
O(vn)

Abbildung 1.12: Die Gewichte der Binomialverteilung lieg&ir grof3en n&dherungsweise auf
einer Glockenkurve mit Mittekp und Standardabweichungnp(1 — p).

Wir werden nun mithilfe der Stirlingschen Formel die Geweh

bap(k) = P[S, = k] = (Z)pk(l_p)n_k

der Binomialverteilung fur gro3e und k£ in Umgebungen der GréRenordnu@d./n) von np
ausgehend von der Stirlingschen Formel approximierendimg@ermutete asymptotische Dar-
stellung prazisieren und beweisen.

Dazu fuhren wir noch folgende Notation ein: Wir schreiben

an (k) =~ by (k) (,lokal gleichméfig asymptotisch aquivalent*

falls )
a
D21 —=0 furaller € R, gilt,
vt | b () ‘ reRed
wobei
Ur = {0<k<n:|k—np|<r-vn}

Die Aussagen aus der Bemerkung oben gelten analog fir digsdeA lokal gleichmaliigen
asymptotischen Aquivalenz van (k) undb, (k).

Satz 1.19(Satz von de Moivre (1733) und Laplace (1819) SeisS,, binomialverteilt mit Para-
meternn € N undp € (0,1), und seic? = p(1 — p). Dann gilt:

~ 1 1 (k—np 2
1. PS,=kl = b,k ~ b,,(k = e .
( ) [ ] 717( ) 710( ) \/Wexp< 202 ( \/ﬁ ) )
Sn—np n /oo b 1 _ a2 .. .
2). Pla< <b “ e 22 dx furallea,b € R mita < b.
N SV o
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Beweis.(1). Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten:

(a) Wir zeigen zunachst mithilfe d&tirlingschen Formel, dass

bup(k) &~  buy(k) = ! .(p)k( 1-p )M (1.5.1)
n,p ~ n,p = QWH%(l_g) k:/n 1—k/n 0.

gilt. Nach der Stirlingschen Formel ist

n!
im ——— = 1.
s /omn ()"

Wegenk > np —r - y/n fur k € U, folgt

k!
sup |[———1| — 0 fur n — oo,
k€Un,r |\ 21k (f)

d.h.

Analog erhalt man

und damit

n! _ V2mn - n™ - pF (1 —p)nF
bn,p(k) — ' ‘ pk(l o p)n k ~ p ( p) -
k! (n—k)! 2n\/k(n — k) - k¥ - (n—k)n*

= m(%(%) = bup(h)

(b) Wir zeigen nun weiterhin mithilfe eindiaylorapproximation, dass
bup(k) = buy(k) (1.5.2)
gilt. Dazu benutzen wir mehrfach die Abschatzung

——pl < ron"3 fark e U,

n

k: ’
Hieraus folgt zunachst unmittelbar

\/27TnE (1 — E) ~  2mp(l—p) = V2mno? (1.5.3)

n n
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Um die Asymptotik der tbrigen Faktoren vép, (k) zu erhalten, nehmen wir den Loga-
rithmus, und verwenden diylorapproximation

T 1
zlogs = z—p+—(x—p)>+0(lx—p/?.
e p 2p( ) (Jz —pl*)
Wir erhalten
11 p ’ l-p o _ El i 1 El 1_§
n 08 k/n 1—Fk/n T Tan%® P n) o8 1—p
1k 2 1 ko k3
= 2p(n p) 2(1_p)(p —)7+ O = pl%)
1 k

Wegen | —p]?’ < 3.p72 furk e U,, folgt

() (F)) = m (i) e

wobei| Ry, ,,| < const. r3n=3 fur allek € Un.ry d.h.

@6 - = (H0)) e

Aussagel(1.5]2) folgt dann als (1]5.3) und (1.5.4).

(c) Aus (a) und (b) folgt nun Behauptung (1).

(2). Aufgrund von (1) erhalten wir fii, b € R mita < b:

Sp—n 5
Plas® o] = S by = X B0+ i)

ke{0,1,...,n} ke{0,1,...,n}
a<t=2P<p a<t—ZP<h
wobei
Enp = sup  |enp(k)] — O fur n — oc. (1.5.5)
a<k=ne <p
vn
Wir zeigen nun
b
im > bay(k) / ! ) g (1.5.6)
m n = cexp | —=—= ) dx 0.
n—00 k(o ) P 2102 b 202

k—np
ag—ﬁ <b
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Zum Beweis von[(1.5]16) bemerken wir, dass

k —np
FnZ: k’:O,l,...’ CR
{ v ”}
ein aquidistantes Gitter mit Maschenweitg/n ist. Es gilt
- 1 2 1
Z bn7p(k3) = Z e 202 . (157)
ke{0,1,....,n} 2l V2ro? Vn

k—np agxgb
ag—ﬁ <b

Firn — oo folgt (1.5.6), da die rechte Seite in (1.5.7) eine Riemanmaenapproximation des
Integrals in[(1.5J6) ist, und der Integrand stetig ist.

Die Behauptung folgt nun aus (1.5.5) uhd (11.5.6). O

Der Satz von de Moivre/Laplace impliziert, dass die Zufﬂit@blen&%”’ fur n — oo in Ver-

teilung gegen einé’ (0, o2)-verteilte Zufallsvariable mit Varianz®> = p(1 — p) konvergieren

S, —n
p i>

NG

oZ  mitZ~ N(0,1).

Hierbei bedeuteKonvergenz in Verteilung (convergence in distribution; Ndation ,, 3“),
dass die Verteilungen der Zufallsvariabrhwach konvergierend.h. fir die Verteilungsfunk-
tionen gilt

lim Fs,—np e 22 dr = F,y(c) furalleceR. (1.5.8)

1
T Feu(c) = é —
Die allgemeine Definition der schwachen Konvergenz eindgd-son Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen wird in Abschnitt 5]1 unten gegeben - fir Wahrsdiahkeitsverteilungen auR ist
sie aquivalent zur Konvergenz der Verteilungsfunktioneraben Stellen, an denen die Limes-
Verteilungsfunktion stetig ist. Konvergenz in Verteiluisg also nicht wirklich ein Konvergenz-
begriff fur Zufallsvariablen, sondern ,nur” eine Konvergeder Verteilungen. Fur die standardi-
sierten (d.h. auf Erwartungswerund Varianzl normierten) Zufallsvariablen gilt entsprechend

Sn - E[Sn] . Sn —np i)
o(Sy) B oyvn

Bemerkung. (1). Die Aussagel(1.5.9) ist ein Spezialfall eines viel afiggineren zentralen

7. (1.5.9)

Grenzwertsatzes:

Sind X, X5, ... unabhangige, identisch verteilte Zufallsvariablen mitleer Varianz,
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48 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

und istS, = X; + ... + X, dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten

Summen
Sn — E[Sy)

a(Sh)
schwach gegen eine Standardnormalverteilung, s.u.

Die Normalverteilung tritt also als universeller Skaliegslimes von Summen unabhéngi-
ger Zufallsvariablen auf.

(2). Heuristisch gilt fiir groRe nach [1.5.0)
. Se o~ mpap(l—p)-Z, * (1.5.10)

. D . : : . - o
wobei ,~" dafir steht, dass sich die Verteilungen der Zufallsvdealeinander in einem
gewissen Sinn anndhern. In diesem Sinne ware fur guol3e

JBin(n,p) ~  N(np,np(1—p)).

Entsprechende ,Approximationen“ werden haufig in Anwerghmbenutzt, sollten aber
hinterfragt werden, da beim Ubergang vbn (1.5.9) zu (1)51i0dem divergierende Fak-
tor v/n multipliziert wird. Die mathematische Prézisierung enéghender heuristischer
Argumentationen erfolgt tblicherweise tiber den Satz vokidirre/Laplace.

Beispiel (Faire Mlinzwirfe). SeienX;, X5, ... unabhéangige Zufallsvariablen nft{ X; = 0] =
PX;=1] = % und seiS,, = X; + ...+ X, (z.B. Haufigkeit von ,Zahl“ ber fairen Minzwdr-
fen). In diesem Fall istalsp= 1 undo = /p(1 — p) = 1.

(1). 100 faire MunzwurfeFur die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 60 mal Zahl ilt,

5100 - E[SIOO] 10 :|
P|S190 >60] = P|Si00 — E|S100] >10] = P > .
S0 > 60 [Sio0 — E[Suo] > 10 S P
Da%’ﬂiﬂm] nach [1.5.B) naherungsweis&0, 1)-verteilt ist, und—2— = 2, folgt
PlSio>60] ~ P[Z>2 = 1-®(2) ~ 00227 = 227%

(2). 16 faire MunzwurfeFur die Wahrscheinlichkeit, dass genau 8 mal Zahl falgilersich

Slﬁ — E[Sm] 0.5 :|
P|Sig=8 = P75 5<85 =P
[S1s ] 7.5 < 516 < 8.5) [ a(S1e6) ~ 016
Mit UO—\/% = 1 folgt naherungsweise
P[Sis=8 ~ Pz <1/4 = 0.1974...

Der exakte Wert betrag?[S,s = 8] = 0.1964.... Bei geschickter Anwendung ist die Nor-
malapproximation oft schon fur eine kleine Anzahl von Sumden relativ genau!
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1.5.2 Approximative Konfidenzintervalle

Angenommen, wir wollen den Anteil der Wahler einer Partei durch Befragung vokvahlern
schatzen. SeieX;, ..., X,, unter P, unabhangige und Bernoulti)-verteilte Zufallsvariablen,
wobei X; = 1 dafur steht, dass deste Wahler fur die Partedl stimmen wird. Ein nahe liegen-
der Schatzwert fup ist X,, := i—n Wie viele Stichproben braucht man, damit der tatséchliche
Stimmenanteil mid5% Wahrscheinlichkeit um héchstens= 1% von Schatzwert abweicht?

Definition (Konfidenzintervall). Seia € (0, 1). Das zufallige Interval(X,, — ¢, X,, + ¢] heif3t
Konfidenzintervall zum Konfidenznivebu « (bzw. zum Irrtumsniveaa) fir den unbekannten
Parametem, falls

Pp[pg[X—n—5,Yn+5H < o«

fur alle moglichen Parameterwergec [0, 1] gilt.

Im Prinzip lassen sich Konfidenzintervalle aus den Quamntiler zugrundeliegenden Verteilung
gewinnen. In der Situation von oben gilt beispielsweise:

peEX,—6,X,+¢] = [X,—-pl<ec <= X, €p—c,p+te
<~ Sn € [n(p_g)an(p+€)]

Diese Bedingung ist fup € [0, 1] mit Wahrscheinlichkeit- 1 — « erflllt, falls z.B.n(p — ¢)
oberhalb des-Quantils undn(p + <) unterhalb degl — $)-Quantils der Binomialverteilung
Bin(n, p) liegt.

Praktikablere Methoden, um in unserem Modell Konfidenzuge zu bestimmen, sind zum
Beispiel:

Abschatzung mithilfe der Cebysev-Ungleichung:
Pp{&—p‘za] < ;lz-Var(&) G L R T TR

n n ne?
Dies ist erfullt firn > -, also im Beispiel fiir > 50.000.

= 4e2

Abschatzung uber die exponentielle Ungleichung:

Sn
;—plze} < 2.¢F" < o Vpelo1],

n|

ist erfullt fir n > 515 log(2), also im Beispiel fim > 18445.
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50 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Die exponentielle Abschatzung ist genauer - sie zeigt, dasasts weniger als 20.000 Stichpro-
ben genigen. Kénnen wir mit noch weniger Stichproben auskemf? Dazu berechnen wir die

Wahrscheinlichkeit, dass der Parameter im Intervall Jis§herungsweise mithilfe des zentralen
Grenzwertsatzes:

Approximative Berechnung mithilfe der Normalapproximati on:

Sn
__p‘§€:| = Pp

S, —np ne
‘\/np(l—p) = \/np(l—p)]
_ ne \V/ne
Ny < a—p Vil —p>>

— 2(@ <L>_l>
pl-p)) 2
> 20(2y/ne)—1 > 1—a Vpel01],
e ()

Im Beispiel gilt® (1 — «/2) ~ 1.96, und die Bedingung ist fiin > 9604 erflllt. Also sollten
bereits cal0.000 Stichproben ausreicheBXakte(also ohne Verwendung einer Naherung herge-

Q

falls

leitete) Konfidenzintervalle sind in vielen Fallen zu kormsdiv. In Anwendungen werden daher
meistenapproximativeKonfidenzintervalle angegeben, die mithilfe einer Norrmpplaximation
hergeleitet wurden. Dabei ist aber folgendes zu beachten:

Warnung: Mithilfe der Normalapproximation hergeleitete approxtime Konfidenzintervalle
erfullen die Niveaubedingung im Allgemeinen nicht (bzwr néherungsweise). Da die Qualitat
der Normalapproximation fiy — 0 bzw.p — 1 degeneriert, ist die Niveaubedingung im All-
gemeinen selbst fiir — oo nicht erfullt. Beispielsweise betragt das Niveau von agpnativen
99% Konfidenzintervallen asymptotisch tatsachlich A6u8%)

1.6 Transformationen von reellwertigen Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt betrachten wir zunéachst Transformatiovon absolutstetigen Zufallsvaria-
blen.

Transformationen kann man auch benutzen, um reelle Zudaithlen mit einer vorgegebenen
Verteilung i aus gleichverteilten Zufallsvariablen zu erzeugen. lst\@rteilungsfunktion? :
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R — [0, 1] streng monoton wachsend und stetig, also eine BijektionR@ach (0, 1), und ist
U:Q — (0,1) auf (0, 1) gleichverteilt, dann hat die Zufallsvariahte™! (U) die Verteilungy,
denn es gilt

P[FYU)< ¢ = P[ULF(c)] = F(c) furalleceR.

Das beschriebene Inversionsverfahren werden wir in[Sag&erweitern, um reelle Zufallsvaria-
blen mit beliebigen Verteilungen zu konstruieren. Da dig&iingsfunktion dann im Allgemei-
nen keine Bijektion ist, verwenden wir statt der Invergert eine verallgemeinerte (linksstetige)
Inverse, die durch die Quantile der zugrundeliegendereWertg bestimmt ist.

1.6.1 Transformation von Dichten

Wir haben in Beispielen bereits mehrfach die Verteilung ¥amktionen von absolutstetigen
Zufallsvariablen berechnet. Sei nun allgeméin- (a,b) C R ein offenes Intervall, und\ :
2 — I eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilung.

Satz 1.20(Eindimensionaler Dichtetransformationssaty. Ist ¢ : I — R einmal stetig dif-
ferenzierbar mity’(xz) # 0 fur alle z € I, dann ist die Verteilung von(X) absolutstetig mit

Dichte
fx(@ W) - 16~ (w)|  firy € (1),

foxy(y) = (1.6.1)
0 sonst.

Beweis.Nach der Voraussetzung gilt entwedgr> 0 auf I oder¢’ < 0 auf I. Wir betrachten
nur den ersten Fall. Aug’ > 0 folgt, dassp streng monoton wachsend ist, also eine Bijektion
von I nach¢(I). Daher erhalten wir mit der Substitutign= ¢(z):

Fyxy(c) = Plp(X)<d = PIX <7 ()] = Fx(¢7'(c))
¢~ (e) c
- [ i@ = [ @) e @y
a #(a)
fur allec € ¢(I). Die Behauptung folgt wegeR[¢(X) & ¢(I)] = 0. O
Beispiel (Geometrische Wahrscheinlichkeitef. Seif : Q@ — [0, 27) ein zufalliger, auf0, 27)

gleichverteilter, Winkel. Wir wollen die Verteilung vams # berechnen. Da die Kosinusfunktion
auf [0, 27) nicht streng monoton ist, ist_(1.6.1) nicht direkt anwerdeir konnen aber das
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52 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Intervall [0, 27) in die Teile[0, 7) und[r, 27) zerlegen, und dann die Verteilung &hnlich wie im
Beweis von Satz 1.20 berechnen. Wegen

Plcos® > ] = Plcosf > cundf € [0,7)] + Plcosf > cundf € [, 27)]
= P[0 € [0,arccosc)|] + P[0 € [2m — arccos ¢, 27)]
- arccos ¢
2m

erhalten wir, dassos ¢ eine absolutstetige Verteilung mit Dichte

1 1
cos = F! = - ;
f G(x) cose(x) T m

x e (—1,1)
hat. Anstelle von[(1.611) gilt in diesem Fall

feoso(x) = fx(Wr(z)) - [¥1(2)] + fx (a(x)) - [y (2)],

wobeiy, (x) = arccosz undys(x) = 2m — arccos x die Umkehrfunktionen auf den Teilinter-
vallen sind. Entsprechende Formeln erhalt man auch allgemenn die Transformation nur
stiickweise bijektiv ist.

Abbildung 1.13: Graph der Dichtefunktiofy,s

Auf &hnliche Weise zeigt man fiar > 0:

1 1

fatan@(x) = EW’ z € R.
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041

0.2 1+

| | |
T T T

-2 -1 1 2

Abbildung 1.14: Graph der Dichtefunktiofy.,, 4

Die Verteilung mit dieser Dichte hei@auchyverteilung zum Parametet. Sie beschreibt unter
anderem die Intensitatsverteilung auf einer Geraden adie@iner in alle Richtungen gleichmafiig
strahlenden Lichtquelle im Abstamadbestrahlt wird.

Y
0

\a

a-tand

1.6.2 Quantile und Inversion der Verteilungsfunktion

Quantile sind Stellen, an denen die Verteilungsfunktioreribestimmten Wert Uberschreitet.
Solche Stellen miussen haufig in praktischen Anwendungén Qualitatskontrolle) berechnet
werden. Mithilfe von Quantilen kann man verallgemeinertekéhrfunktionen der im Allgemei-
nen nicht bijektiven Verteilungsfunktion definieren.

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsra@inA, P) mit Vertei-
lungsfunktionF.

Definition (Quantile). Seiu € [0,1]. Dann heil3ty € R ein u-Quantil der Verteilung vonX,
falls

PX <q <u und PX>¢q<1-u

gilt. Ein 1-Quantil heiBtMedian.

Ist die Verteilungsfunktion streng monoton wachsend, dahp = F~!(u) fir v € (0,1) das
einzigeu-Quantil. Im Allgemeinen kann es hingegen mehref@uantile zu einem Wett geben.
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54 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Beispiel (Empirische Quantile). Wir betrachten eine Stichprobe, die auseellwertigen Da-
ten / Messwertemry,...,z, mitz; < z, < ... < x, besteht. Die empirische Verteilung der
Stichprobe ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung

1 n
ke
auf (R, P(R)), d.h. firB C R ist
Bl = L [{z e B.1<i<n)
n

die relative Haufigkeit des Bereiclisunter den Messwerter). Die empirische Verteilung ergibt
sich, wenn wir zuféllig eini € {1, ..., n} wahlen, und den entsprechenden Messwert betrachten.
Die Quantile der empirischen Verteilung bezeichnet masathprobenquantile. Istn - u nicht
ganzzahlig, dann istr,.,) das eindeutige-Quantil der Stichprobe. Ist hingegen= k/n mit

ke {1,...,n}, dannist jedes € [z, zx,1] €inu-Quantil der empirischen Verteilung.

Wir definieren nun zwei verallgemeinerte Inverse einer &ferhgsfunktionf’, die ja im Allge-
meinen nicht bijektiv ist. Fir € (0, 1) sei

(u) = inf{xr eR: F(x) >u} =sup{z e R: F(z) < u}, und
(u) = inf{r e R: F(z) >u} =sup{zr € R: F(z) < u}.

Offensichtlich giltG(u) < G(u). Die FunktionenG bzw. G sind links- bzw. rechtsstetig. 15t
stetig und streng monoton wachsend, also eine BijektionRarach (0, 1), dann istG(u) =
G(u) = F~'(u). Die FunktionG heit daher auch diknksstetige verallgemeinerte Inverse
von F'. Das folgende Lemma zeigt, daGéu) das kleinste und(u) das grofte-Quantil ist:

Lemma 1.21.Fiur« € (0,1) undq € R sind die folgenden Aussagen &quivalent:
(2). ¢ ist einu-Quantil.
(2). F(g—) <u < F(q).
(3). G(u) < ¢ < G(u).

Hierbei ist F'(¢—) := lim F(y) der linksseitige Limes voA an der Stelley.

y,/'q

Beweis.Nach Definition isty genau dann ein-Quantil, wenn

PX <q/<u<1-P[X >q=P[X <
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gilt. Hieraus folgt die Aquivalenz von (1) und (2).

Um zu beweisen, dass (3) aquivalent zu diesen Bedingungeniissen wir zeigen, dags(u)
das kleinste und(u) das groRte:-Quantil ist. Wir bemerken zunachst, d&sg:) ein u-Quantil

ist, da
F(Gu)—)= lim F(z) <u,
(Gw-) = lm  Fla) <
<u
fir <G (u)
und
F(G(u))= lim F(x) > u.
(Cw)= lm  Fl) >
>u
fUrJ:_>Q(u)
Andererseits gilt fir: < G(u):
F(z) <u,

d.h.z ist keinu-Quantil. Somit istG(u) das kleinste:-Quantil. Auf &hnliche Weise folgt, dass
G(u) das groRte-Quantil ist. O

1.6.3 Konstruktion und Simulation reellwertiger Zufallsvariablen

Wie erzeugt man ausgehend von &ufl) gleichverteilten Zufallszahlen Stichproben von ande-
ren Verteilungen: auf R'?

Beispiel (Endlicher Fall). Gilt u[S] = 1 fur eine endliche Teilmengg C R, dann kdnnen wir
die Frage leicht beantworten: S€i= {z1,...,2z,} CR mitn € Nundz; < x5 < ... < z,.
Die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvétteg . auf S ist gegeben durch

F(c) = pl(=oo,d] = Y ul{z}].

i, <c

Ist U eine auf(0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, dann wird durch
X(w) := g falls Fl(xp_1) < U(w) < F(xg), xp:=—00,
eine Zufallsvariable mit Verteilung definiert, denn fuk = 1,...  n gilt

P[X = ai] = F(xy) — Flae-1) = pl{ze}]-
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F(x)
® 1
o £ 1
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Abbildung 1.15: Wir generieren eine a(ff, 1) gleichverteilte Zufallszahl. Suche nun das mi-

k
nimalek € N, fur das) _ p(x;) > u. Dann istr = z;, eine Stichprobe von der Verteilung
1=1

Wir wollen das Vorgehen aus dem Beispiel nun verallgemairgei 7" : R — [0, 1] eine Funkti-
on mit den Eigenschaften

(1). monoton wachsend: F(z) < F(y) Vax <y
(2). rechtsstetig: li£n F(z)=F(c) VceR

3). normiert:  lim F(zx)=0 , lim F(x)=1.

Das folgende Resultat liefert eine explizite Konstruktener Zufallsvariable mit Verteilungs-
funktion F":

Satz 1.22(Quantiltransformation ). Ist F' : R — [0, 1] eine Funktion mit (1)-(3), und
Gu)=inf{z e R: F(x) > ¢}, wue(0,1),

die linksstetige verallgemeinerte Inverse, dann ist dé Bt= U 1 oG~! der Gleichverteilung
auf (0, 1) unterG ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 aifmit Verteilungsfunktiod.

Insbesondere gilt: Ist/ : & — (0, 1) eine unterP gleichverteilte Zufallsvariable, dann hat die
Zufallsvariable
X(w) = GUW))

unter P die Verteilungsfunktiot'.
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Beweis.Da G(u) einu-Quantil ist, gilt F/(G(u)) > u, also
G(u) = min{z € R: F(x) > u},

und somit furc € R :

Gu)<c < F(zx)>ufireinz<c <= F(c)>u.

Es folgt:
PIGU) <d = Uonl{ue(0,1): Gu) <c}] = F(c)
—
<~ F(c)>u
Also ist F' die Verteilungsfunktion voii7(U) bzw. vony. O

Bemerkung. Nimmt X nur endlich viele Werte:; < 2, < ... < z, an, dann ist" stickweise
konstant, und es gilt:

G(u) = xp fUr Fap_1) <u < F(zg), x:= —00,
d.h.G ist genau die oben im endlichen Fall verwendete Transfoomat

Das Resultat liefert einen

Existenzsatz.Zu jeder FunktionF” mit (1)-(3) existiert eine reelle Zufallsvariablé bzw. eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung auf R mit Verteilungsfunktion?'.

Zudem erhalten wir einen expliziten Algorithmus zur Sintigla einer Stichprobe vop:

Algorithmus 1.23 (Inversionsverfahren zur Simulation einer Stichprobex von ).
(1). Erzeuge (Pseudo)-ZufallszahE (0, 1).
(2). Setzer := G(u).

Dieser Algorithmus funktioniert theoretisch immer. Er adter oft nicht praktikabel, da ma#
nicht immer berechnen kann, oder da das Anwenden der TramatfionG (zunachst unwesent-
liche) Schwachstellen des verwendeten Zufallsgeneratmséarkt. Man greift daher oft selbst
im eindimensionalen Fall auf andere Simulationsverfakrnerz.B. ,Acceptance Rejection“ Me-
thoden zurtck.

Beispiele. (1). BERNOULLI(p)-VERTEILUNG AUF {0, 1}. Hier gilt
F=(1-p) Iy +1-I1x und G =I1_p).

Also ist die Zufallsvariablé; (U) = Ijy<i—p flr U ~ U o1y Bernoulli(p)-verteilt.
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Q = [(1_17,1)

-~ ———

Abbildung 1.16:G(U) = Ijy>1—p ist Bernoull(p)-verteilt.
(2). GLEICHVERTEILUNG AUF (a,b). HieristF(c) = =2 fur c € [a, b], und damit
G(u) =a+ (b—a)u,

siehe Abbildung1.17. Also ist+ (b — a)U fir U ~ Uy 1) gleichverteilt auf(a, b).

bt G

|
T

“ b 0 1
Abbildung 1.17.G(U) = a + (b — a)U ist auf(a, b) gleichverteilt.

(3). EXPONENTIALVERTEILUNG MIT PARAMETER A > O:

Fle)=1—¢, Glu)=F'(u) = —i log(1 — w).

Anwenden des negativen Logarithmus transformiert alsgléiehverteilte Zufallsvariable
1 — U in eine exponentialverteilte Zufallsvariable.
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Kapitel 2

Unabhangigkeit und Produktmodelle

2.1 Unabhangigkeit

2.1.1 Unabhangigkeit von Ereignissen

In Abschnitt?? haben wir einen Unabhangigkeitsbegriff fir Ereignissegefiihrt: Eine Kol-
lektion A;,7 € I, von Ereignissen aus derselberAlgebra A hei3tunabhangig bzgl. einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung, falls

PlA, nA,Nn...n4,) = [[PlA] (2.1.1)
k=1

fur allen € N und alle paarweise verschiedenen . ., i, € I gilt.

Beispiel. Ein EreignisA ist genau dann unabhéngig von sich selbst, we] = P[AN A] =
P[A]? gilt, also wenn die Wahrscheinlichkeit vohgleich0 oder1 ist. Solche Ereignisse nennt
man auch deterministisch.

Wir wollen den obigen Unabhangigkeitsbegriff nun auf Engsgysteme erweitern.

Definition (Unabhéngigkeit von Mengensystemen Eine KollektionA; (i € ) von Mengen-
systemem; C A heitunabhéngig (bzgl.P), falls jede KollektionA; (i € I) von Ereignissen
A; € A; unabhéngig ist, d.h.

PlA,N...n4,] = [[PlA,]
k=1
furallen € N,iy,...,i, € I paarweise verschieden, und,_ € A, (1 <k <n).

59



60 KAPITEL 2. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE

Sind zum Beispield und B unabhangige Ereignisse, dann sindd) = {0, A, A°,Q} und
o(B) = {0, B, B¢, Q} unabhangige Mengensysteme. Viel allgemeiner gilt:

Satz 2.1(Kompositions- und Gruppierungssatz fur unabhangige Ereigissg. SeienA; (i €
I') unabhangige Mengensysteme. Jedesei durchschnittsstabil. Dann folgt:

(1). Dieo-Algebrens(A;) (i € I) sind unabhéngige Mengensysteme.

(2). Istl = U, I eine disjunkte Zerlegung vdndann sind auch die-Algebreno (U, A;)
(k € K) unabhangige Mengensysteme.

Beispiel. Sind 44, ..., A,, unabhangige Ereignisse, dann sind die Mengensystéme { A, },
.. .4, = {A,,} unabhé&ngig und durchschnittsstabil. Also sind auchvefdgebren

o(A) = {0,4;, A, Q} (i=1,...,n)
unabhangige Mengensysteme, d.h es gilt

PBin..nB,) = [[PIB] furBi € {0, A AC,Q}.
=1

Dies kann man auch direkt beweisen, siehe Lerf@fhaben.

Ein Beispiel zum zweiten Teil der Aussage von $aiz 2.1 wevdeim Anschluss an den Beweis
des Satzes betrachten.

Beweis. (1). Seieni,...,i, € I paarweise verschieden. Wir missen zeigen, dass
P[BiN...NB,) = P[B]-...-P[B,] (2.1.2)
furalle B, € o(A;,), ..., B, € 0(A,;,) gilt. Dazu verfahren wir schrittweise:

(a) Die Aussagd (2.1.2) gilt nach VoraussetzungBire A;,,..., B, € A;, .

(b) FurBy, € A,,,...,B, € A, betrachten wir das Mengensystémaller B; € A,
fur die (2.1.2) qilt.D ist ein Dynkinsystem, dagl;, hach (a) enthalt. Dal;, durch-
schnittsstabil ist, folgt

D 2 D(AZI) = 0<Ai1>'

Also gilt (Z1.2) fur alleB; € o(A;,).
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(c) FurB; € o(A;,) und B3 € o(A,,),..., B, € d(A,,) betrachten wir nun das Men-
gensystem alleB, € A, fur die (2.1.2) gilt. Wiederum isD ein Dynkinsystem, das
A;, nach (b) enthalt. Wie im letzten Schritt folgt daher

D D D(Am) = U(Alé)v

d.h. [21.2) ist fur alleB, € o(A,,) erfllt.

(d) AnschlieRend verfahren wir auf entsprechende Weisteew®iachn-facher Anwen-
dung eines analogen Arguments folgt die Behauptung.

(2). Furk € K gilt: o(,;, Ai) = o(Ci) mit

iefk

Ck‘ = {BlmmBnneNalla72n€Ik7BJ€Az7}

Die Mengensystemé,, k € K, sind durchschnittsstabil und unabhéngig, da jede Kollek-
tion von Ereignissenl; € A; (¢ € I), nach Voraussetzung unabhangig ist. Also sind nach
Teil (1) der Aussage auch dieAlgebrenc(Cy), k € K, unabhéngig.

O

Beispiel (Affe tippt Shakespearg. Wir betrachten unabhangigel-Experimente mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeip. Sei X;(w) € {0,1} der Ausgang desten Experiments. Fir ein binares
Wort (ay, . ..,a,) € {0,1}" mit L&ngen € N gilt:

P[XlzCLl,...,Xn:CLn] = P

- bh. n—

ﬂ{Xi = @i}] = (1—=p*,

i=1

wobeik = a; + ... + a, die Anzahl der Einsen in dem Wort ist. Wir zeigen nun:
Behauptung: P[Wort kommt unendlich oft in der Folg&, X,,...vor] =1 fallsp ¢ {0, 1}.
Zum Beweis bemerken wir, dass die Ereignisse

E, = {anJrl :alaanJrQ :a27---7an+n:an}7 m€N7

~Wort steht imm-ten Block®
unabhangig sind. Nach Safz12.1 sind namlich«diglgebren
o({Xmns1 = 1} {Xons2 = 1}, ... {Xonn = 1}}), m € N,
unabhéngig, also auch die darin enthaltenen Ereigtissd-urp # 0 gilt:

PE,] = p"- (1-p)"* >0,
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also)_*_, P[E,] = co. Damit folgt nach Borel-Cantelli:

1 = P[E,unendlichoff < P[Wort kommtunendlich oft vdr

2.1.2 Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Wir fihren nun einen Unabhangigkeitsbegriff fur Zufallsahlen.X; mit Werten in allgemeinen
meRbaren RAumdiy;, S;) ein, der kompatibel mit dem oben definierten Unabhéangigkeriff
fir Mengensysteme ist.

Definition (Unabhangigkeit von Zufallsvariablen mit allgemeinem Zusandsraum).
Sei(2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seigh, S;) mef3bare Raume.

(1). Eine endliche KollektionX; : Q@ — Sq, ..., X,, : Q@ — S, von Zufallsvariablen auf
(2, A, P) heildtunabhangig falls

PIX,€Bi,....X,€B,] = [[P[X;e B] VBieS (1<i<n). (2.13)

=1

(2). Eine beliebige Kollektiok; : 2 — S; (¢ € I) von Zufallsvariablen auf(2, A, P) heil3t
unabhéngig falls jede endliche TeilkollektioX;,, ..., X; (mitiy,... i, € [ paarweise
verschieden) unabhangig ist.

Bemerkung. (1). Die Definition istkonsistent Jede endliche Teilkollektion einer unabhangi-
gen endlichen Kollektion von Zufallsvariablen ist wiedeabhangig im Sinne vof (2.1.3).

(2). Die ZufallsvariablenX;, i € I, sind genau dann unabhangig, wenndalgebren
o(X;) = {X;YB):BeS}, i€l
unabhangige Mengensysteme sind.
Seien(gi, SZ) weitere melRbare Raume. Eine sehr wichtige Konsequenz voreiBeng (2) ist:

Satz 2.2(Funktionen von unabhéngigen Zufallsvariablen sind unabh&gig).
SindX; : Q — S; (¢ € I) unabhéangige Zufallsvariablen ai®, A, P), und sindh; : S; — §i
mefRbare Abbildungen, dann sind auch die Zufallsvariahlé®;), i € I, unabhéngig bzglP.
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Beweis.Fir: € I gilt

o(hi(X:)) = {(hioX)) " (B):BeS} = {X'(h7'(B):BeS} C o(X).

7 7

Da diec-Algebrens(X;), i € I, unabhangig sind, sind auch die von den Zufallsvariah|éi;)
erzeugterr-Algebren unabhangige Mengensysteme. O

Allgemeiner kdnnen wir Funktionen von disjunkten Gruppen unabhangigen Zufallsvariablen
betrachten, und erhalten wieder unabhangige Zufalldviamna

Definition (Von mehreren Abbildungen erzeugteos-Algebra). Fiur J C [ ist die von den
AbbildungenX; : Q) — S; (i € J) erzeugter-Algebradefiniert als

c(Xi:ield) = o({X;'(B):ieJBeS}) = O’<U0<Xi)>.

ieJ
Offensichtlich isto(X; : i € J) die kleinstes-Algebra auf(2, bzgl. der alle AbbildungerX,
i € J, mel3bar sind.

Seinun/ = Uklk eine disjunkte Unterteilung der Indexmenge. Dann sind dibildungen

X, = (X)), - Q=8 (ke K)

k i€l

Zufallsvariablen bzgl. der ProduktAlgebren),., S; auf den Bildraumert™ = X, S;.
Diese Zufallsvariablen sind wieder unabhangig, denn amfgjvon Satz 211 sind die von ihnen

erzeugterr-Algebren

o(Xiriely) = a(Ua(XQ), ke K,

i€l
unabhangig. Somit sind nach Safz]2.2 auch beliebige (beglPdodukts-Algebra mel3bare)
Funktionen
Vi = h(Xyg), ke K,

von den Zufallsvariablen der verschiedenen Gruppen wigdabhangig.

2.1.3 Maxima von unabhangigen exponentialverteilten Zufésvariablen

SeienT}, Ty, . .. unabhangigéxp(1)-verteilte Zufallsvariablen. Wir wollen uns Uberlegengwi
sich die Extremwerte (Rekorde)

M, = max{T\,...,T,}

asymptotisch fin — oo verhalten. Dazu gehen wir in mehreren Schritten vor:
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().

).

Wir zeigen zunachst mithilfe des Borel-Cantelli-Leasn

=1 P-fast sicher. (2.1.4)

lim sup
n—00 IOg n

Zum Beweis berechnen wir figre R:

T,
P{ > c} = P[T, >c-logn] = e ¢l8" = p=,
logn

Firc > 1qilt Y°7° , n=¢ < co. Nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma folgt daher

T,
P {lim sup

T, )
>c] < P{ >c unendllchof} = 0.
nooo 1lOgMN

logn

Furc 1 erhalten wir dann wegen der monotonen Stetigkeit #on

P [limsup In > 1 >c|l = 0. (2.1.5)

n—oo 10€T

T,
= limP [lim sup
eNd n—o00 ogn

Furc¢ < 1 gilt dagegeny_ > n ¢ = oo. Da die Ereigniss€7,, > clogn},n € N,
unabhangig sind, folgt nach dem 2. Borel-Cantelli Lemma:

T T, .
P |lim sup >c > P > ¢ unendlich of = 1.
n—oo lOgmn logn
Furc 1 erhalten wir mithilfe der monotonen Stetigkeit:
: 1, : : T,
P {hm sup > 1} = limP {hm sup > c} = 1L (2.1.6)
n—oco 108N c/'1 n—oo 10gM

Aus (2.1.5) und(2.116) folgt die Behauptuhg (211.4).

Als nachstes folgern wir:

M, :
M, ~logn, d.h. lim — =1 P-fast sicher. (2.1.7)

n—oo logn

Zum Beweis zeigen wir:

M,
() limsup <1 P-fs.,und
n—oo lOgMn

M,
(b) liminf — >1 P-fs.
n—oo logn

Aussage (a) folgt aus (1), denn fie R gilt:

n

lim sup > c max{71y,...,T,} = M, > c¢-logn unendlich oft

=
n—oo 108

= Timy > c-logn flr k(n) < n fur unendlich vielen
= T, > c-logk unendlich oft
=

> c

’ Ty
im sup
log k
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Nach (1) hat das letztere Ereignis féir> 1 Wahrscheinlichkeit O, also gilt wegen der
monotonen Stetigkeit voF:

M, M,
P {lim sup > 1} = limP {lim sup >c = 0.
n—oco 10gM e\l n—oo 1O0gMN
Zum Beweis von (b) gentigt es wegen der monotonen Stetigkeigen, dass fir < 1
M, . M, _
P > ¢ schlie3lic = P < ¢ nurendlicho = 1
logn logn
gilt. Nach Borel-Cantelli | ist dies der Fall, wenn
M,
yor { < c} < (2.1.8)
= logn

gilt. Fur ¢ € R erhalten wir aber wegen der Unabhangigkeittier

M,, . n
PL Sc] = P[T;<c-logn V1<i<n] = P[T} <c-logn]
ogn

—c 1—c

— (1 _ n—c)n S e—n~n — e—n ,
und diese Folge ist flir < 1 summierbar. Also gilt(2.118) fur alle < 1, und damit (b).

(3). Abschliel3end untersuchen wir die Fluktuationen ddrdfmwerte),, um log n noch ge-
nauer. Wir zeigen, dass die Zufallsvariable — log n in Verteilung konvergiert:

PIM, —logn<¢ ™% "  furaleceR. (2.1.9)
Beweis.Wegen
PIM,<c = P[Ti<c Vi=1,...,n] % (1—e)" firalleceR
folgt
P[M, —logn<¢ = P[M,<c+logn] = (1- % e ¥ et
U

Aussagel(2.1]9) besagt, daks — logn in Verteilung gegen ein&umbel-verteilte Zu-
fallsvariableX, d.h. eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktidn (c) = e~ “ konver-
giert. Fur grof3e: gilt also ndherungsweise

M, = logn+X, X~ Gumbel

wobeilog n die Asymptotik undX die Fluktuationen beschreibt.
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2.2 Endliche Produktmale

Um Aussagen tber den Zusammenhang mehrerer Zufallsvemiahl . . ., X,, zu treffen, beno-
tigen wir Kenntnisse tUber deren gemeinsame Verteilung, icbbr die Verteilung des Zufalls-
vektors X = (Xi,...,X,). Diese ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf demdBko der
Wertebereiche der einzelnen Zufallsvariablen.

2.2.1 Produktmal3e und Unabh&angigkeit

Seien(S;, S;), 1 <i < n, messbare Rdume. Die ProdukiAlgebrasS; ®. ..®S, aufS; x...x S,
wird von den endlichen Produkten von Mengen ausadigebrens; erzeugt:

S$®..088, = o{Bix...xB,:B, €S V1<i<n}).
Bezeichnen wir mit
TSI X ... xS, — S, mi(T, .., ) =y,
die kanonische Projektion auf dige Komponente, so gilt
S$®..08, = o(m,...,m).

Beispiel (Borelsches-Algebra auf R™). Die Borelsches-Algebra aufR™ wird zum Beispiel
von den offenen Quadern, also den Produkten von offenervéiken, erzeugt. Daher gilt

BR") = BR)®..®BR) = éB(R).

TV
n mal

Ein anderes Erzeugendensystem Y@®R™) bilden die Produktmengen
(—00, 1] X (=00, 9] X ... X (—00, ¢, Cly.. .0 €R. (2.2.2)
Ist . eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung 88if x ... X S,,, $; ®...®S,,), dann heil3en
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
fr, = pom 1<i<n,

auf den KomponentefS;, S;) (eindimensionale) Randverteilungen (marginalsyon p. Wir
werden in Abschnitt 3]3 allgemeine Wahrscheinlichkeitikingen auf Produktraumen kon-
struieren. Zunéchst betrachten wir hier eine speziellssédaolcher Verteilungen: die (endlichen)
Produktmale.
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Definition (Endliches Produktmal)). Seien(S;, S;, ;) Wahrscheinlichkeitsraume, < i < n.
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilungauf (S; x ... x 5,,81 ® ... ® S,,) hei3t Produkt dey;,
falls

pBix...xB,] = [JwlB] firale B €S (1<i<n) (2.2.2)
=1

gilt.

Bemerkung (Existenz und Eindeutigkeit von Produktmalf3er). Das Produktmalf ist durch
(2.2.2)eindeutigfestgelegt, denn die Produktmengen bilden einen durclitss$tabilen Erzeuger
dero-Algebra$S; ® ... ® S,. Die Existenason Produktmal3en folgt allgemein aus dem Satz von
Fubini, den wir in Abschnift 313 beweisen. Fir Wahrschetmiteitsverteilungen ali zeigen wir

die Existenz von Produktmalen im n&chsten Abschnitt.

Das nach der Bemerkung eindeutige Produkt der Wahrsctiekelitsverteilungep,, . . ., u, be-
zeichnen wir mitu; ® ... ® fi,.

Die eindimensionalen Randverteilungen eines Produktmsidd gerade die Faktoresn:

Lemma 2.3. Unter dem Produktmaf} = 11; ® ... ® u, sind die Projektionen
Wi:Slx...xSn—>Si, m(azl,...,xn):xi, 1§Z§n,
unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilupg

Beweis.FurB; € S; (1 <i <n)qgilt
plr € Br,... . m €B,] = pBix...xB,] = [[wlBil
=1

also insbesonderngn; € B;] = u;[B;] furi = 1,...n. Hieraus folgt die Unabh&ngigkeit. [

SindX; : Q — S; (1 < i < n) Zufallsvariablen mit Werten in messbaren Raunien S;),
welche auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsrgund, P) definiert sind, dann ist

(Xl,...,Xn)Z Q — Slx...xSn

eine Zufallsvariable mit Werten im Produktrad$y x...x .S,,$1®...®S,), denn fur beliebige
MengenB; € S; (1 <1 <n) gilt:

n

{(X1,....X,)€Bix...xB,} = [{XieB} € A

i=1

Wie zuvor im diskreten Fall (s. Abschn??) definieren wir:
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Definition (Gemeinsame Verteilung. Die Verteilungux, ... x, des Zufallsvektor&Xy, ..., X,)

auf(S; x... x5, S1®...08,) heilltgemeinsame Verteilunder ZufallsvariablenX;, . .., X,,.

-----

Der folgende Satz gilt analog zum diskreten Fall:
Satz 2.4(Unabhéangigkeit und Produktmaf3g. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(1). Die ZufallsvariablenX;, ..., X,, sind unabhangig.

(2). Die gemeinsame Verteilung,, .. x, ist ein Produktmal.

.....

(3) KX, Xn - ,UX1®®,MXn

Beweis., (1) = (3) “ folgt direkt aus der Definition der Unabhangigkeit: &ix, ..., X,
unabhangige Zufallsvariablen, dann giltfiy € S; (1 < i < n):

Uxy,... X"[le---XBn] = P[(Xl,...,Xn)ele...XBn]
= [[PlX: € B] = [[ux[B].
=1 =1

Die Implikation ,, (3) = (2) “: ist offensichtlich, und ,, (2= (1) “ folgt aus Lemma_2]3: Ist
Lx, .. x, €in Produktmalf3, dann sind die kanonischen Projektioanen . , 7, unabhangig unter
px,...x,- Alsogiltfur B, € S;:

P[XleBl,...,XnEBn] = HUx,

~~~~~~

2.2.2 Produktmale aufR"

Im Fall S; = ... = S, = R mit Borelschero-Algebra bilden die Mengen auls_(2.2.1) einen
durchschnittsstabilen Erzeuger der ProdeidgebraB(R™). Also isty = 1 ® ... ® p, genau
dann, wenn

pl(—o0, el x ... x (=00,c]] = JJumil(—o0.c]]  furallee,...,c, €R
i=1
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gilt. Die gemeinsame Verteilung reellwertiger Zufallsedten X,..., X,, : @ — R auf der
Produkte-AlgebraB(R™) = @, B(R) ist somit vollstandig durch die Werte

Fx,. . x,(C1y...,¢n) = pxy. x,[(—00,c1] X ... X (=00, ] (2.2.3)

mit (¢4, ..., c,) € R™ beschrieben. Insbesondere sixid . . ., X,, genau dann unabhéngig, wenn
FX1 ..... Xn(Cl,...,Cn) = HFXz(CZ> far alle (Cl,...,Cn> e R" gllt
=1

Definition (Gemeinsame Verteilungsfunktior). Die FunktionFy,  x, : R® — [0,1] heif3t

gemeinsame Verteilungsfunktioder ZufallsvariablenXy, . . ., X, bzw. der multivariaten Wahr-

.....

scheinlichkeitsverteilungx, . x,..

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall, dass dieadiven Verteilungen absolutstetig sind.
Der Satz von Fubini, den wir in Abschriitf 8.3 in gro3erer Aligeinheit beweisen werden, besagt
unter anderem, dass dasdimensionale Lebesgue-Integral einer beliebigen Boretsbaren
nicht-negativen Funktiorf : R” — R existiert, und als Hintereinanderausfihrung von eindi-
mensionalen Integralen nach den Koordinaten . ., x,, berechnet werden kann:

/f(:c)d:c - /-~-/f(:c1,...,xn)dazn~-~da:1.

Hierbei kbnnen die eindimensionalen Integrationen indijer Reihenfolge ausgefihrt werden.
Fir den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung @i Abschniti3.B unten.

In Analogie zum eindimensionalen Fall nennen wir ein Wathegdichkeitsmalfg auf(R", B(R"))
stetig oderabsolutstetig falls eineB(R")-messbard®ichtefunktionf : R" — [0, co) existiert
mit

i) = [1wde = [1a)@ i

fur jeden Quader, bzw. allgemeiner fur jede Borel-Mefg€ R”. Wie im eindimensionalen Fall
ist die Dichtefunktion bis auf Modifikation auf einer LebeggNullmenge eindeutig bestimmit.

Beispiel (Gleichverteilung auf einer Teilmenge defR™). Die Gleichverteilung auf einer mel3-
baren Teilmengé desR™ mit endlichem positivem Lebesgue-Ma(¥] ist definiert durch

Us[B] = A[f[g]s] _ A[IS] /st(g;)dx fir B € B(R").

Us ist absolutstetig mit Dichtg (z) = Is(x)/A[S].
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Endliche Produkte von eindimensionalen absolutstetigahré¢heinlichkeitsverteilungen sind
wieder absolutstetig, und die Dichte ist das Produkt dexredimen Dichten:

Lemma 2.5(Dichten von ProduktmalRRen). Sindu, .. ., u, absolutstetige Wahrscheinlichkeits-
mafle aufR, B(R)) mit Dichtefunktionery, ..., f,, dann ist das Produkt = p; ® ... ® p,
eine absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung(@uf, B(R™)) mit Dichtefunktion

n

flan, ) = [ fiz)
=1
Hieraus folgt die Behauptung, da die Produktmengen einechdghnittsstabilen Erzeuger der
Borel sigma-Algebra aufR™ bilden.

Beweis.Fir jede ProduktmengB = B; x ... x B, mit MengenB; € B(R) gilt nach dem Satz
von Fubini:

n

uB] = ﬁm[Bi] _ ﬁ/fi(xi) da; = /-~-/IB(331,...,xn)Hfl-(:cl-) doy - da,.

i=1
L

Beispiel (Gleichverteilung auf n-dimensionalem Quadej. Ist p; = U, 5,y die Gleichvertei-
lung auf einem endlichen Intervall;, b;), —oco < a; < b; < oo, dannisty = p; ® ... ® p, die
Gleichverteilung auf dem Quadsr= (ay,b;1) x ... X (ay, b,), denn fur die Dichtefunktion gilt:

n

Lia; b, (T !
flar, ... zn) = 1j[1 (b;bi)(ai) - ;[(S:Cf

Ein anderes Produktmal’ von fundamentaler Bedeutung fWalnescheinlichkeitstheorie ist die
mehrdimensionale Standardnormalverteilung:

Beispiel (Standardnormalverteilung im R"). Das Produkj: = ., N(0, 1) vonn eindimen-
sionalen Standardnormalverteilungen ist eine absotigst&Vahrscheinlichkeitsverteilung auf

(R™, B(R™)) mit Dichte
1 2 2
(\/% exp (—%)) = (2m)7"? exp (—HZH ) , x € R".
1

Das Mal¥: heil3tn-dimensionale Standardnormalverteilung

flxy,...,x,) =

n

)
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Abbildung 2.1: Dichte der Standardnormalverteilundi

In Analogie zu der entsprechenden Aussage fir diskretdlZwdaiablen erhalten wir:
Korollar 2.6. SeienXy, ..., X, : Q — R reellwertige Zufallsvariablen.

(1). SindXy,..., X, unabhangig mit absolutstetigen Verteilungen mit Dichfen, ..., fx,,
dann ist die gemeinsame Verteilung absolutstetig mit Bicht

v (@1, @) = foxxi)-

(2). Umgekehrt gilt: Ist die gemeinsame Verteilung absbéiig, und hat die Dichte eine Dar-
stellung

n

fxo o x, (X1, x,) = CHQZ(J%)

=1
in Produktform mit einer Konstantec R und integrierbaren Funktioneg : R — [0, co),
dann sindX4, ..., X,, unabhangig, und die Verteilungen sind absolutstetig mihiBan

9i(:)
[ gi(t)dt”

R

sz(xl)

Der Beweis wird dem Leser zur Ubung tiberlassen.
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2.2.3 Konfidenzintervalle fur Quantile

Sei (4, ...,r,) einen-elementige Stichprobe von einer unbekannten Wahrsaétiekelitsver-
teilungp auf (R, B(R)). Wir nehmen an, dass,, . . ., z,, Realisierungen von unabhéangigen Zu-
fallsvariablen mit Verteilung: sind:

Annahme: X, ..., X, : Q@ — R unabhangig unteP, mit Verteilungy.

Wir wollen nun die Quantile (z.B. den Median) der zugrunegéinden Verteilung auf der Basis
der Stichprobe schéatzen. Eine FunktibaX;, ..., X,), T : R® — R messbar, nennt man in
diesem Zusammenhang auch eBtatistik der Stichprobg X7, ..., X,,). Eine Statistik, deren
Wert als Schatzwert fiir eine Kenngréfde:) der unbekannten Verteilung verwendet wird, nennt
man auch einePunkt-) Schatzer fur ¢. Nahe liegende Schétzer fir Quantile versind die
entsprechenden Stichprobenquantile. Unser Ziel ist eskamfidenzintervalldir die Quantile
anzugeben, d.h. von den Wertéf, ..., X,, abh&ngende Intervalle, in denen die Quaniite
abhangig von der tatsachlichen Verteilungt hoher Wahrscheinlichkeit enthalten sind. Seien
dazu

Xy < Xg < ... < X

die der Grol3e nach geordneten Wekig . . ., X,, — diese nennt man au@rdnungsstatistiken
der Stichprobe. Die Verteilung der Ordnungsstatistikemigin wir explizit berechnen:

Satz 2.7(Verteilung der Ordnungsstatistiken).

(1). IstF die Verteilungsfunktion von, dann hatX;, die Verteilungsfunktion

Fuy(c) = Bin(n, F(c))[{k,k+1,...,n}]

= > (") F(c)? - (1= F(c))" . (2.2.4)
—\J
J
(2). Ist F stetig undy einu-Quantil vonu, dann folgt
P, [Xw <q] = Bin(n,u)[{k,k+1,...,n}].
Beweis.Die Ereignisse{ X; < c},1 < i < n, sind unabhéangig mit Wahrscheinlichkéitc).

Also gilt

Fuyle) = P, [X@ <c] = P,[X; <cfur mindesteng verschiedenee {1,...,n}]
= Bin(n, F(c))[{k,k+1,...,n}].

Ist F’ stetig undg einu-Quantil vonF', dann giltF'(¢) = u nach LemmaZl1.21. O
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Nach Satz 2]7 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der WertXgn unterhalb eines-Quantils der
zugrundeliegenden Verteilungliegt, fur alle stetigen Verteilungen gleicBlamit folgt unmittel-
bar:

Korollar 2.8 (Ordnungsintervalle). Seiu € (0,1) und1 < k < | < n. Dann ist das zuféllige
Intervall (X ), X(;y) ein Konfidenzintervall fur dag-Quantil der zugrundeliegenden Verteilung
1 zum Konfidenzniveau

g = Bin(n,u)[{k,k+1,...,1—1}],

d.h. fir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung@uf R mit stetiger Verteilungsfunktion, und fiir jedes
u-Quantil g vonu gilt:

Plae (Xw, Xo)] = B
Beweis.Nach Satz 2]7 gilt

P Xuw <q<X()] = Bin(n,u)[{k,k+1,...,n}] = Bin(n,u)[{l,1+1,...,n}]
= Bin(n,u)[{k,k+1,...,1—1}].

Fur grol3en kann man die Quantile der Binomialverteilung naherungsevaiithilfe der Normal-
approximation berechnen, und erhélt daraus entsprechéntdaenzintervalle fir die Quantile
von Verteilungen auR. Bemerkenswert ist, dass diese Konfidenzintervalle niahfir Vertei-
lungen aus einer bestimmten parametrischen Familie (zBFdmilie der Normalverteilungen)
gelten, sondern flalle Wahrscheinlichkeitsverteilungen af mit stetiger Verteilungsfunktion
(nichtparametrisches statistisches Modlell

Beispiel (Konfidenzintervalle fir den Median). Die Binomialverteilung Biifn, 1/2) hat den
Mittelwertm = n/2 und die Standardabweichung= \/n/2. Nach dem Satz von de Moivre/La-
place ist fir gro3e ca. 95 % der Masse in der Men§en —20|, ..., [m+20]} enthalten. Also
ist das IntervalI(X(Ln/Q_\/m), X(Wgh/m)) ein approximatives 95 % Konfidenzintervall fr den
Median einer beliebigen Verteilung mit stetiger Verteggfunktion. Beispielsweise kénnen wir
bei Zufallsstichproben der Grél3e 100 mit hoher Konfidenzaetewm, dass der Median zwischen
dem 40. und 61. Wert liegt.
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Ist die zugrundeliegende Verteilung absolutstetig mit Dichtef, dann kann man die Dichte
der gemeinsamen Verteilung der Ordnungsstatistiken méneiSymmetrieargument berechnen.
WegenP[X; = X,] = 0 flr ¢ # j gilt in diesem Fall

P[X(l) SCl,...,X(n) Scn] = TL'P[Xl SCl,...,XnSCn,Xl <Xy < ... <Xn]
=l [ [ e F ) 1) dun

Hieraus folgt, dass die gemeinsame Verteilung %0, . . ., X(,,) absolutstetig ist mit Dichte

fX(1) ----- X(n) (Y1, y) = nl- [{y1<y2<~~~<yn}f(y1) o [ (Yn)-

Durch Aufintegrieren erhalt man daraus mithilfe des SatpesRubini und einer erneuten Sym-
metrietiberlegung die Dichten der Verteilungen der eireel@rdnungsstatistiken:

n!

Few® = G Dim w F(y)* ' (1= F(y)" " f(y).

Dasselbe Resultat hatte man auch mit etwas Rechnen aus.Baeri2iten konnen.

Beispiel (Beta-Verteilungen). Sind die Zufallsvariablen; auf (0, 1) gleichverteilt, dann hat
X(k) die Dichte

fxp) = Blkn—k+1)7"u (1= u)"F - Ty (u)
mit Normierungskonstante
a—1I(b—1)!

B(a,b) = /Olua_l(l —u)" du (Z : (a+b—1)!

Die entsprechende Verteilung heB&ta-Verteilung mit Parametern a, b > 0, die FunktionB

fUra,bGN).

ist dieEuler'sche Beta-Funktian

9 | \

Abbildung 2.2: Abbildung der Dichtefunktionen der OrdnsstatistikenX(,,..., X (rot,
gelb, grun, blau, magenta) bzgl. der Gleichverteilung(auf) .
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2.3 Unendliche Produktmodelle

Seienuy, s, . . . vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen @fB3(R)). Wir werden nun
explizit unabhéngige ZufallsvariableXy,, £ € N, mit Verteilungenu; konstruieren. Als Konse-

quenz ergibt sich die Existenz des unendlichen Produkis@®e,. als gemeinsame Verteilung
k=1
der Zufallsvariablenx;,.

2.3.1 Konstruktion von unendlich vielen unabhangigen Zufésvariablen

Die ZufallsvariablenX; kdnnen wir sogar auf den Rauth= (0, 1) mit Gleichverteilung reali-
sieren:

Satz 2.9.Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum, B((0, 1)), U,1)) existieren unabhangige Zufalls-
variablenX;, : Q@ — R, k£ € N, mit Verteilungen

PoX,' = furallel <i <n.
Beweis. Wir verfahren in drei Schritten:

(1). Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall
1
it = Bernoulli (5) = VEeN,

d.h. im fairen Minzwurfmodell. Dazu verwenden wir die schiorAbschnitt[1.2 einge-
fuhrte TransformationX : (0,1) — {0, 1}", die einer reellen Zahl die Ziffernfolge ihrer
Binardarstellung zuordnet, d.h. wir setzen

2]671

Xiw) = Ip(w), Dy = Jl@i-1)-27%2i-27%),

=1

siehe Abbildun@ 1l4. Die AbbildungeX, : (0,1) — {0, 1} sind messbar, und es gilt
PXi=a,....X,=a,] = 27" Vn € Nyay,...,a, € {0,1}, (2.3.1)

da die Menggw € Q : Xj(w) = a4,..., X, (w) = a,} gerade aus den Zahlen (A, 1)
besteht, deren Binardarstellung mit den Ziffern. . ., a,, beginnt, und damit ein Inter-
vall der Lange2~™ ist. Nach [2.3.1) sind\y, ..., X, fur alle X, k € N, unabhangig mit
Verteilung .
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2).

3).

Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall
M = Z/{(OJ) VkeN.

Dazu zerlegen wir die gerade konstruierte Folgdw) € {0,1},k € N, in unendlich
viele Teilfolgen, und konstruieren aus jeder Teilfolge @éeeine Zahl au§), 1| mit den
entsprechenden Binarziffern. Genauer setzen wir in Bardtdllung:

U1 = 0.X1X3X5X7"' s
Uy = 0.XoXeX10X14-"-,
U3 = 0.X4X12X20X28 SR usw,

also allgemein fuk € N:
Uk(&)) = ZXIC,Z(W) . 2_i m|t ka = X(Qi_l),gkfl.
=1

Da die ZufallsvariablenXy ;, i,k € N, unabhangig sind, sind nach dem Zerlegungssatz
auch dies-Algebren
A, = o(Xg4li € N), ke N,
unabhangig, und damit auch dig.-messbaren Zufallsvariablén,, £ € N. Zudem gilt fur
n € Nund

r:Zai-Zi_l e {0,1,...,2" —1}:
i=1

PlU.€(r-27"(r+1)-27" = PXwui=ay,..., Xpp=0ay = 27"

Da die dyadischen Intervalle ein durchschnittsstabileg&gendensystem der Borelschen
o-Algebra bilden, folgt, dass die Zufallsvariabl&p auf [0, 1] gleichverteilt sind.

Im allgemeinen Fall konstruieren wir die Zufallsvdniien aus den gerade konstruierten un-
abhangigen gleichverteilten Zufallsvariablep & € N, mithilfe des Inversionsverfahrens
aus Satz 1.21: Sindy, k € N, beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen &Rf 5(R)),
und

Gi(u) = inf{zeR: F(z)>u}

die linksstetigen verallgemeinerten Inversen der Vartgjsfunktionen

Fi(e) = pl(—o00,d]],

dann setzen wir
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Da die Zufallsvariable®,,, & € N, unabhangig sind, sind nach Saizl2.2 auchié: € N,
wieder unabhangig. Zudem gilt nach Satz 1.21:

PoY, ' = iy furallek € N.

O

Bemerkung. (1). Der Beweis von Safz 2.9 ist konstruktiv. Fir numeriséingvendungen ist
allerdings zumindest der erste Schritt des beschriebenastkiktionsverfahrens ungeeig-
net, da Defizite des verwendeten Zufallszahlengeneratatslie Darstellungsungenauig-
keit im Rechner durch die Transformation verstéarkt werden.

(2). Mithilfe des Satzes kann man auch die Existenz einggdohabhangiger Zufallsvariablen
X, k € N, mit Werten imR¢, oder allgemeiner in vollstandigen, separablen, meteisch
RaumensSy, k£ € N, und vorgegebenen Verteilungen auf den Borelschen-Algebren
B(S) zeigen. Sind beispielsweigge : R — S, Bijektionen, sodasg, und ¢, ' messbar
sind, und sindX;, : QO — R unabhangige reellwertige Zufallsvariablen mit Verteden
P[X, € B] = ux|éw(B)], dann sind die transformierten Zufallsvariablen

X = (Zbk(j(:k) 0 — Sk, Vk € N,

unabhangig mit Verteilungem,.

2.3.2 Random Walks imR?

Sei ;1 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung a(@®?, B(R¢)), und seienX;,i € N, unabhangige
Zufallsvariablen mit identischer Verteilung; ~ p. Der durch

Se = a+Y X; n=012..,
i=1

definierte stochastische Prozess h&8hdom Walk mit Startwedt € R¢ und Inkrementvertei-
lung .

Im Fall d = 1 kénnen wir Stichproben von den Zufallsvariabl&p, und damit vom Random
Walk, beispielsweise mithilfe der Inversionsmethode dieren.
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Abbildung 2.3: Grafiken von Trajektorien des Random Walksweischiedenen Inkrementver-
teilungen.

Abbildung2.3 zeigt Grafiken von Trajektorien des Randomk@&/atit den Inkrementverteilungen

1 :
poo= 5(51 +0_1) (klassischer Random Walk (SSRW))
w = N(0,1) (diskrete Brownsche Bewegung),
1 mit Dichte
fl) = eI @  (zentrierteExp(1)-Verteilung)

und . mit Dichte

3 3 . . . 3
flx) = 3-2_5/2-(x+§)_5/2-1(%700)(x+§) (zentrierte Pareta(— 1, o)-Verteilung mita = 5).
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1 2 3
Abbildung 2.4: Dichten der drei stetigen Verteilungen ausbidung[2.38: fx (1) in Blau,

fesp(ny—1 IN Magenta undfparetga—1.0) iN ROL.

Im Gegensatz zu den anderen Verteilungen fallt die DichtePdeeto-Verteilung fir — oo
nur sehr langsam ab (,heavy tails“). Insbesondere hat dieeN@ng unendliche Varianz. Die
Trajektorien der Random Walks werden mit der folgenden liattitica-Routine simuliert:

nmax = 10000; )

RandomChoice[{1, 1}, nmax];
RandomReal[NormalDistribution[0, 1], nmax];

u RandomReal[{0, 1}, nmax]; y =Log[u] — 1;
$\alpha$ = 3/2; x0 =$\alpha$—- 1; p =
RandomReal[ParetoDistribution[x0$\alpha$], nmax];
m = Mean[ ParetoDistribution[x0, $\alpha$]]; q = p— m;

X

z

rwsimple = Accumulate[x]; rwexp = Accumulate[y];
rwnormal

Accumulate[z]; rwpareto = Accumulate[q];

ListLinePlot[{rwsimple[[1 ;; 3000]], rwexp[[1l ;; 3000]],
rwnormal [[1 ;; 3000]], rwpareto[[1 ;; 3000]]}]

Die Trajektorien des klassischen Random Walks, und der &andalks mit exponential- und
normalverteilten Inkrementen sehen in grol3eren Zeitrauétalich aus. Die Trajektorien des
Pareto-Random Walks (gruin) verhalten sich dagegen andgetsyerden auch in langeren Zeitrau-
men von einzelnen grof3en Spriingen beeinflusst. Tatsadtaiohman zeigen, dass alle obigen
Random Walks mit Ausnahme des Pareto-Random Walks in eieengmgeten Skalierungslimes
mit Schrittweite gegen 0 in Verteilung gegen eine Browndsb@egung konvergieren (funktio-
naler zentraler Grenzwertsatz).
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2.3.3 Unendliche Produktmalle

Als Konsequenz aus dem Satz kdnnen wir die Existenz von Uicked Produktmafien als ge-
meinsame Verteilung von unendlich vielen unabhangigealByfariablen zeigen. Dazu versehen
wir den Folgenraum

RY = {(x1,2,...)|zx € R, VL €N}

mit der Produkis-Algebra

QBR) = 0o(C) = o(mlkeN),

keN

die von der KollektiorC aller Zylindermengen
{m€By,....,mTn€B,} = {x= (1) €RYax,€B,...,2, € B},
neN, By, ..., B, € B(R), von den Koordinatenabbildungef : RY — R, m(z) = 4.

Korollar 2.10 (Existenz von unendlichen Produktmal3eih Zu beliebigen Wahrscheinlichkeits-
verteilungenu, auf(R, B(R)) existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilurn= @) 1ux

keN
auf (RN, ® B(R)) mit
keN

pulm € B, ...,m € By = u[Bi] ... B (2.3.2)
furallen € NundBy,..., B, € B(R).

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungmit (Z.3.2) hei3Produkt der Wahrscheinlich-
keitsverteilungenuy, k € N.

Beweis.Die Eindeutigkeit folgt, da die Zylindermengen ausinN-stabiles Erzeugendensystem
der Produkts-Algebra bilden.

Zum Beweis der Existenz: betrachten wir die Abbilduxig @ — R mit
Xw) = (Xi(w), Xa(w),...),

wobei X, unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilupg sind. X ist messbar bzglQ B(R),
keN
denn

X'z e RY(zy,...,2,) € B} = {weQ(Xi(w),...,.X,(w)eB} € A
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fur allen € Nund B € B(R"). Seiu = P o X! die Verteilung vonX aufRY. Dann gilt

plri € By,...,mm € By = pl{z eRY2 € By, ..., z, € B}
= P[X;€By,...,X, €B,]

= [ mlB

furallen € NundBy, ..., B, € B(R). Also istu. das gesuchte Produktmal3. O

Bemerkung. Auf analoge Weise folgt nach Bemerkung 2. von oben die Existies Produkt-

mafes) 1. von beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilungenk € N, auf vollstéandigen, se-
kEN
parablen, messbaren Raumgnmit Borelschens-AlgebrensS,.. Das Produktmal} sitzt auf dem

<><sk, ®5k>.

keN keN
Der Satz von Carathéodory impliziert sogar die Existenzblrebigen (auch tUberabzahlbaren)

Produktraum

Produkten von allgemeinen Wahrscheinlichkeitsrauftgns;, ), € I.

Sind(S;, S;, i;) beliebige Wahrscheinlichkeitsraume, dann sind die Kow#inabbildungen;, :

X S; — Sk unter dem Produktma€¥) 1; unabhangig undgi,-verteilt. Man nennt den Produk-
€N el

traum
(A P) = ( X S;, ®Sz‘,®/~bi>

daher auch dasanonische Modellfir unabhéngige,;-verteilte Zufallsvariablen.

2.4 Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov

2.4.1 Asymptotische Ereignisse

Sei X; (i« € I) eine unendliche Kollektion von Zufallsvariablen, die aifean gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraurtf2, A, P) definiert sind.

Definition. Ein EreignisA € o(X; |i € I) heildtasymptotisches Ereignis (tail evenfplls
A€ o(X;|ie I\l fur jedeendlicheTeilmenge, C I gilt.

Die Menge
T = (| o(Xi|iel\L)
IpCI endlich

aller asymptotischen Ereignisse ist einédlgebra.r heil3tasymptotischer-Algebra(tail field).
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Beispiel. (1). DYNAMISCH: Ist X,,,n € N eine Folge von Zufallsvariablen (welche beispiels-
weise eine zuféllige zeitliche Entwicklung beschreib@nd gilt fir ein EreignisA €
o(X,,n € N):

Aasymptotisch & A € o(X,41, Xog2, ) fur allen.
Zukunft abn,

Beispiele fur asymptotische Ereignisse von reellwertigefallsvariablen sind

, 1
{X,, > 5n unendlich of}, {limsuan < c} : {3 lim X,}, {Ellim—Sn = m} :
n—r00 n

n—oo

wobei S, = X; + ...+ X,,. Die Ereignisse

{sup X,, = 3} und {limS, =5}

neN
sind dagegenichtasymptotisch.

(2). StATISCH: Eine KollektionX;,i € Z%, von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) hei3t stochastisches Feldrandom field). Beispielsweise basieren
verschiedene grundlegende Modelle der statistischen délcluf stochastischen Feldern
X, : Q@ —{0,1}, wobei X; = 1 dafur steht, dass

e sich ein Teilchen am Gitterpunkbefindet,
e ein Atom am Gitterpunkt angeregt ist,
e der Gitterpunki durchlassig ist (Perkolationsmodell),

e etc.
Asymptotische Ereignisse beschreiben in diesem Fall ,,oedapische” Effekte.

Satz 2.11( 0-1-Gesetz von Kolmogoro\). SindX; (: € I) unabhéngige Zufallsvariablen auf
(Q, A, P), dann gilt
P[A] € {0,1}furalle A € 7.

»YAsymptotische Ereignisse sind deterministisch.”

Beweis.Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir den Beweis im FAl= N - der Beweis im
allgemeinen Fall verlauft ahnlich. Es gilk;, X5, ... unabhéngige Zufallsvariablen

= 0(X1),0(X2),...,0(X,),0(Xni1),0(Xnt2), ... unabhéngige Mengensysteme

—=0(X1, ..., Xpn),0(Xpns1, Xpio, ...) sind unabhangig fur aller € N
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= o0(Xy,...,X,) und 7 sind unabhangig fir alle € N

—>7 unabhangig volr (X, X5,...) 2 7

— Ereignissed € 7 sind unabhangig von sich selbst

= P[A] € {0,1} VAer .

Hierbei gilt die zweite Implikation nach Sdiz .1 (2), uneé dierte nach Safz 2.1 (1) O

2.4.2 Asymptotische Zufallsvariablen

Definition. Eine ZufallsvariableY” : QO — [—o0, o] heiBtasymptotischwenn die bzgl. der
asymptotischen-Algebrar messbar ist.

Korollar 2.12. Sind X; (i € I) unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlitbke
raum (2, A, P), dann ist jede asymptotische Zufallsvariable 2 — [—o0, 0] P - fast sicher
konstant, d.h.

Jeg € [—o0,0] : PlY =¢) = 1.

Beweis.Ist Y 7 - messbar, dann sind die Ereigni§dé¢ < ¢}, ¢ € R, in 7 enthalten. Aus
dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz folgt:

Fy(¢) = Py <d € {01} VceR

Da die Verteilungsfunktion monoton wachsend ist, exisg@rc, € [—oo, co] mit

0 far c < ¢
Y

1 for c > C

PlY < =

und damitP[Y = ¢o] = hﬁ’]l(Fy(Co) —Fy(eg—¢)) = 1l.= 1L O

Beispiele fur asymptotische Zufallsvariablen im Hal= N sind etwa

_ ] — R
lim X,,, Im X, lm —;XZ-, sowie  lim E;Xi.

n—o00 n—0o0 n—oo 1 .

Insbesondere sind fur unabhangige ZufallsvariablenXs, ... : 2 — R sowohl

1 — 1
Jim — ; X; alsauch Jim — ; X; P -f.s. konstant.

Hieraus ergibt sich die folgend2ichotomie Sind X;,i € N, unabhangige reellwertige Zufalls-
variablen, dann gilentwederin Gesetz grof3er Zahlen, d.h.

1 < : o
— E X; konvergiertP - f.s., und der Limes isP - f.s. konstant
n

=1
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(falls der Limes inferior und Limes superidt-fast sicher Ubereinstimmerggder

P

1 o :
— E X; konvergler] = 0.
n

=1

Es ist bemerkenswert, dass flr die Gultigkeit der Dichotoka@ine Annahmen Uber die Vertei-
lung derX; bendtigt werden. Insbesondere miussendiaicht identisch verteilt sein!

2.4.3 Anwendungen auf Random Walks und Perkolationsmoded!

Beispiel (Ruckkehr zum Startpunkt von Random Walks, Rekurrenz). Wir betrachten einen
eindimensionalen klassischen Random Walk mit Startpurk und unabh&ngigen Inkremen-
ten X; mit Verteilung

Furn € N erhalt man die Ruckkehrwahrscheinlichkeiten
P[52n+1 = CL] =0
oL (2nY N ) - n
P[Sy, = a] = (n) pe(L—p)t = iz P (L=p)".

Wir betrachten nun die Asymptotik fur — oo dieser Wahrscheinlichkeiten. Aus dstirlings-

chen Formel
n n
I~ B
n! 2mn (e)
folgt
Viamn (2 . 1 S
P[Ss, =a] ~ 5 BE p" - (1—p) = ﬁ(élp(l—p)) furn — oo.

Fiarp # % fallen die Wahrscheinlichkeiten also exponentiell schalel Insbesondere gilt dann

iP[Sm =a] = iP[Sgn =a|] < o0,
m=0 n=0

d.h. der asymmetrische Random Walk kehrt nach dem 1. Baetelli Lemma mit Wahrschein-
lichkeit 1 nur endlich oft zum Startpunkt zurick§ANSIENZ). Nach dem starken Gesetz grol3er
Zahl gilt sogar

S ~ (2p—1)n P-fast sicher.

Furp = 5 gilt dagegenP[S,, = a] ~ 1/4/7n, und damit

> PlS,=a = > PlS,=d = oo

Dies legt nahe, dass der Startpunkt mit Wahrscheinlictikeitendlich oft besucht wird.
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Ein Beweis dieser Aussage Uber das Borel-Cantelli-Lemirebisr nicht direkt mdglich, da die
Ereignisse{S,, = 0} nicht unabhangig sind. Wir beweisen nun eine stéarkere Ayeseathilfe
des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes:

Satz 2.13Rekurrenz und unbeschrankte Oszillationen des symmetrideen Random Walks.
Fur p = £ gilt
P[lim S, = +ooundlim S, = —00] = 1.

Insbesondere ist der eindimensionale Random \Wddlrrent, d.h.
PI[S,, = aunendlich oft= 1.

Tatsachlich wird nach dem Satz mit Wahrscheinlichkesbgar jeder PunkX € Z unendlich oft
getroffen.

Beweis.Fur allek € N gilt:
P[S,x — S, = kunendlich oft = 1,

denn nach dem Beispiel zu Saiz]2.1 (,Affe tippt Shakespeayibt es P-fast sicher unendlich
viele Blocke der Langé mit X,,,; = X,,,0 = ... = X, = 1. Es folgt

I
\‘H

Pflim S, —lim S, =o0] > P |[ [ J{Susx — Sn =k}
E n

und damit
1 = P[limS, =+oooderlim S, = —oc] < P[lim S, = +oo] + P[lim S, = —o0].

Also ist eine der beiden Wahrscheinlichkeiten auf der eti8eite gréer allfq und damit nach
dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz gleictAus Symmetriegriinden folgt

Pllim S, = —o00] = P[limS, = +oo] = 1.
U

Das vorangehende Beispiel zeigt eine typische Anwendusdidemogorovschen-1-Gesetzes
auf stochastische Prozesse. Um die Anwendbarkeit in rgheri Modellen zu demonstrieren,
betrachten wir ein einfaches Perkolationsmodell:
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Beispiel (Perkolation im Z%). Seip € (0, 1) fest, und seielX; (i € Z?) unabhangige Zufallsva-
riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsragf .4, P) mit

Ein Gitterpunkt € Z¢ heiBtdurchlassig, falls X; = 1 gilt. Wir verbinden Gitterpunkte, j € Z?

mit | — j| = 1 durch eine Kante. Seil das Ereignis, dass bzgl. dieser Graphenstruktur ei-
ne unendliche Zusammenhangskomponente (Cluster) ausl@ssgen Gitterpunkten existiert
(Eine Flussigkeit konnte in diesem Fall durch ein makrosseipes Modellstiick, das aus mi-
kroskopischen Gitterpunkten aufgebaut ist, durchsickelaher der Name ,Perkolation“) ist
asymptotisch, also gilt nach dem Satz von Kolmogorov

P[A] € {0,1}.

Hingegen ist es im Allgemeinen nicht trivial, zu entscheideelcher der beiden Falle eintritt.
Im Fall d = 1 zeigt man leicht (Ubung):

P[A] =0 furallep <1.

Fird = 2 gilt:
1
PAl=1 < p> o

s. z.B. die MonografigPercolation* vonGrimmett Furd > 3 ist nur bekannt, dass ein kritischer
Parametep,. € (0, 1) existiert mit

1 farp > p..
P[A] _ p~>D
0 farp < p..

Man kann obere und untere Schrankenyfiinerleiten (z.B. gilt7~ < p. < 2), aber der genaue
Wert ist nicht bekannt. Man vermutet, daBgA| = 0 fur p = p, gilt, aber auch diese Aussage
konnte bisher nur in Dimensiah> 19 (sowie furd = 2) bewiesen werden, siehe das Buch von
Grimmett.

Das Perkolationsmodell ist ein Beispiel fur ein sehr einfemrmulierbares stochastisches Mo-
dell, das zu tiefgehenden mathematischen Problemsteltufighrt. Es ist von grol3er Bedeu-
tung, da ein enger Zusammenhang zu anderen Modellen destistditen Mechanik und dabei
auftretenden Phasenlibergangen besteht. Einige eleméntasagen Uber Perkolationsmodelle
werden in den Wahrscheinlichkeitstheorie-LehrbichemY.&Sinaiund A. Klenkehergeleitet.
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Kapitel 3

Integration bzgl.
Wahrscheinlichkeitsmal3en

In diesem Kapitel definieren wir den Erwartungswert, dieidaz und die Kovarianz allgemei-
ner reellwertiger Zufallsvariablen, und beweisen grugdfele Eigenschaften. Einen weiteren
Schwerpunkt bildet das Rechnen mit Dichten.

Da wir auch Grenziibergange durchfihren wollen, erweisiasads gunstig, die Werte-oco
und —oo zuzulassen. Wir setzen datiRr= [—oo, oc]. Der RaumR ist ein topologischer Raum
bzgl. des ublichen Konvergenzbegriffs. Die Borelsehélgebra aufR wird u.a. erzeugt von
den Intervallen—oo, ¢],¢ € R. Die meisten Aussagen uber reellwertige Zufallsvarialzles
den vorangegangenen Abschnitten iibertragen sich unipaittalif ZufallsvariableX : Q — R,
wenn wir die Verteilungsfunktiot’y : R — [0, 1] definieren durch

3.1 Erwartungswert als Lebesgue-Integral

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum undl : Q@ — R eine Zufallsvariable. Wir wollen
den Erwartungswert voX beziglich der Wahrscheinlichkeitsverteilufgin sinnvoller Weise
definieren. Dazu gehen wir schrittweise vor:
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3.1.1 Definition des Erwartungswerts
Indikatorfunktionen

Der Erwartungswert der Indikatorfunktidn einer mef3baren Mengé € A bzgl. P ist definiert
durch
El[l4] = P[A].

Elementare Zufallsvariablen

Nimmt X nur endlich viele Werte:, ...,c, € R an, dann kénnen wiX als Linearkombina-
tion von Indikatorfunktionen darstellen. Da der Erwartswert linear von der Zufallsvariable
abhangen sollte, definieren wif.X | dann als die entsprechende Linearkombination der Erwar-
tungswerte der Indikatorfunktionen:

Definition (Erwartungswert von elementaren Zufallsvariablen). Eine Zufallsvariable von der
Form

X=> cl, mitneN, ¢eR, und4; € A
=1

heiRtelementar Ihr Erwartungswertbzgl. P ist

E[X] = Z ¢; - P[A)]. (3.1.1)

Wir mussen zeigen, dass der Erwartungsw#iX' | durch [3.1.1L)wohldefiniert d.h. unabhéangig
von der gewdahlten Darstellung der Zufallsvarialleals Linearkombination von Indikatorfunk-
tionen ist. Dazu bemerken wir, daB$X | unabhangig von der Darstellung mit dem in Kap®el
fur diskrete Zufallsvariablen definierten Erwartungswert

E[X] = Zci-P[X:ci]

tibereinstimmt. In der Tat folgt namlich aus der Linearit V| -]:

n n

BIX] =Y ¢ Elly) =) ¢ E[l4] = EX].

i=1 i=1

Die AbbildungX — E[X] ist offensichtlichlinear undmonoton

ElaX +bY] = a-E[X]+b-E[Y] firaleabecR,
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X<Y = E[X]|<E[].

Die Definition des Erwartungswerts einer elementaren Byfaftiable stimmt genau mit der des
Lebesgue-Integrals der Elementarfunkti®rbzgl. des Mal3e® tberein:

E[X] = /XdP = /X(w)P(dw)

Fur allgemeine Zufallsvariablen liegt es nahe, den Erwaytwert ebenfalls als Lebesgueintegral
bzgl. des MaRe# zu definieren. Wir skizzieren hier die weiteren Schritte Kanstruktion des
Lebesgue-Integrals bzw. des Erwartungswerts einer aflgeen Zufallsvariable, siehe auch die
Analysisvorlesung.

Nichtnegative Zufallsvariablen

Die Definition des Erwartungswerts bzw. Lebesgue-Integeader nichtnegativen Zufallsvariable
bzgl. P beruht auf der monotonen Approximation durch elementafalBuariablen:

Lemma 3.1 (Monotone Approximation durch elementare Zufallsvariablen). SeiX : Q —
[0, oc] eine nichtnegative Zufallsvariable a(f?, A, P). Dann existiert eine monoton wachsende
Folge elementarer Zufallsvariablén< X; < X, < ... mit

X(w) = lim X,(w) = supX,(w) fur allew € .

n—o0 neN

Beweis.Firn € N sei

(k—1)-27» falls (k—1)-27"< X(w)<k-27"flUreink=1,2,...,n-2",
X (w) =
n falls X(w) > n.

Dann istX,, eine elementare Zufallsvariable, denn es gilt

n2"

k—1
Xn = Z on [{k—lgx<%}+n[{xzn}.

27 2
k=1

Die Folge X, (w) ist fur jedesv monoton wachsend, da die Unterteilung immer feiner wirdl un

sup X, (w) = lim X,(w) = X(w) fur allew € Q.

neN n—o0

O
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Abbildung 3.1: Approximation durch Elementarfunktionétier ist die Anndherung in rot in
zwei verschiedenen Feinheiten dargestellt.

Definition (Erwartungswert einer nicht-negativen Zufallsvariable). Der Erwartungswert(bzw.
dasLebesgueintegrgleiner ZufallsvariableX : 2 — [0, oo] bzgl. P ist definiert als

E[X] := lim E[X,] = sup E[X,] € [0,0], (3.1.2)

n—oo n—o0o

wobei (X, ).en €ine beliebige monoton wachsende Folge von nichtnegaéiementaren Zu-
fallsvariablen mitX = sup X,, ist.
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Auch in diesem Fall ist der Erwartungswert wohldefiniert[(inx]):

Lemma 3.2 (Wohldefiniertheit). Die Definition ist unabhangig von der Wahl einer monoton
wachsenden FolgeX;,,) von nichtnegativen elementaren Zufallsvariablen it sup,,y X,.

Fir den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung @igrdie Literatur, siehe z.B. Ap-
pendix 5 in WLLIAMS ,Probability with martingales®.

Bemerkung (Monotone Stetigkeit und monotone Konvergeny SindX,, = 14, und X = 14
Indikatorfunktionen, dann folgf (3.1.2) aus der monotoBgetigkeit vonP. In diesem Fall gilt
namlich:

X, X — A, /A (d.h.A, monoton wachsend und = | ] A,).
Aus der monotonen Stetigkeit vanfolgt dannE[X] = P[A] = lim P[A,] = lim E[X,,].

Die Monotonie des Erwartungswerts Ubertragt sich von ehdaren auf nichtnegative Zufallsva-
riablen:

Lemma 3.3 (Monotonie des Erwartungswertg. Fur nichtnegative ZufallsvariableX, Y mit
X <Ygilt E[X] < E[Y].

Beweis.Ist X < Y, dann gilt auchX,, <Y, fir die im Beweis von Lemm@a_3.1 konstruierten,
approximierenden elementaren Zufallsvariablen, also

EX] = suFE[X,] < suklY,] = E[Y].

neN neN

Allgemeine Zufallsvariablen

Eine allgemeine Zufallsvariabl® : Q — R kdnnen wir in ihren positiven und negativen Anteil
zerlegen:

X = Xt-X mit Xt = max(X,0), X~ = —min(X,0).
X* und X~ sind beides nichtnegative Zufallsvariablen. Ist mindesteiner der beiden Erwar-

tungswerteFE [ X ] bzw. E[X ~] endlich, dann kénnen wir (&hnlich wie schon in Kapiélfir
diskrete Zufallsvariablen) definieren:

Definition (Erwartungswert einer allgemeinen Zufallsvariable). Fiur eine ZufallsvariableX :
Q — Rmit E[X*] < oo oder E[X~| < oo ist der Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral)
bzgl. P definiert als

E[X] = E[X'|-FE[X"] € [~o0,00].
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Notation: Da der ErwartungswerE[X] das Lebesgue-Integral der mef3baren Funkfion
Q) — R bzgl. des MaRe#® ist, verwenden wir auch folgende Notation:

E[X] = /XdP = /X(w)P(dw).

Bemerkung (Integration bzgl. o-endlicher Maf3e). Die Definition des Lebesgue-Integrals kann
auf o-endliche MalRe erweitert werden. Ein Mgf3auf (2, A) heiBto-endlich, falls mel3bare
MengenB, Bs, ... C  existieren mit)[B,,] < oo fur allen € NundQ = | B,..

3.1.2 Eigenschaften des Erwartungswerts

Nachdem wir den Erwartungswert einer allgemeinen ZufatisbleX : Q — R definiert haben,
fassen wir nun einige elementare Eigenschaften zusamnaeaol. lezeichnen wir mit

L' = LYP) = LY, A P) = {X:Q— R Zufallsvariable: E[|X|] < oo}

die Menge alletbzgl. P integrierbaren Zufallsvariablen. Fur ein& € £(9, A, P) ist nach
Lemmd3.B sowohE[X *] als auchE[X ~] endlich. Also ist der Erwartungswekt]| X | definiert
und endlich.

Satz 3.4(Linearitat und Monotonie des Erwartungswerts). Fur ZufallsvariablenX,Y €
L£Y(Q, A, P)unda, b € R gilt:

(1). X > 0 P-fast sicher=- E[X] > 0.
(2). Die Zufallsvariable: X + bY ist bzgl. P integrierbar, und

ElaX +bY] = a-E[X]+b-E[Y].

Insbesondere ist der Erwartungswert monoton:
(3). X <Y P-fastsiche—= E[X] < E[Y].

Zum Beweis der Eigenschaften (1) und (2) verweisen wir aafAtalysisvorlesung oder die
Literatur. Eigenschaft (3) folgt unmittelbar aus (1) unjl (2

Nach Aussage (2) des Satzesdst(2, A, P) ein Vektorraum. Durch

X~Y e PX#£Y]=0
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wird eine Aquivalenzrelation auf diesem Raum definiert.eBfmnsequenz von Aussage (3) des
Satzes ist, dass zwei aquivalente (alsdast sicher identische) Zufallsvariablen denselben Er-
wartungswert haben:

X~Y =  E[X]=E]

Daher ist der Erwartungswert einer AquivalenzklasseNefast sicher gleichen Zufallsvariablen
eindeutig definiert. In Zukunft verwenden wir haufig diesdNotation fir die Aquivalenzklassen
und Reprasentanten aus den Aquivalenzklassen[Satz Zagtpbdass der Erwartungswert ein
positives lineares Funktionaluf dem Raum

LYQ,AP) = LY AP) ~
aller Aquivalenzklassen von integrierbaren Zufallsvialeéa definiert. Aus dem Satz folgt zudem:

Korollar 3.5. Durch
1 Xoveary = E[X]]

wird eine Norm auf (€2, A, P) definiert. Insbesondere gilt fir Zufallsvariablgn: Q — R :
E[|X]]=0 — X =0 P-fastsicher.

Beweis. Fiir eine Zufallsvariablél : Q — R mit E[|X|] = 0 unde > 0 gilt wegen der Monoto-
nie und Linearitat des Erwartungswerts:

X

Pl X|>¢] = ElIgxzg] < E[ .

| = e - o

Flre N\, 0 erhalten wir
P[|X|>0] = li\néP[|X| >e] =0,

alsoX = 0 P-fast sicher.
Zudem folgt aus der Monotonie und Linearitat des Erwartwegts die Dreiecksungleichung:

ElX+Yl < E[X[+] = EIX]+E]Y]].
0

In der Analysis wird gezeigt, dass der Rau#{(2, A, P) bzgl. der im Korollar definierten Norm
ein Banachraum ist.
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3.1.3 Konvergenzsatze

Ein entscheidender Vorteil des Lebesgue-Integrals gdggrdnderen Integrationsbegriffen ist
die Gultigkeit von sehr allgemeinen Konvergenzsatzent@schen von Grenzwerten und Inte-
gralen bzw. Erwartungswerten). Dass solche Aussagen sehitigvsind, und keineswegs immer
gelten, demonstriert das folgende Beispiel:

Beispiel (Setzen mit Verdoppelr). Wir betrachten Setzen mit Verdoppeln auf »Zahl« fir eine
Folge von fairen Miinzwirfen. Bei Anfangseinsdtbetragt das Kapital des Spielers nach
Wirfen

Xn = 2" Ipery,

wobeiT die Wartezeit auf den ersten »Kopf« ist. Es folgt
E[X,] = 2"P[I'>n| = 2"-27" =1 flurallen € N,
das Spiel ist also fair. Andererseits fallt aliefast sicher irgendwann einmal »Kopf«, d.h.

lim X,, = 0 P-fastsicher.

n—oo

In dieser Situation ist also
ImE[X,] =1 # 0 = EflimX,]
Die Voraussetzungen der Konvergenzséize 3.6 und 3.9 sénahicht erfillt.
Die im folgenden betrachteten Konvergenzsatze lasserafielzuriickfiihren auf einen funda-

mentalen Konvergenzsatz. Dieser ergibt sich aus der olzzriesiten Konstruktion des Lebesgue-
Integrals, und charakterisiert dieses zusammen mit derdritéit und Monotonie:

Satz 3.6(Satz von der monotonen Konvergenz, B. Leyi Ist (X,,),cn €ine monoton wachsende
Folge von Zufallsvariablen miE[ X ] < oo (z.B.X; > 0), dann gilt:

Esup X,] = F[lim X,] = lim E[X,] = supFE[X,]

neN n— o0 n—oo neN

Der Beweis findet sich in zahlreichen Lehrblichern der Iategns- oder Warscheinlichkeits-
theorie, siehe z.B. WLIAMS : PROBABILITY WITH MARTINGALES , APPENDIX 5.

Eine erste wichtige Konsequenz des Satzes von der monokomsergenz ist:
Korollar 3.7. Fur nichtnegative ZufallsvariableX’;, i € N, gilt:

Z XZ-] - Z E[X)].

E
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Beweis.Durch Anwenden von Salz 3.6 auf die Partialsummen erhalten w

E ;X] = F JE&;XZ-

= lim F ZXi (wegen monotoner Konvergenz)
n—oo i—1
= lim Z E[X]] (wegen Linearitat)

= i E[X
1=1
O

Bemerkung (Abzéhlbare Wahrscheinlichkeitsraume, Summation als Spealfall von Inte-
gration). Falls2 abzahlbar ist, kdbnnen wir jede Zufallsvariabte: 2 — R auf die folgende
Weise als abzahlbare Linearkombination von Indikatorfiomen darstellen:
X = ) Xw) I,

we

Ist X > 0, dann gilt nach Korollar 3]7:
EX] = ) X(w)-PHw}]

we

Dieselbe Darstellung des Erwartungswerts gilt auch figreafieine reellwertige Zufallsvariablen

auf Q, falls der Erwartungswert definiert ist, d.h. fall§ X *] oder E[X ~] endlich ist. Damit
sehen wir, dasSummation ein Spezialfall von Integratiist: Ist 2 abzahlbar ungh(w) > 0 fur

S X pw) = [xar

we
wobei P das Mal3 mit Massenfunktignist. Beispielsweise gilt auch

/Xdl/

wobeir das durch/[A] = |A|, A C Q, definiertez&himal ist. Insbesondere bemerken wir:

allew € 2, dann gilt

wEQ

Konvergenzsatze wie der Satz von der monotonen Konvergesseh sich auch auf abzahlbare
Summen anwenden!

Wir beweisen nun noch zwei wichtige Konvergenzsatze, die aus dem Satz von der monoto-
nen Konvergenz ergeben:
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Korollar 3.8 (Lemma von Fatou). SeienX;, X,,--- : Q — R Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraurff2, A, P) und seiY” € £'(Q, A, P) (z.B.Y =0).

(1). Gilt X,, > Y fur allen € N, dann folgt

Efliminf X,,] < liminf E[X,].

(2). Gilt X,, <Y furallen € N, dann folgt

Ellimsup X,,] > limsup E[X,,].

Beweis.Die Aussagen folgen aus dem Satz Uber monotone KonvergerspiBlsweise gilt:

Eliminf X,] = FE {lim li1>1f Xk} = lim F L?;f X
n—o0 k>n n—00 >n
< lim inf E[Xj] = liminf F[X,],
n—oo k>n n—00

da die Folge der Infima monoton wachsend ist und durch digrietdare Zufallsvariabl® nach
unten beschrankt ist. Die zweite Aussage zeigt man analog. O

Korollar 3.9 (Satz von der majorisierten Konvergenz, Lebesgue SeiX, : Q@ — R (n € N)
eine P-fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen. fiiseine integrierbare Majoran-
te, d.h. eine Zufallsvariabl®& € £!(Q, A, P) mit|X,,| <Y fur allen € N, dann gilt

Ellim X,] = lim E[X,]. (3.1.3)
Beweis.Aus dem Lemma von Fatou folgt
Elliminf X,,] < liminf F[X,] < limsup F[X,] < E[limsup X,],

daX, > -Y € L'undX, <Y € £!furallen € N gilt. KonvergiertX,, P-fast sicher, dann
stimmen die linke und rechte Seite der obigen UngleichueigsKiberein. O

3.2 Berechnung von Erwartungswerten; Dichten

Sei(2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. In diesem Abschnitt zeigenwie man in verschie-
denen Fallen den Erwartungswert einer Zufallsvariable 2 — [0, co] aus der Verteilung von
X berechnen kann.
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3.2.1 Diskrete Zufallsvariablen

Falls X nur abzéhlbar viele Werte annimmt, kénnen wir die Zufallalae X auf folgende Weise
als abzahlbare Linearkombination von Indikatorfunktiodarstellen:

X = Z a-I{X:a}.
aceX ()
Nach Korollaf 3.7 folgt
EX] = Y Ela-Iix—q) = Y a-PX=ad
acX(Q) acX(Q)

Dieselbe Aussage gilt allgemeiner fir diskrete reellvgerZufallsvariablenX mit E[X ] < oo
oderE[X ] < oc.

Flr ZufallsvariablenX : Q0 — S, mit Werten in einer beliebigen abzahlbaren Mesgend eine
Borel-messbare Funktidn: S — R erhalten wir entsprechend

Eh(X)] = Y h(a)- P[X =ad, (3.2.1)

aceX ()
falls E[h(X)] definiert ist, also z.B. fallé > 0 oderh(X) € £1(Q, A, P) gilt.

Die allgemeine Definition des Erwartungswerts als Lebesdgegral stimmt also fir diskrete
Zufallsvariablen mit der in Kapite?? gegebenen Definition Uberein.

3.2.2 Allgemeine Zufallsvariablen

Die Berechnungsformel (3.2.1) fir den Erwartungswert it Zufallsvariablen lasst sich auf
Zufallsvariablen mit beliebigen Verteilungen erweiteBei dazu(2, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum,(S, S) ein messbarer Raunk : Q2 — S eine Zufallsvariable, und : S — [0, o0]
eine messbare Abbildung.

Satz 3.10(Transformationssatz). Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
Elh(X) = [WxX@)P@E) = [h@)udn) =Bl

wobeiy = Po X ! die Verteilung vonX unter P ist, undE» bzw.E,, den Erwartungswert unter
P bzw.; bezeichnet.

Die Erwartungswerte hangen somit nur von der Verteilung von ab!

Beweis.Der Beweis erfolgt in drei Schritten:
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(). Isth = Ip die Indikatorfunktion einer messbaren Mengec S, dann erhalten wir
E[h(X)] = /IB(X<w)) P(dw) = PIX"Y(B)] = u[B] = /IB dp,
dalp(X(w)) = Ix-1(p)(w) furallew € Q qilt.

(2). Fur Linearkombinationeh = """ | ¢;Ip, von Indikatorfunktionen mit. € N, ¢; € R, und
B; € S gilt die Aussage auch, da das Lebesgueintegral linear voegianden abhangt.

(3). Fur eine allgemeine messbare Funktior 0 existiert schlief3lich eine monoton wachsen-
de Folgeh,, von Elementarfunktionen mit,(x) * h(x) fur allex € S. Durch zweimalige
Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz erhdtenneut:

EIh(X)] = Eflimhy(X)] = lim Ehy(X)] = lim / by dpt = / hdp.
O

Bemerkung. Das hier verwendetBeweisverfahren der »malftheoretischen Induktionird
uns noch sehr haufig begegnen: Wir zeigen eine Aussage

(1). far Indikatorfunktionen,

(2). fur Elementarfunktionen,

(3). fur nichtnegative mel3bare Funktionen,
(4). fur allgemeine integrierbare Funktionen.

FUr eine integrierbare reellwertige Zufallsvariabledefinieren wir genau wie fur diskrete Zu-
fallsvariablen (s. Abschni®?) die Varianz Var[X] und dieStandardabweichungcs|[X] durch

Var[X] := E[(X - E[X))?], olX] = /Var[X].
Auch in diesem Fall folgen aus der Linearitat des Erwartwagts die Rechenregeln
Var[X] = E[X? - E[X]% und (3.2.2)
Var[aX +b] = Var[aX] = a* Var[X] furallea,b € R. (3.2.3)
Insbesondere ist die Varianz genau dann endlich, weld¥] endlich ist. Nach Korollar-3]5 gilt
zudem genau danviar[X| = 0, wenn X P-fast sicher konstant gleicR[X] ist. Aufgrund des

Transformationssatzes konnen wir den Erwartungswert imdatianz auch allgemein aus der
Verteilungux = P o X! berechnen:
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Korollar 3.11 (Berechnung von Erwartungswert und Varianz aus der Verteilung). Der Er-
wartungswertt[ X | und die Varian2/ar[ X | einer reellen Zufallsvariablé hangen nur von der
Verteilunguy = P o X! ab:

Var[X] = / (x -7 px(dr) mit T = E[X] = / © i (dz).

Beweis.Durch Anwenden von Safz 3/10 auf die nicht-negativen ZsNalliablenX ™ und X~
erhalten wir

E[X] = E[XT|-E[X] = /:c*,ux(dx)—/x,ux(dx) = /:qu(dx), und

VarlX] = B - EX)Y = [ - EX)x(ds).
|

Der ndchste Satz zeigt unter anderem, wie man den Erwaviengsiner nicht-negativen Zu-
fallsvariableT” konkret aus der Verteilungsfunktion

Fr(t) = P[T <t] = ur[[0,t], teR, berechnet:

Satz 3.12(Berechnung von Erwartungswerten aus der Verteilungsfunkion). Fur eine Zu-
fallsvariableT : Q0 — R, und eine stetig differenzierbare Funktibn R, — R, gilt

E[WT)] = /OOOP[T>t] W) dt — /Ooo(l—FT(t))h’(t) dt.
Beweis. Wegen
hre) = | ey ar = | tasatn a
erhalten wir
ElWT)] = E [ /O s H(8) dt] _ /0 T E [Lpsgl(1)] dt = /0 TP s () d.

Hierbei haben wir im Vorgriff auf Abschnilf 3.3 de®atz von Fubinbenutzt, der gewahrleistet,
dass man zwei Lebesgueintegrale (das Integral fibed den Erwartungswert) unter geeigneten
Voraussetzungen (ProduktmeRbarkeit) vertauschen ki, Satz 3.76. O

Bemerkung (Lebesgue-Stieltjes-Integra). Das Lebesgue-Stieltjes-Integraly dF einer meR3-
baren Funktiory : R — [0, oo] bzgl. der Verteilungsfunktiot’ einer Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung 1 aufR ist definiert als das Lebesgue-Integral vobzgl. p:

[owarw = [ g,
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Ist g stetig, dann l&sst sich das Integral als Limes von Riemammpn%en darstellen. Nach dem
Transformationssatz gilt fir eine Zufallsvariafile Q@ — R, undh € C(R, R, ):

BT = [nOura) = [0l dre)
Die Aussage von Salz 3]12 ergibt sich hieraus formal durctigfie Integration.

Beispiel (Exponentialverteilung). Fir eine zum Parameter> 0 exponentialverteilte Zufalls-
variableT erhalten wir

oo oo 1
E[T) = / P[T >t]dt = / eMdt = <.
0 0 A

Die mittlere Wartezeit ist also der Kehrwert der Intensikdit partieller Integration folgt zudem

[e.9] [e.9] o0

2 2
E[T? = /P[T>t] ot dt = /Qte_’\t dt = X/e‘”ﬁ dt = v also
0 0 0
1
olT] = Var[T] = (E[TY-E[TP?Y* = T

Die Standardabweichung ist somit genauso grol3 wie der Emgswert!
Beispiel(Heavy tails). Seia > 0. Fiur eine Zufallsvariablé@ : 2 — [0, co0) mit
PT>t ~ ¢ flirt — oo

ist der Erwartungswe®[T'] = [~ P[T > t] dt genau dann endlich, wenn> 1 ist. Allgemei-
ner ist dagp-te Moment

[e.9] (e 9]

E[T?] = /P[Tp>t] dt = /P[T>t1/p] dt
0 0 ~t—o/p

genau flrp < « endlich. Beispielsweise iff fur « € (1, 2] integrierbar, aber die Varianz ist in
diesem Fall unendlich.

3.2.3 Zufallsvariablen mit Dichten

Die Verteilungen vieler Zufallsvariablen haben eine Déchigl. des Lebesguemalies, oder bzgl.
eines anderen geeigneten Referenzmal3es. In diesem Radirk@ir Erwartungswerte durch eine
Integration bzgl. des Referenzmal3es berechnen.SSéi) ein messbarer Raum undein Mafd
auf(S,S) (z.B. das Lebesguemal’ oder eine Wahrscheinlichkeitsvergg.
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Definition (Wahrscheinlichkeitsdichte). Eine Wahrscheinlichkeitsdichteauf (S, S, v) ist eine
meRbare Funktion : S — [0, co] mit

/ o(x) v(dr) = 1.
S
Satz 3.13(Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmal3en mit Dichten).

(1). Istp eine Wahrscheinlichkeitsdichte aiff, S, /), dann wird durch
ulB] = / o(x) v(dx) = /IB(:U)Q(J:) v(dx) (3.2.4)
B
eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgauf (S, S) definiert.
(2). Fur jede meRbare Funktian: S — [0, oo] gilt
/h(x) u(dr) = /h(x)g(x) v(dz). (3.2.5)
Insbesondere folgt nach dem Transformationssatz:
B = [ b)) vido)
fur jede ZufallsvariableX mit Verteilungy.

Beweis.Wir zeigen zunachst, dags eine Wahrscheinlichkeitsverteilung a($, S) ist: Sind
By, B,, ... € S disjunkte Mengen, so folgt wegen> 0 nach Korollaf3.77:

nUB] = [1n@) s@)vidn) = [ 3 1) ofe) vida
= 3 [ 18 o) viar) = YoulBl

Zudem giltu[S] = [ odv = 1, dap eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

Die Aussagel(3.215) Uber den Erwartungswert beweisen withdmal3theoretische Induktion:
(1). Die Aussage folgt unmittelbar, wern= I fir B € S qilt.

(2). Fur Linearkombinationeh = Y7 | ¢;I, folgt die Aussage aus der Linearitéat beider Sei-

ten von [(3.2.b) inh.

(3). Fur allgemeiné > 0 existiert eine Teilfolgé,, aus Elementarfunktionen niit, ~ h. Mit

monotoner Konvergenz folgt dann

/hd,u = lim/hnd,u = lim/hngdy = /hgdl/.
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O

Bemerkung (Eindeutigkeit der Dichte). Durch (3.2.4) wird die Dichte(x) der Wahrschein-
lichkeitsverteilungu bzgl. des Referenzmal3edir v-fast allex eindeutig festgelegt: Existiert
eine weitere Funktiop € £1(S, S, v) mit

/§dy = u[B] = /gdl/ furalle B € S,
B B

dann folgt

/(@ —o)tdv = (o—p0)dv = 0, und entsprechend

/(Q—E)_ dv = /{Q@}(E—g) dv = 0.

Somit erhalten wifo — 9)* = (0 — o)~ = 0 v-fast Uberall, als@ = p v-fast Uberall.

Notation. Die Aussagel(3.215) rechtfertigt in gewissem Sinn die fottgn Notationen fiir eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Dichte o bzgl. v:

pldr) = o(x) v(dx) bzw. dup = odv bzw. wo= o-v.

Fur die nach der Bemerkungfast Uberall eindeutig bestimmte Dichte vomzgl. v verwenden
wir dementsprechend auch die Notation

o) = P,

Wichtige Spezialfalle.

(1). MASSENFUNKTION ALSDICHTE BZGL. DES ZAHLMASSES.
Das Zahlmalf} auf einer abzahlbaren Mesgst durch

v[B] = |B|] furBCS

definiert. Die Massenfunktiom — u[{z}] einer Wahrscheinlichkeitsverteilungauf S
ist die Dichte vonu bzgl. des Zahlmalies. Insbesondere ist die Massenfunktion einer
ZufallsvariableX : Q) — S die Dichte der Verteilung voX bzgl.v:

ux[B] = P[XeB] = pr(a) = /pX(a)y(da) furalle B C S.

aeB B
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Die Berechnungsformel fur den Erwartungswert diskretdalfsvariablen ergibt sich da-
mit als Spezialfall von Safz 3.113:

Elh(x)] =& / h(a)px(a)v(da) = > hla)px(a)  firalleh: S — [0,00].

a€sS

(2). DICHTEN BZGL. DESLEBESGUEMASSES
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R? mit Borelschero-Algebra hat genau dann
eine Dichtep bzgl. des Lebesgue-MalRgswenn

C1 Cq
/J[(-OO,CJX...X(—OO,CC[H = /-~-/Q(xl,...,xd)dxd-~-dx1
fur alle (cy,. .., cq) € RY gilt. Insbesondere hat die Verteilung einer reellwertigeralls-

variableX genau dann die Dichtgy bzgl. A\, wenn
Fx(c) = px|[(—o00,c]] = / fx(z)dx firallec € R

gilt. Die Verteilungsfunktion ist in diesem Fall eine Starfiaumktion der Dichte, und damit
A-fast Uberall differenzierbar mit Ableitung

Fie(z) = fx(x) fur fast aller € R.

Fir den Erwartungswert ergibt sich

)] = [ b)) do
R
fur alle meRbaren Funktionén: R — R mit & > 0 oderh € £ (R, B(R), 11).

Beispiel (Normalverteilungen). Die Dichte der Standardnormalverteilung bzgl. des Lebesgu
MaRes isto(z) = (2r)~'/2¢~**/2, Damit erhalten wir fir den Erwartungswert und die Varianz
einer ZufallsvariableéZ ~ N(0, 1):

E[Z] :/ z-(2m) e P A = 0,

—00

und, mit partieller Integration,

Var[Z] = E[Z?%] = / 22 (2m) Ve R dr = / 2m) V2 ey = 1.

oo —00
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Ist X eine N (m, o%)-verteilte Zufallsvariable, dann ist = *= standardnormalverteilt, und es

gilt X =m + 07, also
EX] = m+0oE[Z] = m, und

Var[X] = Var[oZ] = o*Var[Z] = o°
Die Parametern und o geben also den Erwartungswert und die Standardabweichemiyat-

malverteilung an.

(3). RELATIVE DICHTEN. Seienp und v zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem
meRbaren RaurtS, S) mit Dichten f bzw. g bezlglich eines Referenzmalle&um Bei-
spiel bzgl. des Zahimalies oder des Lebesgue-Malies) Sild \-fast tberall, dann hat

i bzgl.v die Dichte
dp [ dp/d)

dv g  dv/d\’
denn nach Safz 3.113 gilt fur alle € S:

ulB) = /de/\ = /ngd/\:/Bgdy.

In der Statistik treten relative Dichten als ,Likelihoodwdienten* auf, wobeif (z) bzw.
g(x) die ,Likelihood" eines Beobachtungswerte®zgl. verschiedener moglicher zugrun-
deliegender Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrsilAbschniti 6.4.

3.2.4 Existenz von Dichten

Wir geben nun ohne Beweis den Satz von Radon-Nikodym an.ebi®atz besagt, dass eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung genau dann eine Dichté. letges andererstendlichen) Malies
v hat, wenn allev-Nullmengen auch:-Nullmengen sind. Hierbei nennen wir ein Maf3auf
einem meRbaren Rauf¥, S) o-endlich, wenn eine Folge von mef3baren Menggne S mit

v[B,] < ocoundS = J, oy B existiert.
Definition (Absolutstetigkeit und Singularitat von Mal3en).

(1). Ein Mal3y auf (S, S) heildtabsolutstetigozgl. eines anderen MalResauf demselben mefl3-
baren Raumy < v) falls fur alle B € S gilt:

v[B] =0 — u[B] =0

1 undv hei3eraquivalent(y =~ v), falls © < v undv < p.
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(2). Die MaReu undv heiRensingular (1 L v), falls eine MengeB € S mit v[B] = 0 und
p[B€] = 0 existiert.

Beispiel (Dirac-MaR). Ein Diracmal¥,, = € R, ist singular zum LebesguemalaufR.

Satz 3.14(Radon-Nikodym). Fur ein Wahrscheinlichkeitsmafdund eino-endliches Mal¥ gilt
u < v genau dann, wenn eine Dichtes £(S, S, v) existiert mit

ulB] = / odv furalle B € S.
B
Die eine Richtung des Satzes zeigt man leicht: fdatne Dichte bzglv, und giltv[B] = 0, so

ulB] = /Qdi/ = /g-]Bdl/ = 0
B

wegenp - Iz = 0 v-fast Uberall. Der Beweis der Umkehrung ist nicht so einfaotd kann

folgt

funktionalanalytisch erfolgen, siehe z.B. Klenke: ,Watirsinlichkeitstheorie®. Ein stochasti-
scher Beweis des Satzes von Radon-Nikodym basierend auMaetimgal-Konvergenzsatz fin-
det sich z.B. in Williams: ,Probability with martingales”.

Beispiel (Absolutstetigkeit von diskreten Wahrscheinlichkeitsveteilungen). Sind x4 und v
Mafe auf einer abzahlbaren Men§edann gilty < v genau dann, wenp(z) = 0 fur alle
x € Smitv(z) = 0 gilt. In diesem Fall ist die Dichte von bzgl. v durch

plz) oz
_ o(2) falls v(x) # 0,

beliebig  sonst,

du
E@)

gegeben. Man beachte, dass die Dichte nur4iast allez (also fur aller mit v(z) # 0) eindeutig
bestimmt ist.

Seien nunu und v zwei WahrscheinlichkeitsmafR3e a($, S). Ist  absolutstetig bzgly mit
Dichtedyu/dv, dann gilt nach Safz3.113:

d .
/f dp = /f : d—g dv fur alle me3baren Funktioneh: S — R, . (3.2.6)
Die folgenden elementaren Aussagen ergeben sich unnaittelts[(3.26):

Satz 3.15. (1). Ist . absolutstetig bzgle mit v-fast Gberall strikt positiver relativer Dichte,
dann ist auch’ absolutstetig bzgl., und

@@) = d_“(;p) - fur u-fastallex € S
dp N dv s .
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(2). Sindi undv beide absolutstetig bzgl. eines Referenzmaleg Dichtenf undg, und gilt
g > 0 \-fast Uberall, dann ist: absolutstetig bzgl, mit relativer Dichte

d
—M(x) = J(@) fur v-fast allex € S.
dv 9(x)
(3). Sind g, ..., u, und vy, ... v, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf mef3baren Raumen

(51,81), -+, (Sn, Sp) Mit p; < v; furallel < i < n,dannistauchy ® ps ®@ ... ® wy,
absolutstetig bzgl, ® 15, ® ... ® v, mit relativer Dichte

d(pr @ ... pn) B dpi
d(l/1®...®l/n)(x1"“’xn) o H (xl)

Die letzte Aussage gilt nicht fir unendliche Produkte:

Beispiel (Singularitat von unendlichen Produktmafen. Sindx und v zwei unterschiedliche

Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem mef3baren Rau#), dann ist das unendliche Pro-
dukt > := @),y it hicht absolutstetigu v := ), v. In der Tat gilt ndmlich nach dem
Gesetz der grof3en Zahlen:

_ o ;
p> {(371,5627---) €5% . JLH;OE;[B(%) = M[B]} =1

n—o0o N 4

1 {(xl,xQ,...)GSOO : lim EZIB(L-) = I/[B]} =1

fir alle B € S. Ist u # v, dann existiert eine MengB € S mit u[B] # v[B]. Also sind die
Wahrscheinlichkeitsverteilunger™ und »>° in diesem Fall sogasingular. In SatZ 6.7 werden
wir sehen, dass die relativen Dichtém” /dv" der endlichen Produktmale fiar£ v undn — oo
exponentiell schnell anwachsen.

3.3 Mehrstufige Modelle und bedingte Dichten

Seien(S;,S;), 1 < i < n, meRBbare Raume. Wir wollen allgemeine Wahrscheinlichkeitsi-
lungen auf dem Produktrauffy x ... x .S,, konstruieren und effektiv beschreiben. In Analogie zu
diskreten, mehrstufigen Modellen versuchen wir diese irFdem

P(dxy...dx,) = p(dxy)p(x1, dee)p((21, x2), dz3) - - - p((21, .oy Tp_1), dzy,)

darzustellen.
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3.3.1 Stochastische Kerne und der Satz von Fubini

Wir betrachten zunachst den Fall= 2, der allgemeine Fall ergibt sich dann durch Iteration der
Konstruktion. Seien alsS, S) und (7', .7 ) meRbare Raume, und sei

Q:=5xT, und A:=S®.7 die Produkts-Algebra
Unser Ziel ist die Konstruktion einer WahrscheinlichkegeilungP auf (€2, .4) vom Typ
P(dzdy) = p(dz)p(z,dy).
Definition (Stochastischer Kerr). Eine Abbildung
p:Sx.I —|0,1], (z,C) — p(z,C),

heildtstochastischer Kernwenn gilt:

(i) p(z,e)istfirjedesr € S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung guf, &), und

(i) p(e,C)istfurjedesC' € .7 eine mefbare Funktion a(f, S).

Bemerkung (Diskreter Spezialfall). Sind.S und7" abzahlbar mitv-AlgebrenS = #(S) und
T = 2(T), dann istp eindeutig festgelegt durch die Matrix mit Komponenten

p(x,y) = plz,{y}) (eSS, yeTl)
Dap ein stochastischer Kern ist, istz, y) (x € S,y € T') einestochastische Matrix

Der folgende Satz zeigt im allgemeinen Fall die Existenegirweistufigen Modells mjt als
Verteilung der ersten Komponente, upd:, e) als bedingte Verteilung der zweiten Komponente
gegeben den Wert der ersten Komponente. Der Satz zeigt zudem, dass Erwartentge im
mehrstufigen Modell durch Hintereinanderausfihren voegralen berechnet werden kdnnen.

Satz 3.16(Fubini). Seiu(dz) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aiff, S) und p(z, dy) ein
stochastischer Kern vofb, S) nach(T, 7). Dann existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeits-
verteilungy ® p auf (2, A) mit
(h@p)[B x C] = / w(dz) p(z,C)  furalle Be S, Ce 7. (3.3.1)
B

Fur diese Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt:

/f dlp®p) = / (/ f(z,y) p(x,dy)) p(dx) fur alle A-messbarerf : Q@ — R,.
(3.3.2)
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Beweis. (1). Eindeutigkeit:Das MengensysteriB x C' | B € S, C € 7} ist ein durch-
schnittsstabiler Erzeuger der ProdukiAlgebra.A. Also ist die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung 1 ® v durch [3.3.1) eindeutig festgelegt.

(2). ExistenzWir wollen die Wahrscheinlichkeitsverteilungzp Uber [3.3R2) mitf = 4, A €
A, definieren. Dazu mussen wir Uberprufen, ob die rechte 8edrsem Fall definiert ist
(d.h. ob die Integranden messbar sind), und ob

(h®p)A] = /(/IA(x,y) p(x,dy)) p(dz)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung at, .A) definiert.

Fir Produktmenged = B x C' (B € S,C € .7) istdie Funktion: — [ I4(x, y)p(z, dy)
nach Definition des stochastischen Kerns messbar. Da digéheh € A, fir die diese
Funktion messbar ist, ein Dynkinsystem bilden, folgt diesBtearkeit flir alled € A.

1 & p ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn einerdeitsg

(n@p)Q=WEep)SxT]= / (/ fs(x)IT(y)p(x,dy)) p(dr) = p[S] =1

aus [, p(z,dy) = p(z, T) = 1; andererseits gilt fur disjunkte Mengeh (i € N)

Iya, =Y 1a,

woraus unter zweimaliger Anwendung des Satzes von der rmpeontKonvergenz folgt:
Ja| = ( [ 1w vl dy>> u(d)

= Z/ (/ Ia,(z,y) p(fady)) pu(dz)
= > (nep)A]

(2

(n®p)

Durch malf3theoretische Induktion zeigt man nun, dass diedth&inlichkeitsverteilung

u ® p auch [(3.3.R) erfillt.
L]

Als nachstes wollen wir diRandverteilungen des gerade konstruierten zweistufigen Modells
berechnen. Sei alsB := y ® p, und seien

X: SxT —- S ,Y: SxT — T
(r,y) — = (r,y) — y
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die Projektionen auf die 1. bzw. 2. Komponente. Wegen7') = 1 gilt:
PX e B]=PBxT]= /B,u(da:) p(z,T) = p[B] VBeS,
also ist die Verteilung® o X ! der ersten Komponente gleigh Fiir die Verteilung der zweiten
Komponente erhalten wir
P[YEC]:P[SXC]:/Su(d:c)p(x,C) VCeJ.
Definition. Die durch

w)C] = /u@@ﬂ%@, CYin,

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung 4t .77) heiRtMischung der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungenp(z, o) beziglichu.

Wie gerade gezeigt, istp = P o Y ! die Verteilung der zweiten Komponente im zweistufigen
Modell.

Bemerkung. Sind S und7" abzéhlbar, dann sind® p undup die schon in Abschni®? betrach-
teten Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Gewichten

(hep)(zy) = pz)plz,y),
(up)(y) = > p(x) p(x,y).

z€eS
Die Massenfunktionen vop ® p und up sind also das Tensor- bzw. Matrixprodukt des Zeilen-
vektorsy, und der stochastischen Matpix

3.3.2 Wichtige Spezialfalle

Produktmalie: Istp(z,e) = v eine feste (vorr unabhéngige) Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf (T, 7), dann istu ® p das Produki @ v der Wahrscheinlichkeitsverteilunggrundv. Der
Satz von Fubini liefert also die Existenz des Produktmaites die schon mehrfach verwendete
Berechnungsformel

[rawen = [ ([ s i) uas (3.3.3)

fur die Integrale nicht-negativer oder integrierbarer si@ser Funktionen bzgl. des Produktma-
Res. Die Integrationsreihenfolge kann man in diesem Fathuschen, denn wegen

(W@ v)[BxC] = ulBly[C] firalle BeS, CeJ (3.3.4)
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gilt (v ® u) o R~ = p ® v, wobeiR(z,y) = (y, z), und damit nach dem Transformationssatz:

/ < / f(,y) u(dx)) v(dy) ™ / foR d(v® p)
J ([ sty vian) wia.

Durch wiederholte Anwendung dieses Arguments erhalterzwdem:
Korollar 3.17. Seien(S;, S;, 11;) Wahrscheinlichkeitsraum@ < i < n). Dann existiert eine
eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung® ... ® u, auf(S; x ... X 5,81 ® ... ® §,,) mit:

(t1 @ ... ® pn) [Br % ... x By = [ ] il Bi] firalleB; € S; (1<i<n).

Fir alle produktmessbaren Funktiongn S; x ... x S, — [0, 0c0) gilt:

/fdm® ®m1_/ (/fmww M@%Ommum%

wobei die Integration auch in beliebiger anderer Reihegdéchusgefuhrt werden kann.

Beweis.Die Existenz folgt durch wiederholte Anwendung des SatoesRubini, die Eindeutig-
keit aus dem Eindeutigkeitssatz. Dass die Integrationsnéolge vertauscht werden kann, zeigt
man ahnlich wie im oben betrachteten Fak- 2. 0

Deterministische Kopplung:  Gilt p(z, ®) = 0, fiir eine messbare Funktigh: S — 7', dann
folgt (1 @ p)[{(z,y) | y = f(x)}] = 1. Die zweite Komponente ist also durch die erste Kompo-
nente mit Wahrscheinlichkelteindeutig festgelegt. Die Verteilung der zweiten Kompdeest

in diesem Fall das Bild vop unter f:

pp = o f.

Ubergangskerne von Markovschen Ketten: Gilt S = T', dann kénnen wip(z, dy) als Uber-
gangswahrscheinlichkeit (Bewegungsgesetz) einer Mt auf( S, S) auffassen. In Analogie
zum diskreten Fall definieren wir:

Definition. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S,S) hei3t Gleichgewicht (stationéare
oder auch invariante Verteilungyonp, falls up = u gilt, d.h. falls

/,u(da:)p(a:, B) = u[B] furalle B € S.
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Beispiel (Autoregressiver Prozess Der AR(1)-Prozess mit Parameterm € R ist eine Mar-
kovkette mit Ubergangskerp(z, o) = N(ax,e?). Die NormalverteilungV (0, %) ist far
a € (0,1) ein Gleichgewicht, siehe Lemrha 5l16. Fup> 1 existiert kein Gleichgewicht.

T L |l I
500 V 1000

Abbildung 3.2: Simulation einer Trajektorie eines AR(IpResses mit Parametetin= 0.8 und
g2 = 1.5.

3.3.3 Bedingte Dichten und Bayessche Formel

Wir betrachten nun Situationen mit nichttrivialer Abh&gigeit zwischen den Komponenten im
kontinuierlichen Fall. SeietX : 2 — R” undY : Q — R™ Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraunt(2, A, P), deren gemeinsame Verteilung absolutstetig ist mit Dighte,
d.h.

Pz e B,Y e(C] = //fxy(x,y) dy dx furalle B € B(R"),C € B(R™).
B C

Nach dem Satz von Fubini sind dann auch die Verteilungen Xound Y absolutstetig mit
Dichten

fx(z) = /fX,Y(Jf,y)dy, und frly) = /fx,y(x,y)d:c.

Obwohl bedingte Wahrscheinlichkeiten gegebén= x nicht im herkdmmlichen Sinn definiert

werden kdnnen, da das EreigfiX’ = z} eine Nullmenge ist, kdnnen wir die bedingte Dichte
und die bedingte Verteilung var gegebenX in diesem Fall sinnvoll definieren. Anschaulich be-
tragt die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert w6im einem infinitesimal kleinen Volumenelement
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dy liegt, gegeben, dass der Wert v&nn einem entsprechenden infinitesimalen Volumenelement

dx liegt:
_ PXedyYedy _ fxy(rydrdy
PIY edy| X € da] = P[X € dx] B fx(x)dx
fxy(z,y)
fx(z) o

Diese heuristische Uberlegung motiviert die folgende Di@din:

Definition. Die Funktionfyx : R™ x R™ — [0, oo] mit

Ixrl@9) s fe(a) £ 0
frix(ylr) = fx(z)
fy () falls fx(z) = 0,
heil3tbedingte Dichte vort” gegebenX, und die von: abhangende Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung

p(z,C) = /fX|y(:U,y) dy, fur C € B(R™),
C

heiRtbedingte Verteilung vory” gegebenX.

Bemerkung. (1). Fir festes ist die bedingte Dichte eine WahrscheinlichkeitsdichteRt.
Da fy|x produktmeRbar ist, ist die bedingte Verteilys(@, dy) nach dem Satz von Fubini
ein stochastischer Kergon R™ nachR™.

(2). Auf der Nullmenge{z € R" : f,(z) = 0} sind die bedingte Dichtgyx (y|x) und die
bedingte Verteilung voir” gegebenX = x nicht eindeutig festgelegt - die oben getroffene
Definition tber die unbedingte Dichte ist relativ willkiat.

Aus der Definition der bedingten Dichte ergibt sich unmigtéeleine Variante der Bayesschen
Formel fur absolutstetige Zufallsvariablen:

Satz 3.18(Bayessche Formgl Fur (z,y) € R™ x R™ mit fy(y) > 0 gilt

Fxy (@]y) fx(ﬂf)fmx(y‘x)
A 11££ fX(x>fY\X(y|x) dx’
Beweis.Aus der Definition folgt
o fxy(my) fxy(z,y)
leY(x|y) B fY(?/) B f fX,Y(x7y> dx’
]Rn
und damit die Behauptung. O
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In Modellen der Bayesschen Statistik interpretiert nfafiz) als Dichte dewr priori angenom-
menen Verteilung eines unbekannten ParameYensnd fy|x (y|z) als Mal fur die Plausibilitat
(.Likelihood*) des Parameterwertes wenn der Wery der Zufallsgré3&” beobachtet wird. Die
Bayessche Formel besagt dann, dass die VerteilungkXoron der mara posteriori(d.h. nach
der Beobachtung von) ausgeht, die Dichte

fxy (z]y) = const(y) - fx(z) - fyix(ylv)
A posteriori Dichte o A priori Dichte x Likelihood

hat. Trotz der einfachen Form der Bayesschen Formel ist édlgemeinen nicht trivial, Stich-
proben von der A-posteriori-Verteilung zu simulieren, Uavartungswerte numerisch zu be-
rechnen. Problematisch ist u.A., dass die Berechnung denidoungskonstanten die Auswer-
tung eines (haufig hochdimensionalen) Integrals erfor&@ntwichtiges Verfahren zur Simulati-
on von Stichproben in diesem Zusammenhang ist der GibbgpBam

Sind X undY gemeinsam normalverteilt, dann kann man die wichtigstevaBEungswerte bzgl.
der A-posteriori-Verteilung im Prinzip exakt berechnenir demonstrieren dies nun in einem
grundlegenden Beispiel eines zweistufigen Modells. AlneliModelle treten in zahlreichen An-
wendungen auf.

Beispiel (Signalverarbeitung). SeiS =T = R!, also
SxT=R*={(x,y) : v,y € R}

Wir interpretieren die erste Komponenteals Grof3e eines nicht direkt beobachtbaren Signals,
und die zweite Komponentg als verrauschte Beobachtung veonin einem einfachen Bayes-
schen Modell nimmt man z.B. a priori an, dass Signal und Belatioag normalverteilt sind:

Signal =z ~ N(0,v), v>0,
Beobachtung y ~ N(z,e), &>0.

Die Verteilung der ersten Komponente und der Ubergangskaraweiten Komponente sind

plde) = fx(z) Adx),
p(r,dy) = fyix(ylz) Mdy)

mit den Dichten

fx(z) = 5 e (Dichte der Verteilung der ersten Komponenfg,
™
1 y—=)? . . .
fyix(ylz) = e (bedingte Dichte der zweiten KomponentegegebenX = z).
V2me
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Die gemeinsame Verteilung® p von Signal und Beobachtungswert ist dann eine bivariate Nor
malverteilung (siehe Abschniti 3.4) mit Dichte

fxy(@y) = fx(x) frix(ylz)
B 1 (e +v)a? — 2uxy + vy?
- 2myJve P <_ 2ve )

- s 2 (5(0) ()

bzgl. des zweidimensionalen Lebesgue-Malies. Hierbei ist

C:<v v )
v v+e€

die Kovarianzmatrix der Verteilung, siehe Abschhitt]3.9s Michte der Verteilung:;p von Y

ergibt sich
fr(y) = /fX,Y(ZE,y) dz.

Nach der Bayesschen Formel erhalten wir fiir die A-postebarhte des Signals gegeben die
Beobachtung:

fxy(@y) [x () fyix (y|z)
fr(y) ffX(x)fY\X(y|$) A(dz)

2
E+v v
= const(y) - exp <— e (az i Sy) ) :

Die bedingte Verteilung des Signals gegeben die BeobaghstialsoN (z, u), wobei

v

T = Yy der Prognosewert ist, und
v+ e
Ve 1 1\ . .
u = =|-4+- die Varianz der Prognose.
v+e€ v €

In einem Bayesschen Modell wirden wir also nach der Beobaghmit einer Standardabwei-
chungo = /u prognostizieren, dass der Signalwert gleicist.

Ahnliche Modellierungsanséatze werden auch in viel allgeerem Kontext verwendet. Bei-

spielsweise wird in stochastischen Filterproblemen dagsaéidurch eine Markovkette (oder
einen zeitstetigen Markovprozess) beschrieben, und dgeFter Beobachtungen durch einen
von der Markovkette angetriebenen stochastischen Pro2ess alle gemeinsamen Verteilun-
gen Gaul3sch, dann kann man auch hier die a posteriori \artgiin Prinzip exakt berechnen —
andernfalls muss man auf numerische N&herungsmethodierP@rtikelfilter) zurtickgreifen.
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3.4 Transformationen von mehreren Zufallsvariablen

3.4.1 Transformation von mehrdimensionalen Dichten

SeienS, T C R" offen, und seiX : (2 — S eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum(€2, A, P) mit absolutstetiger Verteilungx mit Dichte fx.

Satz 3.19Mehrdimensionaler Dichtetransformationssat. Ist¢ : S — T ein Diffeomorphis-
mus ) mitdet D¢(z) # 0 fur alle z € S, dann ist die Verteilung von(X) absolutstetig mit
Dichte

foco (W) = fx(07'(y)) - | det Do~ ()],

wobeidet D¢~ (y) = det(g;;) die Jacobideterminante der Koordinatentransformatidn is

Beweis.Die Behauptung folgt aus dem Transformationssatz der vawiéiten Analysis:

P[sb(X)EB] [Xe¢

-/ SUbSt/fx ) - | det D~ (y)] dy .
¢>‘1(B)
|

Beispiel (Sukzessive Wartezeiten SeienT’ undT unabhangige, zum Parameter> 0 expo-
nentialverteilte Zufallsvariablen (z.B. sukzessive Waeiten), und set = T + T. Nach dem
Dichtetransformationssatz gilt dann

a(t, s —
o) = Fppltis =) [der 2500

x e M. ](0700) (t) Lo A [(0700)(8 — t)

Somit ist die bedingte Dichtésr(s|t) fur festest > 0 proportional zue™* - I(; -, (s). Dies ist
auch anschaulich sofort plausibel, dlaine um die unabhéngige Zufallsvariatileszerschobene
exponentialverteilte Zufallsvariable ist.

Interessanter ist die Berechnung der bedingten Dichtevgegebens: Fir festess > 0 ist
fr1s(t|s) proportional zul(g 4 (t), d.h.

1
fristls) = - Tos(D)-

Gegeben die Summe der beiden Wartezeiten ist die erste WarteZéulso gleichverteilt auf
[0, S]!
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3.4.2 Multivariate Normalverteilungen

SeiZ = (4, Z,, ..., Zg) mit unabhéngigen, standardnormalverteilten ZufallgldenZ;. Die
Verteilung des Zufallsvektor® ist dann absolutstetig bzgl. des LebesguemaR&’imit Dichte

1\2

d 2
H e = 27r)‘% ~ 2 (d-dimensionale Standardnormalverteilung)

Sei nunm € R? undo € R4¥4 eined x d-Matrix. Wir betrachten den Zufallsvektor
Y=0Z4+m.

Ist o regular, dann konnen wir die Dichte der Verteilung vnbzgl. des Lebesgue-Males ki
mithilfe des Transformationssatzes explizit berechnen:

frly) = fx(o™(y—m)) |deta™|

1 1 1
- T a0l exp (—Q(y —m)-C (y— m)) .

Ist o nicht regular, dann nimmY nur Werte in einem echten Unterraum d¥san. Die Verteilung
von X ist deshallmicht absolutstetigpzgl. des Lebesgue-MaRes .

Definition (Normalverteilung im R?). Seim € R¢, und seiC € R¥“ eine symmetrische,
positiv definite Matrix. Die Verteilungy (m, C') im R? mit Dichte fy heif3td-dimensionale Nor-
malverteilungmit Mittel m und Kovarianzmatrix_'.

Beispiel (Zufallige Punkte in der Ebene). SeienX undY unabhéangigelV (0, o2)-verteilte Zu-
fallsvariablen auf(2, A, P) mit o > 0. Dann ist die gemeinsame Verteilupg - absolutstetig

mit Dichte

1

22 + o2
fX,Y(xay) = - €XP <— Y

202

202

), (z,y) € R%

Insbesondere giltX, Y') # (0,0) P-fast sicher. Wir definieren den Radial- und Polaranteil
R : Q— (0,00), o Q—[0,2m)

durch
X = R-cosd und Y = R-sind,
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d.h.R=vX2+Y2und® = arg(X +:Y) falls (X,Y") # (0,0). Auf der Nullmeng€g((X,Y) =
(0,0)} definieren wir(R, ®) in beliebiger Weise, sodass sich messbare Funktionenergeir
berechnen nun die gemeinsame Verteilung foumnd &:

PR <ry,® < ¢y = P[X,Y) e ,Kuchenstick*mitWinkelp, und Radius-]

— / / fX,Y(:Ea y) d$ dy
Kuchenstiick

ro %o

= //fx,y(rcosqb,rsingb)\r/ do dr
0

0 Jacobideterminante
der Koordinatentrans.

0 ko
= / / —_e/C9) g dr.
0 2mo
0

Hierbei haben wir im 3. Schritt den Transformationssatdgsitutionsregel) fir mehrdimensio-

nale Integrale verwendet - der Faktdst die Jacobideterminante der Koordinatentransformatio
Es folgt, dass die gemeinsame Verteilyngs absolutstetig ist mit Dichte

1 T 2 2
- = .. ,r?/(20%)
fra(r, ®) on o2 ¢ :

Da die Dichte Produktform hat, sind und® unabhangig. Die Randverteilung ist absolutste-
tig mit Dichte
1
fo(¢) = const. = ——  (0<¢<2m)
T

d.h.® ist gleichverteilt auf0, 27). Somit istu z absolutstetig mit Dichte

T 2 2
T 2202
or(r) = i (r>0).
Die Berechnung kdénnen wir verwenden, um Stichproben vorSteendardnormalverteilung zu
simulieren:

Beispiel (Simulation von normalverteilten Zufallsvariablen). Die Verteilungsfunktion einer
N(0, 1)-verteilten ZufallsvariableX ist

1 v 2
FX(:E):\/—Q_»]T / eit /2dt

Das Integral ist nicht explizit I6sbar und die Inver8g' ist dementsprechend nur approximativ
berechenbar. Daher ist die Simulation einer Standardrigentailung durch Inversion der Ver-
teilungsfunktion relativ aufwendig. Ein einfacheres Slationsverfahren ergibt sich, wenn wir
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eine zweidimensionale Standardnormalverteilung beteschind auf Polarkoordinaten transfor-
mieren. Dann gilt fir den Radialanteil:

Fr(z) = / e Prdr = 1—e %2,
0
Das Integral ist also explizit berechenbar, und

Fil(u) = /—2log(1 —u), wue(0,1).

Der Winkelanteil® ist unabhangig vork und gleichverteilt aufo, 27). Wir kdnnen Zufallsva-
riablen mit der entsprechenden gemeinsamen Verteiluregigen, indem wir

b = 27TU1 y
R = \/—210g(1 —Us) (bZW. =/ —2log Uz) ,

setzen, wobel/; und U, unabhangige, aul, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen sind. Stichpro-

ben vonU; und U, kénnen durch Pseudozufallszahlen simuliert werden. diallBuariablen
X = Rcos® und Y = R-sin®

sind dann unabhé&ngig und(0, 1)-verteilt. Firm € Runde > 0sindeX + m undoY + m
unabhangigeV (m, o2)-verteilte Zufallsvariable.

Wir erhalten also den folgenden Algorithmus zur Simulatton Stichproben einer Normalver-
teilung:

Algorithmus 3.20 (Box-Muller-Verfahren). Input: m € R,o >0
Output: unabhangige Stichprobény von N (m, o?).

1. Erzeuge unabhangige Zufallszahtenu, ~ U 1)

2. z:=y/—2logu; cos(2muy), y := /—2log uy sin(27uz)

.x:=0x+m,y=o0y+m

3.4.3 Summen unabhangiger Zufallsvariablen, Faltung

SeienX undY unabhangige reellwertige Zufallsvariablen &f .4, P) mit Verteilungeru bzw.
v. Wir wollen die Verteilung vonX + Y bestimmen. Fir diskrete Zufallsvariablen ergibt sich:

PX+Y=2 = Y PX=zY=z:—zl= > pawz—1z (@41

T€X(Q) :P[X:m]‘.;[yzzﬂ] T€X(Q)
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Massenfunktion
(pxv)(z) = > pla)v(z—a)
zeX ()
heil3t Faltung von undv. Eine entsprechende Aussage erhalt man auch im allgemiéalien
Satz 3.21(Verteilungen von Summen unabhéngiger Zufallsvariableh. SeienX undY un-

abhangige reellwertige Zufallsvariablen mit Verteilunge bzw.». Dann ist die Verteilung von
X +Y die durch

wenlB) = [ udo)vlB-s),  BeB®)
definierteFaltung der Wahrscheinlichkeitsverteilungerundv.

Beweis.Sei B := {(z,y) |z +y € B}. DaX undY unabhangig sind, erhalten wir mit dem
Satz von Fubini

PIX+YeBl = P[X,Y)eB] = (u®v)B]
e [ utds) [viantsry) = [ nao)viE -l
=Ip_2(y)

O

Bemerkung. Die Faltunguxv zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungemundy aufR! ist wieder
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aif. Da die Addition von Zufallsvariablen kommutativ
und assoziativ ist, hat die Faltung von Wahrscheinliclskeitteilungen nach Sdiz 3121 dieselben
Eigenschaften:

LxV = Ux[ (daX+Y =Y + X) (3.4.2)

(uxv)*n = px(v*n) da(X+Y)+Z=X+(Y+2)). (3.4.3)

Im diskreten Fall isf: x v nach [[3.4.R) die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Géwen
(nxv)(z) = > @)z - ).
Eine entsprechende Berechnungsformel ergibt sich aucibBolutstetige Wahrscheinlichkeits-
verteilungen:
Lemma 3.22.Ist v absolutstetig mit Dichte, dann ist auch: x v absolutstetig mit Dichte
o) = [ utdz) gz~ 2).

Ist zusatzlich aucly absolutstetig mit Dichtg, dann gilt

o(z) = / F(@) g(z — 2) dz = (f%)(2)
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Beweis.Wegen der Translationsinvarianz des Lebesguemales gilt

(s8] = [ utdoy( -l = [utie) [ gtay™ [ ( / u(dw)g(z—w)) =
Joa”

=[5 9(z—x)dz

Also ist . = v absolutstetig mit Dichte. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar. 0

Beispiel. (1). SindX undY unabhangig, un8in(n, p) bzw.Bin(m, p)-verteilt, dannistY +Y
eineBin(n + m, p)-verteilte Zufallsvariable. Zum Beweis bemerkt man, daeggémein-
same Verteilung vonX und Y mit der gemeinsamen Verteilung vdfy + ... + Z,, und
Zns1+ ... + Z,1 Ubereinstimmt, wobei die Zufallsvariabléfy (1 < i < n + m) unab-
héngig undBernoulli(p)-verteilt sind. Also folgt:

Als Konsequenz erhalten wir (ohne zu rechnen):
Bin(n, p) x Bin(m,p) = Bin(n + m,p) ,

d.h. die Binomialverteilungen bilden eir@ltungshalbgruppeExplizit ergibt sich:

S (Dt (o (e

2 (7)) 64

d.h.
Die kombinatorische Formel (3.4.4) ist auch alandermonde-ldentitdtekannt.

(2). SindX undY unabhangig und Poisson-verteilt mit Parametebzw. \, dann istX + Y
Poisson-verteilt mit Paramet&r+- X, denn nach der Binomischen Formel gilt fuie> 0:

(hx > py)(n) = ZMX “py (n— k)

)\_k €_>‘ . )\nik e_x
k! (n—k)!

k=0

_ _>\+>\ Z )\k )\n k

n!

Also bilden auch die Poissonverteilungen eine Faltundpgimappe:

Poisson(\) * Poisson(j\) = Poisson()\JrX)
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~ =2

(3). SindX undY unabhéangig und normalverteilt mit Parametéin o2) bzw. (m, 2), dann
ist X + Y normalverteilt mit Parameterimn + m, 0% + %), siehe??. Dies verifiziert man
leicht mithilfe der charakteristischen Funktionen. Dierialverteilungen bilden also eine
zweiparametrige Faltungshalbgruppe.

3.4.4 Wartezeiten, Gamma-Verteilung

SeienTy, Ts, ... sukzessive Wartezeiten auf das Eintreten eines unvotisasen Ereignisses. In
einem einfachen Modell nehmen wir an, dassHié; € N) unabhangige exponentialverteilte
Zufallsvariablen sind, d.h. die Verteilungen dersind absolutstetig mit Dichte

f(t) = \- €_>\t . ](0700)(15) .
Die Verteilung der Gesamtwartezeit
S,=T1+..+T,

bis zumn-ten Ereignis ist dann

HSn = HTy X Ty X o % T,

Insbesondere ist die Verteilung véh absolutstetig mit Dichte

(f*f)(s)= /R @ f(s—x)= /08 N A A=) g — N2 A /08 dr = \2se™¢
=0

=0
fur z<0 fiur a>s

fr s > 0, bzw.(f = f)(s) = 0 fur s < 0. Durch Induktion ergibt sich allgemein:

Lemma 3.23. Die Verteilung vons,, ist absolutstetig mit Dichte

)\Tl
['(n)

X Sn—l . 6—)\5 . ](0700)(5) ’

fan(s) =

wobei
[(n) = / 1ot gy " (n—1)!
0

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung aiif, mit Dichte f, ,, heilitGammaverteilung
mit Parameterm\, n € (0, co).
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Abbildung 3.3: Dichtefunktionen der Gammaverteilung, fiur verschiedene.

Die Gammaverteilung ist auch fur nicht-ganzzahligdefiniert,I" ist dann die Eulersche Gam-
mafunktion. Firm = 1 ergibt sich die Exponentialverteilung als Spezialfall @Gammavertei-
lung. Allgemein gilt:

L\ r) « T(N\,s) = T(\r+s),

d.h. die Gammaverteilungen mit festem Paramgteitden eine Faltungshalbgruppe.

Bemerkung (Poissonprozess Die Anzahl der bis zur Zeit > 0 eingetretenen Ereignisse im
obigen Modell ist

Ny = max{n >0] 5, <t}.

Die ZufallsvariablenV; sind Poissonverteilt mit Parametert (Ubung). Die KollektionV; (¢ >

0) der Zufallsvariablen heif¥oissonprozess mit Intensitét. Der Poissonprozess ist ein mo-
noton wachsender stochastischer Prozess mit ganzzaMigeen. Er ist selbst eine zeitstetige
Markovkette und ist von grundlegender Bedeutung fur die auktion allgemeiner Markov-
ketten in kontinuierlicher Zeit. Wir werden den Poissorgass in der Vorlesung ,Stochastische
Prozesse" genauer betrachten.
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3.5 Kovarianz und lineare Prognosen

Fur einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsraumpurd(1, co) bezeichnen wir mitC?(Q2, A, P)
den Raum aller Zufallsvariablen a(f2, A, P) mit endlichemp-tem Moment:

Lr(Q,AP) = {X:Q— Rmessbar: E[|X|’] < oo}

Der Raum ist ein Unterraum des Vektorraums allgi3(R) messbaren Abbildungen, denn fur
X, Y € £P(Q, A, P)unda € R gilt mit einer endlichen Konstante:

ElaX +YP) < Elg(aXP+[YP)] = claPEXP]+6E[YP] < oo

Auf dem Vektorraum
P(QAP) = LP(QAP)) ~

der Aquivalenzklassen voR-fast sicher gleichen Zufallsvariablen (<, A, P) wird durch
IXN, = EQXP

eine Norm definiert. In der Analysis wird gezeigt, dd#$$(2, A, P) ein Banachraum, also voll-
standig bzgl. def.’-Norm ist.

Wir beschranken uns hier zunachst auf die Falte 1 undp = 2. Der VektorraumZL?(2, A, P)
hat den groRen Vorteil, dass dié-Norm von dem Skalarprodukt

(X,Y): = E[XY]

erzeugt wird. Hierbei ist der Erwartungswef{XY] wegen|XY| < (X? + Y?)/2 definiert.
Insbesondere gilt di€auchy-Schwarz-Ungleichung

|EIXY]| < EXYV2.E[Y?YV?2  furaleX,Y € £(Q, A, P).

Es folgt
L2(Q,AP) C LYOA P),

denn fir alleX € £2(Q, A, P) gilt
E[|X]] < E[MYV2EXY? < .

Dabei haben wir wesentlich benutzt, dd3&in endliches Mal ist - fiir unendliche Mal3e ist der
Raum/? nichtin £! enthalten ! Nach({3.2.2) ist umgekehrt eine Zufallsvagadlis£! genau
dann in£? enthalten, wenn sie endliche Varianz hat.
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Seien nunX undY quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariablemr, d@uf einem gemeinsa-
men Wahrscheinlichkeitsraut®, A, P) definiert sind. Wie schon fur diskrete Zufallsvariablen
definieren wir wieder di&ovarianz

Cov(X,Y] = E[X-EX]))(Y-E[Y])] = EFEXY]-FEX] EY]
und denKorrelationskoeffizienten
Cov[X,Y]

ol X,Y] = W, fallso[X] - o[Y] # 0.

Die ZufallsvariablenX undY” heiBenunkorreliert , falls Cov|[X, Y] = 0 gilt, d.h. falls
E[XY] = E[X]-E[Y].

Aus dem Transformationssatz fur den Erwartungswert falgss wir die Kovarian£ov[X, Y]
aus der gemeinsamen Verteilungy = P o (X,Y)~! der Zufallsvariablen¥ undY berechnen

cotxy] = [ (o= [ruxt@) (v [2nrta)) pcrtasan)

Aus der Linearitat des Erwartungswertes ergibt sich, das#\dbildungCov : £? x £2 — R

kdnnen:

symmetrisch und bilinear ist. Die Varianar[X| = Cov[X, X] ist die zugehdrige quadratische
Form. Insbesondere gilt wie im diskreten Fall:

Var ZXi] = ZVar[Xi] +2- Z Cov[X;, Xj].
i=1 i=1 ij=1
i<j
Sind die ZufallsvariablerX, . . ., X,, unkorreliert, dann folgt:

Var[X; +...+ X,] = > Var[X]].
=1

3.5.1 Lineare Prognosen

Angenommen wir wollen den Ausgang eines Zufallsexperisi@othersagen, dass durch eine
reellwertige Zufallsvariablé” : 2 — R beschrieben wird. Welches ist deeste Prognosewebt
fur Y (w), wenn uns keine weiteren Informationen zur Verfiigung st€he

Die Antwort hangt offensichtlich davon ab, wie wir den Progefehler messen. Haufig verwen-
det man den mittleren quadratischen Fehl\deanSquareError)

MSE = E[X —a)?
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bzw. die Wurzel Root M eanSquareError)
RMSE = MSEY? = |X —alrz@up)
Eine andere Moglichkeit ist die Verwendung der statt derZ?-Norm.
Satz 3.24(Erwartungswert und Median als beste Prognosewerte
(1). IstY € £%(Q, A, P), dann gilt fur alleb € R:

E[(Y =b)? = Va[Y]+((b-EY])? > E[Y-E[Y])?.

(2). IstY € LY(Q, A, P) undm ein Median der Verteilung vor, dann gilt fur alleb € R:

ElY -8 > E[Y -m].

Der mittlere quadratische Fehler des Prognoseweéristsalso die Summe der Varianz von
und des Quadrats des systematischen bzw. mittleren Prefghters (englBias) b — E[X]:

MSE = \Varianz + Bias.

Insbesondere ist der mittlere quadratische Fehler gemau=fU~[X | minimal. DerL!-Fehler ist
dagegen bei einem Median minimal.

Beweis. (1). Fiurb € R gilt wegen der Linearitat des Erwartungswertes:

E[(Y -0 = E[Y - E[Y]+ E[Y] - 0)’
= B[Y - EY])| +2E((Y — E[Y]) - (E[Y] = b)] + E[(E[Y] = b)’]
= Var[Y] + (E[Y] —b)*.

(2). Furm > b folgt die Behauptung aus der Identitat
YV —m| =Y =8 < (m=b) (Loom(Y) = Limoo)(Y))

durch Bilden des Erwartungswertes, denn fur einen Mediagilt P[Y < m| < 1/2 und
P[Y > m| > 1/2. Der Beweis fum < b verlauft analog.
U
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Seien nunX,Y € L3(9, A, P) quadratintegrierbare Zufallsvariablen mitX] # 0. Angenom-
men, wir kennen bereits den Weft(w) in einem Zufallsexperiment und suchen die béisiare
Vorhersage

Y(w) = aX(w)+Db, (a,b € R) (3.5.1)

fir Y (w) im quadratischen Mittel. Zu minimieren ist jetzt der mitdeyuadratischen Fehler
MSE := E[Y -Y)3,

unter allen Zufallsvariableff, die affine Funktionen voX sind. In diesem Fall erhalten wir

MSE = Var[y — Y|+ E[Y —Y]?
— Var[¥ — aX] + (E[Y] — aE[X] — b)%.

Den zweiten Term kdnnen wir flir gegeberaminimieren, indem wir
b = FE[Y]|—aE[X]

wahlen. Fur den ersten Term ergibt sich

Var[Y —aX] = Cov[Y —aX,Y —aX] = Var[Y] — 2a Cov[X, Y] + a® Var[X]
= |a-0/X|— 7COV[X’ Y] i ar[Y] — M
- (oo - ) eVl -Sgags es2

Dieser Ausdruck wird minimiert, wenn wir = Cov[X, Y|/o[X]? wahlen. Die bzgl. des mittle-
ren quadratischen Fehlers optimale Prognoséfgestitzt aufX ist dann

~

Yoo = aX+b = E[Y]+a(X — E[X]).
Damit haben wir gezeigt:

Satz 3.25(Lineare Prognose/Regression vony” gestitzt auf X). Der mittlere quadratische
Fehler E[(Y — Y)?] ist minimal unter allen Zufallsvariablen der Forbi = a.X + b mita,b € R
far

. Cov[X,Y]

V) = BN+ Sy (Y@) - BIXD).

Das Problem der linearen Prognose steht in engem Zusamngenmader Cauchy-Schwarz-
Ungleichung fir die Kovarianz. In der Tat ergibt sich diesegléichung unmittelbar aus Glei-

chung [(3.5.R):
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Satz 3.26(Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Fir XY € £*(Q, A, P) gilt
|Cov[X,Y]| < Var[X]? Var[Y]'? = o[X]-0o[Y]. (3.5.3)

Insbesondere gilt fur den Korrelationskoeffizienten im FaK | - o[Y] # 0:
o[ X,Y] < 1 (3.5.4)

Gleichheit in [3.5.B) bzw{(3.5.4) gilt genau dann, wenh € R existieren, sodasg = aX + b
P-fast sicher gilt. Hierbei isp[.X, Y] = 1 im Fallea > 0 undp[X, Y] = —1 fura < 0.

Beweis.Im Fall ¢[X]| = 0 gilt X = E[X]| P-fast sicher, und die Ungleichung (3.5.3) ist
trivialerweise erfillt. Wir nehmen nun an, das§X| # 0 gilt. Wahlt man dann wie oben
a = Cov[X,Y]/o[X]? so folgt aus[(3.5]2) die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Cov[X,Y]?

Var[Y] = Var[X] =

0.

Die Ungleichung[(3.5]4) folgt unmittelbar. Zudem erhaltgingenau dann Gleichheit i (3.5.2)
bzw. (3.5.3) bzw.[(3.5]4), wenviar[Y — aX| = 0 gilt, alsoY — a X P-fast sicher konstant ist. In
diesem Fall folgiCov[X, Y] = Cov[X, aX]| = a Var[X], also hato[X, Y] dasselbe Vorzeichen
wie a. 0J

Bemerkung (Nichtlinearen Prognosen. Die ZufallsvariableY” minimiert den mittleren qua-
dratischen Fehler nur unter allen Zufallsvariablen, dismafFunktionen vonX sind. Alsbeste
nichtlineare Prognose filyY’ gestitzt aufy bezuglich der.?-Norm ergibt sich dagegen die be-
dingte Erwartung?[Y"| X], die wir in Kapitel ?? definieren werden.

3.5.2 Regressionsgerade, Methode der kleinsten Quadrate

Ist die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilantf2 eineempirische Verteilung

1 n
P = ﬁ;%

vonn Elementenu,, ..., w, aus einer Grundgesamtheit (z.B. alle Bonner Mathematilestien
des ersten Jahrgangs, oder eine Stichprobe daraus), dale gemeinsame Verteilung zweier
reellwertiger AbbildungenX,Y : 2 — R (statistische Merkmalez.B. Punktzahlen im Abitur
und in der Analysis-Klausur) gerade die empirische Vartejlder auftretenden Werte:

1 n
pxy = 525@“,%), ri = X(w), ¥i =Y (w;).
i=1
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Die Gewichte der empirischen Verteilung sind die relatitAgufigkeiten
MX,Y[{CLJ)}] = h<a’7 b)/n7 h(a7b) = |{1 <it<n:a =a,Y; :b}‘

Der ErwartungswerE [ X] ist in diesem Fall dasmpirische Mittel

E[X] = Z a-h(a)/n = %sz = Ty,

VarlX] = B(X-EX])] = % (a—7) - h(a)/n
a€{x1,...,Tn }
= % : (zi — Tn)Q = @n - (xn)Q = UrQL'

Nach Sat4 3.24 minimieren daher das empirische Mittel udérjdMedian einer Stichprobe
r1,..., 7, € R die Summe der quadratischen bzw. absoluten Abweichuhgen — a)? bzw.

2 |z — al.

Als Kovarianz und als Korrelationskoeffizient ergibt sich

1 & -
=1 i

X S (o= )k~ 70)
olX,Y] = % = (Zil(;pi_xn)Q)l/z(;(yj/_yn)Q)l/z = 7,

Denempirischen Korrelationskoeffizientenr,, der Daten(z;, y;), 1 < i < n, verwendet man
als Schétzer fur die Korrelation von Zufallsgrof3en mit uideten Verteilungen. Die Grafiken
in Abbildung[3.4 zeigen Stichproben von bivariaten Norreaieilungen mit verschiedenen Kor-
relationskoeffizienten.
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1 °
0= —3
Abbildung 3.4: Stichproben von 100 Punkten von verschiedeMormalverteilungen >

Als beste lineare Prognose vanhgestiutzt autX im quadratischen Mittel erhalten wir diRe-
gressionsgerade = ax + b, die die Quadratsumme

n

Z(axier—yi)Z = n-MSE

i=1

der Abweichungen minimiert. Hierbei gilt nach Shiz 3.25:

_CoX.Y] (= Ty~ T)
o X]? > (i — Ta)?

Die Regressionsgeraden sind in Abbilding 3.4 eingezetchne

und b= E[Y]—a E[X|=79,—a- T,

3.5.3 Unabhangigkeit und Unkorreliertheit

Auch fur allgemeine ZufallsvariableA und Y folgt aus Unabhangigkeit die Unkorreliertheit

von beliebigen Funktioneri(X) und g(Y'). Dies werden wir unter anderem beim Beweis des

Kolmogorovschen Gesetzes der groRen Zahlen inSaif 4.h0tes, um die Aussage auf nicht-
quadratintegrierbare Zufallsvariablen zu erweitern.
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Satz 3.27(Unabhangigkeit und Unkorreliertheit von allgemeinen Zufalsvariablen). Fir Zu-
fallsvariablenX : @ — SundY : Q — T mit Werten in mef3baren Raumén S) und (7, 7))
sind aquivalent:

(1). Die ZufallsvariablenX undY” sind unabhéngig, d.h.

PIXe€AYeB] = P[Xe€A PYe€B] fralleAe SundB € T.

(2). Die Zufallsvariableri(X) und g(Y') sind unkorreliert fur alle meBbaren Funktionghg
mit f, g > 0 bzw.f(X), g(Y) € L*(Q, A, P), d.h.

E[f(X)-9(V)] = E[f(X)]- Elg(Y)]. (3.5.5)

Beweis. Offensichtlich folgt (1) aus (2) durch Wahl vgh= I, undg = I. Die umgekehrte Im-
plikation folgt durch maR3theoretische Induktion: Gilt,(dxnn ist[(3.5.5) fir Indikatorfunktionen

f undg erflllt. Wegen der Linearitat beider Seiten dieser Gleighin f und g gilt (8.5.5) auch
fur beliebige Elementarfunktionen. Fir messbAre > 0 betrachten wir Folgen von Elementar-
funktionenf,,, g, mit f,,  f,g.  g. Die Aussagel(3.515) folgt durch monotone Konvergenz.
Allgemeine Funktionen zerlegen wir in ihren Positiv- undgdgvanteil, und wenden die Aus-
sage auf diese an. Also giltov[f(X),g(Y)] = 0 fur alle messbarerf, g mit f,g > 0 bzw.
f(X),9(Y) € L2(Q, A, P). O

Das Produkt zweier integrierbarer Zufallsvariablen istAblgemeinen nicht wieder integrierbar.
FUr unabhangige Zufallsvariablen erhalten wir jedoch:

Korollar 3.28. SindX,Y € £1(, A, P) unabhangig, so gilt:
XY € LYU%AP) und  E[XY] = FE[X]-E[Y].
Beweis.Nach Satz 3.27 gilt:
EIXY]] = E[X]-E[Y]] < oo
Die Formel furE[X Y] folgt durch die ZerlegungeX = X+ — X~ undY =Y+ - Y. O

Beispiel (Kovarianzmatrix von multivariaten Normalverteilungen ). Seim € R?, und sei
C € R¥*? eine symmetrische, positiv definitex d-Matrix. Die NormalverteilungV(m, C) ist
die Verteilung des Zufallsvektors = ¢Z + m, wobeiZ = (7, Z,, ..., Z4) ein Zufallsvektor
mit unabhangigen, standardnormalverteilten Kompone#tenndo eine beliebigel x d-Matrix
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mit C = oo’ ist. Die ZufallsvariablenZ; haben Erwartungsweft, und nach Satz 3.27 gilt
Cov|Z;, Z;] = ¢;;. Hieraus folgt, dass der Vektar der Erwartungswert, und die MatriX die
Kovarianzmatrix der Verteilungy (m, C') ist, denn

d

EY] = ) oaBlZ]+mi = m, und
k=1
COV[Y;,Y}] = Cov Zaszkerl,ZaﬂZmLm]

= E Oik0j 1 - COV Zk,Zl E OikOjr = z'j-

Bemerkung (Linearkombinationen von gemeinsam normalverteilten Zufdlsvariablen). Ist

Y ein Zufallsvektor mit VerteilungV (m, C'), dann ist jede Linearkombinatien Y = Zle o;Y;
der Komponenten mit € R? eine normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert m und Vari-
anza-Ca. Dies kann man zum Beispiel durch eine explizite Berechrderd/erteilungsfunktion
aus der Dichte voir zeigen. Wir werden multivariate Normalverteilungen sysdéischer in Ab-
schnit{5.8 untersuchen, und dort auch einen elegantensriBder letzten Aussage mithilfe von
charakteristischen Funktionen geben.
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SindX; : 2 — R, ¢ € N, unabh&ngige identisch verteilte (i.i.d.) Zufallsvaremit Erwartungs-
wertm, dann gibt es drei unterschiedliche Arten von fundamentalessagen fir die Asymptotik
der MittelwerteS,,/n der Summers,, = > " | X; fir groRen:

e Gesetze der grof3en Zahlbesagen, dass die Mittelwerte bzgl. eines geeigneten Konve
genzbegriffs fir Zufallsvariablen gegen den Erwartungswiekonvergieren, siehe Kapitel
4.

e Zentrale Grenzwertsatdgeschreiben ,typische” Fluktuationen um den Grenzwerteaus
nem Gesetz der grof3en Zahlen, d.h. die asymptotische Farivedeilung vons,,/n in
Bereichen der GréRenordnutyg1/,/n) um den Erwartungswert, siehe Kapitel 5.

e Aussagen uUbegro3e Abweichungebeschreiben asymptotisch die Wahrscheinlichkeiten
der seltenen Abweichungen der GroRenordndig) von S,,/n vom Erwartungswerin.
Diese Wahrscheinlichkeiten fallen unter geeigneten \&satzungen exponentiell ab, siehe
Kapitel[8.

Mit dem starken Gesetz der grof3en Zahlen fur Bernoulli-Eol(satZz 1.5), dem Grenzwertsatz
von de Moivre/Laplace, bzw. der Bernsteinungleichung habie bereits entsprechende Aussa-
gen kennengelernt, falls di€; Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen sind. In den folgem Kapi-
teln werden wir sehen, dass keine spezifische Form der Mertevorausgesetzt werden muss,
sondern die Aussagen ganz allgemein unter geeignetemibrtegykeitsbedingungen gelten.
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Kapitel 4
Gesetze der grof3en Zahlen

In diesem Kapitel beweisen wir verschiedene Gesetze d&egrdahlen, d.h. wir leiten Bedin-
gungen her, unter denen die Mlttelwe#ti X; einer Folge( X;);cn von reellwertigen Zufalls-

variablen gegen ihren Erwartungswert konvergleren Daiieirscheiden wir verschiedene Arten
der Konvergenz, die wir zunachst genauer untersuchennvolle

4.1 Grundlegende Ungleichungen und Konvergenz von Zu-

fallsvariablen

4.1.1 Konvergenzbegriffe flr Zufallsvariablen

SeienY,,,n € N, undY reellwertige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamarschein-
lichkeitsraum(€2, A, P) definiert sind. Wir betrachten die folgenden Konvergentiffegir die

FOIge(Yn)neN:

Definition. (1). Fast sichere Konvergenz:
Die Folge(Y,).en konvergiertP-fast sicher gegeir’, falls gilt:

P [nm Y, = Y] = PweQVyw) > YW} = L

n—0o0

(2). Stochastische Konverger{€onvergence in probability):
Die Folge(Y,).en konvergiertP-stochastisch gegeri (NotationY,, £ Y), falls

lim P[|Y, —Y|>¢] = 0 far alle e > 0 gilt.

n—o0
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(3). £P-KonvergenZ1 < p < o0):
Die Folge (Y., ).en konvergiert inC?(£2, A, P) gegenY’, falls
lim E[|Y, -Y[P] = 0.

n—oo

Ein Gesetz der grof3en Zahlen bezlglich fast sicherer Kgewer heil3tstarkes Gesetz der
grol3en Zahlen ein G.d.g.Z. bezlglich stochastischer Konvergenz hsgiRivaches Gesetz der
grol3en Zahlen Wir wollen nun die Zusammenhange zwischen den verscheadknnvergenz-
begriffen untersuchen.

Satz 4.1. (1). Fast sichere Konvergenz impliziert stochastischevkayenz.
(2). Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis. (1). Konvergierty,, P-fast sicher gegelr, dann gilt flre > 0:

1 = P[lY,—Y|<e schlieBlich

= P Uﬂ{|Yn—Y|<5}]
= lim P ﬂ{|Yn—Y\<a}]

< lim inf P[Y, —Y]| < €]

m—oo n>m

= liminf P[|Y,, = Y| <¢].

n—o0

Es folgt lim P[|Y,, — Y| < ¢] = 1 furallee > 0, d.h.Y,, konvergiert auchP-stochastisch
n—o0
gegeny’.

(2). Sei andererseit® das Lebesguemald atif = (0, 1] mit Borelschero-Algebra. Wir be-
trachten die Zufallsvariablen

YVi=Toy, Yo =Ty, Ys =T g, Ya=To1y,Ys =T 1, Y = L1 5, Y6 = Iis ), -

7%]’

Dann gilt
P[|Y,|>¢] = PY,=1 — 0 far allee > 0,

also konvergiert,, stochastisch gegen 0, obwohl
limsup Y, (w) = 1 far allew € Q gilt.

O
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Hier ist ein weiteres Beispiel, das den Unterschied zwiscstechastischer und fast sicherer
Konvergenz zeigt:

Beispiel. Sind T3, 75, . . . unter P unabhangigéixp(1)-verteilte Zufallsvariablen, dann konver-
giertT,,/logn P-stochastisch gegen 0, denn

d

fur allee > 0. Andererseits gilt nacfi(2.1.5) aber

T,
logn

n—oo

25} = P[T,>¢e-logn] = n° = 0

= 1 P-fast sicher,

lim sup
n—oo 108N

also konvergiert,, / log n nicht P-fast sicher.

Obwohl die stochastische Konvergenz selbst nicht fasesecKonvergenz impliziert, kann man
aus einer Verscharfung von stochastischer Konvergenzagtesichere Konvergenz schliel3en.
Wir sagen, dass eine Foldg, n € N, von Zufallsvariablen auf(2, A, P) schnell stochastisch
gegenY konvergiert, falls

Y PIY,-Y|>e] < oo firalles > 0.

n=1

Lemma 4.2. Aus schneller stochastischer Konvergenz folgt fast secKenvergenz.

Beweis.Wir konnen 0.B.d.AY = 0 annehmen. Konvergielt, schnell stochastisch gegén

dann gilt:
Pllimsup |Y,| <e] > P[|Y,| >enurendlichoff = 1.
Es folgt
Pllimsup |Y,| #0] = P U {limsup |Y,| > ¢} = 0.
ecQy

Ahnlich zeigt man:

Lemma 4.3. KonvergiertY,, P-stochastisch gegexi, dann existiert eine Teilfolgg,, , die P-fast
sicher gegerY” konvergiert.

Beweis.Wieder konnen wir 0.B.d.AY = 0 annehmen. Konvergieit, stochastisch gegeh
dann existiert eine Teilfolg¥,, mit

1 1
P[|Ynk|2ﬂ S
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Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt
1 :
P Y, |> 7 nur endlichoft = 1,

alsoY,,, — 0 P-fast sicher. O

Als nachstes beweisen wir eine Erweiterung éeby§ev-UngIeichung, die wir an vielen Stellen
verwenden werden. Insbesondere impliziert sie, dassastisbhe Konvergenz schwacher ist als
LP-Konvergenz.

4.1.2 Die Markov-Cebysev-Ungleichung

SeiX : Q — R eine Zufallsvariable auf einem WahrscheinlichkeitsrgtimA, P). Wir verwen-
den die folgende Notation:

Notation: FE[X ; A] := E[X - 14] = [, XdP.
Satz 4.4(Allgemeine Markov-Ungleichung). Seih : [0, oc] — [0, co] monoton wachsend und

Borel-messbar. Dann gilt

ER(X]); |X|>d _ E[h(X])]
Pl X| > < ) < o

far alle ¢ > 0 mit h(c) # 0.

Beweis.Da & nichtnegativ und monoton wachsend ist, gilt
h(IX1) = R(IX]) - Iyxizey 2 P(e) - Iix2e),

also auch
ER(IX])] = ER(X]); |X] = = h(c)- P[[X]| = ]

Wichtige Spezialfalle:

(1). Markov - Ungleichung: Furh(z) = x erhalten wir:

El| X
P[|X| > ] < ElX1 far alle ¢ > 0.
C

Insbesondere gilt fiir eine Zufallsvariabtemit £[| X|] = 0:

Pl X|>¢c =0 far alle ¢ > 0,

also auchP[| X| > 0] = 0, d.h.X = 0 P-fast sicher.
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(2). Cebysev - Ungleichung: Fir h(z) = z2und X = Y — E[Y] mitY € £Y(Q, A, P)
erhalten wir:

E[(Y - E[Y])’] _ Var[Y]

PllY — EY]| > d < :

fur allec > 0.

C C

Diese Ungleichung haben wir bereits in Abschfittim Beweis des schwachen Gesetzes
der grofRen Zahlen verwendet.

(3). Exponentielle Abschatzung: Furh(x) = exp(tz) mitt > 0 erhalten wir wegen
I{XZC} S e—tcetX:
PIX > = E[lixsq] < e E[e").
Die Abbildungt — F[e*X] heiBtmomentenerzeugende Funktiomler ZufallsvariablerX .
Exponentielle Ungleichungen werden wir in Absch#tzur Kontrolle der Wahrschein-

lichkeitengrol3er Abweichungevom Gesetz der grol3en Zahlen verwenden.

Als erste Anwendung der allgemeinen Markovungleichungeseiwir fur reellwertige Zufalls-
variablenX, X,, (n € N):

Korollar 4.5 (£P-Konvergenz impliziert stochastische Konvergeng Fir 1 < p < oo gilt:
E|X,- X’ -0 = P[|X,—X|>¢]—0 furallee>0.
Beweis.Nach der Markovungleichung mit(x) = «* gilt:
PIX.-X|2d < = B[X.— XP]
]

Bemerkung. Aus stochastischer Konvergenz folgtim Allgemeinen nighonvergenz (Ubung).
Es gilt aber: KonvergierfX,, — X stochastisch, und ist die Folge der Zufallsvariabl&p|?
(n € N) gleichméRig integrierbar, d.h.

sup E[| X,|P; | Xy > ¢ — 0 fire— oo,
neN

dann konvergierX,, gegenX in £? (Verallgemeinerter Satz von Lebesgu&)r benottigen diese

Aussage im Moment nicht, und werden sie daher erst in dee$org »Stochastische Prozesse«
beweisen.

Als nachstes wollen wir den Zusammenhang zwiscBe#Konvergenz fir verschiedene Werte
vonp > 1 untersuchen. Dazu verwenden wir eine weitere fundamebiaigeichung:
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4.1.3 Die Jensensche Ungleichung

Ist {(x) = ax + b eine affine Funktion auR, und X € £! eine integrierbare Zufallsvariable,
dann folgt aus der Linearitat des Lebesgueintegrals:

E[((X)] = FElaX+b = aEX]+b = (E[X)]) (4.1.1)

Da konvexe Funktionen Suprema einer Familie von affinen fomén (namlich der Tangenten
an den Funktionsgraphen der konvexen Funktion) sind, esggh fir konvexe Funktionen eine
entsprechendéngleichung

Satz 4.6(Jensensche Ungleichung Ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteiluny, e £(2, A, P)
eine reellwertige Zufallsvariable, und: R — R eine konvexe Abbildung, dann iB{a(X) "] <
0o, und es gilt

Warnung: Diese Aussage gilt (wie auch (4.11.1)) nur fir die Integratiagl. eines Wahrschein-
lichkeitsmal3es!

Bevor wir die Jensensche Ungleichung beweisen, erinnertkwvz an die Definition und ele-
mentare Eigenschaften von konvexen Funktionen:

Bemerkung. Eine Funktionk : R — R ist genau dann konvex, wenn
hAz 4+ (1—=Ny) < Mz)+ (1 —Nh(y) furaller e [0,1]undz,y € R

gilt, d.h. wenn alle Sekanten oberhalb des Funktionsgrapégen.

|
|
I
I
R
|
|
I
|
|

L | |
f T T

-4 -3 =2

| |
T T

—1
1 1 2 3Y4

T

Abbildung 4.1: Sekante an konvexer Funktion
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Hieraus folgt, dass jede konvexe Funktion stetig ist:Férb < = < y < ¢ < d gilt namlich

M) ~hla) by —hz) _ b(d) = h(e)

b—a - y—x - d—c

Also sind die Diﬁerenzenquotientéﬁ% gleichmafig beschrankt a@h, ¢), und somit ist
h gleichméRig stetig aufb, ¢). Da konvexe Funktionen stetig sind, sind sie auch messhar. D
Existenz des Erwartungswert&$h(.X )] in (—oo, co| folgt dann ause[h(X )] < oc.

Wir beweisen nun die Jensensche Ungleichung:

Beweis.Ist h konvex, dann existiert zu jedem € R eine affine Funktiort (Stitzgerademit
l(xg) = h(zo) und ¢ < h, siehe die Analysis Vorlesung odgk. KLENKE: ,2WAHRSCHEIN-
LICHKEITSTHEORIE®, Abschnitt 7.2.

0.5 1

0 \\<\
Abbildung 4.2: Darstellung voA(x) und h(x)
Wahlen wirx, := E[X], dann folgt

h(E[X]) = ((EX]) = E(([X]) < E[M(X)].

Der Erwartungswert auf der rechten Seite ist definiert,d&) durch die integrierbare Zufalls-
variable/(X) nach unten beschrankt ist. Insbesonderefgitt( X )] < E[¢(X)~] < co. O

Korollar 4.7 (£%-Konvergenz impliziert £LP-Konvergen2). Fur 1 < p < ¢ gilt:
1
Xl = EIXPT < (Xl

Insbesondere folgf?-Konvergenz aug?-Konvergenz.
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Beweis.Nach der Jensenschen Ungleichung gilt
E[XP]» < E[X]),
da die Funktionh(z) = |z|9/? fur ¢ > p konvex ist. O
Nach dem Korollar gilt fup < ¢:
LP(QAP) D LYY AP),

und
X,—>Xinf? = X,— Xin/(P.

Man beachte, dass diese Aussage nuefidliche MalRewahr ist, da im Beweis die Jensensche
Ungleichung verwendet wird.
Mithilfe der Jensenschen Ungleichung beweist man auchididerungleichung:

1

) . 1
EIXY]l < Xl -[IYlly  firp g€ [1, oo mit PR L.

4.2 Starke Gesetze der grol3en Zahlen

Wir werden nun Gesetze der grof3en Zahlen unter verschiedémaussetzungen an die zugrun-
deliegenden Zufallsvariablen beweisen. Zunachst nehmreamwdass;, X, ... € L2(Q, A, P)
guadratintegrierbare Zufallsvariablen sind, deren Veagéa gleichmalfiig beschréankt sind, und de-
ren Korrelationen hinreichend schnell abklingen:

Annahme: ,Schnelles Abklingen der positiven Korrelation

(A) Es existiert eine Folge, € R, (n € N) mit

oo

ch<oo

n=0
und

COV[XZ', X]] < Cli—j| far a”e@,j e N. (421)
Die Bedingung (A) ist insbesondere erfillt, wenn #ierrelationen exponentiell abfallem.h.
wenn

| Cov[X;, Xj]| < c-al

fir eina € (0,1) undc € R gilt. Sind etwa die ZufallsvariableX; unkorreliert, und ist die
Folge devarianzen beschrankd.h. gilt
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(A1) Cov[X;, X;] = 0flrallei,j € N, und
(A2) v :=sup Var[X;] < oo,

dann ist die Annahme (A) mity = v undc¢,, = 0 fir n > 0 erfillt. In diesem Fall haben wir
bereits in Abschnit?? ein schwaches Gesetz der grof3en Zahlen bewiesen.

Wichtig: Es wirdkeine Unabhangigkeit vorausgesetzt!

Sei nun

die Summe der erstenZufallsvariablen.

4.2.1 Das schwache Gesetz der grol3en Zahlen

Den Beweis des schwachen Gesetzes der grol3en Zahlen aum#Aib?e konnen wir auf den
hier betrachteten allgemeinen Fall erweitern:

Satz 4.8(Schwaches Gesetz der groRen Zahgh\Version) Unter der Voraussetzung (A) gilt
furallen € Nunde > 0:

2
E <&—E[S"])] < Y und (4.2.2)
n n n
P{&_E[S” 25} < 2 (4.2.3)
n n En

mitv :=co+2- Y. ¢, < oo. Giltinsbesonderd’[X;] = m flr alle i € N, dann folgt

n=1

S - m in £%(Q2, A, P) und P-stochastisch.
n

Beweis.Unter Verwendung der Voraussetzung an die Kovarianzerterhair

S, B[S\ S 1
E (— — L) ] = Var [—} = — Var[S,)]
n n n n
1 n 1 n n
= - Y CovlX;, X;] < Ezzqi_ﬂ
i,j=1 i=1 j=1
I o= — v
S @XM =
i=1 k=—o0
Die zweite Behauptung folgt daraus durch AnwendenGirySev-Ungleichung. O
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Bemerkung. (1). Im Fall unkorrelierter Zufallsvariablel; (Annahmen (Al) und (A2)) ist die
Aussage ein Spezialfall einer allgemeinen funktionalgisdhen Sachverhalts:

Das Mittel von beschrankten orthogonalen Vektoren im Hitlaem
L*(Q,A, P) = L*(,A,P)/ ~ konvergiert gegen.

Unkorreliertheit detX; bedeutet gerade, dass die Zufallsvariablen

Y;‘ = Xi — E[XZ]
orthogonal inL? sind - beschréankte Varianzen d&j ist gleichbedeutend mit der Be-
schranktheit def.? Normen dety;. Es gilt

Sn_E[Sn] = ZYza

also

1 n n

ﬁ Z Z(Y;a Y})L2

2
L2 =1 j:l

E

(5

1 n
2V

1 — 1
= S Y IYillf: < =sup Vil
[ o

(2). Die £2-Konvergenz und stochastische Konvergenz (®§n— E[S,])/n gegeno gilt auch,
falls die Korrelationen ,langsam* abklingen, d.h. fallsZ4l) fur eine nicht summierbare
Nullfolge ¢,, erfillt ist. In diesem Fall erhalt man allerdings im Allgeimen keine Ab-
schatzung der Ordnur@(+) fiir den Fehler in[{4.2]2) bzwi {4.2.3).

(3). Eine fur grof3e n deutlich bessere Abschatzung des izahl¢4.2.3) (mit exponentiellem
Abfall in n) erh@lt man bei Unabhangigkeit und exponentieller Inextparkeit decX; mit-
hilfe derexponentiellen Ungleichungiehe Satz 4,13 unten.

4.2.2 Das starke Gesetz fur quadratintegrierbare Zufallsariablen
Unter derselben Voraussetzung wie in $atz 4.8 gilt séyéast sichere Konvergenz:

Satz 4.9(Starkes Gesetz groRer Zahlenf?-Version). Unter der Voraussetzung (A) konvergiert

Sn(w) _ E[S,]

n n
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fur P-fast allew € €. Insbesondere gilt

Sy, )
— —  m P-fast sicher,
n

falls E[X;] = m flr alle .

Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir den Beweis zunécimter den starkeren Voraussetzun-
gen (A1) und (A2). Der allgemeine Fall ist eine Ubungsauégatie sich gut zum Wiederholen
der Beweisschritte eignet:

Beweis unter den Annahmen (A1) und (AQjir kdnnen 0.B.d.A.E[X;] = 0 flr alle i voraus-
setzen — andernfalls betrachten wir die zentrierten Zsufaﬁablenffi = X, — E[X;]; diese sind
wieder unkorreliert mit beschréankten Varianzen. Zu zeigedann:

& - 0 P-fast sicher.
n

Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte:

(1). Schnelle stochastische Konvergenz gepentlang der Teilfolge,, = k2 Aus derCebysev-
Ungleichung folgt:

Sz
P[ﬁ

1 S 1
26} < = Var [ﬁ} < pye sngar[Xi].

Da die Varianzen beschrankt sind, ist der gesamte Ausdruathddie Summanden einer

summierbaren Reihe beschrankt. Somit ergibt sich nach-Bznetelli:

SkQ ((,U)
k2

— 0

fur alle w aul3erhalb einer Nullmengé,.

(2). Wir untersuchen nun die Fluktuationen der Folgjezwischen den Werten der Teilfolge
N = k2. Sei

D, = max _ |S; — Sk2|.
k2<I<(k+1)?

Wir zeigenschnelle stochastische Konvergenz gegéir D, /k%. Flre > 0 haben wir

P{%Z€:| = P U {|Sl—sk2|>€/€2}
k2<l<(k+1)2
k2+2k
< Y P[IS = S| > ek’ <
I=k?2

const.
k2’
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denn nach deéeby§ev-UngIeichung gilt fie> < 1 < k% + 2k:

!
1 1
PHS[ - Sk2| > 6]{32] S 52? Val"[Sl — SkQ] S w Var Z Xz]
i=k241
[ —k? k
< ot sngar[Xi] < const: -

Nach Lemmé& 4]2 folgt daher
Dy (w)
k2
fur alle w auBerhalb einer Nullmenge,.

— 0

(3). Zu gegebenem wahlen wir nunk = k(n) mit k> < n < (k + 1)2. Durch Kombination
der ersten beiden Schritte erhalten wir:

S (w) - |Skz(w)| + Dg(w) < ‘Skz(w)
n - - k2

Dk (w)

12 — 0 firn — oo

n

fur allew auBerhalb der Nullmeng¥; U N,. Also konvergiertS,, /n P-fast sicher gege.

O

Beispiel (Random Walk im RY). Sei S, = X; + ... + X,, ein Random Walk inR¢ mit unab-
hangigen identisch verteilten Inkrement&nmit Verteilungu. Gilt

E|X[7 = / ol u(dz) < oo,

dann folgt nach dem schwachen Gesetz der grof3en Zahlerw@ndieauf die Komponenten
5P =57 X™ des Vektorss,):
i=1

Sn(w)

n

—  m fur P-fast allew,

wobeim = [ xu(dz) der Schwerpunkt der Inkrementverteilung ist. Insbesandirfir m # 0:
R4

S, ~ m-n firn — oo P-fast sicher,

d.h. S, wéachst linear mit Geschwindigkeit. Im Fallm = 0 gilt dagegen

Sn(w)

n

— 0 P-fastsicher
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d.h. der Random Walk wachst sublinear. Eine viel praziseseBreibung der pfadweisen Asymp-
totik des Random Walk im Fath = 0 liefert derSatz vom iterierten Logarithmus

) Sy (w) _

| —_— 1 P-fast sicher,
lfln_ilip vnloglogn +

lim inf Sn(w) = —1 P-fast sicher,

n—oo y/nloglogn

siehe z.B. [BWUER: ,WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE].

Beispiel (Wachstum in zufalligen Medien). Um ein zufélliges Populationswachstum zu be-
schreiben, definieren wir Zufallsvariabléf), (n € N) durch

X():l, Xn:Yn'anlu

d.h. X, =[], Yi. Hierbei nehmen wir an, dass die Wachstumsratamabhé&ngige identisch
verteilte Zufallsvariablen miY; > 0 P-f.s. sind. Sein = E[Y;].

(1). ASYMPTOTIK DER ERWARTUNGSWERTE Da dieY; unabhéngig sind, gilt:

Die mittlere Populationsgrof3e wéachst alsosuperkritischen Falln > 1 exponentiell und
fallt im subkritischen Falin < 1 exponentiell ab.

Konkretes Beispieln einem Glucksspiel setzt der Spieler in jeder Runde diétélaeines
Kapitals. Mit Wahrscheinlichkeit erhalt er das-fache des Einsatzes zuriick, und mit
Wahrscheinlichkei% erhalt er nichts zurlck. Hier gilt:

1+¢) mitp =
v, — ( ) p

)

mitp =

NI N
N—= N

also
1 1 24c
= F|Y,| =-(1 - = .

Das Spiel ist also ,fair” fur = 2 und ,superfair” flrc > 2.

(2). ASYMPTOTIK VON X,,(w): Wir nehmen nun an, dassg Y; € £? gilt. Nach dem starken
Gesetz der grof3en Zahlen folgt dann:

1 ] —
“log X, == logY; — Ellog;] =: Pfs.
~log H;Og logYi] =: a
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3).

Also existiert fiire > 0 ein N(w) mit N(w) < oo P-fast sicher,
X, (w) < e und X, (w) > el@on fur allen > N(w).

Fura < 0 fallt X,, also P-fast sicher exponentiell ab, wahreAg fur o > 0 P-fast sicher
exponentiell wachst.

ZUSAMMENHANG VON « UND m: Nach der Jensenschen Ungleichung gilt:
a = EllogY)] <log E[Y1] = log m.

Hierbei haben wir benutzt, dass der Logarithmus eine koskaxw. — log eine konvexe
Funktion ist. Im subkritischen Fath < 1 ist also auchy strikt negativ, d.h.X,, fallt auch
P-f.s. exponentiell ab. Im superkritischen Fall> 1 kann es aber passieren, dastzdem
a < 0 gilt, d.h. obwohl die Erwartungswerte exponentiell wachdgéllt X, P-fast sicher
exponentiell! Im Beispiel

v _ (I1+¢) mitp=1
l 1

N[—= D=

mitp = 5

von oben wachsen die Erwartungswerte exponentielt féir2, aber es gilt

1 1 1 1 1
a:E[logYi]:§<log ;C+log§) 2510g 1020 & ¢ > 3.

Firc € (2, 3) ist das Spiel also superfair mit fast sicherem exponeatieBankrott!
Die Voraussetzungen des Satzes von Lebesgue sind in digésaticéh nicht erfullt, denn
es gilt:

E[X,] /oo, obwohlX, — 0 P-fastsicher.

4.2.3 Von/? nach £! mit Unabhangigkeit

Sind ZufallsvariablenX,Y : Q — S unabhéangig, so sind(X) und ¢(Y") fur beliebige be-
schrankte oder nichtnegative Funktiongr : S — R unkorreliert. Bisher konnten wir zeigen,

dass das starke Gesetz der grof3en Zahlen fir unkorrelpate §chwach korrelierte) Zufalls-

variablenX,, € £? mit gleichméaRig beschrankten Varianzen gilt. Die Unabligkeit der X,

ermdglicht es, diese Aussage auf integrierbare Zufalislblem (d.h.£! statt£?) zu erweitern:

Satz 4.10(Kolmogorovs Gesetz der groRen Zahlen SeienX, X,, ... € L1(Q, A, P) paar-
weise unabhangig und identisch verteilt RitX;] = m. Dann gilt:

N :
lim - ZXZ- = m  P-fastsicher.

i=1
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Kolmogorov hatte eine entsprechende Aussage unter derhmmaon Unabhangigkeit (statt
paarweiser Unabhangigkeit) bewiesen. Der Beweis untesafevacheren Voraussetzung stammt
von Etemadi (1981).

Bemerkung (Dynamische Systeme, Ergodensatzin einer dynamischen Interpretation bedeu-
tet die Aussage

n

1 .
- > Xi(w) — m= /:C/,in(dx) P-fast sicher,
=1

des starken Gesetzes der grol3en Zahlen, dass die ,zetiMhtlwerte” der Zufallsvariablen
X; gegen den ,raumlichen Mittelwerth konvergieren. Dies ist ein Spezialfall eines viel allge-
meinerenErgodensatzeger eine entsprechende Aussage fir ergodische dynanfigcheme
liefert, siehe z.B. REIMAN: PROBABILITY oder DURRETT. PROBABILITY: THEORY AND EX-
AMPLES.

Beweis von Safz 4.1 0ir fiihren den Beweis in mehreren Schritten.

(1). Reduktion auf nichtnegative Zufallsvariablen.

Wir kbnnen 0.B.d.AX; > 0 fir alle: € N voraussetzen. Andernfalls zerlegen iy =
X;" — X, . Die ZufallsvariablenX;",i € N, bzw. X, ,i € N, sind jeweils Funktionen der
X;, und daher wieder paarweise unabhangig. Aus dem GesetzaftgrgZahlen fuX ;"
und X; folgt das Gesetz der grof3en Zahlen fur die Zufallsvariablen

(2). Reduktion auf Gesetz der groRen Zahlentfiir= X, - I;x, <.

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt
P[Y; # X; unendlich oft = 0,
denn
Y PIY;#£X] = Y PIX;>1]
=1 =1
= Y P[X;>i]  (X,identisch verteilt)
=1
< / P[X; > z] dx (P[X; > z] monoton fallend)
0

Also konvergiert: 3" | X, P-fast sicher gegem, falls dasselbe fiit 37" | Y; gilt.
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Sei nun

Die ZufallsvariablerY; sind wieder paarweise unabhangig, und esigit Y; < i.

(3). Konvergenz der Erwartungswerte.

Da die Zufallsvariablery; nicht mehr identisch verteilt sind, bestimmen wir zunactest
Grenzwert der Erwartungswerte der Mittelwefte/n. Nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz gilt

also auch

E[—] ==Y E[Y]—m  firn— co.

(4). P-fast sichere Konvergenz VGQ# entlang der Teilfolger,, = |o™],a > 1.
VorbemerkungEs gilt
1 1 const. const.
— < —

1
LB P P S e T R

n>m

mit einer vonm unabhangigen Konstanten.

Behauptung
Sk,

Ok, limE[

k., n—o0

} =m P-fast sicher.

n

Beweis der BehauptundgNach dem Lemma von Borel-Cantelli gentigt es,
>or|
n=1

zu zeigen. Dies ist der Fall, wenn

e’ Skn
nz:;\/ar [ k:n} < 00

Sk, — E[Sk,]
Ky,

26] < o0

gilt. Wegen
Var[Y]] < E[Y?] = E[X?; X, <i] = B[X?; X, <]
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erhalten wir mithilfe der Vorbemerkung

00 00 kn
>ovar | ] - Z% > varl

1
< Seixsi ¥ op
i=1 n:kn>1 n
> 1
2., .
< const. X;E (X2 X, <] 5
1
< const. sz -1 5
=1 j=1
= const 1 1
= - ZJ G=Lil-2 5
i=j
< const. Zj - P[Xy € (j —1,5]]
j=1
= const. E Zj : I{Xle(j—l,j]}]
j=1
< const: E[X; 4+ 1] < oc.
(5). P-fast sichere Konvergenz vég.
Furl e Nmitk, <[ <k, gilt wegenY; > 0:
Sk <51 < Sk -
Es folgt
kn . Skn _ Skn < @ < Skn+1 _ knJrl . Skn+1
kn+1 kn kn+1 -l kn kn kn-i—l '
Firn — oo erhalten wir wegerfz:t — o unds’“g—flw) —m:
S, S,
m < liminf w) < limsup # < am
[0

fur alle w auf3erhalb einer von abhangenden Nullmengg,. Flurw aul3erhalb der Null-
mengeU@éQ N, folgt somit:
(1S
S,
lim —l<w) =m

l—o0 )

O
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Korollar 4.11 (Gesetz der grol3en Zahlen ohne Integrierbarkeit SeienX;, X... paarweise
unabhangige, identisch verteilte, nicht-negative Zstariablen. Dann gilt:

1 :
Jim - ;Xi(w) = E[X,] €[0,00]  P-fastsicher.

Beweis.Nach Satz 4.70 gilt die Aussage im Fal[X;] < oco. Fur E[X;] = oo erhalten wir fur
ke N:

1< 1< .
ool S hminf A ' _ i _
héggfn;xz > hrxlrigfn;()(l/\k) E[X1 A K] P-fast sicher
Furk — oo folgt dann mit monotoner Konvergenz
S I
hgg.}f£ZXi > FE[Xi] = oo,
=1
und damit die Behauptung. O

4.3 Momentenerzeugende Funktionen und exponentielle Ab-
schatzungen

In diesem Abschnitt fihren wir momentenerzeugende undagkeristische Funktionen von re-
ellen Zufallsvariablen ein und beweisen einige grundldgefussagen Uber diese Funktionen.
Anschlie3end zeigen wir, wie nicht-asymptotische obete&tken fur die Wahrscheinlichkeiten
grol3er Abweichungen vom Gesetz der grof3en Zahlen mithdi@emtenerzeugender Funktionen
hergeleitet werden kdnnen. Charakteristische Funktianemlen wir in Kapite[b zum Beweis
von zentralen Grenzwertsatzen verwenden.

4.3.1 Momentenerzeugende und charakteristische Funktiem

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und : Q — R¢ eine Zufallsvariable mit Verteilung
. Wir definieren den Erwartungswert bzw. das Lebesgue-tateziner komplexwertigen Zu-
fallsvariableZ = U +:V mit Real- und Imaginéartell, V : Q@ — R durchE[Z] = E[U]+iE|[V].

Definition (Momentenerzeugende und charakteristische Funktion
Die FunktionenV/ : R? — (0, 00| bzw.¢ : RY — C,

M(t) = E["] = /}Rdet'xu(dx),

ot) = EletY] = / 7 )
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heilenmomentenerzeugendaezw.charakteristische Funktionder ZufallsvariableX oder der
Verteilungp.

Da die Funktioner — e* undt — e fir t € R? nichtnegativ bzw. beschrankt sind, sind die
Erwartungswerte definiert. Dabei nim(¢) den Wert-oco an, fallsexp(¢- X') nichtintegrierbar
ist. FUr den Betrag der komplexen Zatik) gilt dagegen

lo(t)| < El|lexp(it-z)|] = 1  firallet € R

Bemerkung (Fourier- und Laplace-Transformation). Die Funktiong(—t) = [ e~ " pu(dx) ist
die Fourier-Transformatiordes MalReg. Ist ;1 absolutstetig bzgl. des Lebesguemalfies mit Dichte
f, dann istp(—t) die Fourier-Transformation der Funktigind.h.

o = [ @i = fo

Entsprechend ist
M(—t) = / e " u(dx) (t>0)
Rd

die Laplace-Transformatiodes MalRes bzw. der Dichtef.

Rechenregeln. Die folgenden Rechenregeln ergeben sich unmittelbar auBdénitionen der
momentenerzeugenden bzw. charakteristischen Funktionen

(1). SindX,Y : Q — R? unabhangige Zufallsvariablen a#, A, P), dann gilt

Mxyy(t) = Mx(t)-My(t) und  odxiv(t) = ox(t)-oy(t)
fur allet € R
(2). IstX = (X1,...,Xy) : Q — R? ein Zufallsvektor mit unabhangigen Komponenten

Xi,..., Xy, dann gilt furt = (¢,,...,t;) € R%:
d d
Mx(t) =[] Mx(t) und  ox(t) = []ox(t).
i=1 =1

(3). FurA € R4 undb € R? gilt

Maxp(t) = e Mx(ATt) und  dax(t) = "Pox(ATH).

(4). Esqilt stetsV/(0) = ¢(0) = 1 undp(—t) = ¢(t) fur allet € R.
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Beispiel(Binomialverteilung). Die BinomialverteilungBin(n, p) ist die Verteilung der Summe
>, Y; von unabhéangigeBernoulli(p)-verteilten Zufallsvariablefy, ..., Y;,. Also sind

n

o(t) = [[ovt)=(0-p+pe")", und M(t) = (1—p+pe)"

i=1

die charakteristische und momentenerzeugende FunktioBwdn, p).

Der Ubersichtlichkeit halber beschranken wir uns nun auf Bell d = 1. Wir zeigen, dass
sich die Momenter[ X ™| einer ZufallsvariableX : 2 — R unter geeigneten Voraussetzungen
aus der momentenerzeugenden bzw. charakteristischetidiublkerechnen lassen. Die ndtigen
Voraussetzungen sind allerdings im Fall der momentengeralen Funktion viel starker.

Satz 4.12(Momentenerzeugung. (1). IstM endlich auf(—é, ) fur eind > 0, dann existiert
der Erwartungswerf\/(z) := E[e*X] fur alle z € C mit |Re(z)| < §, und es gilt

E[er] Z

n=0

n

N

'E X" fur alle z € C mit |z| < 6.

3

Insbesondere folgt
M™(0) = E[X™] firallen € Z, .

(2). IstE[|X|"] < oo fur einn € N, dann giltp € C™(R) und
oM () = " EB[X"e"X] firallet € R . (4.3.1)

Man beachte, dass die Voraussetzung im ersten Teil dessSafz#t ist, fallsM (s) < oo und
M(—s) < oo fur ein festess > 0 gilt. Nach der Jensenschen Ungleichung folgt ndmlich aus
M(s) < oo auch

M(t) = E[e™] < E[esx]t/s < o0 fur allet € [0, s].

Entsprechend folgt/ < oo auf[—s, 0] ausM (—s) < co.

Beweis. (1). Aus der Voraussetzung und dem Satz von der monotonevekgenz ergibt sich
far s € (0,9):

ZEE X"l = E [eslxq < E[eX]+E[e™] < .

n=0

»
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2).

Beispiele. (1). Fiir eine Zufallsvariablél mit Verteilungsdichtef (z) = const. - e~1?

(2).

Insbesondere existieren alle MometteX "], n € N, sowie die exponentiellen Momente
Ele*X] fur z € C mit |Re(z)| < 4. Nach dem Satz von Lebesgue erhalten wirfig C
mit |z| < 0 zudem

SETOTEIN TS o) N I YE S B
2 PN = Jm B 1) | = B 3 S = B

daes!Xl fur s > |z| eine Majorante der Partialsummen ist.

Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nachrirn = 0 gilt (4.3.1) nach Definition
von ¢(t). Ist E[| X |"™!] < oo, dann folgt nach Induktionsvoraussetzung und mit dem Satz
von Lebesgue:

oMt +h)—oM™M@t) 1 yA\n (i(t+R) it
- = %E[(ZX) (e + X—eX)]

t+h
= E[(iX)"ﬁ / iXeHX ds] —  E[X)" e
t

fur h — 0, also
¢(n+1)(t) — E[(iX)n+1eitX].

Die Stetigkeit der rechten Seite irfolgt ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue und der
Voraussetzund’[| X "] < oo.

L
2 gilt
E[|X]|"] < o fur allen € N. Also ist die charakteristische Funktion beliebig oft difén-
zierbar. Die momentenerzeugende Funktidr (¢) ist hingegen nur fut = 0 endlich.

Ein Standardbeispiel einer Verteilung, deren Momeamoht existieren, ist di€Cauchy-

Verteilungmit Dichte
1

Fur eine Cauchy-verteilte Zufallsvariablé gilt Mx(t) = oo flr allet # 0. Trotzdem
existiert

(x € R).

bx(t) = el furallet € R .

Die charakteristische Funktion ist allerdings beiicht differenzierbar.

Bemerkung (Zusammenhang vonM und ¢). Gilt M < oo auf(—4,0) fur einé > 0, dann hat
die FunktionM eine eindeutige analytische Fortsetzung auf den StréifenC : |Re(z)| < d}
in der komplexen Zahlenebene, die dufdtiz) = Elexp(2X)] gegeben ist. In diesem Fall gilt

o(t) = M(it) fur allet € R,
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insbesondere ist die charakteristische Funktion dannhddiee momentenerzeugende Funktion
eindeutig bestimmt.

Die letzte Bemerkung ermdglicht manchmal eine vereinfa@dgrechnung von charakteristi-
schen Funktionen.

Beispiel (Normalverteilungen). (1). Fur eine standardnormalverteilte ZufallsvariaBlgilt:

1 o 1 o
Mz(t) = NG / e 2y = 2 Ner: / e~ 20p = " < 0 fiirt € R.

Die eindeutige analytische Fortsetzung &ukt die als Potenzreihe darstellbare Funktion
Myz(z) = exp(2%/2). Also ist die charakteristische Funktion gegeben durch

oz(t) = My(it) = e¥/?  furalleteR.

(2). Eine normalverteilte Zufallsvariablé mit Mittel m und Varianzo? konnen wir darstellen
alsX =oZ+mmitZ ~ N(0,1). Also gilt:

Mx(t) = €™ My(ot) =exp (mt + o*t?/2),
ox(t) = exp (imt —o*t?/2).

Bemerkung (Satz von Bochnej. Eine Funktionp : R — C ist genau dann eine charakteristi-
sche Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung&uévenn gilt:

(1). ¢(0) =1 und |p(t)] <1 furallet € R,
(2). ¢ ist gleichmaliig stetig,

(3). ¢ istnicht-negativ definjtd.h.

> (ti—t)zz >0 YneEN, b, t, €R, 2,2, €C.

ij=1

Dass jede charakteristische Funktion einer Wahrschekeitsverteilung die Eigenschaften (1)-
(3) hat, praft man leicht nach. Der Beweis der umgekehrtessage findet sich z.B. in Vol. I
des Lehrbuchs von Feller.
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4.3.2 Grol3e Abweichungen vom Gesetz der grol3en Zahlen

SeienX;, X, ... € £Y(Q, A, P) unabhangige, identisch verteilte Zufallsvariablen miwvair
tungswertn und momentenerzeugender Funktion

M(t) = Ele"™],

und seiS,, = X; + ... + X,.

Der folgende Satz verscharft diecht-asymptotischebere Schranke fur die Wahrscheinlichkeit
groRer Abweichungen vom Gesetz der grof3en Zahlen aus destBar-Ungleichung (Sat2?),
und verallgemeinert diese auf nicht Bernoulli-verteiltgalsvariablen.

Satz 4.13(Chernoff). Furallen € Nunda € R gilt:
Sn —nl(a)
Pl—>a|l < e fallsa > m, bzw.
n

P [& < a} < e ™M@ fallsg < m,
wobei die exponentielle Abfallratéa) gegeben ist durch

I(a) = sup (at — log M (t)).

teR

Beweis.Wir zeigen diese Aussage im Fall> m — der Beweis flu < m verlauft analog. Der
Beweis erfolgt in drei Schritten:

(1). Zentrieren:Wir kdnnen 0.B.d.A:m = 0 annehmen. Andernfalls betrachten wir die zen-
trierten ZufallsvariablenX; = X; — E[X;], die wieder unabh&angig und identisch verteilt
sind. Man Uberzeugt sich leicht, dass aus der Behauptu@fﬁlﬁe Behauptung furX;
folgt (Ubung).

(2). Exponentielle Markovungleichungur allet > 0 undn € N gilt:
Sn —tna tS.
P|l—>a = P[S,>na] < e "ME[e™"]
n
X, iid o tna E[etX1]n — o (at—logM(t))n
(3). Optimieren der Abschatzungilden wir das Infimum der fur verschiedene> 0 erhalte-
nen Abschatzungen, dann ergibt sich:

P é >q < inf e—(at—logM(t))-n — e—suptzo(at—logM(t))-n'
n - t>0
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Es bleibt zu zeigen, dass

sup (at —log M (t)) = sup (at—logM(t)) = I(a).

>0 teR

Dies ist in der Tat der Fall, denn filr< 0 unda > m gilt nach der Jensenschen Unglei-
chung und der Voraussetzung= 0:

at —log M(t) < —logE[e"™] < E[-loge™]
= —tm = 0 = a-0-—IlogM(0).

O

Die Analyse der Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten gmofeweichungen auf der exponen-
tiellen Skala werden wir in Kapit€l 6 durch den Beweis eirgymaptotischen unteren Schranke
mit derselben Ratenfunktiohvervollstandigen. Die Chernoff-Schranke aus dem Satz blaén
aber den Vorteil, dass sie nicht nur asymptotisch (d.hafié¥ oo), sondern fir jedes festeqilt !

Um die Aussage aus dem Satz von Chernoff zu interpretiergarsuchen wir die Ratenfunktion
I genauer. Inshesondere interessiert uns, wdnhstrikt positiv ist, denn in diesem Fall fallen
die Wahrscheinlichkeiten grof3er Abweichungen exponkmtien ab. Wir beginnen mit einer
Bemerkung zur Funktiof := log M :

Bemerkung (Kumulantenerzeugende Funktior). Die FunktionA(t) = log M (t), t € R, heif3t
logarithmische momentenerzeugenderkumulantenerzeugende Funktivon X . Sie hat unter
anderem die folgenden Eigenschaften:

(1). A ist konvex.
(2). A(0) =0.

(3). Gilt M (t) < oo auf(—4,0) fur eind > 0, dann ist

A'(0) ]]\élég)) = m, und
A(0) = ]‘]@ /((00))—]]\\44'((8))2 _ EXY)-E[X) = Var[xi.

Die héheren Ableitungen voh heil3enKumulantervon X;.
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Die RatenfunktiorY ist dieLegendre-Transformatiosler FunktionA, d.h.

I(a) = sup f,(t) mit fa(t) = at — A(t).
teR
Die Legendre-Transformation einer konvexen Funktion Iva einfache geometrische Bedeu-
tung: Wie man aus Abbildung 4.3.2 sieht, ist der WHi4) der negative Achsenabschnitt der
(eindeutigen) Tangente an den Graphen Xanit Steigungz (wobei wir I (a) = oo setzen, falls
keine solche Tangente existiert).

Abbildung 4.3: Geometrische Darstellung der Rate) als negativer Achsenabschnitt der ein-
deutigen Tangente mit Steigundrot) an die Kumulantenerzeugende Funktion (blau)

Wichtige Eigenschaften der Ratenfunktion sind:

(). I ist wieder konvex.

(2). Esqilt/(a) > f.(0) =0 furallea € R.
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(3). IstM(t) < oo auf(—d,0) fur eind > 0, dann folgtf, € C*°(—d,d) mit f,(0) = 0 und
f2(0) = a — m. In diesem Fall ist (a) fUr a # m strikt positiv:

I(a) = supf, > 0 fur allea # m.

Unter der Voraussetzung in (3) ergibt sich exponentieller Abfall der Wahrscheinlichkeiten
groRer Abweichungen $ind die ZufallsvariablenX; dagegen nicht exponentiell integrierbar,
dann kann es auch passieren, dass die Abfallratgfir a # m gleich0 ist. Die Wahrschein-
lichkeiten grofRer Abweichungen fallen in diesem Fall laarger als exponentiell ab, denn es gilt
auch eine asymptotische untere Schranke mit derselbenflakgion 7, siehe Satz 612 unten.

Fur konkrete Verteilungen der Zufallsvariabl&n kann man die Kumulantenerzeugende Funkti-
on A und die Ratenfunktiod manchmal explizit berechnen:

Beispiel (Normalverteilung). Fir normalverteilte Zufallsvariablel; ~ N(m, o?) ergibt sich

I(a) = “2m2 also

Sn _(“_77”)2" .
Pl—>a|l < e 22 fur allea > m.
n

Die Ratenfunktion hat eine Nullstelle beim Erwartungswertda die MittelwertS,,/n gegen
diesen konvergieren. Jenseits venerhalten wir eine Abschatzung der Wahrscheinlichkeiten
mit einer exponentiellen Abfallrate, die quadratiscluiwéchst. Da in diesem Fafl, /n wieder
normalverteilt ist, kann man die Wahrscheinlichkeitenhapcaziser mithilfe von Lemma1.117
abschéatzen. Es zeigt sich, dass die Chernoff-AbschatzengWwar die optimale exponentielle
Rate liefert; mit der genaueren Gaul3schen AbschatZund@jdwinnt man aber einen zusatz-
lichen Faktor der GroRenordnung'/? (Ubung).

-2 -1 1 2 3 4
Abbildung 4.4: Legendre-Transformation der logarithrhse momentenerzeugenden Funktion
einer.#(1, 1)-verteilten Zufallsvariable.
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Beispiel (Exponentialverteilung). Fur X; ~ Exp(\) ergibt sich die Ratenfunktion

Aa — 1 —log(Aa) fura >0,
I(a) = :
o0 fura < 0.

Diese hat eine Nullstelle beim Erwartungswef. Da nicht positive Werte mit Wahrscheinlich-
keit 1 nicht auftreten, hat die Ratenfunktion auf dem Inadiri—oo, 0] den Wert+-oco.

| | | | | |
T T T T T T

1 2 3 4 5 6

Abbildung 4.5: Legendre-Transformierte der logarithrhesc momentenerzeugenden Funktion
einerExp(2)-verteilten Zufallsvariable

Beispiel (Bernoulli-Verteilung; Bernstein-Ungleichung). Fur X; ~ Bernoulli(p) erhélt man

a
p

I(a) = alog ( ) +(1-a)log (?) firac0,1,  I(a) = oo sonst,

-p

wobei wir0 log 0 := 0 setzen. Wegefi(a) > 2(a — p)? verscharft die Abschatzung aus dem Satz
von Chernoff in diesem Fall die in Sa®2 hergeleitete obere Schranke

P {é > a] < e~ 2(a—p)*n fuara > p.
n

Wir werden spater sehen, dals) sich als relative Entropie der Bernoutl)¢Verteilung bzgl.
der Bernoulli p)-Verteilung interpretieren lasst.
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%
1

Abbildung 4.6: Legendre-Transformation der logarithrhext momentenerzeugenden Funktion
einer Bernoulli1/2)-verteilten Zufallsvariable

Beispiel (Ehrenfestmodell im Gleichgewich}. Es befinden siclh = 10%* Molekiile in einem
Gefal. Jedes Molekdl sei jeweils mit Wahrscheinlichkéit in der linken bzw. rechten Halfte.
SeienX; (1 < i < n)Bernoulli(1/2)-verteilte unabhangige Zufallsvariablen, wobgi= 1 dafur
steht, dass sich dage Molekdl in der linken Hélfte befindet. Der Anteil, /n der Molekdle in
dieser Halfte konvergiert nach dem Gesetz der grol3en Z&wesicher gegei/2.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit:= P [2= > 1410710] ?

Eine Abschatzung mit de2ebysev-Ungleichung liefert:
< 1 20 | . — Z.1 -3 — -
p < 10 -VarlS,/n] 1 0 2000
Durch Anwenden der exponentiellen Abschatzung erhalt ragegeen die viel prazisere Aussage

—2n(10710)2 —2000

p < e e

Eine Abweichung von der GroRenordnuriyy ' vom Mittelwert ist alsopraktisch unmaglich
Die makroskopische Grof3, /n ist daher de facto deterministisch.

4.3.3 Inversion der Fouriertransformation

Die folgende zentrale Aussage zeigt, dass eine Wahrsattéialtsverteilung aulR eindeutig
durch ihre charakteristische Funktigriestgelegt ist. Der Satz liefert sogar emelizite Formel
zur Rekonstruktion der Verteilung ads Gilt zudemM < oo auf einem Interval(—d, §) mit

0 > 0, dann erhalt man die charakteristische Funktion wie obemelkt durch analytische Fort-
setzung der momentenerzeugenden Funkitibauf die imagindre Achse. In diesem Fall ist die
Verteilung somit auch durch die momentenerzeugende Famkindeutig bestimmt !
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Satz 4.14(Lévys Inversionsformel). Sei¢ die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable
X mit Verteilungu. Dann gilt:

(1). Fura,b € Rmita < b gilt

T —ita _ ,—ith
%M[{a}] + pl(a,b)] + % pl{v}] = % L

() dt .

(2). Istff"C><> |p(t)] dt < oo, dann istu absolutstetig mit stetiger Dichte

fa) = 2 [ e g ar

2 ) o

Bemerkung. (1). Die Verteilungy ist durch (1) eindeutig festgelegt, denn ikl € R mit
c < dqgilt:

(n @] +uf@n)) - wlead].

DO | —

% pl{a}] + pl(a,b)] + % pl{b}] =
fir a \, cundb 7 d.

(2). Ist die Verteilungu absolutstetig mit quadratintegrierbarer Dichtedann ist auch die
entsprechende charakteristische Funktion

o) = [ s

[e.e]

quadratintegrierbar. Die Aussage (2) aus §atz4.14 isesedn Fall die klassisct®urier-
inversionsformel der Analysisiehe z.B. Forster ,,Analysis 3.

(3). Die Aussagen lassen sich auf WahrscheinlichkeitsraafR&? erweitern - auch diese sind
durch ihre charakteristische Funktion eindeutig bestimmt

Beweis von Safz 414.(1). SeiT > 0 unda < b. Nach dem Satz von Fubini kénnen wir die
Integrationsreihenfolge in dem folgendem Doppelintegeatauschen, und erhalten:

1 T e~ita _ e—itb 1 T eit(x—a) _ eit(a:—b)

— — P(t) dt = — dt p(d 4.3.2

o | . it o) w//_T 2t pldz) (4.3.2)
— feitz M(dl‘) - J

=: g(T,x)
Dabei haben wir benutzt, dass der Integrand produktiredggr ist, da aus der Lipschitz-
Stetigkeit der Abbildung — ¢ mit Konstantel, = 1 folgt, dass
eit(mfa) _ 6z't(mfb)

1t

< [t-(xr—a)—t-(x—0)
- |t

= |a — D gilt.
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Weiterhin erhalten wir, wegett®=% = cos(t-(z—a))+isin(t-(x—a)), cos(x) = cos(—zx)

undsin(z) = — sin(—2):
o(T.2) = /OT sin(t-(t:c—a)) g /OT sin(t-(t:c—b)) "
) /OT.(H) Sizu . /OT.(H) Sizu .
= S(T-(x—a)) = ST (z—1b))
wobei

t .
S(t) = / ik
0

der Integralsinus ist. Mithilfe des Residuensatzes (skelrktionentheorie) zeigt man:
s

lim S(t) = g S JmoS@) = =3

t—00 t——o00

Damit erhalten wir:

Tlgr;o g(T,x) = gsgn(x—a) — gsgn(x—b) = 7T-I(a7b)(l‘) + g-l{mb}(:ﬁ),

wobei wirsgn(0) := 0 setzen. D& beschrankt ist, ist auch(7, x) beschrankt irf” undz.
Nach dem Satz von Lebesgue folgt daher aus (4.3.2) fir co

T —ita _ o—ith
% . () dt = % / 9(T' z) p(dz)
TS (@) + = pl{a,b)]

2

(2). Ist¢ integrierbar, dann ist die Funktign, z) — e~ ¢(t) produktintegrierbar auf
[a,b] x R firalle —oo < a < b < co. Also ist die Funktion

fa) = = [ e g dr

2 ) oo

integrierbar aufa, b], und es gilt nach dem Satz von Fubini und (1):

/ab f(x)dx:%

(o)

% pl{a}] + pl(a, b)) + % u[{b}] -

—00

" W
gb(t)/ e " dy dt =
Jo

_ e—fita_g—ith
- it

Insbesondere folgt

/5 f(x)dz < pl(a,b)] < / fx)dzx Ve>0,

+e
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also fure N\, 0: .
ul(a,b) = / f(z) da
]

Beispiel (Summen von unabhangigen normalverteilten Zufallsvariabén). Sind X und Y
unter P unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilung a, v) bzw. N (b, v), dann hatX + Y die
charakteristische Funktion

Ox1v(t) = ox(1) - dy(t) = expli(a+b)t — (u+v)t?/2).

Da die rechte Seite die charakteristische Funktion der Morenteilung mit Mittela + b und
Varianzu + v ist, folgt
X+Y ~ N(a+b,u—+v).

Insbesondere ist die Verteiluig(a + b, v + v) also die Faltung der Normalverteilungéia, u)
und N (b, v).

Das Argument aus dem Beispiel ist auch allgemein anwendlzadie Faltung: x v von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungemundyr aufR die Verteilung der Summe unabhéngiger Zufallsvaria-
blenX ~ pundY ~ v ist, gilt fur die charakteristischen Funktionen:

d),u*z/(t) = Qbu(t) . (Z)l,(t> fur allet c R.

4.4 Empirische Verteilungen

4.4.1 Schatzen von Kenngrof3en einer unbekannten Verteilgn

Angenommen, wir haben eine Stichprobe aus reellen Bealmag$iertenX, X,, ..., X, ge-
geben, und mdchten die zugrundeliegende Wahrscheinlishiketeilungy auf (R, B(R)) mog-
lichst weitgehend rekonstruieren. Im einfachsten Modskripretieren wir die Beobachtungs-
werte als Realisierungen unabhangiger ZufallsvariallenXs, . . . mit Verteilung .

(1). SCHATZEN DESERWARTUNGSWERTES Sei [ |z| p(dx) < co. Um den Erwartungswert

m = /:c w(dx)
zu schatzen, verwenden wir dasipirische Mittel
X, = 1y'x
n T n — (A
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Das empirische Mittel ist eierwartungstreuer Schatzdiir m, d.h. X, ist eine Funkti-

on von den Beobachtungswertéh, . .., X,, mit £[X,| = m. Obere Schranken fir den
SchatzfehlerP[|X,, — m| > ¢|,e > 0, erhalt man z.B. mithilfe de€eby3ev- oder der
exponentiellen Markov-Ungleichung. Fir— oo gilt nach dem Gesetz der grof3en Zahlen

X, — m P-fast sicher
d.h. X, ist einekonsistentéolge von Schéatzern fiir.
(2). SCHATZEN DER VARIANZ: Um die Varianz
vo= [ mp

der zugrundeliegenden Verteilung zu schatzen, verwendatmeistens dieenormierte
Stichprobenvarianz

- 1
" n—1 i:l( ’ n)

Der Vorfaktor L (statt+) gewahrleistet unter anderem, ddssein erwartungstreuer
Schatzer fuw ist, denn aus

1 - T O\2 1 - 2 N 2
- ;(XZ- - X = ;(XZ- —m)?— (X, —m) (4.4.1)
Stichprobenvarianz= MSE — Stichprobenbids
folgt
1 <& _ 1 — — n—1
" 2:1( ) ] n; ar[X;] — Var[X,,] —

alsoE[V,] = v.

Um zu zeigen, dask,, eine konsistente Folge von Schatzerniist, kdnnen wir erneut
das Gesetz der groRBen Zahlen anwenden. Da die Zufallsiemialh — X,,,1 < i < n,
selbst nicht unabhéngig sind, verwenden wir dazu die Zergd4.4.1). Nach dem starken
Gesetz der grof3en Zahlen fur nichtnegative Zufallsvagiabrhalten wir

n—1~ 1 — _
Vo, = — X, —m)?—(X,,—m)? — P-fast sicher,
- ;( m)” — ( m) v

n

also auchV/,, — v P-fast sicher.
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3).

(4).

SCHATZEN VON INTEGRALEN: Allgemeiner konnen wir flir jede Funktiohe £1(S, S, u)

das Integral
o = [fau

erwartungstreu durch dempirischen Mittelwerte
b = Ly
n - n - 7

schétzen. Dies haben wir schon in Kaplfir Monte Carlo Verfahren verwendet. Da die
Zufallsvariablenf (X;) wieder unabhéngig und identisch verteilt sind mit Erwagswert
6, gilt nach dem starken Gesetz der groRen Zahlen:

-~

0, — 0 P-fast sicher (4.4.2)

SCHATZEN DER VERTEILUNG: Die gesamte Verteilung kénnen wir durch diempiri-
sche Verteilung

- 1N
inw) = =) Oxw)
1=1

der Zufallsstichprobe schatzem, ist eine ,zufallige Wahrscheinlichkeitsverteiluyigl.h.
eine Zufallsvariable mit Werten im Raum'V'(R) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf (R, B(R)). Aus (4.4.2) ergibt sich die folgende Approximationsegghaft der empi-
rischen Verteilungen:

[ =235 =5 [ ra (4.4.3)

P-fast sicher fur allef € £1(S, S, p).

4.4.2 Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktionen

Fur dieempirischen Verteilungsfunktionen

Fe) = Ball-ood] = _[1<i<n:Xi<d)

von unabhangigen, identisch verteilten, reellwertigefiasvariablenX;, X5, ... mit Vertei-

lungsfunktionF’ ergibt sich wegerF, (¢) = [ I(_co.q dfin:

lim F,(c) = F(c) P-fast sicher fur alle: € R. (4.4.4)

n—o0

Diese Aussage kann man noch etwas verscharfen:
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Satz 4.15(Glivenko-Cantelli). Sind X, X5, ... unabhangig und identisch verteilt mit Vertei-
lungsfunktionF’, dann gilt fir die empirischen Verteilungsfunktionén

sup |F,.(¢c) — F(¢))] — 0 P-fast sicher. (4.4.5)

ceR

Beweis.Wir fihren den Beweis unter der zusatzlichen Annahme, dassetig ist — fur den
allgemeinen Fall siehe z.K&lenke: Wahrscheinlichkeitstheori®iec > 0 gegeben. Ist’ stetig,
dann existieret € N und Konstanten

-0 = ¢ < ¢ < ¢ < ... < ¢ = o mit F'(¢;) — F(ci—1) <

NN RO

furallel < i < k. Da F,, nach 4.4.4 mit Wahrscheinlichkditpunktweise gege#’ konvergiert,
existiert zudem eimg € N mit

€ ..
max |Fo(ci) — F(e)| < 3 fur allen > ny.

Wegen der Monotonie der Verteilungsfunktionen folgt dann

Fu(e)— F(c) < Fye)—F(ei) < §+E@g—ﬂm < &

und entsprechend

F(c)—Fu(¢) < Fla)—Fylciiy) < %+H@—Eﬂw < &

furallen > ng,c € R,und1 <i < kmitc¢;_; < ¢ < ¢;. Also gilt auch

sup |F,(c) — F(c)] < ¢ fur allen > ny.
ceR

O

Bemerkung (QQ-Plot). In parametrischen statistischen Modellen nimmt man vomiverein

an, dass die beobachteten Daten Realisierungen von Zsafiaélblen sind, deren Verteilung aus
einer bestimmten Familie von Wahrscheinlichkeitsveutgglen stammt, z.B. der Familie aller
Normalverteilungen. Um zu entscheiden, ob eine solche Ameeftir gegebene reellwertige Da-
tenxy,...,z, gerechtfertigt ist, kann man die empirische Verteilungkfion mit der tatsach-

lichen Verteilungsfunktion vergleichen. Ein praktikablgraphisches Verfahren ist der Quantil-
Quantil-Plot, bei dem die Quantile der empirischen und Heotetischen Verteilung gegenein-
ander aufgetragen werden. Um auf Normalverteilung zu negtiettet man beispielsweise die

Punkte
-1
<q3_1< nQ),ZE(k)), k=1,2,...,n,
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wobei® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilurigusd
l‘(l) S l‘(g) S e S l‘(n)

die Ordnungsstatistiken von, . . ., z,,, also die(k — 1)/n-Quantile der empirischen Verteilung
sind. Ist die zugrundeliegende Verteilung eine Normaéikmg mit Mittel m und Standardab-
weichunge, dann liegen die Punkte fir groBenaherungsweise auf einer Geraden mit Steigung
o und Achsenabschnitt, da fur die Verteilungsfunktion und die Quantile der theéisehen Ver-

teilung dann
Fle) = P[X<d = PloZ+m<d = P [Zg C_m} - @(C_m),
o o
bzw
Flu) = m+od(u)
gilt. Die folgende Grafik zeigt einen QQ-Plot bzgl. der Startthormalverteilung.
Normal Q-Q Plot
S -
]
g =- A
OOOCDO
I I I I I
2 1 0 1 2
Theoretical Quantiles
4.4.3 Histogramme und Multinomialverteilung
Die empirische Verteilungi, (w) = %Z dx,(w) von ZufallsvariablenXy, ..., X, ist selbst ei-
=1

ne Zufallsvariable mit Werten im Raum der Wabhrscheinligtseerteilungen. Wir wollen nun
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die Verteilung dieser Zufallsvariablen explizit berechnfalls die X; unabhangig und identisch
verteilt mit endlichem Wertebereichi sind. Haben die Zufallsvariablen keinen endlichen Wer-
tebereich, dann kann man die Aussagen trotzdem anwendimiman den Wertebereich in
endlich viele Teilmengen (Klassen) zerlegt.

DasHistogrammvon n Beobachtungswerten, .. ., x,, die in einer endlichen Mengg liegen,
ist der Vektor

E:(ha)a657 ha:|{1§2§n|xzza}|’

der Haufigkeiten der mdglichen Werdec S unterxy, ..., z,. Graphisch stellt man ein Histo-
gramm durch ein Balkendiagramm dar:

Abbildung 4.7: Histogramm der Klassenb, c undd mit den jeweiligen Haufigkeiteh,, h;, h.
und hg

Der Raum Histn, S) aller moglichen Histogramme vonBeobachtungswerten ist eine Teilmen-
gevon{0,1,...,n}":

Hist(n,S) = {h=(haaeslha € Z1,> ho=n} C {0,1,...,n}".
acs
Sei nuny eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der endlichen tget. Wir wollen die Vertei-
lung des Histogrammvektors bestimmen, wenn die Beobaghkwerte unabhéangige Stichproben
von der Verteilung: sind. Wir betrachten also unabhéngige Zufallsvariablen . ., X,, auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsrauffe, <7, P) mit Verteilungy und die Haufigkeiten

H,(w) = |H1<i<n:X;(w)=a}
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der moglichen Werte € S. Die ZufallsvariableH,, ist Bin(n, p)-verteilt mitp = u[{a}]. Wir
berechnen nun digemeinsame Verteilungaller dieser Haufigkeiten, d.h. die Verteilupg des
Zufallsvektors

H = (Hyewes : £ — Hist(n,S)

mit Werten im Raum der Histogramme. Dazu verwenden wir dialdbéngigkeit derX;. Mit
I ={1,...,n} erhalten wir:

pu(k) = P[H,=k, Va€S]

P[X; = a genauk,-mal fiir allea € 5]
Y PXi=a Vicl, Vac¥]

I
N
xS
N
=
—_
IS
e

&

Hierbei laufen die Summen Uber alle disjunkten Zerlegungen/ = {0, 1,...,n} in Teilmen-
geni,, a € S, mit jeweilsk, Elementen, und devultinomialkoeffizient

n n! .
<E) = Tht kae{O,l,...,n}mltZka:n,
a€eS

a€esS

gibt die Anzahl der Partitionen vanElementen in Teilmengen von jeweits Elementen an.

Definition. Die Verteilung des Histogrammvektatsheil3tMultinomialverteilung fir »n Stich-
proben mit Ergebniswahrscheinlichkeitep(a), a € S.

Bemerkung. Im Fall |S| = 2 ist H(w) eindeutig festgelegt durcH,(w), und die Zufallsva-
riable H, ist binomialverteilt mit Parametem undp = p[{1}]. In diesem Sinn ergibt sich die
Binomialverteilung als Spezialfall der Multinomialveitteng.
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Kapitel 5
Zentrale Grenzwertsatze

SeienX,, X,, ... € £*(Q, A, P) unabhangige und identisch verteilte Zufallsvariablenfiiit;] =
0 far alled, und seiS,, = X; + ... + X,,. Nach dem Gesetz der grol3en Zahlen gilt

Sn L, 0 P-fastsicher und if2(Q, A, P).

n

Wie sieht die Verteilung von S,, flir grofl3e n aus?

Um eine asymptotische Darstellung zu erhalten, reskaliane zunachst so, dass die Varianz
konstant ist. Es gilt
Var[S,| = n- Var[X}],

also ist

Var {%} _ %~Var[5n] — Var[x)] = o

unabhangig vom.

Um die Asymptotik der Verteilungen der entsprechend statisiarten Summes’,, /\/n zu be-
stimmen, betrachten wir die charakteristischen Funktioba die SummandeN; unabhéngig
und identisch verteilt sind, erhalten wir

o= o () o ()]

WegenX, € £?(0, A, P
t = 0 ist gegeben durch

3

~—

ist ¢x, zweimal stetig differenzierbar, und die Taylorentwicldurei

1 1
bx,(t) = 1+i-E[X{]-t— 3 E[XY -t +o(t?) = 1- 50—%2 + o(t?).

Damit folgt fir¢ € R:

O.2t2 t2 n n oo O.2t2
050 = (-5 +o(5)) 2 e (-7) = ovemio
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Wir werden im né&chsten Abschnitt zeigen, dass aus der Kgamwarder charakteristischen Funk-
tionen unter geeigneten Voraussetzungen die schwacheekgemnz (Definition s.u.) der Vertei-
lungen folgt. Somit ergibt sich:

Zentraler Grenzwertsatz. Die Verteilungen der standardisierten Sumnsgn./n konvergieren
schwach gegen die Normalverteilung0, o2).

Den detaillierten Beweis werden wir in Abschiittls.2 fuhrBer zentrale Grenzwertsatz erklart,
warum die Normalverteilungen in der Stochastik von so gré&eleutung sind:

Bemerkung (Universalitat der Normalverteilung). Die Limesverteilung im zentralen Grenz-
wertsatz ist unabhangig von der Verteilung B, vorausgesetzt, es gi; € .£%(Q, A, P).

5.1 Verteilungskonvergenz

Sei S ein metrischer Raum mit BorelschefAlgebra3(S), zum BeispielS = R oderS = R,
Wir wollen nun einen fur den zentralen Grenzwertsatz angseren Konvergenzbegriff fur die
Verteilungenyu,, einer FolgeY,, von Zufallsvariablen mit Werten i’ einfihren. Naheliegend
ware es zu definieren, dass eine Folgevon Wahrscheinlichkeitsverteilungen alff, B(.5))
gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilyngonvergiert, wenm[A| = lim p,,[A] fUr jedeMenge

A € B(S) gilt. Ein solcher Konvergenzbegriff erweist sich jedocliosbals zu restriktiv, z.B.
wurde eine Folge von diskreten Wahrscheinlichkeitsviemegien in diesem Sinne niemals gegen
eine Normalverteilung konvergieren. Einen angemessar@renzwertbegriff erhalt man durch
Berucksichtigung der Topologie aSt

Definition. (1). Schwache Konvergenz von WahrscheinlichkeitsmafREme Folge (1,)nen
von Wahrscheinlichkeitsmaf3en auf der Borelsche&xlgebraB(S) konvergiert schwach
gegen ein WahrscheinlichkeitsmaRwuf B(S) (i, — u), falls

/f dyp, — /f du fur alle stetigen, beschrankteh: S — R gilt.

(2). Konvergenz in Verteilung von ZufallsvariablerEine Folge(Y},),.en von Zufallsvariablen
mit Werten inS konvergiert in Verteilunggegen eine Zufallsvariabl& bzw. gegen die
Verteilung vony’, falls

Verteilung(Y,) —= Verteilung(Y),

d.h. falls
E[f(Y,)] — E[f(Y)] far alle f € C,(9) gilt.
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Konvergenz in Verteilung bezeichnet man auf Englisch,edsvergence in distribution“oder
~convergence in law? Entsprechend verwendet man die Kurzschreibweise% Y odery,, L
Y, fallsY,, in Verteilung gegery” konvergiert.

Bemerkung. (1). Die Zufallsvariablert,,n € N, undY kénnen bei der Verteilungskonver-
genzauf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraurdefiniert sein!

(2). Die hier definierte Form der schwachen Konvergenz eictgmicht der im funktionalana-
lytischen Sinn definierten schwachen Konvergenz auf denovietum aller beschrankten
signierten MalRe aufS, 5(.S)), sondern einer schwaefKonvergenz auf diesem Raum,
siehe z.B. AT: LINEARE FUNKTIONALANALYSIS.

(3). Um zu garantieren, dass die Grenzwerte bzgl. schwdth@rergenz eindeutig sind, be-
notigt man eine zusatzliche Annahme an den R&uzum Beispiel ist dies der Fall, wenn
S ein vollstandiger, separabler metrischer Raum ist.

(4). Wir werden in Satz 513 zeigen, dass im Fal= R die Folgeu,, genau dann schwach
gegenu konvergiert, wenn fir die Verteilungsfunktionen

F, () — Fy(z) fur alle Stetigkeitsstellem von F,

d.h. fur allex € R mit u[{z}] = 0, gilt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die schwache KonvergemNahrscheinlichkeitsmaf3en auf
S mit dem Konvergenzbegriff auf konsistent ist:

Beispiel(Schwache Konvergenz von Dirac-MaRRen Ist (z,,),cn €ine Folge inS, dann konver-
giert die Folge der Dirac-Mal¥g, genau dann schwach, wenp in S konvergiert. Der Grenz-
wert vond,, istin diesem Fall das Dirac-Maf} an der Steller = lim .

5.1.1 Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaf3en

Das Beispiel der Dirac-Mal3e zeigt auch, dass bei schwaabtm@rdfgenz die Wahrscheinlichkei-
ten beliebiger Mengen nicht unbedingt konvergieren. Ist BeispielA C S eine abgeschlosse-
ne Menge, die den Grenzwerteiner Folger,, € S enthélt, aber nicht die Folgenglieder selbst,
dann gilt

limd,, [A] = 0 < 1 = §,[A]

Umgekehrt gilt fir eine offene Menge C S, die die Folgenglieder aber nicht den Grenzwert
enthalt:
limd,, [0O] =1 > 0 = 0,[0].
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Der folgende Satz liefert eine Charakteriserung der scham&onvergenz von Wahrscheinlich-
keitsmal3en Uber die Konvergenz der WahrscheinlichkenarWengen:

Satz 5.1(Portemanteau-Theoren). Seienu, (n € N) und . Wahrscheinlichkeitsmal3e auf der
Borelschenr-Algebra Giber einem metrischen RagirDann sind folgende Aussagen aquivalent:

(1). Die Folge(u,)nen konvergiert schwach gegen

(2). Fur jede beschrankte Lipschitz-stetige Funktjpn S — R konvergiert [ f du,, gegen
[ fdp.

(3). Fur jede abgeschlossene Teilmenge S gilt

limsup pi,[A] < p[A].

(4). Fur jede offene Teilmenge C S gilt

liminf ,[O] > p[O].

(5). Furjede Menge3 € B(S) mit u[0B] = 0 gilt

lim i [A] = p[AJ.

Beweis.Die Implikation ,(1) = (2)" ist offensichtlich wabhr.

»(2) = (3)": Sei A C S abgeschlossen. Wir approximieren die Indikatorfunktien MengeA
durch die beschrankten Lipschitz-stetigen Funktionen

fo(z) == (1 —dist(z, A)/e)".
Nach (2) gilt fir jedes > 0:
lim sup p,[A] < limsup / fedp, = / fedp.

Hieraus folgt (3), da die rechte Seite i, 0 gegenu|A] konvergiert.

+(3) < (4)": Durch Anwenden der Aussagen (3) bzw. (4) auf das Komglet einer Menge3
sieht man, dass (3) und (4) aquivalent sindugdBB°] = 1 — p,[B] undpu[BC] = 1 — u[B] gilt.
Man beachte, dass wir hier benutzt haben, dass alle Mal3es@Yaginlichkeitsmale sind, also
dieselbe Gesamtmasse haben !

»(3) und (4)< (5)“: Aus der Kombination der (aquivalenten) Aussagen (&) (4) folgt (5). Ist

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle



5.1. VERTEILUNGSKONVERGENZ 175

B C S namlich eine Borel-Menge mjt[0B] = 0, dann stimmt das Mal3 voB mit den MaRen
der abgeschlossenen HulleU 0B und des offenen KernB \ 0B von B uberein. Damit folgt
aus (3) und (4):

lim sup p,[B] < limsup p,[BUIB] < p[B] < liminf p,[B\ 0B] < liminf u,[B],

alsolim inf p,,[B] = lim sup u,,[B] = p[B].

»(5) & (1)*: Sei f € C4(S) unde > 0. Um von der Konvergenz der Mal3e vprrandlosen
Mengen auf die Konvergenz vofi f du,, zu schliel3en, bemerken wir, dgs§ = ¢] > 0 nur
fur abzahlbar viele: € R gilt. Da f beschrankt ist, kbnnen wir endlich viele reelle Zahlen
cop < <...<cpmitey < inf funde, > sup f finden, sodass,; —¢; < sundu[f =¢] =0

fur alle gilt. Da f zudem stetig ist, sind die Rander der Mengen([¢;_1,¢]) in U,{f = «}
enthalten, und haben daher Mal3 Null bzglSomit folgt aus (5):

k

k
limsup/fd,un < limsuchi,un [f_l([ci_l,ci])] = Zciu[f_l([ci_l,ci])}
1=1 i=1
k

< Seranulfena)] < <+ [

i=1

Fire J 0 folgt limsup [ fdu, < [ fdu, und, durch Anwenden dieser Aussage aif, auch
liminf [ fdu, > [ fdup,alsof fdu, — [ fdpu. O

Neben schwacher Konvergenz betrachtet man haufig auchamderem die folgenden Konver-
genzarten auf positiven bzw. beschréankten signierten ktal3e

e Vage Konvergenz:Die Folgey,, konvergiert vage gegem, falls

[ram — [ 1

fur alle stetigen Funktionefi mit kompaktem Trager gilt.

e Konvergenz in Variationsdistanz: p,, konvergiert in (totaler) Variation gegem, falls die
Variationsnormen

| = pnllv = sup |u[B] — pn[B]|
BEB(S)

der signierten Mal3e — u,, gegen Null konvergieren. Dies ist eine sehr starke Konver-
genzform: Die Wahrscheinlichkeiten aller Borel-Mengemergieren gleichmafig. Die
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Variationsdistanz zweier Wahrscheinlichkeitsmafdend v 1&sst sich auch wie folgt dar-

[ran-[ra).

vl = 5 S )] vl

z€eS

Diesen Abstandsbegriff haben wir bereits in Absch®itbei der Konvergenz ins Gleich-

stellen:

o —vlrv = 5 sup
f:S—R messbal
mit [f| <1

Im diskreten Fall gilt

gewicht von Markov-Ketten verwendet.

e Konvergenz in Kantorovich-Distanz: Die Kantorovich-Distanzweier Wahrscheinlich-
keitsmal3g: undv auf S ist definiert durch

deuy) = nt [ d(eg) n(drdy),

nell(p,v
Hierbei bezeichnell(., v) die Menge alleKopplungen von x und v, d.h. aller Wahr-
scheinlichkeitsmaRg(dz dy) auf dem Produktrauns' x S mit Randverteilungem(dx)
und v(dy). Beispielsweise ist das Produkt-Maf32 v eine Kopplung voru und v. Die

Kantorovich-Rubinstein-Dualitdiesagt, dass sich die Kantorovich-Distanz auch als
dic(p,v) = sup
f:S—R mit

[ran- [ 1.
If(z) = f(y)] < d(z,y)

darstellen lasst, siehe z.BIN.ANI : OPTIMAL TRANSPORT Die Variationsdistanz ist ein

Spezialfall der Kantorovich-Distanz: Wahit man auflie Metrik d(x,y) = I{;.,;, dann
gilt dg(p,v) = || — v||7v. Die Kantorovich-Distanz wird haufig auch afsintorovich-
Rubinstein-oder L'-Wasserstein-Distarizezeichnet.

Offensichtlich folgt aus der Konvergenz in Variationsdist die schwache Konvergenz, aus der
wiederum die vage Konvergenz folgt:

o = pllv =0 = g =p = p,—p vage
Auch aus der Konvergenz in Kantorovich-Distanz folgt sctieaKonvergenz:
dic(pns pt) =0 = i = p.

Ist S beschrankt bzgl. der Metrik, dann ist die schwache Konvergenz sogar &quivalent zur
Konvergenz in Kantorovich-Distanz, sieheLlYANI : OPTIMAL TRANSPORT

Die folgenden Beispiele verdeutlichen die unterschiégliicKonvergenzbegriffe:
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Beispiele(Vergleich der Konvergenzbegriffe.

(). Diracmale: Aus z,, — « folgt keine Konvergenz voi,, gegend, in Variationsnorm,
denn||é,, — d.|rv = 1 fur z,, # x. Hingegen gilt

di(04,0,,) = d(z,x,) — 0.

(2). Degeneration/Diracfolge:Auf S = R* konvergiert die Folge.,, := N (0, ) von Normal-
verteilungen mit degenerierender Varianz schwach gegeatac-Mal%),, denn mit dem
Satz von Lebesgue folgt fiff € C,(R):

y=y/nz v 1 _%
() e
Lebesgue f(O)/ \/12_7Te_y22 dy _ / fd50

In diesem Beispiel gilt auch Konvergenz in Kantorovichire, denn

dunst) = [ ol NO. 1)) < /T > 0.

Hingegen gilt wiederunf| i, — do[|rv = 1 flr alle n.

-3 -2 —1 1 2 3
Abbildung 5.1: Schwache Konvergenz der Normalverteilumyy¢o, 1 /n) gegen,.
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(3). Schwache vs. vage Konvergen2ie Folgeu, = N(0,n) konvergiert vage gegen das
Nullmaf 4 mit u[A] = 0 fur alle A. In der Tat gilt fur f € C(R) mit f(x) = 0 fur
¢ [-K K]

n—oo

K
1 2 2K
dpn| = 7)) ——e Ty < - su — 0.
’/fu lf()% S o p|f]

Es gilt aber keine schwache Konvergenz, da

Die Masse wandert in diesem Fall ins Unendliche ab.

; l fr— -+ 1 1 = e f— l ;
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 d 6 7 8

Abbildung 5.2: Vage Konvergenz der Normalverteilungéfv, n) gegen das NullmaR3.

(4). Diskrete Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteitgen: Eine gegebene Wahrschein-
lichkeitsverteilung kdnnen wir auf verschiedene Artenatidliskrete Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, also Konvexkombinationen von Diracmal3g@pmieren:

(a) Klassische numerische Approximation:Seiu ein absolutstetiges Wahrscheinlich-
keitsmal auf0, 1] mit positiver stetiger Dichtefunktion proportional z(), und sei

JTRRES ng)éﬁ mit w? = ng(g)}
i=1 > 9(%)
j=1

Dann konvergierf.,, schwach gegen, denn

1
n/oo folfg dx
fo gdx
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3=

Y o
= - 1

Abbildung 5.3: Stitzstellen und Gewichte einer deterntisisien Approximation vop.

(b)

Die Stutzstellen;/n und die Gewichtes! kénnen natiirlich auch auf andere Art
gewahlt werden, z.B. kann die hier verwendete naive Appnaxion des Integrals
durch eine andere deterministische Quadraturformelznaetrden.

Monte-Carlo-Approximation : Seiux nun einbeliebigedVahrscheinlichkeitsmalf3 auf
B(R). Sind X1, X,,... : © — S unabhéngige Zufallsvariablen a(f®, A, P) mit
Verteilungy:, dann konvergieren diempirischen Verteilungen

. 1 «
fin(w) = - > Oxiw)
=1

nach dem Satz von Glivenko-Cantelli (Saiz 4.15) Rifast allew schwach gegep.
Allgemeiner gilt die fast sichere schwache Konvergenz dggigschen Verteilungen
sogar fur unabhangige, identisch verteilte Zufallsvdeab¥X; mit Werten in einem
beliebigen vollstandigen metrischen Rasisiehe Satz 6.10.

5.1.2 Konvergenz der Verteilungen von Zufallsvariablen

Im Gegensatz zu anderen Konvergenzbegriffen fur eine Kalgkg <y von Zufallsvariablen be-

zieht sich die Verteilungskonvergenz nur auf die Vertegleim derY,,. Insbesondere kdnnen die
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Zufallsvariableny,, und der Grenzwenrt” alle auf unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsraumen
definiert sein.

Beispiel (Wartezeiten). Die WartezeitT, auf den ersten Erfolg bei unabhéngigen Ereignissen
mit Erfolgswahrscheinlichkejt € (0, 1) ist geometrisch verteilt:

PT,>k = (1-p)* furallek € N.

Sei nun eine Intensitdt > 0 gegeben. Um kontinuierliche Wartezeiten zu approximieben
trachten wir unabhangige Ereignisse, die zu den Zeitpunkie n € N, mit Wahrscheinlichkeit
A/n stattfinden. Dann isf“n = %TA/n die Wartezeit bis zum ersten Eintreten eines Ereignisses.
Furn — oo gilt

P [fn > c] = P [T,\/n > nc] = (1-— )\/n)tm Nl e fur allec > 0.
Also konvergiertfn in Verteilung gegen eine EXp)-verteilte Zufallsvariable.

Wir untersuchen nun den Zusammenhang der schwachen Kemzedgr Verteilungen mit ande-
ren Konvergenzarten in dem Fall, dass die FdlgeindY auf einemgemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum($2, A, P) definiert sind:

Satz 5.2(Stochastische Konvergenz impliziert Konvergenz in Vertdung). SeienY,, (n €
N) undY Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsra(im.4, P) mit Werten in einem
metrischen Rauny. Konvergiert die Folge’,, P-fast sicher oder”-stochastisch gegeYi, dann
konvergiertY,, auch in Verteilung gegen.

Beweis.Sei f : S — R Lipschitz-stetig und beschrankt. Konvergi&ft fast sicher gegeiy’,
dann konvergiert aucli(Y,,) fast sicher gegelfi(Y). Nach dem Satz von Lebesgue folgt

E[f(Yn)] —  E[fY)]

KonvergiertY,, stochastisch gege¥r, dann konvergiert aucli(Y,,) stochastisch gegefi(Y),
denn fire > 0 gilt
Pllf(Ya) = fY)| 2 €] < PlA(Y,,Y) = ¢e/L],

wobei L eine Lipschitz-Konstante flif ist. Also hat jede Teilfolgef(Y,,,) von f(Y,,) eine fast
sicher gegerf (Y') konvergente TeiIfoIgg‘(Ynkl), und wie zuvor folgt

Elf(Yu,)l  —  EfY)]
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Damit haben wir gezeigt, dass jede Teilfolge der Fdijé(Y,,)] der Erwartungswerte eine gegen
E[f(Y)] konvergente Teilfolge, und somit es gilt erneut

E[fY,)]  — B

Wir beweisen nun eine partielle Umkehrung der Aussage aizé&Saim FallS = R:

Satz 5.3(Skorokhod - Darstellung und Charakterisierung der schwaclken Konvergena.
Seienu,, u Wahrscheinlichkeitsverteilungen aiit, 3(R)) mit Verteilungsfunktionef;, bzw.F".
Dann sind aquivalent:

(1). Die Folge(u,)nen konvergiert schwach gegen
(2). F.(c) — F(c) fur alle Stetigkeitsstelleavon F'.

(3). Es existieren Zufallsvariablefi,, G auf (2, A, P) = ((0,1), B((0,1)),U,1)) mit Vertei-
lungeny,, bzw.u, sodas<s,, — G P-fast sicher.

Beweis. Die Implikation ,,(3) = (1)" folgt aus Satz 5]2.

»(1) = (2)" folgt aus dem Portemanteau-Theorem:ASstetig beic, dann giltu[{c}| = 0, und
damit

F.(c) = /](_00701 dy, — = /I(_Oo,c} du = Flc). (5.1.1)
»(2) = (3)“: Furu € (0, 1) betrachten wir die minimalen und maximalerQuantile
G(u) :=inf{z e R: F(x) > u}, und  G(u) :=inf{z € R: F(x) > u}

der Verteilungu, siehe Abschniff114. Entsprechend seiénund G,, die minimalen und maxi-
malenu-Quantile der Verteilung:,,. Analog zum Beweis von Salfz 1122 zeigt man, dassnd

G bzw.G,, undG,, unter der Gleichverteilung = U, 1) Zufallsvariablen mit Verteilung, bzw.

i, Sind. Wir zeigen, dass aus (2) folgt:

Behauptung:limG, = limG, = G = G P-fastsicher.

Damit ist dann auch die Implikation (2> (3)" bewiesen. Den Beweis der Behauptung fiihren
wir in mehreren Schritten durch:

(a) Offensichtlich giltG < G undG,, < G, furallen € N.
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(b) Weiterhin giltG = G undG, = G,, P-fast sicher, denn

PIG#G) = P||JIG<c<G} <Y (PUG<}]-PH{G<c}]) =0,
<t <R —F (O

und entsprechend folgt[G, # G,,] fur jedesn € N.
(c) Wir zeigen nun
limsup G,(u) < G(u) und liminf G, (u) > G(u) (5.1.2)
fur v € (0,1). Zum Beweis der ersten Aussage genugt es zu zeigen, dass
limsup G,(u) < ¢ furallec > G(u) mitpl[{c}] =0 (5.1.3)

gilt, denn es existieren hochstens abzahlbar vieteit [{c}] # 0. Firc > G(u) mit
ul{c}] = 0 gilt aber nach Definition voii’ und nach (2):

u < Fe) = lim F,(c).
Also existiert einny € N, so dass
F.(c) > u, und damit  G,(u) < ¢ (5.1.4)

fur allen > ny gilt. Es folgtlimsup G,,(u) < c. Damit haben wir die erste Aussage in
(5.1.2) bewiesen. Die zweite Aussage zeigt man auf ahnlighise.

(d) Aus (a), (b) und (c) folgt nui-fast sicher:

—~

(a) — (0 _— 3) — (o) —
limsupG, < limsupG, < G & G < liminf G,, < liminf G,

—~

Q

alsolimG, = limG, = G =

5.1.3 Existenz schwach konvergenter Teilfolgen

Ein wesentlicher Schritt, um den oben skizzierten BewessAdntralen Grenzwertsatzes zu ver-
vollstandigen, ist es, zu zeigen, dass die Verteilungerstierdardisierten Summen von unab-
hangigen, identisch verteilten, quadratintegrierbarefalisvariablen eine schwach konvergente
Teilfolge haben.

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle



5.1. VERTEILUNGSKONVERGENZ 183

Auf einerendlichenMengeS mit d Elementen kdnnen wir eine Folge von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen als beschrankte Folg&ifiauffassen. Daher existiert stets eine konvergente Teilfol
ge — der Grenzwert ist wieder eine Wahrscheinlichkeitgverig aufS. Fur unendliche Mengen

S gilt eine entsprechende Aussage im Allgemeinen nicht. dfimllieren nun ein hinreichen-
des (und unter schwachen zusatzlichen Voraussetzungénnabwendiges) Kriterium fur die
Existenz schwach konvergenter Teilfolgen fir Folgen vornkheinlichkeitsmalRen auf einem
allgemeinen metrischen Raush

Definition (Straffheit von Folgen von WahrscheinlichkeitsmaRReh Eine Folgeu, € WV (S)
heil3tstraff, falls zu jedemz > 0 eine kompakte Mengg C S existiert mit

pn K] > 1—¢ far alle n € N.

Eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmal3en ist alse&clgmalig auf Kompakta konzen-
triert. Die Masse kann daher fir— oo nicht ins Unendliche abwandern.

Beispiel (Normalverteilungen). Die Folgeu,, = N(m,,02),m, € R, o, > 0, ist genau dann
straff, wenn die Folgem,, undo,, der Mittelwerte und Standardabweichungen beschrankt sind

Satz 5.4(Prokhorov). Jede straffe Folge,, € WV (S) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Bemerkung. (1). IstS selbst kompakt, dann ist der RaumV/ (S) aller Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf nach dem Satz von Prokhorov sogampakt beztiglich der schwachen
Topologie, d.hjede Folgey,, € WV (S) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

(2). Insbesondere ist der RauWil/(R) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufoo, oo
kompakt. Hieraus folgt, dass jede Folge € WV (R) eine vag konvergente Teilfolge hat.
Der Limes ist jedoch i.A. kein Wahrscheinlichkeitsmal Rufla die Masse ins unendliche
abwandern kann.

(3). UMKEHRUNG EINFUGEN

Wir beweisen den Satz von Prokhorov hier nur $li= R (Satz von Helly-Bray). In diesem Fall
kdnnen wir kompakte Mengen ersetzen durch kompakte Iftervan der Form—c, ¢|, da jede
kompakte Menge ifR in einem solchen Intervall enthalten ist. Einen Beweis ilgeaheinen Fall
findet man zum Beispiel iBillingsley: Convergence of probability measures

Beweis im FallS = R. Seiu, (n € N) eine straffe Folge von WahrscheinlichkeitsmaRenRauf
Um die Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge zgergibetrachten wir die Folge der
Verteilungsfunktionerf,,. Wir zeigen die Aussage in mehreren Schritten:
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(1). Es existiert eine TeilfolgéF,,, )ken, Sodass,, (z) fur alle z € Q konvergiert:

Zum Beweis verwenden wir ein Diagonalverfahren: Bgir,, ... eine Abzéhlung vor).
Wegen0 < F,, < 1 existiert eine Teilfolgé F’ o) )xc, fur die F o) (2, ) konvergiert. Ebenso
existiert eine TeiIfoIge(Fn(g))keN von (Fn(l))ZGN, fur die F ¢ IE$2) konvergiert, usw. Die
DiagonalfolgeF;,, () = %n;k)(x) konve;giert dann far alllé € Q.

Furz € QsetzenwitF'(x) := limy_, F,,, (z). Nach (1) existiert der Grenzwert, aul3erdem
ist die FunktionF’ : Q@ — [0, 1]Der Limes existiert nach 1. fiir € Q und die Funktion
F : Q — [0, 1] monoton wachsend, da die Funktion&p monoton wachsend sind.

(2). Stetige Fortsetzung vah auf [0, 1]: Firz € R setzen wir
F(z) = inf{F(y) | y € Qy > z}.
Die folgenden Eigenschaften der Funktibrprift man leicht nach:

(a) Die FunktionF' ist rechtsstetig, monoton wachsend, und esOgift /' < 1.
(b) £, (x) — F(x)furallez € R, an dener¥’ stetig ist.

(3). Aus (a)folgt, dass durch
wl(a,b]] := F(b) — F(a), —00 < a<b< oo,
ein positives Mal3 auR definiert wird mit

p[R] = lim puf(—c,c]] € [0,1].

c—00

Wir zeigen nun, dass eineWahrscheinlichkeitsverteilurapfR ist, falls die Folg€ 14, ) nen
straffist. Es gilt namlich:

pl=c.d] = Fle) = F(=c) = lim (F(c) = Fo(=¢)) = lim g, [(=¢, ] (5.1.5)

k—o0

fur fast allec. Aus der Straffheit vor{y, ).cy folgt, dass zu jedem > 0 einc(e) € R
existiert mit
pn[(—c,c]] > 1—¢ fur alle k.

Aus (5.1.5) folgt danm[(—c, c]] > 1 — ¢, falls ¢ gro3 genug ist, und damit figr 0:

u[R] > 1, also u(R) =1.

(4). Aus (b) folgt nun nach Safz 5.3, dass die Fdlgeg, )en SChwach gegen konvergiert.
]
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5.1.4 Schwache Konvergenz lber charakteristische Funktien

Unter Verwendung der Existenz schwach konvergenter Tgédfoeiner straffen Folge von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen zeigen wir nun, dass eing&e®bn Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen aufR genau dann schwach konvergiert, wenn die charakteristisElinktionen gegen eine
Grenzfunktion konvergieren, die beistetig ist. Dazu bemerken wir zunachst, dass eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung nach Lévy’s Inversionsforr(&htz 4. 14 eindeutigdurch ihre charak-
teristische Funktiow festgelegt ist.

Satz 5.5(Stetigkeitssatz, Konvergenzsatz von Léyy Seien(u, ).y Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen aufR, B(R)) mit charakteristischen Funktionen

on(t) = /em i (d).
Dann qilt:

(1). Konvergiertu,, schwach gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilundann konvergieren
auch die charakteristischen Funktionen:

on(t) —  ot) = /em p(dx) furalle ¢t € R.

(2). Konvergiert umgekehtt,, (t) fur alle t € R gegen einen Limeg(t), und ist¢ stetig bei
t = 0, dann ist¢ die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichdsgtteilungy,
und x,, konvergiert schwach gegen

Bemerkung. (1). Die Stetigkeit vonp bei 0 ist wesentlich. Zum Beispiel ist die Folgg, =
N(0,n) nicht schwach konvergent, aber die charakteristischerktifanen konvergieren
punktweise:

0 fallst#0

t2 ntoo

Ou(t) =€ 2m — )

1 fallst=0

(2). Eine Aussage wie im Satz gilt auch fiir Wahrscheinlidtskerteilungen auR®. Hier defi-
niert man die charakteristische Funktion R¢ — C durch

o(t) = /Rd e p(d), t € R

Beweis.Der erste Teil der Aussage folgt unmittelbar a4 = cos(tx) + isin(tx), denn
Kosinus und Sinus sind beschrankte stetige Funktionen.

Der Beweis des zweiten Teils der Aussage erfolgt nun in nehr8chritten. Wir nehmen an,
dass die charakteristischen Funktiorglit) punktweise gegen eine beéstetige Grenzfunktion
¢(t) konvergieren.
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().

(2).

@3).

Relative Kompaktheit: Jede Teilfolge v@n, ).y hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Dies ist der zentrale Schritt im Beweis. Nach dem Satz voiyHealay genigt es zu zei-
gen, dasg:, (n € N) unter den Voraussetzungen straff ist. Dazu schatzen wiv\@ier-
scheinlichkeiten,[|z| > ¢| mithilfe der charakteristischen Funktionen ab. Da die Fiamk
flu) =1 — =% fir o # 0 strikt positiv ist mit lim f(u) = 1, existiert eine Konstante

|u|—o00

a > 0mit f(u) > afur alle |u| > 1. Damit erhalten wir fie > 0:

in [|a:| > 1]

€

-~ mleR|azy < L[ (1—51“‘”) (i)

ET
—_——

=1L fg (1—cos(xt))dt

—E&

(5.1.6)
raint - L [T Reggaede LS [ (1= Reé(r))dt.

2ae e Lebesgue 2ae —e

Sei nuné > 0 vorgegeben. Ist hinreichend klein, dann gilt wegen der vorausgesetzten
Stetigkeit vony bei0:

1-Reo()| = [Reo(0) o) < o furallete [z

Also kdnnen wir die rechte Seite vdn (5.1.6) dutot2 abschatzen, und somit existiert ein
ng € N mit

1
L, {|:c\ > g} < 40 fur allen > ny. (5.1.7)
Diese Aussage gilt natirlich auch, falls winoch kleiner wahlen. Zudem gilt(5.1.7) auch

fur allen < ny, falls ¢ klein genug ist. Also ist, (n € N) straff.

Der Grenzwerfederschwach konvergenten Teilfolge @R, )..cn hat die charakteristische
Funktione.

Zum Beweis se{u,, )ren €ine Teilfolge von(u,).en und i eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung mity,,, — x. Dann gilt nach dem ersten Teil der Aussage des Satzes:

ou(t) = lim ¢, (1) = (1) fur alle t € R.

k—o0
Schwache Konvergenz vop,, ),.cn.

Nach dem Inversionssatz existiert hOchstens eine Wahrdidideitsverteilung: mit cha-
rakteristischer Funktion. Also konvergieren nach (2) alle schwach konvergenteridleil
gen von(u,).en gegen denselben Limes Hieraus folgt aber, zusammen mit (1), dass
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(1n)nen Schwach gegen konvergiert, denn fif € C,(S) hat jede Teilfolge vory f dpu,
eine gegery f du konvergente Teilfolge, und somit gift f dp,, — [ f du.

5.2 Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir kbnnen nun den zu Beginn dieses Kapitels skizziertenddgdes Zentralen Grenzwertsatzes
(engl.Central Limit Theoremvervollstdndigen. Wir zeigen zunachst, dass ein zemtatenz-
wertsatz fur Summen beliebiger unabhéngiger, identisdieMer Zufallsvariablen mit endlicher
Varianz gilt. Diese Aussage wurde zuerst 1900 von Lyapurwidsen, der damit den Satz von
de Moivre/Laplace (1733) deutlich verallgemeinern konAt@ Ende dieses Abschnitts bewei-
sen wir eine noch allgemeinere Version des Zentralen Grerigatzes, die auf Lindeberg und
Feller zuriickgeht.

5.2.1 Zentraler Grenzwertsatz fur Summen von i.i.d. Zufalbvariablen

Satz 5.6(Zentraler Grenzwertsatz — 1. Versior). SeienXy, X, ... € £*(9, A, P) unabhan-
gige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Variamzund sei

S, = Xi+..+X,.

Dann konvergieren die Verteilungen der standardisiertem@en

» _ Su— B[S _ 1 ~ ,
S, = BV \/ﬁ;(& E[X)])

schwach gegei (0, o2).

Bemerkung. (1). Alternativ kann man die standardisierten Summen adf¥a 1 normieren,

und erhéalt
Sn — E[S,) D
—

o

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

Z,

(2). Die Voraussetzung; € £2(12, A, P) ist wesentlich. Bei unendlicher Varianz d& kon-
nen sich andere Grenzverteilungen fir die geeignet reorem Summeﬁ%“n (an €
R, b, > 0) ergeben. Als Grenzverteilungen kénnen i.A. die sogenansiiEbilen Vertei-
lungen auftreten, siehe dazu z.B. Saiz .11 unten.
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(3). Im Fall o2 = 0 gilt die Aussage auch. Hierbei interpretieren wir das DiraBJ,, als
degenerierte Normalverteilung(m, 0).

Wir beweisen nun den Zentralen Grenzwertsatz in der ob&estien Form:

Beweis.O.B.d.A. seiF'[X;| = 0, ansonsten betrachten wir die zentrierten Zufallsvagiahl; :=

X, — E[X;]. Nach dem Konvergenzsatz von Lévy geniigt es zu zeigen, daskatakteristischen
Funktionen der standardisierten Sumrﬁerpunktweise gegen die charakteristische Funktion der
NormalverteilungV (0, o%) konvergieren, d.h.

02t2

Pg (1) — dn(e2)(t) = € 2

Da die ZufallsvariablerX; unabh&ngig, identisch verteilt und zentriert sind, gittffi€ R:

E[Sn]=0 t X, iid t "
) 0 e () (o (L))
Aus X; € £*folgt ¢, € C*(R), und

VteR. (5.2.1)

oxi(t) = B[] = 1+itE[X1]+(ig)QE[Xf]Jro(tz) = 1-?%@2),

wobeio fiir eine Funktiorv : R* — C mit lim. o 12 — 0 steht. Damit erhalten wir:

)

s = (152 10(5))

20’2 . - .
Wir vermuten, dass dieser Ausdruck fili+ co gegen=—"%~ strebt. Dies kann man beweisen, in-

dem man den Logarithmus nimmt, und die Taylorapproximatigfil +w) = w+o(|w|) verwen-
det. Da die charakteristische Funktion komplexwertigriaiss dazu allerdings der Hauptzweig
der komplexen Logarithmusfunktion verwendet werden.

Wir zeigen stattdessen die Konvergenz ohne Verwendung wssagen aus der Funktionentheo-
rie: Fir komplexe Zahlen;, w; € C mit |z, |w;| < 1 gilt nach der Dreiecksungleichung

n n
| |Zi - | |wi
i=1 i=1

= |(z1 —wy)zp2z3 -z +wi(ze —wo)z3zg - 2n + . wy w1 (2, — wy)|

n

< Z |2 — wyl.

i=1

Damit erhalten wir:

t20? 202 £2\\" t202\"
s =ow (<5 )| = [(1-5+0(5)) —ow (57)
20 12 20
l——4o|— ) —exp| —— ||
2n n 2n

Da die rechte Seite flir — oo gegen) konvergiert, folgt[(5.2]1) und damit die Behauptung

< n-
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Beispiel. (1). Sind Xy, X5, ... unabhangig mitP’[X; = 1] = pund P[X; = 0] = 1 — p,
dann istS,, = >  X; binomialverteilt mit Parameterm undp. Die Aussage des Zentralen

=1
Grenzwertsatzes folgt in diesem Fall aus dem Satz von dergfaaplace.

(2). Sind die ZufallsvariableX’; unabhéngig und Poissonverteilt mit Parameter 0, dann ist

S, = > X, Poissonverteilt mit Parametei. Der Zentrale Grenzwertsatz liefert in diesem
i=1

Fall eine Normalapproximation fiir PoissonverteilungengnoRer Intensitat (Ubung).

(3). SindX,, X,, ... unabhangigel (m, o?)-verteilte Zufallsvariablen, dann gilt
~ Xi+Xo+...+ X, —
3 = 1t A+ + A, —nm N (0, 02)
Vn

fur allen € N (und nicht nur asymptotisch!).

Warum tritt die Normalverteilung im Limes auf?  Wie schon im letzten Beispiel bemerkt,

gilt
Xi+...+X,
vn

Die zentrierten Normalverteilungen sind also ,invariantiter derReskalierungstransformation

X; ~ N(0,0?) unabhangig = ~ N(0,0?).

aus dem zentralen Grenzwertsatz. Man kann sich leichtipkluaachen, dass eine Grenzvertei-
lung der standardisierten Summen unabhangiger quadgmgtiatbarer Zufallsvariablen eine ent-
sprechende Invarianzeigenschaft haben muss. Tatsaehiidhlie zentrierten Normalverteilun-

gen die einzigen nichtdegenerierten Wahrscheinlichkeitsilungen mit dieser Invarianz. Aus

dem Zentralen Grenzwertsatz folgt sogar:

Korollar 5.7. Seip eine Wahrscheinlichkeitsverteilung a@imit [ 2?x(dz) < oo. Gilt
X+Y
~H,
V2

X,Y ~ punabhéngig = (5.2.2)

dann istu eine zentrierte Normalverteilung.

Bemerkung. Die Aussage gilt auch ohne die Voraussetzyng/;(dz) < oo ; der Beweis ist
aber aufwéndiger, siehe z.BRBIMAN: PROBABILITY ..

Beweis.Seien X, X5, ... unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilupg Aus der Vorausset-
zung [5.2.R) folgtE'[X;] = [z pu(dx) = 0 fur alle: € N, und durch Induktion:
Xi+...+X,
Vn

Wegen [ z?u(dz) < oo sind dieX; quadratintegrierbar. Durch Anwenden des zentralen Grenz-

~ U furn =2%keN.

wertsatzes auf die standardisierten Summen folgt, dasmse zentrierte Normalverteilung ist.
O
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5.2.2 Normal- und Poisson-Approximationen

Die Normalverteilungsasymptotik der standardisiertem®en wird haufig verwendet, um Wahr-
scheinlichkeiten ndherungsweise zu berechnen. Wir begazunachst ein typisches Beispiel:

Beispiel (Versicherungsgesellschaft mitn Vertrdgen). Eine Versicherungsgesellschaft habe
mit n Kunden Vertrage abgeschlossen. Beim Eintreten des Scladlddiir Vertrag: muss die
LeistungX; > 0 gezahlt werden. Wir nehmen an, dass gilt:

X; € £%iid. mit E[X;] =m, Var[X;] = o>

Die Pramie pro Vertrag betradé = m + \o?, wobeim die erwartete Leistung ist unkb? mit
A > 0 einem Risikozuschlag entspricht. Die Einnahmen nach &eéperiode betragen dann
n - II, die Ausgabery,, = X; + ... + X,,. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ruinereignisses

Sp >k + nll,

berechnen, wobéi das Anfangskapital bezeichnet. Hierbei nehmen wir imipémni, dass nicht
verzinst wird, und die Abrechnung nur am Schlul3 einer Zeibpke erfolgt. Wenn die standardi-
sierten Schadenssummen mithilfe einer ZGS-Naherung appiert werden, ergibt sich

P[Ruin| = P[S, > k+nll] = P[S, — E[S,] > k + n\o?|

— P[S”;\;ET_L[S”]>U$E+AU\/E}
~ PlZ>JL\/ﬁ+/\a\/ﬁ},

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Derséwuck auf der rechten Seite
geht firn — oo gegen0. Eine grof3e Anzahl von Vertragen sollte also eine kleineniRahr-
scheinlichkeit implizieren. Fim = 2000, o = 60 und A = 0, 05% ergibt sich beispielsweise:

k=0 : P[Ruin ~ 9%,
k =1500 : P[Ruin =~ 3%.
Nach einer solchen Uberschlagsrechnung sollte man dasmdete Modell und die Approxi-

mationsschritte einer kritischen Analyse unterziehenunserem Fall stellen sich unmittelbar
mehrere Fragen:

(1). Wir haben die ZGS-Néaherung verwendet, obwohl die atdtrden Schranken fur die stan-
dardisierten Summen vonabhangen. Ist das in diesem Fall zulassig?
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(2). Ist die Quadratintegrierbarkeit d&t; eine sinnvolle Modellannahme, und was ergibt sich
andernfalls?

(3). In einem realistischen Modell kann man nicht davon ahsg, dass di&; identisch ver-
teilt sind. Gilt trotzdem ein Zentraler Grenzwertsatz?

(4). Ist die Unabhangigkeitsannahme gerechtfertigt?

Wir werden nun auf die ersten drei Fragen naher eingehenfddgende Beispiel zeigt, dass
man in der Tat vorsichtig sein sollte, wenn man voabhangige Quantile von standardisierten
Summen durch entsprechende Quantile von Normalvertesluegsetzt:

Beispiel (Eine zu naive ZGS-Approximation). SeienX;,: € N, unabhangige, identisch ver-
teilte Zufallsvariablen mit£[X;] = 0 und Var[X;] = 1, und seia > 0. Mit einer ZGS-
Approximation erhalten wir fir grof3e:

1 n
E;Xi Za] = P

P

— iXi ZCL\/E]

1 g2
/ e 2dx
2r Jaym

1 o 2
= e 2 . r: / e—a\/ﬁy—%dy (x = av/n + y)
V 0

na? 1 o _az_ﬁ
= G_T . 27Tn /0 [ 2n dZ (Z = \/ﬁy)

Q

1 ( naz)
. eX _—
V2ma2n P 2
Dies ist abenicht die korrekte Asymptotik fiin — oo. Auf der exponentiellen Skala gilt ndm-
lich
P

%in za] ~ exp (—nl(a)),

wobei I(a) die Ratenfunktion aus dem Satz von Chernoff ist. Diese isAllgemeinen von
na? /2 verschieden. Die ZGS-Approximation ist hier nicht anwearddaa/n vonn abhangt!

Dass die Naherung im Versicherungsbeispiel von oben teatzdit Einschrankungen anwendbar
ist, wenn die Zufallsvariable; dritte Momente haben, garantiert die folgedeschatzung der
Konvergenzgeschwindigkeit im Zentralen Grenzwertsatz:
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Satz 5.8(Berry-Esséen. SeienX; € £? i.i.d. Zufallsvariablen,Z ~ N(0,1), und seien

F.(z) = P Sn;i\/Eﬁ[Sn]gx,
¢(z) = P[Z < zl.

Dann gilt folgende Abschatzung:
3- B[ X1 — E[Xi]P]
F,(z)—® < :
ilég\ (z) —@(z)] < T
Den Beweis dieser Aussage findet man etwa im BurbHBABILITY THEORY von R. Durrett
(4.10).
Fur die Normalapproximation der Binomialverteilung Binp) ergibt sich beispielsweise

3-E[IX, - EXi’]  3-((L-p)?+p°)

ov/n np(l—p)

Firp — 0 oderp — 1 divergiert die rechte Seite. Wir erhalten also moéglicheseesinen
hohen Approximationsfehler fir nahe0 oder1. In diesen Fallen empfiehlt sich in der Tat die
Verwendung der Poisson-Approximation anstelle des ziemr@renzwertsatzes. Der folgende
Satz quantifiziert den Fehler der Poisson-Approximatioteintotalen Variationsdistanz:

Satz 5.9(Poisson-Approximation der Binomialverteilung). Fur p € [0, 1] undn € N gilt

|Bin(n, p) — Poisson(np)||y < np”

Der Beweis basiert auf einem Kopplungsargument:

Definition (Kopplung zweier Wahrscheinlichkeitsmaf3¢. Eine Kopplungzweier Wahrschein-
lichkeitsmaRe. und v auf meRbaren Raumei$, S) und (7', 7) ist gegeben durch ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} auf dem ProduktraumiS x 7', S ® T) mit Randverteilungep undv, bzw.
durch ZufallsvariablenX : 2 — SundY : Q — T mit VerteilungenX ~ pundY ~ v, die auf
einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsram4, P) definiert sind.

Beweis.Um die Variationsdistanz abzuschétzen, konstruieren wptiat eine Kopplung der
Verteilungery :=Bin(n, p) undv :=Poissolinp), die durch Zufallsvariablef,,, 7, mit S,, ~ p,
T, ~ v, undP[S, # T,] < np? realisiert wird. Daraus folgt die Behauptung wegen

lp= vl = sup |u[A] = v[A]| = sup [P[S, € A] = P[T, € A]

ACZ, ACZ,
< P[S,#T,] < np°.
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Da Bin(n, p) und Poissofnp) jeweils die Verteilung einer Summe varunabhangigen Bernoulli-

bzw. Poisson-verteilten Zufallsvariablen zum Parameteind, konstruieren wir zunachst eine
Kopplung der beiden letzteren Wahrscheinlichkeitsmafeulyerwenden wir eine Zufallsvaria-
ble Z mit Verteilung

0  mit Wahrscheinlichkeit — p,
Z = <k mit Wahrscheinlichkeip*e=* /k! flr k € N,
—1 mit Wahrscheinlichkei¢™? — (1 — p).

Die ZufallsvariablenX := I;7¢, undY := max(Z, 0) sind dann Bernoul(p) bzw. Poisso(p)-
verteilt, und es gilt

PIX#Y] = PlZ¢{0,1}] = 1-(1—p+pe? = p(l—e?) < p”.

Um eine Kopplung von Bif, p) und Poissofnp) zu konstruieren, verwenden wir nununab-
hangige Kopien dieses Modells, d.h. wir setzenifér 1, ..., n:

X := I{z,20; und Y; := max(Z;,0) mit 71, ..., Z, unabhangig~ Z.

Dann sindS,, := X; + ...+ X, undT,, :=Y; + ...+ Y, binomialverteilt mit Parametern, p)
bzw. Poisson-verteilt mit Parametep, und es gilt

PS.#T,] = PRi=1,....n:X;2Y] < iP[XHAYZ-] < np

O

SatZ 5.9 zeigt, dass die Poisson-Approximation eine guteN#g liefert, fallg deutlich kleiner
als y/n ist. Ist p gréRer alsl — /n, dann kann man die Poisson-Approximation auf die mit
Parameterrin, 1 — p) binomialverteilte Zufallsvariable — S,, mit S,, ~ Bin(n, p) anwenden.
Gehtp fir n — oo schneller ald //n, aber langsamer alg'n gegen Null, dann sind sowohl die
Poisson- als auch die Normalapproximation der Binomiadiemng anwendbar.

5.2.3 Heavy Tails, Konvergenz gegen-stabile Verteilungen

Als nachstes betrachten wir ein Beispiel, welches zeigts dige Voraussetzung der Quadratinte-
grierbarkeit der Zufallsvariablen essentiell fir den ealleh Grenzwertsatz ist:

Seiena € (1,2),r € (0,00), und seienX;, Xs,... : © — R unabhéngige identisch verteilte
absolutstetige Zufallsvariablen, deren Dichtefunktion

fx, () = |zt fur alle |x| > r
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erfullt. Da die Dichte fuz| — oo nur langsam abfallt, sind die Zufallsvariablen nicht oic-
tegrierbar; sie sind aber integrierbar. Daher ergibt sictarderes asymptotisches Verhalten der
charakteristischen Funktionen ffir 0 :

Lemma 5.10. Fur ¢ — 0 gilt
ox,(t) = 1+imt —c[t|* + O(t?)

mitm = E[X;Jundc = [(1 — cosu)|u|~* ! du € (0, 00).
R

Beweis.Seit # 0. Wegene™ — 1 — iu = O(u?) undcosu — 1 = O(u?) erhalten wir

oo

ox,(t) —1—imt = /(em — 1 —itx) f(x) dz

—00
[e.e]

= /(ei“—l—iu)f(%>%du

tr
1 )
- T /(ew —1—iu)f (%) du + [t*] / (cosu — 1)|u| ' du
—tr [—tr,tr]C

= —c|t|* + O(t?).

Fir die zentrierten Summe$), = > (X; — m) folgt nach dem Lemma:
i=1

s, (t) = (L—clt|"+0@))"

Um Konvergenz der charakteristischen Funktionen zu exhalniissen witX,, nun mitn =/«
stattn /2 reskalieren:

Gp-1/as, (t) = s, (n7V) = (L—c[t|*n~" + O(n )"
—  exp(—c|t|?) fur n — oo.
Nach dem Konvergenzsatz von Lévy folgt:

Satz 5.11.Fur n — oo gilt
nVes, B .,

wobeiy. , die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit charakteristiscRunktion

Pealt) = exp(=cft|”)

ist.
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Definition. Seiena € (0,2] undm € R. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit charakteristi
scher Funktion

o(t) = exp(imt — c|t|?),

€ (0,00), heiBersymmetrischev-stabile Verteilungemmit Mittelwertm.

Die Dichten dera-stabilen Verteilungen sind fie # 1,2 nicht explizit berechenbar, fallen
aber fur|z| — oo wie |z|7*~! ab. Fira = 1 erhalt man die Cauchyverteilungen, fiir= 2
die Normalverteilungen. Safz 5111 ist ein Spezialfall siaigemeineren Grenzwertsatzes fir
Summen von Zufallsvariablen mit polynomiellen Tails, €ehB. BREIMAN, THEOREM 9.34.

5.2.4 Der Satz von Lindeberg-Feller

Wir wollen nun die Annahme fallen lassen, dass die Summangedentisch verteilt sind, und
zeigen, dass trotzdem ein zentraler Grenzwertsatz gilt. Se

Sy = Y14Vt .. +Ye, mit Y,,; € £3(Q, A, P).

Die Zufallsvariablert,, ; kbnnen etwa kleine Stérungen oder Messfehler beschrei@nen wir

X, — E[X)]
-

so erhalten wir das Setup von oben.

\ mit X; € £? unabhangig (5.2.3)

Satz 5.12(ZGS von Lindeberg-Feller). Seio € (0, c0). Es gelte:

(i) Y., (1 <i<mn)sind unabhéngig fur jedes € N mit E[Y,,;] = 0,

-~ ntoo

(i) Var[S,]=>", Var[Y,,] — o2

(i) Yoo =3, E[Y2; [Vl >¢] U3 0 Ve>o.

Dann konvergiert die Verteilung va$), schwach gegeiV (0, o?).

Der Satz zeigt, dass die Summe vieler kleiner unabhangigen®en unter geeigneten Voraus-
setzungen ungefahr normalverteilt ist. Dies rechtfetigtzu einem gewissen Grad, dass Zu-
fallsgréRen mit unbekannter Verteilung, die durch Ubeatagg vieler kleiner Effekte entstehen,
haufig durch normalverteilte Zufallsvariablen modellisgrden.
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Bemerkung. (1). Der Zentrale Grenzwertsatz von oben ist ein Speziaés Satzes von Lindeberg-
Feller: SindX; € £?i.i.d. Zufallsvariablen mitF[X;] = m und Var[X;] = o2, und defi-
nieren wirY,, ; wie in (5.2.3), dann gilt:

~ 1 <&
Var[S,] = = Var[X;] = Var[Xy] = o2 fur allen € N,
ar[S,,] - ZZ:; ar[X;] ar[X] o n
und, fire > 0

Yne = ZE [YnQ,zv |Yn,i| > 5] =
=1

3

E[|X; —m|*|X; —m| > ey/n]
— i=1
= E[|Xi—m|}[Xi—m|>evn] — 0 flr n — oo,

S|

da X; quadratintegrierbar ist.

(2). Die Bedingung (iii) ist insbesondere erfullt, wenn di@punovbedingung

n

> E[Y, ] =3 0 fireinp > 2 gilt,

i=1

denn fiire > 0 ist E[Y;?

n,t’

|Yn,i| > 5] < E[|Yn,i|p]/5p72-

Wir beweisen nun den Satz von Lindeberg-Feller: Der Bewassdst wieder auf einer Analyse
der Asymptotik der charakteristischen Funktionen. Dadgezewir zunachst einige asymptoti-
sche Abschatzungen:

Beweis. (a) VorUberlegungen:Seit € R fest.

(I) Taylorapproximation flig,, ;(t) := E[e¥ni]:
Aus den verschiedenen Abschatzungen des Taylorrestgibdft man

2

3
e =1+ir — % + R(z) mit |R(x)| < min <% , xQ) . (5.2.4)

Damit ergibt sich

t2 t20_2 )
%ﬂ):1+mmM—§Emm+mmmm]z 1—2“+mw
wobei fur R, ; := E[R(tY, )] die Abschatzung
. |tYni|3 21,2
|R.;/] < FE |min 6’ Y (5.2.5)

gilt.
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(I) Wir zeigen} " | |R,;| — 0 furn — oco:

Fure > 0 gilt nach [5.2.5):

1
| R < h E [[tY; 1Yol < €] + El|tYa]% Yol > €.

Mit E [[tY,]*; |Vl < €] < [t°e - o7 ; erhalten wir

n

- , e 2 42
Z ‘Rn7l| — 6 Z Un,z _'_ t fynﬁ?
=1

i=1

A\

und somit nach Voraussetzung (ii) und (iii)

n 0_2|t|3
lim sup Z IR, < €
i=1

n—oo 6

Die Behauptung folgt fie — 0.
(1) Wir zeigensup,,,, 07, = 0 flr n — oo:

Flre > 0undl <i < nqilt

oni = BV Yol Sel+ BV Yol >e] < €4

.0

Wegeny, . — 0 fur n — oo ergibt sich

: 2 2
limsup sup o,; < €.

n—oo 1<i<n

Die Behauptung folgt wieder fiir — 0.

(b) Hauptteil des Beweises: Zu zeigen ist

- n—00 t20'2
g, (1) = 11 Pni(t) — exp (—7) (5.2.6)

die Aussage folgt dann aus dem Konvergenzsatz von Lévy.

Wir zeigen:

IER0 H(l t%’%l) =% 0, und (5.2.7)
n,l - - 5 L.
=1 =1 2

- t202 ; n— 00 252

11 (1— 2’“) s S (5.2.8)

Daraus folgt[(5.2]6), und damit die Behauptung.
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Beweis von((5.217)Wie oben gezeigt, gilt fug;, w; € C mit |z, |w;| < 1:

n
< Z |zi — wyl.
i=1

Zudem gilt|¢,, ;(t)| < 1, und nach der 3. Voriiberlegung existiert einc N mit

n

[1= 11

i=1 i=1

t202 .
1— 2’“ € (0,1) furallen > nound1 < i <n. (5.2.9)

Damit erhalten wir flm > ny:

o011 (-5 < 3

i=1 i=1

202

Pni(t) — <1 - QM) ’ = > |Ruil
=1
Die rechte Seite konvergiert nach der 2. Vortiberlegungmgege

Beweis von(5.218)Vegen|[(5.2.9) erhalten wir
- t202 . - t202 .
1 -] = Ylog(1-—2
w(I1(1-5)) = Zee(-5)

wobei |J§n,i\ < C- (2ol )2 mit C' € (0, 00). Die rechte Seite konvergiert nach Vorausset-

n,i

zung (ii) firn — oo gegen—#, denn

n n n
Z |Rni| < Ct*. Z Uf‘w— < ot Z O’Em © sup Ufm - 0
i=1 i=1 i=1 lsisn
nach der 3. Vorliberlegung.
]

Bemerkung (Zentrale Grenzwertsatze fiur Summen abhangiger Zufallsvaiablen). In allen
Fallen haben wir bisher angenommen, dass die ZufallsuanaY; unabhéngig sind. Tatsach-
lich hat man zentrale Grenzwertséatze auch fir viele groRddifikdassen mit Abhangigkeit ge-
zeigt, beispielsweise fur Martingale, additive Funktienan Markovketten, Skalierungslimiten
von Teilchensystemen, unterschiedliche Folgen von Paeasahétzern in der Statistik, usw. Wir
werden darauf in weiterfiuhrenden Vorlesungen zuriickkomme

%sectionMultivariate Normalverteilungen
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5.3 Multivariate Normalverteilungen und ZGS im R?

Multivariate Normalverteilungen haben wir bereits in Absitt[3.4.2 eingefuihrt. Mithilfe von
charakteristischen Funktionen kénnen wir eine etwas @é&geere Definition geben, die auch
degenerierte Normalverteilungen (zum Beispiel Dirac-B)afnschliel3t:

Definition (Normalverteilung im R9). Seim € R? und seiC € R%¢ eine symmetrische,
nicht-negativ definite Matrix. Die eindeutige WahrschieimkeitsverteilungV(m, C') im R? mit
charakteristischer Funktion(t) = exp (—it - Ct + it - m) heitNormalverteilungmit Mittel-
wertvektorm und KovarianzmatrixC'.

Die Existenz und Konstruktion einer Zufallsvariable mitdglung N (m, C) ergibt sich aus der
folgenden Bemerkurg (3).

Bemerkung (Charakterisierungen und Transformationen von Normalverteilungen). Die
folgenden Aussagen beweist man mithilfe von charaktsok&n Funktionen:

(1). Ein ZufallsvektorX : Q — R? ist genau dann multivariat normalverteilt, wenn jede Line-
arkombinationz‘j:1 t; X; der Komponenten mit, . .., t; € R normalverteilt ist. Genauer
ist X ~ N(m,C) aquivalent zu

t-X ~ N(t-m,t-Ct) furallet € R

(2). IstX ~ N(m,C), dann gilt

AX +b~ N(Am + b, ACAT) furalleb € R* undA € R*? k € N.

(3). SindZy, ..., Z; unabhangige, standardnormalverteilte Zufallsvarighlenl isto eine re-
elled x d-Matrix mit C' = oo™, dann hat der ZufallsvekterZ + m mit Z = (Zy, ..., Z;)"
die VerteilungN (m, C).

(4). Im Fall det C' # 0 ist die VerteilungN (m, C') absolutstetig bzgl. deg-dimensionalen
Lebesgue-Malies mit Dichte

1 1 o
fly) = Goaee P (—Q(y—m)-c (y—m)) :

Beispiel (x2-Verteilungen). Wir berechnen die Verteilung vom Quadrat des Abstandes vom U
sprung eines standardnormalverteilten Zufallsvektor&{m

d
Z = (Zl7'-'7Zd) ~ N<07[d)7 HZH2 = ZZZQ
i=1
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- 1(0,00) () folgt durch Anwenden des Dichtetransformationssatzes:

2 1
fz2(y) = \/; e 2 I(00)(y) - NG

d.h.Z?ist'(3, 1)-verteilt. Da die Zufallsvariable?, 1 < i < d, unabhangig sind, folgt:

d 1d
71?2 = 72 ~ T[22 .
21 = 32 (53)

Definition (y2-Verteilung). Die Gamma-Verteilung mit Parametein2 und d/2 hei3t auch
Chiquadrat-Verteilungy?(d) mit d Freiheitsgraden

5.3.1 Multivariater zentraler Grenzwertsatz
Auch imRR? gilt ein zentraler Grenzwertsatz:

Satz 5.13(Multivariater zentraler Grenzwertsatz ). SeienX;, X, ... : Q — R¢ unabhéangige,
identisch verteilte, quadratintegrierbare Zufallsvaieo auf((2, A, P), und seiS,, = X; + ...+

X,,. Dann gilt
Sn — E[S,]

NG

wobeiC};, = Cov[X; ;, X; | die Kovarianzmatrix der ZufallsvektoreX;; ist.

2y Z ~ N(0,0),

Der Beweis basiert auf folgender Charakterisierung deteengskonvergenz von Zufallsvek-
toren:

Lemma 5.14(Cramér-Wold Device). Fur Zufallsvariableny, Y, Ys, ... : Q — R? gilt:
D D d
Y, —Y & pY, —pY VpeR
Beweisskizze Die Richtung =" ist klar, daY +— p - Y stetig ist. Umgekehrt gilt:
p-Y, P, p-Y = Elexp(ip-Y,)] — Elexp(ip-Y)] VpeR%

Mit einem &hnlichen Beweis wie ifR! folgt dann aus der Konvergenz der charakteristischen
Funktionen die schwache KonvergeYiz 2. Y. Um die relative Kompaktheit zu zeigen (Satz
von Helly-Bray), verwendet man dabei iRf die multivariaten Verteilungsfunktionen

Fo(z1,...,xq) == P[Yp1 < w1, ..., Yna < x4, (T1,...,2q) € R4,

O
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Wir beweisen nun den zentralen GrenzwertsatRim

Beweis.Firp € R? gilt nach dem eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz:

NI C A S U o VH
p( ﬁ) 72 X B )

2, N (0, Var[p- X;]) = N(0,p-Cp),

da
Var[p - X;] = Cov

Zkal,k , Zkal,l] = Zpkpzckz =p-Cp.
s I o

IstY ein N (0, C')-verteilter Zufallsvektor, dann is¥ (0, p - C'p) die Verteilung vorp - Y. Mithilfe
der Cramér-Wold Device folgt also

(Su = E[S:))/vn = Y.

5.3.2 Gaul3-Prozesse

Seil = Z, oderI = [0,00). Ein stochastischer Proz¢R),.,; auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q2, A, P) heiRtGauRR-Prozel3 falls die gemeinsamen Verteilungen von endlichen vielen
der ZufallsvariablenX; (¢t € I) multivariate Normalverteilungen sind.

Die wichtigste Beispielklasse von zeitdiskreten Gaul®2seen sindutoregressive Prozesse
die zur Modellierung von Zeitreihen eingesetzt werdene®&i, und Z,,, n € N, unabhangige
reellwertige Zufallsvariablen mit,, ~ N (0, 1) fur alle n. Der durch das ,stochastische Bewe-

gungsgesetz*
Xn = aX, 1 + €Zn ) ne N7 (531)
N—— ~—~
lineares zuféallige Stérung,

Bewegungsgesetz Rauschen

definierte stochastische Prozess,),—o 1.2 heildtautoregressiver Prozess AR(1)nit Para-
meterne, « € R. Im allgemeineren autoregressiven ModgR(p), p € N, mit Parametern
£, 0q,...,0, € Rlautet das Bewegungsgesetz

p
Xn = Z O‘anfz' + 5Zn7 n > b,

i=1

wobei die Rauschterm&, unabhéngig von den Startwertéf, X, ..., X, sind.
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2 -
1 4+
o j\{\“ po
500 f 1000
14
94

Abbildung 5.4: Trajektorie eines AR(1)-Prozesses mit Ratarna = 0.8 unde? = 1.5.

Satz 5.15(Autoregressive Prozesse als Gaul3proze$sest die gemeinsame Verteilung der
StartwerteX,, X, ..., X,_ eine multivariate Normalverteilung, dann ist der AR(ppPess ein
Gaul3-Prozels.

Beweis.Mit Induktion folgt fur allen > p, dassZ, unabhangig vonXy, X1, ..., X, ist, und
dass die ZufallsvektoreXy, X1, ..., X, 1, Z,) und (Xy, X1, ..., X,,) multivariat normalver-
teilt sind. O

Der AR(1)-Prozess ist eirddarkovkettamit Ubergangswahrscheinlichkeitg(r, -) = N(ax, £2),
siehe unten. Das folgende Korollar fasst einige grundldgdétigenschaften des AR(1) Modells
zusammen.

Lemma 5.16(Gleichgewicht und exponentieller Abfall der Korrelationen). Fur den AR(1)-
Prozess mit Parameter o undm € R, o > 0 gilt:

(1). X,,_1 ~ N(m,0?) = X, ~ N(am,a?s®+¢e?).

(2). Fur|a| < 1istdie Verteilung: = N (0, %) ein Gleichgewicht, d.h.

Xo~p = X,~p Vn € N.

Bei Startverteilung® o X, ! = p gilt:

52

CoviX,, Xnk] = of ——
ov| k] s

furalle0 < k <n.

Beweis.Gilt X,,_; ~ N(m,oc?), dann ist(X,,_, Z,) bivariat normalverteilt, also ist auch die
LinearkombinationX,, = a.X,,_1 + €7, normalverteilt. Der Erwartungswert und die Varianz von
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X,, ergeben sich aug (5.3.1). Der Beweis der tibrigen Aussageihdeim Leser als Ubungsauf-
gabe Uberlassen. O

Auch ein allgemeiner AR(p)-Prozess lasst sich als Marktiekiaterpretieren, wenn man statt
der ZufallsvariablenX,, die zeitliche Entwicklung der Zufallsvektoren

betrachtet. Man kann dann dhnliche Aussagen wie in Lemn@iedeiten.

5.3.3 Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung

SeiS, = X + ... + X,,, wobei dieX; unabhangige Zufallsvariablen &¢ (9, A, P) mit
E[XZ] =0 und Var[Xz] =1

sind. Beispielsweise ist,, ein klassischer Random Walk. Um einen stochastischen §sanre
kontinuierlicher Zeit zu erhalten, interpolieren wir— S,, linear. Anschlie3end reskalieren wir
in Raum und Zeit, und setzen fiit € N:

i 1

Sm o= 5. teR,.

Jm

Abbildung 5.5: Raum-Zeit-Reskalierung eines Random Walks

Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt fiir— oo:

. 1 -
St( )= Wi T S N(0,t) fur jedes feste € R,
m

Ve

d.h. die eindimensionalen Randverteilungen der Prozese— (§t(m))t20 konvergieren.
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Allgemeiner zeigt man mithilfe des multivariaten zentraférenzwertsatzes, dass auch endlich
dimensionale Randverteilungen schwach konvergierenOFirt, < t; < ... <t mitk € N
undmt; € Z, sind die Inkremente™ — S, g _ g @(;”) - @(;’i)l unabhéangige

Zufallsvariablen, die sich als Summen der Zufallsvariab{g tiber disjunkte Bereiche darstellen
lassen. Aus dem eindimensionalen zentralen Grenzweftdgtz

gim _gm By N(0,t—r)  furalled <r<t,

T

und mit dem multivariaten ZGS ergibt sich die Konvergenz glmeinsamen Verteilungen der
Inkremente gegen ein Produkt von eindimensionalen Norentgilungen:

(§§j”) — S s gt L st — g ) = [INO.6—tia). (532

te—1
i=1

Dies motiviert die folgende Definition, die auf N. Wiener @okgeht:

Definition (Brownsche Bewegunyy Ein stochastischer Prozeds; : QO — R, ¢t € [0, 00), auf
einem Wahrscheinlichkeitsrauif?, A, P), hei3tBrownsche Bewegungfalls gilt:

(1). Fur jede Partition0 = ¢, < t; < ... < ¢, mitk € N sind die Inkrementd3,  , — B,

1

unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilung

Bt - Bti ~ N(O, ti+1 - tz)

i+1

(2). Die Funktiont — B, (w) ist fur P-fast allew stetig.

Hierbei ist ein zeitstetiger stochastischer Prozess @néne Kollektion von Zufallsvariablen
B, t € R, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum eefsind. Eine Brownsche
Bewegung ist ein zeitstetiger Gaul3-Prozess.
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Abbildung 5.6: Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung.

Die Existenz einer Brownschen Bewegung wird in der VorlgsuStochastische Prozesse« ge-
zeigt. Aus [(5.3.R) folgt, dass die endlichdimensionalendRarteilungen der reskalierten Ran-
dom Walks gegen die entsprechenden Randverteilungen&ioenschen Bewegun@; )<,

mit StartwertB, = 0 konvergieren:

(5}1”),@(27”), §(m)) 2, (Biy, ..., Bt,) furalle0 <t, <ty <...<tp,keN.

) Mty

Eine noch allgemeinere Aussage liefert éumktionaler zentralen Grenzwertsatz auf dem
BanachraumC'([0, 1], R) (Invarianzprinzip von Donskgr Der gesamte stochastische Prozess
(§§m))0§t§1 konvergiert in Verteilung gegen eine Brownsche BeweguBg,<,<;. Mehr dazu in
den weiterfihrenden Vorlesungen »Stochastische Prazessbe»Grundziige der stochastischen
Analysis«.

5.4 Schatzer und Tests in Gauf3-Modellen

5.4.1 Parameterschatzung im Gaul3-Modell

Angenommen, wir beobachten reellwertige Messwerte (Btaiben, Daten), die von einer unbe-
kannten Wahrscheinlichkeitsverteilupgauf R stammen. Ziel der Statistik ist es, Ruckschlisse
auf die zugrundeliegende Verteilung aus den Daten zu erhdiin einfachsten Modell (Gaul3-
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modell) nimmt man an, dass die Daten unabhangige Stichpnatreeiner Normalverteilung mit
unbekanntem Mittelwert und/oder Varianz sind:

w= N(m,v), m,vunbekannt.

Eine partielle Rechtfertigung fur die Normalverteilungsahme liefert der zentrale Grenzwert-
satz. Letztendlich muss man aber in jedem Fall Gberprifeejmee solche Annahme gerechtfer-
tigt ist.Ein erstes Ziel ist es nun, den Wert vanauf der Basis vom unabhangigen Stichproben
Xi(w) =1, ..., X,(w) = x, zu schatzen, und zu quantifizieren.

Problemstellung: Schatzung des Erwartungswerts
e Schéatzen auf der Basis vom unabhéngigen Stichproben, (w), ..., X,,(w) von .

e Herleitung von Konfidenzintervallen.

Im mathematischen Modell interpretieren wir die Beobaogswerte als Realisierungen von un-
abhéangigen Zufallsvariablek;, . . ., X,,. Da wir die tatsachliche Verteilung nicht kennen, unter-
suchen wir alle in Betracht gezogenen Verteilungen simulta

Xi,..., X, ~ N(m,v) unabhangig untep,, ,. (5.4.2)

Ein naheliegender Schatzer fiarist derempirische Mittelwert

X (w) = Xi(w)+ ... + Xp(w) .

n

Wir haben oben bereits gezeigt, dass dieser Schétaartungstreu (unbiassedhdkonsistent
ist, d.h. fur allem, v gilt:
Ern (X,]=m

und
X, —m P,,-stochastisch fin — co.

Wie wir den Schatzfehler quantifizieren hangt davon ab, oldigi Varianz kennen.
Schatzung vonm bei bekannter Varianz .

Um den Schétzfehler zu kontrollieren, berechnen wir digeitemg vonX .

X; ~ N(m,v)unabh. = X;+ ..+ X, ~ N(nm,nv)
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Bezeichnetb die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteiluranml erhalten wir

— 1
P, [|Xn —m| < q\/z] = N(0,1)(—q,q) =2 (@(q) - 5) far allem € R.
n
Satz 5.17.lm GauBmodel[(5.4]11) mit bekannter Varianist das zufallige Intervall
— [ R— (%
X, — @' —, X, + 90! —
(X0 ) /2 X 0y 1)
ein (2a — 1) - 100% Konfidenzintervallfur m, d.h.
P,.»[m € Intervall] > 2o — 1 far allem € R.

Man beachte, dass die Lange des Konfidenzintervalls inmii¢s8! nicht von den beobachteten
Stichproben abhéangt!

Schéatzung vonm bei unbekannter Varianz v. In Anwendungen ist meistens die Varianz un-
bekannt. In diesem Fall kénnen wir das Intervall oben nidrimenden, da es von der unbe-
kannten Varianz abhangt. Stattdessen schatzen wiund v simultan, und konstruieren ein
Konfidenzintervall firm mithilfe beider Schatzwerte. Erwartungstreue Schatzemfiund v
sind . .

_ 1 1 _

X, = E;Xi und V, = m;(xi—xn)?

Um ein Konfidenzintervall fiirn zu erhalten, bestimmen wir mithilfe des Transformatiots=a
die gemeinsame Verteilung voq,, undV,,:

Lemma 5.18. X,, undV,, sind unabh&ngig untep,, , mit Verteilung

— —1
Xy ~ N(m,g> : n Vi~ x2(n—1).
n v

Beweis.Wir fihren eine lineare Koordinatentransformativn= OX durch, wobeiO eine or-
thogonalen x n-Matrix vom Typ

11

o (v

(beliebi

ist. Eine solche Matrix erhalten wir durch Ergénzen des nenten Vektors(ﬁ, ey ﬁ) zu einer
Orthonormalbasis dd&™. In den neuen Koordinaten gilt:
X L zn:X ! Y;, und
n = - 1 — — =11,
=1V = I (X-X)=D XP-nX, =||X|}2 - nX,
i=1 =1

n
O orthogonal
= YR -V =) Y2
1=2
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Da die ZufallsvariablenX; (1 < i < n) unabhé&ngig unaV(m, v)-verteilt sind, ist der Zufalls-
vektor X = (X1, ..., X,,) multivariat normalverteilt mit Mittelm, . . ., m) und Kovarianzmatrix
v - I,,. Nach dem Transformationssatz folgt

my/n
m
- 0
Y~N]|O ,v-0I1,0 =N ,u- I,
m
0

Also sindYy, ..., Y,, unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilungen
Y1 ~ N(m+/n,v)

Es folgt, dass

. Y~ N(0,0) furi>2.
X, = und "ty =
NG

unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilung®tim, £) bzw. x*(n — 1) sind. O

1=

Bei bekannter Varianz hatten wir Konfidenzintervalle fiin vom Typ X, +¢- \/g erhalten, wo-
bei g ein geeignetes Quantil der Standardnormalverteilun@eser liegt es nahe, zu versuchen,
bei unbekannter Varianz Konfidenzintervalle vom Typ + ¢ - VT herzuleiten. Es gilt:

_ [V, .
m,v |Xn - m| Z q - | = Pm,v[|Tn—1| Z Q] mit
n
S VvV, '

Die ZufallsvariableT,,_; heil3t Studentschet-Statistik mit n — 1 FreiheitsgradenH Unsere
Uberlegungen zeigen, dass wir aus Quantilen der Studemtsebtatistik Konfidenzintervalle
fur das Gaufimodell herleiten kbnnen. Wir miissen nur nocKetieilung vonT,, berechnen:

Satz 5.19(Studerﬁ). Die Verteilung vori,, ist absolutstetig mit Dichte

-1 —n/2
fr,(t) = B (% g) n2. (1 + g) (t €R).

LIn der Statistik bezeichnet man eine messbare Funktione@b&chtungsdaten als Statistik - ein (Punkt-) Schat-
zer ist eine Statistik, die zum Schétzen eines unbekan@temteters verwendet wird, ein Konfidenzintervall nennt

man auch Intervallschatzer.
2Synonym von W. S. Gosset, der als Angestellter der GuinesaeBei nicht publizieren durfte.
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»Studentsche-Verteilung mitn Freiheitsgraden«Hierbei ist

1 n 1 & 2\ -1

die Eulersche Beta-Funktion die als Normierungsfaktor auftritt.
Insbesondere ist das zufallige Intervall
Va

Ynj:q. n
n

ein100 - (1 — 2«a)% Konfidenzintervall flmn, falls
¢="Fr' (1-a)
ein (1 — «)-Quantil dert-Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden ist.

Beweis.Direkt oder mithilfe des Transformationssatzes zeigt n&nd Z und Y unabhangige
Zufallsvariablen mit VerteilungetV (0, 1) bzw. x*(n — 1), dann istZ/, /—5Y absolutstetig mit
dichtefr, _,.

Der Satz folgt dann nach Lemrna5.18 mit

X, — —1
n M ound Y = 2

Vi .

O

Bemerkung (Nichtparametrische und Verteilungsunabh&ngige Konfidenintervalle). In An-
wendungen ist es oft unklar, ob eine Normalverteilungsameaan die Beobachtungswerte ge-
rechtfertigt ist. Zudem kénnen einzelne grél3ere Ausreifdgen Daten (z.B. aufgrund von Mess-
fehlern) das Stichprobenmittel relativ stark beeinflus§#r Stichprobenmedian ist dagegen in
den meisten Fallen ein deutlich stabilerer Schatzwert &ir Median der zugrundeliegenden
Verteilung, und die in Abschnitt 2.1 hergeleiteten, auf @ndgsstatistiken basierenden, Konfi-
denzintervalle fur den Median und andere Quantile werdemfalis in der Regel weniger stark
durch Ausreil3er beeinflusst. Zudem gelten diese Konfidesrzialle simultan fur alle stetigen
Verteilungen. Ist man sich daher nicht sicher, ob eine Nborenteilungsannahme aufgrund der
Daten gerechtfertigt ist, empfiehlt es sich, auf die stadiérdnungsintervalle zurtickzugreifen.

Beispiel. (NOCH EINZUFUGEN)
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5.4.2 Hypothesentests

In Anwendungen werden statistische Aussagen héaufig nidht Kibnfidenzintervalle, sondern
als Hypothesentest formuliert. Mathematisch passieréidaights wirklich Neues — es handelt
sich nur um eine durch praktische Erwagungen motivierteddmélierung derselben Resultate:
Angenommen, wir haben unabhéangige reellwertige Stichprobéf, ..., X,, von einer unbe-
kannten Verteilung vorliegen und wir gehen davon aus, daZurundeliegende Verteilung aus
einer Familieyy (6 € ©) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt, z.B. der Handller
Normalverteilungens,, ., 6 = (m v) € R x R,. Die gemeinsame Verteilung voX, ..., X,

ist dann das Produktmafy} = ®Ma Sei nun®, eine Teilmenge des Parameterbereichs. Wir

wollen entscheiden zwischen der
Nullhypotheséed: ») € Oy«
und der
AlternativeH;: ») & Op«

Ein Hypothesentestfir ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbhamm@egeC C
R™ (denVerwerfungsbereich) mit zugehdoriger Entscheidungsregel:

AkzeptiereH, <— (Xy,...,X,) ¢ C.

Beispiel (t-Test). SeienX, X,, ..., X,, unabhangige Stichproben von einer Normalverteilung
mit unbekanntem Parameten,v) € © = R x R*. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der
Verteilung einen bestimmten Wert, hat:

Nullhypothesée: »mM = Mo« , Op = {mp} x RT.

Ein solches Problem tritt z.B. in der Qualitatskontrolld,amenn man tUberprifen méchte, ob
ein Sollwertm, angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleicieawerfahren,
wobei X; die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen Messsvistt Die Nullhypothese
mit mo = 0 besagt hier, daf3 kein signifikanter Unterschied zwischervdefahren besteht.

Im t—Testflur obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptfaits der Betrag deBtudent-
schen t-Statistikinterhalb einer angemessen zu wéhlenden Konstaritegt, bzw. verworfen,

T | = ‘ﬁ (X, —mo)

falls

> C

gilt.
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Seien nun allgemeiX;, X5, ... unter P, unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilupg. Bei
einem Hypothesentest kdnnen zwei Arten von Fehlern aafiret

Fehler 1. Art: H, wird verworfen, obwohl wahDie Wahrscheinlichkeit dafur betragt:
Py[(X1,.... X,) € C) = wy[C] , g € Oy.
Fehler 2. Art: H, wird akzeptiert, obwohl falsciie Wahrscheinlichkeit betragt:
Po[(X1,...., X,) ¢ C] = pupC°] , 6 €0\ 0.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetriackj und H; ist, interpretiert man
beide Fehler i.a. unterschiedlich. Die Nullhypothese besbt in der Regel den Normalfall, die
Alternative eine Abweichung oder einen zu beobachtendeskEDa ein Test Kritiker Uberzeu-
gen soll, sollte die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1t (&ffekt prognostiziert, obgleich nicht
vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen (kleinen) Skakatiegen. Die Wahrscheinlichkeit

wICl,  0ee\6,,
dal’ kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraizsng maoglichst grof3 sein.
Definition. Die Funktion
G(0) = Bpl(Xy,... Xn) € O] = pg[C]
heil3tGutefunktion des Tests. Der Test hiliveau«, falls
G#) < a firalled € 6
gilt. Die FunktionG(#) mité € ©, heiRtMacht des Tests.

Aus SatZ 5.19 und der Symmetrie der Students¢hégrteilung folgt unmittelbar:

Korollar 5.20. Der Studentsche t-Test hat Niveadialls c ein (1 — §)-Quantil der Studentschen
t-Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden ist.

Allgemeiner gilt:

Satz 5.21(Korrespondenz Konfidenzintervalle «+» Hypothesentests Fur einen reellwertigen
Parametery = ¢(#), ein Irrtumsniveauwx € (0,1), und messbare Abbildungen (Statistiken)
7,e : R™ — R sind aquivalent:
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212 KAPITEL 5. ZENTRALE GRENZWERTSATZE

(i) Das Intervall
(X1, X)) —e( Xy, X)), (X, X)) +e( Xy, X))

istein(1 — «) - 100 % Konfidenzintervall fury.

(i) Farjedesy, € R ist
C = {(x1, .0, zpn) : F(@1,. . x0) — Y| > (@1, 20)}
der Verwerfungsbereich eines Test der Nullhypothesey, zum Niveauy.
Beweis.Das Intervall ist genau dann ein Konfidenzintervall flzum Irrtumsniveauy, wenn
Py [|7( Xy, ..., Xp) —c(0)] >e(Xy,... Xn)] <a  VOe€O

gilt, also wenn der entsprechende Test der Nullhypothe§&n= ~, fir jedesy, Niveau «
hat. O
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Kapitel 6
Entropie und grol3e Abweichungen

Um Wahrscheinlichkeiten seltener Ereignisse zu unteesuaeht man haufig zu einer neuen ab-
solutstetigen Wahrscheinlichkeitsverteilung tber, lgdizti der das relevante Ereignis nicht mehr
selten ist. Der MalBwechsel geschieht dabei typischerweitseiner exponentiellen Dichte. Auf
diese Weise erhalt man unter anderem asymptotische Aussiéige die Wahrscheinlichkeiten
grof3er Abweichungen. Eine zentrale Rolle spielt dabei d=grilf der relativen Entropie, die
die statistische Unterscheidbarkeit zweier Wahrschehkbitsverteilungen misst. Anwendungen
liegen in der Asymptotik von Likelihood basierten Schétmaed restverfahren, und der asympto-
tischen Effizienz von Importance Sampling Schatzern.

Asymptotische Aussagen Uber Wahrscheinlichkeiten, dienndiesem Abschnitt herleiten wer-
den, betreffen meistens nur die exponentielle Abfalli@tdexponentiell fallend oder wachsende
Faktoren werden ignoriert. Wir fihren einen entsprecheddgiivalenzbegriff fiir Folgen auf der
exponentiellen Skala ein:

Definition (Asymptotische exponentielle Aquivalenz von Folgen Zwei Folgen(a,, ),en Und
(bn)nen vVON positiven reellen Zahlen heilRasymptotisch exponentiell &quivalentf ~ b, ),
falls

1 n 1 ..
—loga— = —(loga, —logb,) — 0 fur n — oo.
n b, n

Beispielsweise gilt: ™ exp(—cn) ~ exp(—cn) fur alle k, ¢ € R.
Um exponentielle Aquivalenz zu zeigen werden wir haufig speine Abschatzung nach oben

(,obere Schranke”) und eine Abschatzung nach unten (,enB@hranke”) beweisen. Entspre-
chend schreiben wjra,, < b,”, falls

IN
o

. an
limsup — log —
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214 KAPITEL 6. ENTROPIE UND GROSSE ABWEICHUNGEN

ist. Beispielsweise gilt fir reelle Zahlend, &, [:

n~Fexp(—cn) < n'exp(—dn) = c

v
W

6.1 Exponentielle Familien und der Satz von Cramér

In diesem Abschnitt wollen wir die exponentielle Abfalleater Wahrscheinlichkeiten grof3er Ab-
weichungen vom Gesetz der grof3en Zahlen identifizieren. léncdernoff-Abschétzung durch
eine asymptotische untere Schranke zu vervollstandiggmenden wir einen Mal3wechsel zu
einer Verteilung aus einer exponentiellen Familie.

6.1.1 Exponentielle Familien
Seiv ein positives MaB aufs, S), U : S — R eine messbare Funktion, und
Z(t) = /et'U dv, t e RY
die momentenerzeugende Funktion ¥démit Definitionsbereich
© = {teR’: Z(t) <ool)
Firt € © seiA(t) = log Z(t) die kumulantenerzeugende Funktion.
Definition (Exponentielle Familie). Die Familie der Wahrscheinlichkeitsverteilungen

1
pe(dr) = ——ePDpy(dr) = VOO (g, teo,

Z(%)

heif3texponentielle Familie zw und U.

Bemerkung (Boltzmann-Verteilung). In der statistischen Physik treten exponentielle Famili-
en als Gleichgewichsverteilungen auf. BeispielsweisdiesMerteilung im thermodynamischen
Gleichgewicht in einem abgeschlossenen System bei inv@eseperaturs = 1/7 gleich pg,
wobeiv die Gleichverteilung bzw. das Lebesguemalf’ auf dem Zustamasund/ (z) = —H (z)

die negative Energie des Zustandeist. Die Normierungskonstanté(/5) heif3t in der statisti-
schen PhysilPartitionsfunktion

Wir betrachten nun einige elementare Beispiele von expielkm Familien:
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6.1. EXPONENTIELLE FAMILIEN UND DER SATZ VON CRAMER 215

Beispiel. (1). Exponential- und Gammaverteilungen. Ist v die Exponentialverteilung mit

).

3).

ParameteA > 0, undU(x) = —z, dann istM/(¢) fir ¢ > —X endlich, und es gilt
ue =  Exp(A+1) fur allet > —\.

Die exponentielle Familie besteht also aus allen Expoakmtiteilungen.
Istv = I'(a, A) eine Gammaverteilung, dann gilt entsprechgpe- I'(a, A + ).

Bernoulli-, Binomial- und Poisson-Verteilungen. Ist v die Bernoulli-Verteilung mit Pa-
rameterp undU (k) = k, dann giltu, (1) = p; mit

e'p _ p

b elp+1—p  p+(1—pet’

d.h. u, ist die Bernoulliverteilung mit Parametgy. Entsprechend gilt fUt/ (k) = &:

v = Bin(n,p) = w = Bin(n,p), und

v = Poisson(\) = pu; = Poisson(Ae').

Die exponentielle Familie besteht also jeweils aus allem8alli-Verteilungen, Binomial-
verteilungen mit festem, bzw. Poisson-Verteilungen.

Normalverteilungen. Isty = N(m, C) eined-dimensionale Normalverteilung, udz) =
x, dann gilty, = N(m + Ct,C) fur t € R? Im nichtdegenerierten Fall enthalt die
exponentielle Familie also alle Normalverteilungen migtée KovarianzmatrixC'. Fur
d=1,v= N(m,c?),und

erhalt man

1 1\ ! §
pe = N{m, |+ fart > 0,
o t

d.h. die exponentielle Familie besteht aus Normalvemegiun mit festem Mittelwertn.
Entsprechend kann man die Familie der eindimensionalembleerteilungen als zweipa-
rametrige exponentielle Familie bzgl. einer Referenzehwerteilung interpretieren.

Wir beschranken uns nun auf den Fall= 1. Sei (1;):co €ine einparametrige exponentielle

Familie zuy undU, und sei0 = O \ 0O der offene Kern des Definitionsbereichs.

Lemma 6.1(Eigenschaften exponentieller Familieh
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216 KAPITEL 6. ENTROPIE UND GROSSE ABWEICHUNGEN

(1). EsqiltZ € Cw((z)). Furt e é existieren die Erwartungswerte und Varianzen
m(t) = /U dpy bzw. v(t) = Var,|U],
und es giltm(t) = A'(t) und v(t) = A" ().

(2). Die Funktionm ist aufé beliebig oft differenzierbar und monoton wachsendisticht
p-fast Uberall konstant, dann ist sogar strikt monoton wachsend. Im F&al = R gilt

zudem
tlim m(t) = esssupU = inf{faeR : v[U >a] =0}, und (6.1.1)
—00
tlim m(t) = essinfU = sup{a €R : v[U < a] =0}, (6.1.2)
——00

d.h.m : R — (essinf U, esssup U) ist bijektiv.

Beweis. (1). Seit € ©. Wir betrachten die momentenerzeugende Funktion
M(s) = /eSU dpiy
der Verteilungu;. Wegent € © gilt

M(s) = /%e“*”“ dv = Z(s+1)/Z() < oo (6.1.3)
fur alle s in einer Umgebund—¢,¢) der0, alsoM € C*(—¢,¢). Wegen [6.1.13) folgt
ZeC™®t—e,t+e),

/Udut — M) = — MA@,  und
Var, [U] = (logM)"(0) = A"(t).

o

(2). Aus (1) folgtm = A’ € C>~(©) undm’ = A” = v. Also istm monoton wachsend, und
strikt monoton wachsend, falléar,,, [U] > 0. Diese Bedingung ist immer erfllt, werin
nicht v-fast Uberall konstant ist.

Fira € (essinf U, esssup U) folgt mit monotoner Konvergenz:

wlv <o) = L wady o JE T T b
[ etV dv [ etU=9 . [yysqy dv

flrt — oo, alsotlim wu:[U > a] = 1. Hieraus folgt
—00

liminfm(t) > a- lign inf u,[lU >a] = a fur allea < esssup U,
—00

t—o00

also [6.1.11). Die Aussage (6.1..2) zeigt man analog.
L]
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Eine weitere fundamentale Eigenschaft exponentiellerilkamwerden wir in Satz 616 beweisen:
Die Verteilungen aus der exponentiellen Famihenimieren die relative Entropie bzg}. unter
Nebenbedingungen an den Erwartungswert &#on

Beispiel (Ising-Modell). Das Ising-Modell wurde 1925 in der Dissertation von Erngtdamit
der Absicht eingefuihrt, Phasenlbergange von ferromagpietn Materialien in einem verein-
fachten mathematischen Modell nachzuweisen. Heute sfaslModell eine wichtige Rolle als
einfach zu formulierendes, aber schwer zu analysierendewlipgendes mathematisches Mo-
dell, das auch in unterschiedlichen Anwendungsbereicherz\B. der Bildverarbeitung einge-
setzt wird.

SeiS = {—1,1}V, wobeiV die Knotenmenge eines endlichen GraphenZ) ist, z.B.
V = {-k,—k+1,.. k-1k¥CZ dkeN.

Ein Elementr = (0, : ¢ € V') ausS interpretieren wir physikalisch als Konfiguration von Spin
o; € {—1,1} an den Knoten € V, wobeio; = +1 fur einen Spin in Aufwértsrichtung und

o; = —1 fur einen Spin in Abwartsrichtung steht. Die Energie einenfgurations durch
Ho) = > loi—o*+h Y o
(¢,5)€E eV

gegeben, wobei die erste Summe Uber alle Kanten des Gra@ienund der zweite Term die
Wechselwirkung mit einem auf3eren Magnetfeld mit StérkeRR beschreibt. Der erste Term be-
wirkt, dass sich benachbarte Spins vorzugsweise gleiaiichten. Als Gleichgewichtsverteilung
bei inverser Temperatut = 1/7" ergibt sich die Verteilung , auf.S mit Gewichten

pen(0) o exp | =B Y loi—0;P = Bh) o
(i.j)€E iev
Die folgende Grafik zeigt Stichproben von der Verteilyng, auf einem % ? GitterV fur ver-
schiedene Werte vafi und h.

GRAFIK EINFUGEN

Fur 5 = 0 (d.h. bei unendlicher Temperatur) ergibt sich eine Glegcterlung. Furg — oo
(Temperatur— 0) konzentriert sich die Verteilung dagegen auf den enengienrerenden Kon-
figurationen. Dieses sind fibir= 0 die beiden konstanten Konfigurationen= +1 undo; = —1,
fur h £ 0 hat dagegen nur eine dieser Konfigurationen minimale Eeergi
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218 KAPITEL 6. ENTROPIE UND GROSSE ABWEICHUNGEN

6.1.2 Grol3e Abweichungen vom Gesetz der grof3en Zahlen

Seiv eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem messba@mmR.S,S), U : S — R eine
messbare Funktion, und geX;);cy eine Folge unabhéangiger Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraunX?, A, P) mit Verteilungv. Wir setzen voraus:

Annahmen:

(1). Alle exponentiellen Momente der ZufallsvariabléflX;) existieren, d.h.

Alt) = log/etUdl/ < o0 fur allet € R.

(2). U ist nichtv-fast sicher konstant.

Seia € R fest. Wir mochten nun die Asymptotik der Wahrscheinliciei
0, = PlS,>an], S,=) UX)),
=1

fir n — oo genauer untersuchen. Nach dem Gesetz der grof3en Zahlen gilt

& — m = /Udz/ P-fast sicher.
n

Fira > m ist das EreignigS,, > an} also eine grof3e Abweichung vom typischen Verhal-
ten. Der Satz von Chernoff liefert eine obere Schranke ddrr¥¢heinlichkeiterf,,. Um eine
asymptotische untere Schranke zu erhalten, fihren wirMal&ransformation durch. Es gilt

0, = V'[A,] mit A, = {xGS” : iU(sz) Zan}. (6.1.4)

i=1

Wir wollen zu einer Verteilung Ubergehen, bzgl. der dasdisiA,, nicht mehr selten, sondern
typisch ist. Dazu betrachten wir die Produktmaf3et € R, wobei y, die Verteilung aus der
exponentiellen Familie mit relativer Dichte

%(az) = exp (tU(z) — A1)

ist. Die relative Dichte von bzgl. ™ ist dann

i=1

wi (X1, .., T,) = %(wl) = exp (tz U(z;) — nA(t)) : (6.1.5)
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Man beachte, dagg.}’),cx wieder eine exponentielle Familie ist. Es gilt
wy(Xy,...,X,) = exp(tS, —nA(t)).

Wir wollen uns nun tberlegen, wie wir den Parameter angemessener Weise wéhlen kdnnen.
Wenn wirt zu klein wahlen, dann hat das Ereignis flr grof3en nur eine geringe Wahrschein-
lichkeit bzgl. x}. Wahlen wir umgekehrt sehr gro3, dann liegt die Wahrscheinlichkeit A,,]

fur grof3en nahe beil. In beiden Fallen sind Abschéatzungen fijif A,,] daher nur bedingt aussa-
gekraftig. Um eine préazisere Aussage zu erhalten, solltenso grol3 wahlen, dass das Ereignis
A, ,gerade typisch wird®“. Der Erwartungswert

m(t) = /Ud,ut, teR,
ist nach Lemma&6l1 strikt monoton wachsend und stetig\&hlen wirt* mit
m(t*) = a,

dann gilt nach dem Gesetz der grol3en Zahlen

. B R _ iy
Tim a7 [{xeS : ;Z;U(xi)e(a—e,a+e)} = 1  furalles >0,
und nach dem zentralen Grenzwertsatz
o I 1
nh_)lglout* reR": 5;U(:{;i)2a = 3

d.h.t* ist gerade der gesuchte ,Schwellenwert®.

Die Umsetzung unserer Uberlegungen flhrt zu einer erstessage (ber die Asymptotik der
Wahrscheinlichkeiten grof3er Abweichungen vom Gesetz ad$en Zahlen auf der exponentiel-
len Skala:

Satz 6.2(Crameér). Unter den Annahmen von oben gilt
1 Sh .
lim — log P {— > a] = —I(a) fur alle a € (m, esssup U),

n—oo M n

wobei die Ratenfunktion

die Legendre-Transformation vanist.
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In der am Anfang dieses Kapitels eingeflihrten Notation dpeder Satz von Cramér, dass
6n = P[Su/n>a] ~ exp(—n-I(a))
gilt, wobei subexponentiell wachsende Faktoren vernasidéwerden. Er besagicht, dass die
Folgen(d,,) und (exp(—n - I(a))) asymptotisch aquivalent sind!
Zum Beweis einer solchen Aussage zeigt man in der Regelategae obere Schranke der Form

0, < exp(—n - I(a)) und die untere Schrankg > exp(—n - I(a)):

Beweis.Der Beweis setzt sich zusammen aus einer nicht-asymgtetistbschatzung der Wahr-
scheinlichkeiten

0, = P[S,>an] = V'[A,] A, = {xGS” : ZU(ZEZ) Zan},

i=1

nach oben, und einer asymptotischen Abschatzung der Wegntichkeiten nach unten.

(1). Obere SchrankéDie nicht-asymptotische obere Schranke
1
—log, < —I(a) farallen € N
n

liefert der Satz von Chernoff (Saltz_4113). Zur lllustratischreiben wir das Hauptargu-
ment aus dem Beweis von oben noch einmal so auf, dass der Fesdmang mit einer
Maftransformation verdeutlicht wird: Ftir> 0 gilt nach [6.1.5):

1
0, = V'[A] = / —
A, Wi

= /A exp (—tZU@-HA(wn) dpy

< e (tamA®)n pr AL

< 6—(ta—/\(t))n'

Hieraus folgt die Behauptung wie im Beweis von $atz 4.13ki@ptimieren der Abschat-
zung int.

(2). Untere Schrankair zeigen nun die asymptotische untere Schranke

liminfllogl/”[An] >  —I(a). (6.1.6)

n—oo M

Zusammen mit der oberen Schranke folgt dann

1
lim —logv"[A,] = —I(a),

n—oo 1
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d.h. die obere Schranke ist asymptotisch ,scharf‘. Zum Bewen (6.1.6) gehen wir zu
der Verteilungu?. zum Schwellenwert* = m~'(a) Uber. Nach Lemma®6.1 ist : R —
(essinf U, esssup U) bijektiv, also existiertn=!(a) > 0 fir a € (m, esssup U). Flre > 0
sei

1 n
Ane = "o < - Ulz;) < .
7 {:cES a n; (x;) a—l—a}

Ahnlich wie bei der oberen Schranke erhalten wir

VAL > vA] = / exp (—t*ZU(xiHA(t*)n) i

i=1
e—(t*(a—i—a)—/\(t*))n Iun [An,e]

t*

v

> e llane=ten n 1A, ] (6.1.7)

Wegen[ U du = m(t*) = a gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz:

[y [An,s] = [0 < — Z xz - a < 8\/_]
CF N, Var, [0) [0.00)] = o (6.1.8)

d.h. die grof3e Abweichung ist typisch unget. Fur die Wahrscheinlichkeiten bzg}”
ergibt sich dann nach (6.1.7):

lim 1nf logl/ [A,] > —1(a) — t"e.
Die Behauptung folgt fug 0.
O

Bemerkung. Ahnliche Aussagen iiber die Asymptotik von Wahrscheinl@tén groRer Abwei-
chungen wurden auch in vielen Modellen mit Abhangigkeit iesen. Sie spielen unter anderem
in der mathematischen statistischen Mechanik eine wietRiglle.

6.2 Entropie und relative Entropie

Wir definieren nun die Entropie einer diskreten Wahrsclh&hkkitsverteilung und die relati-
ve Entropie zweier beliebiger WahrscheinlichkeitsmalRRihilfe des Gesetzes der grol3en Zah-
len kdnnen wir statistische Interpretationen dieser Gnd&ben. Insbesondere mil3t die relative
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222 KAPITEL 6. ENTROPIE UND GROSSE ABWEICHUNGEN

Entropie die Unterscheidbarkeit zweier WahrscheinliciskealRe durch Folgen von unabhangi-
gen Stichproben. In Abschnlift 6.3 werden wir zeigen, dassudaeine allgemeine untere Schran-
ke fur die exponentielle Abfallrate der Wahrscheinlich&riseltener Ereignisse in Produktmo-
dellen folgt.

6.2.1 Entropie und Information

Wir bemerken zunéchst, dass die 8uft) definierte Funktion

xlogz furz >0
u(z) =
0 furz =0

stetig und strikt konvex ist mit'(x) = 1 + logz undu”(z) = 1/x fir 2 > 0. Insbesondere gilt

s
—
a¥
IN

0 fur alle z € [0, 1], (6.2.1)
u(z) > -1 furallex > 0, (6.2.2)

undu(1l/e) = —1/e ist das absolute Minimum der Funktian

04 1

0.2 1

0.5 1.0
—-0.2 +

—————d oo~

—04 +

—0.8 +

—1.0

—1.4 -+

Abbildung 6.1: Graph der Funktian(z) (blau) und ihrer unteren Schranke- 1 (rot)

Sei nunS eine abzahlbare Menge, upd= (u(z)).cs €ine Wahrscheinlichkeitsverteilung agif
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Definition (Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Die Grol3e

H(p) = = p@logpx) = = ulp) € [0,00]
ufwe)io ves

heil3tEntropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Anschaulich kénnen wir-log u(x) interpretieren als MaB fir die »Uberraschung« bzw. den
»Informationsgewinn, falls eine Stichprobe von der \irtey ;. den Wertr hat. Die »Uberra-
schung« ist umso gréRRer, je unwahrscheinlichést. Die EntropieH (u) ist dann die »mittlere
Uberraschung« bzw. der »mittlere Informationsgewinn4rbZiehen einer Stichprobe van
Eine wichtige Eigenschaft der Entropie, die auch die Wahlldegarithmus erklart, ist:

Satz 6.3(Faktorisierungseigenschaff. Fur beliebige diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen
v undy gilt:
H(v@p) = H()+ H(p).

Der mittlere Informationszuwachs in einem aus zwei unagiggmn Experimenten zusammenge-
setzten Zufallsexperiment ist also die Summe der einzaim#leren Informationszuwachse.

Beweis.Nach Definition der Entropie gilt:

Hyvep = > v(@)py) logv(z)uy))

V(@) £0

= = 3 wv@)logw(@) — > uly)log(uy))
z:v(z)#£0 y:u(y)#0

= H(v)+ H(p).

0]
Wir bestimmen nun auf einer gegebenen abzahlbaren Mg wge\Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen mit minimaler bzw. maximaler Entropie.
Entropieminima
Nach [6.2.11) ist die Entropie stets nicht-negativ. Zudeln gi
Hp)=0 <= pu(r)e{0,1} VzeS <«= p isteinDirac-Mal}

Die Dirac-Mal3e sind also die Entropieminima. Ist das Zs&atperiment deterministisch, d.h.
1 ein Diracmaf3, dann tritt bei Ziehen einer Stichprobe yokeine Uberraschung bzw. kein
Informationszuwachs auf.
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Entropiemaximum
Ist S endlich, dann gilt fuir alle Wahrscheinlichkeitsverteii@emy auf S'
H(p) < log(|S]) = H(Us),

wobeil{s die Gleichverteilung au$ ist. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt ndmlich

=S u(uz)) = 18- / w(p(x)) Us(de)

€S
= —|S|-u(1/|S) = loglS]

mit Gleichheit genau dann, wenndie Gleichverteilung ist.

Die Gleichverteilung maximiert also die Entropie auf einendlichen Zustandsraum. Anschau-
lich kénnen wir die Gleichverteilung als eine »vdllig zuigk« Verteilung auffassen — d.h. wir
verwenden die Gleichverteilung als Modell, wenn wir keif@@mund haben, einen der Zustande
zu bevorzugen. Die Entropie ist in diesem Sinne ein Mal3 fémdufalligkeit«(bzw. »Unord-
nungqy der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Ist S abzahlbar unendlich, dann gibt es Wahrscheinlichkeitsiiangen aufS mit unendlicher
Entropie.

Als nachstes geben wir eine statistische Interpretatiored&opie. Sej. eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf einer abzahlbaren Mergd®ie Wahrscheinlichkeit einer Folge von Ausgéan-
genzy, ..., x, bei Entnehmen einer Stichprobe ausnabhangigen Zufallsgrof3en mit Verteilung
u betragt

DT, ey ) = H,LL(SL’Z)
i=1
Der gemittelte Informationszuwachs durch Auswertung derté¢, . . ., z,, ist also
- log pn (21, ey Tp).

Mithilfe des Gesetzes der grof3en Zahlen kdnnen wir die Asgtikpdieser Grol3en fin — oo
untersuchen:

Satz 6.4(Entropie als asymptotische Informationszuwachsrate SeienX;, X5,...: Q — S
unter P unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilupg Dann gilt P-fast sicher :

1
——logpn(Xy,..., X)) —  H(p) furn — oo.
n
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Beweis. Mit Wahrscheinlichkeit gilt 0 < px(X;) < 1, also—log u(X;) € [0, c0) fur alle:. Nach
Korollar[4.11 folgt fast sicher

1 1 R0
——logpa(X1,.. Xn) = =) logu(Xy) 3 —/logudu = H(p).
=1

O

In der zu Beginn dieses Kapitels eingefiihrten Notation zguidalenz auf der exponentiellen
Skala besagt die Aussage des Satzes, dass fast sicher

(X1, Xn) o~ e W gilt.

6.2.2 Relative Entropie und statistische Unterscheidbargit

Die Entropie ist nur fur diskrete Wahrscheinlichkeitsma@éniert. Eine Ubertragung der Defi-
nition auf absolutstetige WahrscheinlichkeitsmaReRstist moglich, indem man

H(p) = —/Rdflogfdx mit f=du/dx

setzt. Allerdings kann die so definierte Entropie sowohitp@sals auch negative Werte anneh-
men. Wir fuhren jetzt den allgemeineren Begriff delativen Entropiezweier Wahrscheinlich-
keitsmaf3e auf einem beliebigen mel3baren RawIS) ein:

Definition (Relative Entropie zweier Wahrscheinlichkeitsmal3g Seieny undr Wahrschein-
lichkeitsmafe aufS, S). Die durch

Jlogwdp = [wlogwdr  fallsp < v mit Dichtew,

H(plv) = { (6.2.3)

o0 sonst.

definierte GroReT (1 | v) € [0, oo] heildtrelative Entropie(oder Kullback-Leibler Information)
vonyu bzgl.v.

Um eine anschauliche Interpretation der relativen Engrqpi geben, nehmen wir an, dass
und v WahrscheinlichkeitsmaRe aisf = R? oder einem diskreten Raum mit Dichten (bzw.
Massenfunktionenf, g > 0 sind. Die relative Dichtev von p bzgl. v ist dann

dp _ f(=) "
w(z) = - () = o) fur v-fast allex € S,
und

Hulv) = froelde = [(~loggle) - (~log ) uldo)
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Wir konnen— log g(z) und — log f(z) als MaRB fur die Uberraschung (den Informationsgewinn)
bei Eintreten vonz interpretieren, fallss bzw. 4 das zugrundeliegende Modell ist. Wenn wir
alsov als Modell annehmen, aber tatsachljcdie zugrundeliegende Verteilung ist, dann erhoht
sich die Uberraschung (der Informationszuwachs) bei Zigeer Stichprobe im Vergleich zum
korrekten Modell im Mittel umH (u | v).

Bemerkung (Entropie als Spezialfall der relativen Entropie). Ist v das Zahlmal3 auf einer
abzahlbaren Mengg, dann gilt

H(ulv) = > wpa)logu(z) = —H(p). (6.2.4)
n(@)#0

Ist.S endlich, und- die Gleichverteilung (also das normierte Zahimaf3)&udann folgt entspre-
chend

H(plv) = > wp)log(u(x)-|Sl) = log|S|—H(u).
n(@)#0

Aussagen uber die relative Entropie liefern also als Sfaftiantsprechende Aussagen fur die
Entropie (wobei sich aber das Vorzeichen umkehrt!)

Das folgende Lemma fasst elementare Eigenschaften dévesl&ntropie zusammen:
Lemma 6.5(Eigenschaften der relativen Entropig.
(1). EsqiltH (| v) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenpn= v.
2. Hin ® ... @ |11 ® ... @) = ;H(Mm).
Beweis.Seiu < v mit relativer Dichtew. Wegenz log x > = — 1 folgt
H(plv) = /wlogwdl/ > /(w—l)dl/ = /wdl/—l = 0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn v-fast sicher gleich, alsou = v ist.

Der Beweis der zweiten Aussage ist eine Ubungsaufgabe. O

Beispiele(Relative Entropie von Bernoulli- und Binomialverteilungen).
(1). Far die Bernoulli-Verteilungen mit,(1) = p undv,(0) = 1 — p gilt:

1—
Hv,|v,) = alog (ﬁ) + (1 —a)log (l_a) far allea,p € (0,1).
D -p
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(2). Fur Normalverteilungen mit Mittelwerten, m € R und Varianzen, v > 0 gilt

~ =~ )2
H(N(m,v)| N(m,v)) = % <log (%) + % -1+ w) , also insbesondere
(m — m)?

H(N(m,v)| N(m,v)) = 50

Die Beipiele zeigen, dass die relative Entropie im Allgemeginicht symmetrisclst.

Minima der relativen Entropie unter Nebenbedingungen.

Nach Lemma6l5 ist (u|v) minimal, wennu = v gilt. Als Minimierer der relativen Entropie
unter Nebenbedingungen arergeben sich Verteilungen aus exponentiellen Familien:

Seiv ein festes Wahrscheinlichkeitsmaf a6fS) undU : S — R eine mel3bare Funktion mit
endlicher momentenerzeugender Funktifit) = [ exp(tU) dv, t € R.

Satz 6.6(Exponentielle Familien als Minimierer der relativen Entropie). Fur jedes feste
t > 0 minimiert das Maf3

lds) = Z}t) exp (tU(2)) v(da)

die relative Entropie bzgl. unter allen WahrscheinlichkeitsmafRemit [ U du > m(t), wobei
m(t) = [ U du, der Erwartungswert vol/ bzgl.;, ist. Genauer gilt:

H(p|v) = t-m(t)—logZ(t) < H(u|v) (6.2.5)
fur jedes Wahrscheinlichkeitsmafauf (S, S) mit [ U du > m(t).

Beweis. Sei ;. ein Wahrscheinlichkeitsmal? mif (x| v) < oo und [ U du > m(t). Dann gilt
1 << v und

d d d
H(plv) = /1ogd—5du = /logd—ZdMJr/log%du

V
~
3
~
~
I
—
®)
OS]
N
—~
~
~

Fur . = p, ergibt sich Gleichheit. O

Bemerkung (Variationsproblem). Seiw = du/dv die relative Dichte voru bzgl. v. Das im
Satz betrachtete Variationsproblem hat dann die Form

H(plv) = /wlogwdu = min
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unter der Nebenbedingung

/Ud,u = /deu > m(t),
und kann auch formal durch klassische Variationsrechnetiggwerden.

Wir geben nun eine statistische Interpretation der redatiZntropie. Dazu nehmen wir wieder
an, dass: und v Wahrscheinlichkeitsverteilungen agif = R oder einem diskreten Raum mit
Dichten (bzw. Massenfunktionerf) g > 0, und relativer Dichtev = f/g sind. Die Dichte bzw.
Massenfunktion

Ln(l/;xl,...,xn) = Hg(xl)
i=1

der Verteilungn unabhangiger StichprobeX,, ..., X,, von v bezeichnet man in der Statistik
auch ald.ikelihood der Verteilungr bzgl. der Daterfxy, .. ., z,,).

Wie kann man anhand von unabhangigen Stichproben erkewetshe der beiden Verteilungen
v undy in einem Zufallsexperiment vorliegt? Dazu betrachten e dikelihood-Quotienten

T L Ln(u;xla"wxn) _ H?:l f(xl) _ - wlz:
Tn) = Lo(vizy,...,2,) 1T, g(z:) N H ().

Wy (xq, ...

Analog zu Satz 614 erhalten wir die folgende (allgemeinAregysage:

Satz 6.7(Relative Entropie als statistische Unterscheidbarkeit; 8annon-McMillan). Seien
X1, Xs,... : = S unabhangige Zufallsvariablen untét, bzw. P, mit Verteilungr bzw. x..
Dann gilt firn — oc:

1 .
—logw,(Xy,...,X,) — H(u|v) P, -fast sicher, und (6.2.6)
n

1 ,
—logw,(Xy,...,X,) — —H(v|p) P, -fast sicher. (6.2.7)
n

Beweis. (1). Furn — oo gilt nach dem Gesetz der grof3en Zahlen
1 1 < :
- logw,(X1,...,X,) = - Zl logw(X;) — logw du P,-fast sicher.

Das Gesetz der gro3en Zahlen ist anwendbar, da

[\
Q| =

/(logw) dp = /(w logw)™ dv

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle



6.2. ENTROPIE UND RELATIVE ENTROPIE 229

(2). Dav absolutstetig bzgl: mit Dichte1/w ist, gilt entsprechend

1 1 & 1
“logwn(X1,.. . Xn) = —=31
n ogw ( 1 ) n 4 0g (Xz)
1 .
c6¢ _/log_dy = —H(v|p) P, -fast sicher.
w

O

Der Satz von Shannon-Mc Millan zeigt, dass sich die Prodoktd (der Likelihood-Quotient)
asymptotisch auf der exponentiellen Skala (d.h. unter a@hléssigung subexponentiell wach-
sender Faktoren) folgendermal3en verhalt:

entnlv) P,-fast sicher,
wn(X17---7Xn) ~

e nH@ 1) P,-fast sicher.

Damit erhalten wir eine statistische Interpretation déatieen Entropie als nattrlichefmicht-
symmetrischen\bstandsbegriff fiir Wahrscheinlichkeitsmal3e. Wir werdesse statistische In-
terpretation in Satz 6.9 noch weiter prazisieren.

6.2.3 Entropie von Markovketten

Seip(z,y) (x,y € S) eine stochastische Matrix auf einer endlichen Melgmit Gleichge-
wichtsverteilungr € WV (S), d.h. fur alley € S gelte

d vl@)play) = vy). (6.2.8)

z€eS

Der folgende wichtige Satz zeigt, dass die relative Engépiup"|v) der Verteilung zur Zeit
einer Markovkette mit Startverteilungund Ubergangsmatrix bezuglich des Gleichgewichis
monoton fallt:

Satz 6.8(Abfall der relativen Entropie ). Istp eine stochastische Matrix adgfundv ein Gleich-
gewicht vorp, dann gilt fir jede Wahrscheinlichkeitsverteilunguf S:

H(pplv) = H(plv). (6.2.9)

Insbesondere ist — H(up"|v) stets monoton fallend.
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Beweis.Ist 1 nicht absolutstetig bezlglich, dann ist die Aussagé (6.2.9) automatisch erfiillt.
Andernfalls seiw eine Version der relativen Dicht&./dv. Dann gilt

(ep)(y) = Y ul(x)plz,y) = Y w(z)v(z)p(e,y). (6.2.10)

zeSs zeS

Aus der Gleichgewichtsbedingurg (612.8) foldt:)p(x,y) < v(y) fur alle x,y € S. Also ist
auchup absolutstetig bzgl,, mit relativer Dichte

(ip()y(f) = Y ) %_ (6.2.11)

zeS

Aus der Gleichgewichtsbedingung folgt auch, dass> v(z)p(z,y)/v(y) die Massenfunktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung astifist. Darum kénnen wir die Jensensche Ungleichung
auf die konvexe Funktion(z) = xlog, « anwenden, und erhalten

U<Zw(x)u(x)p(§f,y)> < Y ufwl) v(z) p(z,y)

z€eS V(y

Zusammen mif(6.2.11) ergibt sich

H(pplv) = Y U<Zw(x)V(x)p(w,y)/V(y)> v(y)

yw()#0  \weS

< D> ulw(@) v(z) plz,y)
yes zefs

— Suw@)rle) = Hiuw).
€S

O

Bemerkung (Zunahme der Entropie; thermodynamische Irreversibilitat). Als Spezialfall
ergibt sich wegerf{ (1) = log|S| — H(u|v) die Aussage, dass die Entropig up™) der Ver-
teilung einer Markovkette zur Zeit monoton wéchst, falls der Zustandsraum endlich und die
Gleichverteilungr ein Gleichgewicht ist. In der Interpretation der statigtisn Physik geht die
zeitliche Entwicklung auf makroskopischer Ebene (Therymaanik) von einem geordneten hin
zu einem ungeordneten Zustand mit (lokal) maximaler Emgrgpthermodynamische Irrever-
sibilitat«). Trotzdem ist auf mikroskopischer Ebene dienBmik rekurrent, d.h. jeder Zustand
x € S wird von der Markovkette mit Wahrscheinlichkéditunendlich oft besucht — dies dauert
nur eventuell astronomisch lange. Die Einfihrung eineskishaModells durch die Osterreichi-
schen Physiker Tatjana und Paul Ehrenfest konnte einerentggnde Kontroverse von Zermelo
(-.Dynamik kehrt immer wieder zurtick®) und Boltzmann (,ssblange warten®) I6sen.
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Beispiel (Irrfahrten ). Ist p die Ubergangsmatrix eines symmetrischen Random Walkseuf d
diskreten KreisZ, = Z/(kZ), der symmetrischen Grupg®, (,Mischen eines Kartenspiels®),
oder dem diskreten Hyperwurféd, 1} (,Ehrenfest-Modell“), dann ist die Gleichverteilung ein
Gleichgewicht, und die Entropie wachst monoton.

6.3 Untere Schranken durch MafSwechsel

Wir zeigen nun, dass die relative Entropie eine untere $&lrafur die exponentielle Abfallrate
der GroRe typischer Mengen unter einem WahrscheinlickkaiR bei Ubergang zu einem ande-
ren Wahrscheinlichkeitsmal liefert. Als Konsequenzenahie ergeben sich neben der Aussage
des Satzes von Cramér unter anderem auch eine untere Sehiiamgtol3e Abweichungen von
empirischen Verteilungen (Satz von Sanov) sowie der Quiatidierungssatz von Shannon.

6.3.1 Eine allgemeine untere Schranke
SeienX;, X,, ... unterP, bzw. P, unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilundzw. ...

Definition (Wesentliche Mengen in Produktmodellei). Eine Folge von MengeR,, C S™ (n €
N) hei3twesentlichbzgl. x, falls

Pl(X1,..., X)) €B) = p"B] — 1 fiirn— .

Wie wahrscheinlich muss eine bzgl wesentliche Folge von Mengen uniemindestens sein ?
Der folgende Satz beantwortet diese Frage auf der exp@atientSkala:

Satz 6.9(Shannon-Mc Millan 11'). (1). Firjedes > 0 ist die Folge
Bhe = {(x1,...,2,) : e =2l < (x1,...,1,) < erHRIN+IY C gn

wesentlich bzgl., und

V'[Bne < e AWM= firallen € N. (6.3.1)

(2). Fur beliebige messbare Mengdn C S™ mit
lim inf " [A,] > 0 (6.3.2)

gilt
lim inf 1 logv"[A,] > —H(u|v). (6.3.3)
n

Universitat Bonn Wintersemester 2013/2014



232 KAPITEL 6. ENTROPIE UND GROSSE ABWEICHUNGEN

Beweis. (1). Die MengenB, ., n € N, sind wesentlich bzgl. nach Satz 6]7. Zudem gilt:

L2 @B = [ w2 o],
(2). Aus
1
An W,
folgt

1
lim 1nf log v'A,)) > —(H(p|v)+e)+ liminf —log " [A, N B, ]
n

daliminf 4"[A, N B, ] = liminf x"[A,] > 0 nach (1) gilt. Die Behauptung folgt fur
e — 0.
]

Die zweite Aussage der Satzes kénnen wir als eine allgerneiteee Schranke fir groRe Abwel-
chungen interpretieren: Ist, C S™ eine Folge von Ereignissen, deren Wahrscheinlichkeit.bzgl
V" gegerD geht, dann liefert ung (6.3.3) fur jede Wahrscheinlichikaitteilung: mit (6.3.2) eine
asymptotische untere Schranke fur die Wahrscheinlicakeit

Pl(Xy,....X,) €Ay = '[A)

auf der exponentiellen Skala. Wir werden dies im Folgendsgwenden, um verschiedene Satze
uber grof3e Abweichungen zu beweisen.

Beispiel (Cramér revisited). Als erste Anwendung betrachten wir nochmal die Situation au
dem Satz von Cramér (Sdiz 6.2): $etin Wahrscheinlichkeitsmald auf einem mef3baren Raum
(S,8),U : S — R eine meRbare Funktion mit endlicher momentenerzeugenatétibn 7 () =

[ €Y dv,t € R, und sei
a > m = /Udl/.

Um aus [(6.3.8) eine bestmdgliche asymptotische untereaBSkarfiir die Wahrscheinlichkeiten
v"[A,,] der groBen Abweichungen

A, = {(:cl,..., ye st — ZUSL’Z_}

zu erhalten, mussen wir eine Wahrscheinlichkeitsventeilu finden, die die relative Entropie
H(p | v) unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungemmit (€.3.2) minimiert. Die Bedingung
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(6.3.2) ist aber genau dann erfiillt, wefri/ di. > a gilt, denn aus dem Gesetz der groRen
Zahlen und dem zentralen Grenzwertsatz folgt:

1 fura < [U dp,

s n 1 & ..

lim g [ﬁZU(%) > a] = 1/2 fura= fUd,u, (6.3.4)
0 fura > [U dp.

Das sich ergebende Variationsproblem

H(plv) = =  min unter der Nebenbedingung /U dp > a
wird nach Satz 6]6 durch das Wahrscheinlichkeitsmalaus der exponentiellen Familie zu
undU zum eindeutigen Schwellenwettmit [ U du, = a geldst. Wahlt mam = -, dann gilt
lim pt[A,] = 1/2 nach [6.3.4). Damit erhalten wir nach Sgitz 6.9 (2) die asgtiguthe untere
Schranke

1
liminf —logv"[A,] > —H(u|v) = " -a—logZ(t*) > —I(a),
n

wobei(a) = sup,cp(ta — log Z(t)) die Ratenfunktion aus Satz dem Chernoff ist. Da nach dem
Satz von Chernoff auchI(a) > Llogv"[A,] gilt, folgt

VA, =~ exp(—nl(a)), und  I(a) = H(up|v).

Das beschriebene Vorgehen liefert nicht nur die untered®arim Satz von Cramér. Es de-
monstriert auch, dass der MalRwechsel tber die exponenfiathilie asymptotisch optimal ist,
weil 1+ die relative Entropie unter allen Wahrscheinlichkeitserafinimiert, beztglich derer
die Ereignissed,, asymptotisch relevant sind.

6.3.2 Grol3e Abweichungen fur empirische Verteilungen

Mithilfe von Satz[6.9 kénnen wir noch eine starkere Form deeren Schranke fiir groRe Ab-
weichungen vom Gesetz der grol3en Zahlen herleiten. Sei d&m Wahrscheinlichkeitsmal3
auf einem metrischen Raufmit Borelschew-AlgebraS. Wir nehmen an, dass separabel ist,
also eine abzahlbare dichte Teilmenge besitzt. Seien

N 1
I/n(w) = ﬁZéXi(w)’ n €N,
=1

die empirischen Verteilungen einer Folg¥; ).y unabhangiger Zufallsvariablen mit Verteilung
bzgl. P,. Aus dem Gesetz der grol3en Zahlen folgt, dass die Erwanwertgseiner integrierbaren
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FunktionU € L!(v) beziglich der zufélligen MaReg, (w) fur fast allew gegen die Erwartungs-
werte bzgly konvergieren:

1 n
/Udﬁn(w) = 52 U(Xi(w) — /Udu fur P,-fast allew. (6.3.5)
i=1

Die Ausnahmemenge kann dabei aber von der FunKfi@bhangen. Da der Raum der stetigen
beschrankten Funktiondn : S — R im Allgemeinen nicht mehr separabel ist, ist die folgende
Erweiterung des Gesetzes der gro3en Zahlen nicht offdfisich

Satz 6.10(GGZ fur empirische Verteilungen; Varadarajan). Ist S separabel, dann konver-
gieren die empirischen Verteilungen fast sicher schwagdege:

(w) = v fur P,-fast allew. (6.3.6)
BeweisskizzeWir bezeichnen mi€’, ;,(S) den Raum aller beschrénkten, Lipschitz-stetigen Funk-
tionenU : S — R. Nach Satz 5]1 geniigt es zu zeigen, dass mit Wahrscheieitdhk

/Udﬁn(w) — /Udu furalleU € Cy 1 (5) (6.3.7)

gilt. Man kann beweisen, dass im Rauf . (S) einebeziglich der Supremums-Nouichte,
abzahlbare Teilmengd/;, : k € N} existiert, wennS separabel ist, siehe z.B. [[DLEY: REAL
ANALYSIS AND PROBABILITY]. Aus (6.3.5) kbnnen wir schliel3en, daks (6.3.7) auRerbiakbr
P,-NullmengeN fir die FunktionerU,, k € N, simultan gilt. Hieraus folgt aber, dags (613.7) fir
w ¢ N sogar fir alle beschréankten Lipschitz-stetigen Funktionehr ist: IstV € C, 1(5), dann
existiert zu jedems > 0 eink € N mitsup |U — Uy| < ¢, und damit gilt

limsup’/Udﬁn(w)—/UdV < limsup /deﬁn(w) —/deu + 2 < 2
n—o00 n—00
furallew ¢ N unde > 0. O

Nach dem Satz konvergiert die Wahrscheinlichigit,, ¢ U] fur jede Umgebung/ des Wahr-
scheinlichkeitsmal3esbzgl. der Topologie der schwachen Konvergenz gégetierbei ist eine
Mengel/ von WahrscheinlichkeitsmaReffen wenn ihr Komplementd = WV (S) \ U abge-
schlossen ist, also alle schwachen Limiten von Folgea enthalt.

Die Konvergenzgeschwindigkeit auf der exponentiellenl&késst sich durch ein Prinzip der
grofR3en Abweichungen auf dem Raum W8y (der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auff, S)
mit der Topologie der schwachen Konvergenz beschreiben:
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Satz 6.11(Sanoy). Die empirischen Verteilungedn, = % > dx, erfullen das folgende Prinzip
i=1

der grof3en Abweichungen:
(1). Obere Schranke: Fir jede abgeschlossene Meh@gaVV(S) qilt:

1
limsup —log B[, € A] < —inf H(p|v).
n—oo T peA

(2). Untere Schranke: Fur jede offene Mer@e—WV(S) gilt:

1
liminf —log P[0, € O] > —inf H(u|v).
neo

n—oo n

Beweis. (2). Zum Beweis der unteren Schranke wechseln wir wiederzdgsundeliegende
MaR, und wenden Sdiz 6.9 an. 8&iC WV(S) offen undu € O. Nach [6.3.6) ist dann die
Folge

A, = {(xl, ye s — Z%GO}

wesentlich bzglu, denn

A, = Plr,€eO] — 1
fur n — oo. Daher folgt nach Korolldr 619(2):
1 1
liminf —log P,[7, € O] = liminf —logv"[A,] > —H(ulv).
n—oo N n—oo 1

Die Behauptung ergibt sich, da dies flr gllec O gilt.

(1). Die obere Schranke beweisen wir hier nur fur endlichstZndsraums, s. z.B. [DEMBO,
ZEITOUNI: LARGE DEVIATIONS] fur den Beweis im allgemeinen Fall. Istendlich, und
1 eine bzgl.y absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Dectat = dy/dv, dann
gilt fiir alle (x4, ..., z,) € S™ mit empirischer Verteilung " 6,, =

d d - d
di” (T1,...,x,) = dg(xz) = exp <Zl log (d—/;(xz))>

Damit folgt

Po,=p] = V" [{(xl,...,xn) : %25% :u}]
= e mHmlY) n [{(3;1, ey X)) %anéxl = u}] (6.3.8)

< e nH|Y)
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Jeder empirischen Verteilung venElementenc,, . .., z,, € S entspricht ein Histogramm
h = (ha)acs € {0,1,...,n}5. Firr die Anzahl der moglichen empirischen Verteilungen
gilt daher

< (n4+1)"

1 n

Nach [6.3.8) erhalten wir nun fir eine beliebige Mengiec WV(S) die (nicht-asympto-
tische) Abschatzung

P, e Al = ZPV[ﬁn =pu < (n+1)exp (—ngngH(u | 1/)) :

neA

aus der die asymptotische obere Schranke wegilert oo folgt.
U

Bemerkung. Wie der Beweis schon andeutet, gilt auch die obere Schran&esem Fall nur
noch asymptotisch und modulo subexponentiell wachseraitofen. Der Ubergang von endli-
chen zu allgemeinen Zustandsraumen ist bei der oberenri&emecht trivial, s. [(EMBO,ZEITOUNI:
LARGE DEVIATIONS].

Den Satz von Sanov bezeichnet man gelegentlich auch alBenzjp der gro3en Abweichungen
auf Level II*, d.h. fur die empirischen Verteilungen. Wirrberken abschlieend, dass sich eine
Version des Satzes von Cramér, d.h. ein ,Prinzip der grol@neichungen auf Level I als
Spezialfall ergibt:

Fir eine stetige beschrankte Funktidn S — R und eine offene Meng®& C R gilt nach dem
Satz von Sanov:

P, = Pr,eO] = exp (— inf H(u| 1/))
neo

1 n
> U(X;)eB
n =1

mit O = {u € WV(S) : [U du € B}. Entsprechend ergibt sich eine analoge obere Schranke,
falls B abgeschlossen ist.

6.3.3 Entropie und Kodierung

Als Spezialfall der Aussagen (1) und (2) in Sktzl 6.9 erhaltén wenn S endlich undv die
Gleichverteilung ist, zwei bekannte Aussagen aus der mmédionstheorie: die ,asymptotische
Gleichverteilungseigenschaft’” und den Quellenkodiessatz von Shannon:

Wir betrachten diemoglichst effiziente Beschreibung/Kodierung einer Zsffalje.Eine unbe-
kannte Signalfolge mit Werten in einer endlichen Melsgelem zugrundeliegenden ,Alphabet®)
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beschreibt man im einfachsten A-Priori-Modell durch uriaidige ZufallsvariableX;, Xs, ...
mit Verteilungu, wobeiy(z) die relative Haufigkeit des Buchstabens der verwendeten Spra-
che ist. Eine ,perfekte” Kodierung ordnet jedem Wort mitezirvorgegebenen Anzahl von
Buchstaben, also jedem Element des Produktratimeine Binarfolge zu. Will man alle Warter
mit n Buchstaben perfekt kodieren, werden log, |S

Bits benétigt. Wir betrachten stattdes-
sen ,effiziente” Kodierungen, die nur den ,meisten” Wortenit » Buchstaben eindeutig eine
Binarfolge zuordnen.

STL

{0,1}*

Abbildung 6.2: Perfekte Kodierung

irgendwie

{0,1}*

Abbildung 6.3: Effiziente Kodierung bzgl. einer Folge vonsestlichen Mengeis,,.

Seip,(x1,...,2,) = [}, n(z;) die A-Priori-Wahrscheinlichkeit vorfxy, . .., z,,) unter dem
Produktmalf3.,”. Wéahlen wir fury die Gleichverteilung auf, dann gilt

|A,| = v'[AL] - |S]" fur alle Mengen4,, C S™, n € N.
Damit kdnnen wir die Aussage von Satzl6.9 (1) folgendermafeiormulieren:
Korollar 6.12 (Asymptotische Gleichverteilungseigenscha)t Fur jedess > 0 ist die Folge

B, = {(z1,..x,) € S : e MHWFE) < (14, . 1) < e’"(H(“)’E)} , n €N,
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238 KAPITEL 6. ENTROPIE UND GROSSE ABWEICHUNGEN

wesentlich bzglu, und es gilt
1By < ertHmte) fir allen € N.

Beweis.Die Aussage folgt aus Sdiz 6.9 (1) wegHitu|v) = log|S| — H(p) unddp™/dv™ =
|S[™ - pn- O

Die asymptotische Gleichverteilungseigenschaft zeigssdFolgen von wesentlichen Mengen
existieren, deren Machtigkeit auf der exponentiellen &kétht viel schneller alexp(n - H(u))
wachst.

Wieviele Elemente enthalten wesentliche Mengen mindegdturp € (0, 1) sei
K(n,p) = inf{|A,| : 4, CS" mit P[(Xy,...,.X,) € 4,] > p}

die mindestens bendtigte Anzahl von Wértern, um den Téxt ..., X,,) mit Wahrscheinlich-
keit > p korrekt zu erfassen. Dann iktg, K (n, p) die fur eine korrekte binare Kodierung von
(X1, ..., X,,) mit Wahrscheinlichkeit>- p mindestens bendtigte Anzahl von Bits. Aus dem zwei-
ten Teil von Satz 619 ergibt sich:

Korollar 6.13 (Quellenkodierungssatz von Shannoh Fur allep € (0, 1) gilt:

1
lim — log K(n,p) = H(u), bzw.

n—oo M

lim llogQK(mp) = Hy(u) = — > p(x)log, u(x).

n—oo N
@: (@) #0
Insbesondere gilt: Isfl,, (n € N) wesentlich bzgl., soist|A,| = exp(nH (u)).

Die Grt')Be% log, K (n, p) kann als die fur eine mit Wahrscheinlichkeitp korrekte Kodierung
bendétigte Zahl von Bits pro gesendetem Buchstaben inteepreverden.

Bemerkung. Der Quellenkodierungssatz zeigt, dass es keine Folge vaentlechen Mengen
gibt, die auf der exponentiellen Skala deutlich langsanihst als die in Korolldr 6.12 angege-
benen FolgeB,, . (n € N).

Beweis.Die Aussage ergibt sich wieder als Spezialfall von $atkz @Bmwwiry = Ug setzen:
Obere Schranke limsup + log K (n,p) < H () :
Seie > 0. Nach Korollaf6.1P erfiillt die dort konstruierte Fol@e . (n € N) die Bedingung

lim P[(X1,...X,)€B. = 1 > p,

n—oo

EinfUhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd-berle



6.4. LIKELIHOOD 239

und es gilt: log | B,,.| < H(u) + ¢. Damit folgt

1 1
limsup — log K(n,p) < limsup—log|B,.] < H(u) +e.
Die Behauptung ergibt sich figr— 0.

Untere Schranke liminf + log K (n,p) > H(u)

Fir MengenA,, C S™ mit P[(X, ..., X,,) € A,] > p gilt nach Satz 619 (2):

1 1
liminf — log|A,| = liminf — log (v"(A,) - S™) > log|S| — H(ulv) = H(p).
n—oo M n—oo N

6.4 Likelihood

Praktisch unterscheidet man Wahrscheinlichkeitsverigin in der Schétz- und Testtheorie durch
Likelihood-basierte statistische Verfahren. Der Zusaminag&g von relativer Entropie und statis-
tischer Unterscheidbarkeit kann genutzt werden, um didiQudieser Verfahren asymptotisch
Zu beurteilen.

6.4.1 Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schatzern

Sei(vy)oco €ine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen suf R¢ (oder einem diskreten
Raum) mit Dichten (bzw. Massenfunktionefy)wobeif ein unbekannter Parameter ist. Ferner
sei

Lo(O; 21, .mn) = [ folws), 0€0,
i=1

die Likelihoodfunktion zu» unabhé&ngigen Stichproben, ..., z,, von . Ein wichtiges Ad-hoc-
Verfahren zur Konstruktion eines Schatzersfiist das

Maximum-Likelihood-Prinzip : Wéhleé(:cl, ..., x,) als den Parameterwett fur den die Like-
lihood der beobachteten Wetrtg, . . ., x,, maximal ist.

~

Definition. (1). Eine Zufallsvariable vom Tyf(X,,...,X,), § : S* — © messbar, heifdt
Statistik der DatenXj, ..., X,,.

(2). Die Statistik heilaximum-Likelihood-Schatzer (MLE)ur den Paramete#, falls

Ln(é(:ﬁl, ey Tp); Ty ey Tpy) = Iglaé(Ln(H; Ty ey Tpy) furalle zq,...,z, € S qilt.
€
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Um einen Maximum-Likelihood-Schatzer zu berechnen, istfeginstig, didog-Likelihood
0+ log L, (0; w1, ...,w,) = »_log fy(z;) ~ zu maximieren.
=1
Beispiel. (1). GauBmodell: © = {(m,v) | m € R,v > 0}, v, = N(m,v).

2
_ (X;—m)
2v

51
L,(m,v; X1, ..., X,)) :H e
1 V21

ist maximal furn(X) = X, 9(X) = 2 > | (X; — X,,)?. Dieser Maximum-Likelihood-

n

Schatzer ishicht erwartungstreu, da die Stichprobenvarianz mit dem Faj;tetattﬁ
gebildet wird.

(2). Doppelexponentialverteilung: © = R, fo(X;) = 1 eI,

log Ly (6; X1, ..., X,,) = —nlog2 = > |X; — 0]

=1
ist maximal, fallsd ein Median vonXj, ..., X, ist.

(3). Zufallszahlenaus|0, 0], § > 0 unbekannt.

1
fo(Xi) = 51[079]()(@-),
1
Ln(0; Xy, .., X)) = e—n][o,e](lfgl@iXi)-

Der Maximume-Likelihood-Schatzer iél(Xl, ., Xp) = max;<;<, X;. Dieser Schatzer ist
sicher nicht optimal, da mit Wahrscheinlichkei# - (X, ..., X,,) gilt!

Wie das letzte Beispiel zeigt, sind Maximum-Likelihoodh&tzer fur ein festes nicht immer
optimal. Unter bestimmten Voraussetzungen haben sie alieragymptotische Eigenschaften
fir n — oo. Sei etwayy (0 € O) eine einparametrige (d.R C R) Familie von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen mit Dichten bzw. MassenfunktionfgnEs gelte:

Annahme (Unimodalitét): Fiir allen € N undz € S™ existiert eind,, (z1, ..., z,,), sodass

ist monoton wachsend fitr< 6, (1, ..., z,).
0 L,(0;x1,...,x,) R
ist monoton fallend fué > 6,,(z1, ..., x,).
Bemerkung. (1). Die Annahme ist z.B. erfullt, fall8 — log fy(x) fur jedesz konkav ist -

denn dannistauclg L,, (6, z1, ..., x,) = Y ., log fo(z;) konkav in6.
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(2). én(Xl, ..., X,,) istim unimodalen Fall eindeutiger Maximum-Likelihood¥&tzer furd.

Satz 6.14.Es gelte die Annahme, sowig # v; flir 6 # f. Dann istf,(Xy,...,X,) (n € N)
einekonsistenteFolge von Schatzern fi#, d.h. fur jedes > 0 gilt:

Pyl|0p (X1, ... X)) — 0] <e] =1 firn — oco.
Beweis.Wegen der Unimodalitét gilt,, (z1, ..., z,,) € (6 — ¢,0 + ¢) falls

Lo(0;21,...,x,) > Lp(0L£e52q,...,2,).

Also:
~ Ln(07X1, ,Xn)
Byll0,(Xq,....X,) — 0 > P, 1].
ol6a(X1 s Xn) =0l <e] 2 By | T o5 x5 >
Die rechte Seite konvergiert aber fiir— oo nach Satz 617 flr jedesgegen. O

Bemerkung (Asymptotische Normalitat von Maximume-Likelihood-Schétzern). Unter geeig-
neten Regularitatsvoraussetzungen an die Dicfifeilt fur die Maximum-Likelihood-Schétzer
neben der Konsistenz (also dem Gesetz der gro3en Zahldmeauzentraler Grenzwertsatz:

Satz (Fisher, Wilkes, Wold). Unter geeigneten Voraussetzungen gilt:
. 1
X1, X)) —0) = N(0,—
\/ﬁ(en< 1 ) n) 9) — (07 ](0)) 9
wobei

. 2
Ve(dx) = lim = H(vo+| %)

' log fo(z

die Fisher-Information des statistischen Modells ist.

Da man andererseits unter geeigneten Regularitatsbedjeguzeigen kann, dald die Varianz
eines erwartungstreuen Schatzergftiasierend aut unabhangigen Stichproben stets grofier als
1(9 ist (Informationsungleichung von Cramér-Ratolgt, dal? Maximum-Likelihood-Schéatzer

in gewisser Hinsicht asymptotisch optimal sind.
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6.4.2 Asymptotische Macht von Likelihoodquotiententests

Angenommen, wir haben unabhangige StichprobeX, ..., X,, von einer unbekannten Vertei-

lung vorliegen und wir gehen davon aus, dal3 die zugrundsiggg Verteilung aus einer Familie

we (6 € ©) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt. Sgieine Teilmenge des Parameter-
bereichs. Wir wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothesed: ») € Oy«
und der
AlternativeH;: ») & O«

Ein Hypothesentestfir ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbamn@egeC C
S™ (denVerwerfungsbereich) mit zugehdériger Entscheidungsregel:

akzeptiere, <— (X1,....,X,) ¢ C.

Beispiel (t-Test). SeienX, X, ..., X, unabhangige Stichproben von einer Normalverteilung
mit unbekanntem Parameten,v) € © = R x R*. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der
Verteilung einen bestimmten Wert, hat:

Nullhypotheséey: »m = Mo« , ©p = {mo} x RT.

Ein solches Problem tritt z.B.in der Qualitatskontrolld,amenn man Uberprifen méchte, ob
ein Sollwertm, angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleicieawerfahren,
wobei X; die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen Messsvistt Die Nullhypothese
mit my = 0 besagt hier, daf3 kein signifikanter Unterschied zwischerv@efahren besteht.

Im t—Testflr obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptfaits der Betrag deBtudent-
schen t-Statistikinterhalb einer angemessen zu wahlenden Konstaritegt, bzw. verworfen,
falls

> C

T | = ‘ﬁ (X, — mo)

VVa

gilt.

Seien nun allgemeiX;, X5, ... unter P, unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilung. Bei
einem Hypothesentest konnen zwei Arten von Fehlern agfiret

Fehler 1. Art: H, wird verworfen, obwohl wahr. Wahrscheinlichkeit:

P@[(Xl, 7Xn) € C] = ,ug(C) y 0 c @0.
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Fehler 2. Art: H, wird akzeptiert, obwohl falsch. Wahrscheinlichkeit:
P@[(XlaaXn) ¢C] :MQ(CC) ) 06@\@0

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetriackj und H; ist, interpretiert man
beide Fehler i.a. unterschiedlich. Die Nullhypothese besbt in der Regel den Normalfall, die
Alternative eine Abweichung oder einen zu beobachtendéskEDa ein Test Kritiker Uberzeu-
gen soll, sollte die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1t (&ffekt prognostiziert, obgleich nicht
vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen (kleinen) Skakatiegen. Die Wahrscheinlichkeit

pg(C),  0€O\6y,
dal3 kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraizsng maoglichst grof3 sein.
Definition. Die Funktion
G(0) = Pol(Xy,..., Xn) € O] = pg(C)
heiBtGutefunktion des Tests. Der Test hiliveau«, falls
G#) < «a firalled € 6

gilt. Die FunktionG(#) mitd € ©, heiBtMacht des Tests.

Beispiel. Der Studentsche t-Test hat Niveaufalls c ein (1 — §)-Quantil der Studentschen t-
Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden ist.

Ein Ziel bei der Konstruktion eines Testverfahrens solkesein, die Machtfunktion bei vor-
gegebenem Niveau zu maximieren. Dies ist im Allgemeinehtrsanultan fur alle Parameter
0 € ©\ 69 mdglich. Eine Ausnahme bildet der Fall einer einfachen Hligpse und Alternative,
in dem ein optimaler Test existiert:

a) Einfache Hypothese und Alternative

Angenommen, wir wissen, daf3 die Stichproben von einer ddehé/erteilungen., := v und
w1 = p Stammen und wir wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothese: »X; ~ v«

und der
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AlternativeH,: »X; ~ p«.

Ein solches Problem tritt in Anwendungen zwar selten aldgbiaber einen ersten Schritt zum
Verstandnis allgemeinerer Testprobleme. Sei

~~

(i)
(i)

der Quotient der Likelihoods der Stichproben ..., z, im Produktmodell. Hierbei sing und
g die Dichte bzw. Massenfunktion der Verteilungenndv.

Ln(:u7 L1y -eey
L,(v;xq, ...,

Tn) B
on(T1,. .. 1) = o) -

=)

i=1

Definition. Ein Test mit Entscheidungsregel
Akzeptieref, <— 0,(Xy,..., X,) <,
€ (0, 0), hei3tLikelihoodquotiententest

Der Verwerfungsbereich eines LikelihoodquotiententisstsoC' = { o, > c}, die Wahrschein-
lichkeit fir den Fehler 1. Art betragt

a:=1v"(g, > c).

Satz 6.15(Neyman-Pearson-Lemma Der Likelihoodquotiententest mit Parameterst der
beste Test zum Niveaw, d.h. jeder Test mit

Wabhrscheinlichkeit (Fehler 1.Argf «
hat eine kleinere Macht (d.h. eine hohere Wahrscheinlittiieden Fehler 2. Art).
Beweis.Sei A C S™ der Verwerfungsbereich eines Tests niifA) < a, und sei
y=1c—1I4=1I4c—Igc.

Zu zeigen ist:
0< (A% = (C®) = [

Offensichtlich gilty > 0 aufC = {o,, > ¢} undy < 0 aufC® = {p, < c}, alsox- (0, —¢c) > 0.
Durch Integration erhalten wir:

0§/X-(Qn—c)dl/"zfxdu”—c-/xdynS/Xdu",

da [ x dv" = v"(C) — v"(A) > 0. O
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Wie gut ist der Likelihoodquotiententest (also der bestst Bair Unterscheidung von und
w) asymptotisch fur grol3e? Wir betrachten ein festes Niveauc (0, 1), und wéhlenc, €
(0,00) (n € N) mit

V' on > ) <a<v(on > ¢p) (6.4.1)

Satz 6.16(Asymptotische Macht des Likelihoodquotiententests Es gilt:

(i)

1
— loge, — —H(v|p) furn — oo.
n

(ii)

1
— logp"(on < ¢n) — —H(v|p)  flrn — oo,
n
d.h. die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 2. Art fallt erpatiell mit RateH (v|u).

Beweis. (i) Seie > 0. Fur grof3en gilt nach dem Satz von Shannon-McMillan:
0.4.]
V" (0, > e_"(H(”‘“Ha)) >a > V(on > ).

Es folgte "(H“m+e) < ¢ Analog zeigt mare " (“IW)=¢) > ¢ = Die Behauptung folgt
dann fire — 0.

(i) a) Untere SchrankeWegen

folgt nach Korollaf 6.D:

1
lim — log u"(on < ¢n) > —H(v|p).
n

Obere SchrankeWegen

folgt nach (i)
— 1 — 1
lim — logu™(on < ¢,) < lim — loge, = —H(v|p).
n n
U

Der Satz demonstriert erneut, dal’ die relative Entropigeies Mal3 fur die Unterscheidbarkeit
zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist.
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b) Zusammengesetzte Hypothesen und/oder Alternativen

Wenn©, und/oder®, aus mehr als einem Element bestehen, kann mawe@tigemeinerten
Likelihoodquotienten

SUPgeo, Ln(0; 21, ..., ) max. Lik. vonz, falls H; wahr

_n Ty yTy) = — :
on (1 ) SUPgeo, Ln(0; 1, ..., Tn) max. Lik. vonz, falls H, wahr

betrachten. Der entsprechende Likelihoodquotienteiste#tnlich wie der Maximum-Likelihood-
Schatzer ein haufig verwendetes ad hoc Verfahren. Im Gegensa Fall einer einfachen Hy-
pothese und Alternative ist der verallgemeinerte Likadithguotiententest allerdings nicht immer
optimal.

Beispiel. Im Beispiel von oben ist darTest der Likelihoodquotiententest. Mit einem Neyman-
Pearson-Argument kann man zeigen, daf3 er im GaulRscherkBruntiell der beste unverfalschte
Test zu einem vorgegebenen Niveaist, d.h. der machtigste Test mit

Gl)<a Y0€O, und G)>a YOeO,.

Auch in nicht-Gauf3schen Modellen wird haufig defest eingesetzt — eine partielle Rechtferti-
gung dafur liefert der zentrale Grenzwertsatz.
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