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Allgemeine Zustandsräume
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Kapitel 1

Stetige und Allgemeine Modelle

1.1 Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist(An)n∈N eine Folge von bzgl.P unabhängigen

Ereignissen,An ∈ A mit fester Wahrscheinlichkeit

P [An] = p ∈ [0, 1]

und

Sn(ω) =

n∑

i=1

IAi
(ω) = |{1 ≤ i ≤ n : ω ∈ Ai}|

die Anzahl der Ereignisse unter den erstenn, die eintreten, dann istSn binomialverteilt mit den

Parameternn undp. Für die relative HäufigkeitSn

n
der EreignisseAi gilt die Bernstein-Chernoff-

Ungleichung

P

[∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤ 2 · e−2ε2n, (1.1.1)

d.h. die Verteilung vonSn

n
konzentriert sich fürn → ∞ sehr rasch in der Nähe vonp, siehe

Abschnitt??. Insbesondere ergibt sich ein Spezialfall des schwachen Gesetzes der großen Zahlen:

die Folge der ZufallsvariablenSn

n
konvergiertP -stochastisch gegenp, d.h.

P

[∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

]
n→∞→ 0 für alleε > 0.

Definition (Nullmengen und fast sichere Ereignisse). (1). EineP -Nullmenge ist ein Ereig-

nisA ∈ A mitP [A] = 0.

(2). Ein EreignisA ∈ A tritt P -fast sicherbzw. fürP -fast alleω ∈ Ω ein, fallsP [A] = 1 gilt,

d.h. fallsAC eineP -Nullmenge ist.

7



8 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Wir wollen nun Methoden entwickeln, die es uns ermöglichen,zu zeigen, dass aus (1.1.1) sogar

lim
n→∞

Sn(ω)

n
= p für P -fast alleω ∈ Ω (1.1.2)

folgt. Das relevante Ereignis

L :=

{
ω ∈ Ω : lim

n→∞

Sn(ω)

n
= p

}

lässt sich offensichtlich nicht durch endlich viele derAi beschreiben.

Seien nun allgemeinA1, A2, . . . ∈ A beliebige Ereignisse. Uns interessieren zusammengesetzte

Ereignisse wie z.B.

∞⋃
n=1

An („Eines derAn tritt ein“)
∞⋂
n=1

An („Alle der An treten ein“)
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

An = {ω ∈ Ω : ∀m ∃n ≥ m : ω ∈ An} („Unendlich viele derAn treten ein“ oder

„An tritt immer mal wieder ein“)
∞⋃

m=1

∞⋂
n=m

An = {ω ∈ Ω : ∃m ∀n ≥ m : ω ∈ An} („An tritt schließlich ein“)

Aufgrund der Eigenschaften einerσ-Algebra liegen alle diese Mengen wieder inA. Das Ereignis

L lässt sich wie folgt als abzählbare Kombination derAi ausdrücken:

ω ∈ L ⇐⇒ lim
n→∞

Sn

n
= p

⇐⇒ ∀ε ∈ Q+ :

∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≤ ε schließlich

⇐⇒ ∀ε ∈ Q+ ∃m ∈ N ∀n ≥ m :

∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≤ ε

Somit gilt

L =
⋂

ε∈Q+

{∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≤ ε schließlich

}

=
⋂

ε∈Q+

⋃

m∈N

⋂

n≥m

{∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≤ ε

}
.

Um Wahrscheinlichkeiten von solchen Ereignissen berechnen zu können, ist es wesentlich, dass

eine WahrscheinlichkeitsverteilungP nicht nur endlich additiv, sondern sogarσ-additiv ist.

Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Andreas Eberle



1.1. UNENDLICHE KOMBINATIONEN VON EREIGNISSEN 9

1.1.1 Konsequenzen derσ-Additivität

Der folgende Satz gibt eine alternative Charakterisierungderσ-Additivität:

Satz 1.1(σ-Additivität und monotone Stetigkeit). SeiA eineσ-Algebra undP : A → [0,∞]

additiv, d.h.

A ∩B = ∅ ⇒ P [A ∪ B] = P [A] + P [B].

(i) P ist σ-additiv genau dann, wenn:

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⇒ P

[ ∞⋃

n=1

An

]
= lim

n→∞
P [An]

(ii) Gilt P [Ω] <∞, dann ist dies auch äquivalent zu:

A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⇒ P

[ ∞⋂

n=1

An

]
= lim

n→∞
P [An]

Beweis. (i) Sei P σ-additiv undA1 ⊆ A2 ⊆ . . . . Die MengenB1 := A1, B2 := A2\A1,

B3 := A3\A2, . . . sind disjunkt mit

n⋃

i=1

Bi =

n⋃

i=1

Ai = An und
∞⋃

i=1

Bi =

∞⋃

i=1

Ai.

Also gilt:

P

[∞⋃

i=1

Ai

]
= P

[ ∞⋃

i=1

Bi

]

σ−add.
=

∞∑

i=1

P [Bi]

= lim
n→∞

n∑

i=1

P [Bi]

= lim
n→∞

P

[
n⋃

i=1

Bi

]

= lim
n→∞

P [An].

Der Beweis der umgekehrten Implikation wird dem Leser als Übungsaufgabe überlassen.

(ii) Gilt P [Ω] <∞, dann folgt

P

[ ∞⋂

i=1

Ai

]
= P



( ∞⋃

i=1

AC
i

)C

 = P [Ω]− P

[ ∞⋃

i=1

AC
i

]
.

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



10 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Die Behauptung folgt nun aus (i).

Ab jetzt setzen wir wieder voraus, dassP eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Eine weitere

Folgerung aus derσ-Additivität ist:

Satz 1.2(σ-Subadditivität ). Für beliebige EreignisseA1, A2, . . . ∈ A gilt:

P

[ ∞⋃

n=1

An

]
≤

∞∑

n=1

P [An]

Abbildung 1.1: Darstellung von drei Mengen. Das Maß der Vereinigung von Mengen ist stets

kleiner gleich als die Summe der Maße der einzelnen Mengen.

Beweis.Die Mengen

Bn = An \ (An−1 ∪ · · · ∪ A1)

sind disjunkt mit
∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃
n=1

An. Also gilt:

P

[ ∞⋃

n=1

An

]
= P

[ ∞⋃

n=1

Bn

]
=

∞∑

n=1

P [Bn]︸ ︷︷ ︸
≤P [An]

≤
∞∑

n=1

P [An].

Bemerkung. Insbesondere ist eine Vereinigung von abzählbar vielen Nullmengen wieder eine

Nullmenge.

Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Andreas Eberle



1.1. UNENDLICHE KOMBINATIONEN VON EREIGNISSEN 11

1.1.2 Borel-Cantelli

Der folgende Satz spielt eine zentrale Rolle beim Beweis vonKonvergenzaussagen für Zufalls-

variablen:

Satz 1.3(1. Borel - Cantelli - Lemma). Für EreignisseA1, A2, . . . ∈ A mit
∞∑

n=1

P [An] <∞

gilt:

P [„unendlich viele derAn treten ein“] = P

[
⋂

m

⋃

n≥m

An

]
= 0.

Beweis.Da die Folge
⋃

n≥m

An =: Bm von Ereignissen ausA monoton fallend ist, ergibt sich nach

Satz 1.1 und 1.2:

P

[
⋂

m

⋃

n≥m

An

]
= P

[
⋂

m

Bm

]

1.1
= lim

m→∞
P [Bm]

= lim
m→∞

P

[
⋃

n≥m

An

]

︸ ︷︷ ︸
1.2
≤

∞∑
n=m

P [An]

≤ lim inf
m→∞

∞∑

n=m

P [An]

︸ ︷︷ ︸
m→∞→ 0

= 0,

da die Summe
∞∑
n=1

P [An] nach Voraussetzung konvergiert.

Das erste Borel-Cantelli-Lemma besagt, dass mit Wahrscheinlichkeit1 nur endlich viele der Er-

eignisseAn, n ∈ N eintreten, falls
∑
P [An] < ∞ gilt. Die Unabhängigkeit der Ereignisse er-

möglicht die Umkehrung dieser Aussage. Es gilt sogar:

Satz 1.4(2. Borel - Cantelli - Lemma). Für unabhängige EreignisseA1, A2, . . . ∈ A mit
∞∑

n=1

P [An] = ∞

gilt:

P [An unendlich oft] = P

[
⋂

m

⋃

n≥m

An

]
= 1

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



12 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Bemerkung. Insbesondere ergibt sich ein0-1 Gesetz:

SindA1, A2, . . . ∈ A unabhängige Ereignisse, dann beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass unend-

lich viele derAn, n ∈ N, eintreten, entweder0 oder1 - je nachdem ob die Summe
∑
P [An]

endlich oder unendlich ist.

Wir zeigen nun das zweite Borel-Cantelli-Lemma:

Beweis.Sind die EreignisseAn, n ∈ N unabhängig, so auch die EreignisseAC
n , siehe Lemma

??. Zu zeigen ist:

P [An nur endlich oft] = P

[
⋃

m

⋂

n≥m

AC
n

]
= 0

Nach Satz 1.1 gilt:

P

[
⋃

m

⋂

n≥m

AC
n

]
= lim

m→∞
P

[
⋂

n≥m

AC
n

]
(1.1.3)

Wegen der Unabhängigkeit der EreignisseAC
n erhalten wir zudem

P

[
⋂

n≥m

AC
n

]
mon. Stetigkeit

= lim
k→∞

P

[
k⋂

n=m

AC
n

]

unabh.
= lim

k→∞

k∏

n=m

P [AC
n ]︸ ︷︷ ︸

=1−P [An]≤exp(−P [An])

≤ lim inf
k→∞

k∏

n=m

e−P [An]

= lim inf
k→∞

e
−

k∑
n=m

P [An]
= 0, (1.1.4)

da lim
k→∞

k∑
n=m

P [An] =
∞∑

n=m

P [An] = ∞ nach Voraussetzung.

Aus 1.1.3 und 1.1.4 folgt die Behauptung.

1.1.3 Ein starkes Gesetz der großen Zahlen

Mithilfe des 1. Borel-Cantelli-Lemmas können wir nun eine erste Version eines starken Gesetzes

großer Zahlen beweisen. Seip ∈ [0, 1].
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Satz 1.5(Starkes Gesetz großer Zahlen I, Borel 1909, Hausdorff 1914,Cantelli 1917). Sind

A1, A2, . . . ∈ A unabhängige Ereignisse mit WahrscheinlichkeitP [An] = p für alle n ∈ N, dann

gilt für Sn =
n∑

i=1

IAi
:

lim
n→∞

Sn(ω)

n︸ ︷︷ ︸
asymptotische

relative Häufig-

keit des Ereig-

nisses

= p︸︷︷︸
W’keit

für P -fast alleω ∈ Ω

Beweis.Sei

L :=

{
ω ∈ Ω :

1

n
Sn(ω) → p für n→ ∞

}

Zu zeigen ist, dassLC ∈ A mit P [LC ] = 0.

Wegen

ω ∈ LC ⇐⇒ Sn(ω)

n
6→ p ⇐⇒ ∃ε ∈ Q+ :

∣∣∣∣
Sn(ω)

n
− p

∣∣∣∣ > ε unendlich oft

gilt:

LC =
⋃

ε∈Q+

{∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ > ε unendlich oft

}
=
⋃

ε∈Q+

⋂

m

⋃

n≥m

{∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ > ε

}
∈ A.

Zudem folgt aus der Bernstein-Chernoff-Abschätzung:

∞∑

n=1

P

[∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ > ε

]
≤

∞∑

n=1

2e−2nε2 <∞

für alleε > 0, also nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma:

P

[∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ > ε unendlich oft

]
= 0.

Also istLC eine Vereinigung von abzählbar vielen Nullmengen, und damit nach Satz 1.2 selbst

eine Nullmenge.

Das starke Gesetz großer Zahlen in obigem Sinn rechtfertigtnochmals im Nachhinein die empiri-

sche Interpretation der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als asymptotische relative Häufigkeit

bei unabhängigen Wiederholungen.
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14 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Beispiel(Random Walk/Irrfahrt ). Wir betrachten einen Random Walk

Zn = X1 +X2 +X3 + . . .+Xn (n ∈ N)

mit unabhängigen identisch verteilten InkrementenXi, i ∈ N, mit

P [Xi = 1] = p und P [Xi = −1] = 1− p, p ∈ (0, 1) fest.

Die EreignisseAi := {Xi = 1} sind unabhängig mitP [Ai] = p und es gilt:

Xi = IAi
− IAC

i
= 2IAi

− 1,

also

Zn = 2Sn − n, wobei Sn =

n∑

i=1

IAi
.

Nach Satz 1.5 folgt:

lim
n→∞

Zn

n
= 2 lim

n→∞

Sn

n
− 1 = 2p− 1 P -fast sicher.

Fürp 6= 1
2

wächst (bzw. fällt)Zn also mit Wahrscheinlichkeit1 asymptotisch linear (siehe Abbil-

dung 1.2):

Zn ∼ (2p− 1) · n P -fast sicher

10

20

30

40

50

100 200 300 400

(2p− 1)n

Abbildung 1.2: Random Walk mit Drift:p = 0.55, n = 500

Für p = 1
2

dagegen wächst der Random Walk sublinear, d.h.
Zn

n
→ 0 P -fast sicher. In diesem

Fall liegt für hinreichend großen der Graph einer typischen TrajektorieZn(ω) in einem beliebig

kleinen Sektor um diex-Achse (siehe Abbildung 1.3).
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10

−10

−20

100 200 300 400

Abbildung 1.3: Random Walk ohne Drift:p = 0.5, n = 500

Eine viel präzisere Beschreibung der Asymptotik des RandomWalks im Fallp = 1/2 liefert der

Satz vom iterierten Logarithmus:

lim sup
n→∞

Zn√
n log logn

= +1 P -fast sicher,

lim inf
n→∞

Zn√
n log log n

= −1 P -fast sicher.

Mehr dazu: siehe Vorlesung „Stochastische Prozesse.“

1.2 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsräume

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage befasst, ob überhaupt ein Wahrscheinlichkeits-

raum existiert, auf dem unendlich viele unabhängige Ereignisse bzw. Zufallsvariablen realisiert

werden können. Auch die Realisierung einer auf einem endlichen reellen Intervall gleichverteil-

ten Zufallsvariable auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum haben wir noch nicht gezeigt.

Die Existenz solcher Räume wurde stillschweigend vorausgesetzt.

Tatsächlich ist es oft nicht notwendig, den zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum expli-

zit zu kennen - die Kenntnis der gemeinsamen Verteilungen aller relevanten Zufallsvariablen

genügt, um Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte zu berechnen. Dennoch ist es an dieser

Stelle hilfreich, die grundlegenden Existenzfragen zu klären, und unsere Modelle auf ein sicheres

Fundament zu stellen. Die dabei entwickelten Begriffsbildungen werden sich beim Umgang mit

stetigen und allgemeinen Zufallsvariablen als unverzichtbar erweisen.

1.2.1 Beispiele von Wahrscheinlichkeitsräumen

Wir beginnen mit einer Auflistung von verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Während

wir die ersten beiden Maße direkt auf der PotenzmengeP(Ω) realisieren können, erfordert das

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



16 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Aufstellen eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraums inden nachfolgenden Beispielen zusätz-

liche Überlegungen.

Dirac-Maße.

SeiΩ beliebig unda ∈ Ω ein festes Element. DasDirac-Maß in a ist die durch

δa[A] := IA(a) =




1 falls a ∈ A,

0 sonst,

definierte WahrscheinlichkeitsverteilungP = δa auf derσ-AlgebraA = P(Ω). Dirac-Maße sind

„deterministische Verteilungen” – es gilt

δa[{a}] = 1.

Konvexkombinationen von Dirac-Maßen.

IstC eine abzählbare Teilmenge vonΩ, undp : C → [0, 1] eine Gewichtsfunktion mit
∑

ω∈C p(ω) =

1, dann ist durch

P [A] =
∑

a∈A∩C
p(a) =

∑

a∈C
p(a) δa[A] ∀A ⊆ Ω.

eine eindeutige WahrscheinlichkeitsverteilungP auf der PotenzmengeA = P(Ω) gegeben. Die

VerteilungP ist „rein atomar”, d.h. die Masse sitzt auf abzählbaren vielen „Atomen” (den Ele-

menten vonC). Jede diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist von dieser Form.

Unendliches Produktmodell (z.B. Münzwurffolge)

Mehrstufige diskrete Modelle mit endlich vielen Stufen kö̈nnen wir auf der Potenzmenge des

ProduktsΩ = {(ω1, . . . , ωn) : ωi ∈ Ωi} = Ω1× . . .×Ωn der GrundräumeΩi realisieren. Es stellt

sich die Frage, ob wir auch unendlich viele Zufallsvariablen auf einem ähnlichen Produktraum

realisieren können. Im einfachsten Fall möchten wir eine Folge unabhängiger fairer Münzwürfe

(0-1-Experimente) auf dem Grundraum

Ω = {ω = (ω1, ω2, . . .) : ωi ∈ {0, 1}} = {0, 1}N

modellieren.Ω ist überabzählbar, denn die AbbildungX : [0, 1) → Ω, die einer reellen Zahl die

Ziffernfolge ihrer Binärdarstellung zuordnet, ist injektiv. Diese Abbildung ist explizit gegeben

durchX(u) = (X1(u), X2(u), X3(u), . . .), wobei

Xn(u) = IDn(u) mit Dn =
2n−1⋃

i=1

[(2i− 1) · 2−n, 2i · 2−n) (1.2.1)

Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Andreas Eberle
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1

0.5 1.0

X1(u)

1

0.25 0.50 0.75 1.00

X2(u)

1

0.25 0.50 0.75 1.00

X3(u)

Abbildung 1.4: BinärdarstellungX(u).

Wir suchen eine WahrscheinlichkeitsverteilungP aufΩ, sodass

P [{ω ∈ Ω : ω1 = a1, ω2 = a2, . . . , ωn = an}] = 2−n (1.2.2)

für allen ∈ N unda1, . . . , an ∈ {0, 1} gilt. Gibt es eineσ-AlgebraA, die alle diese Ereignisse

enthält, und eine eindeutige WahrscheinlichkeitsverteilungP aufA mit (1.2.2) ?

Wir werden in Abschnitt 2.3 zeigen, dass dies der Fall ist; wobei aber

(1). A 6= P(Ω) und

(2). P [{ω}] = 0 für alleω ∈ Ω

gelten muss. Das entsprechende Produktmodell unterscheidet sich in dieser Hinsicht grundlegend

von diskreten Modellen.

Kontinuierliche Gleichverteilung

Für die Gleichverteilung auf einem endlichen reellen Intervall Ω = [a, b] oderΩ = [a, b], −∞ <

a < b <∞, sollte gelten:

P [(c, d)] = P [[c, d]] =
d− c

b− a
∀ a ≤ c < d ≤ b. (1.2.3)

Gibt es eineσ-AlgebraB, die alle Teilintervalle von[a, b] enthält, und eine Wahrscheinlichkeits-

verteilungP aufB mit (1.2.3)?

Wieder ist die Antwort positiv, aber erneut gilt notwendigerweiseB 6= P(Ω) undP [{ω}] = 0

für alleω ∈ Ω.

Tatsächlich sind die Probleme in den letzten beiden Abschnitten weitgehend äquivalent: die durch

die Binärdarstellung (1.2.1) definierte AbbildungX ist eine Bijektion von[0, 1) nach{0, 1}N\A,

wobeiA = {ω ∈ Ω : ωn = 1 schließlich} eine abzählbare Teilmenge ist. Eine Gleichverteilung

auf [0, 1) wird durchX auf eine Münzwurffolge auf{0, 1}N abgebildet, und umgekehrt.
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18 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Brownsche Bewegung

Simuliert man einen Random Walk, so ergibt sich in einem geeigneten Skalierungslimes mit

Schrittweite→ 0 anscheinend eine irreguläre, aber stetige zufällige Bewegung in kontinuierlicher

Zeit. Der entsprechende, 1923 von N. Wiener konstruierte stochastische Prozess heißtBrown-

2
4
6
8
10
12
14
16

−2
−4
−6
−8

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Abbildung 1.5: Graph einer Stichprobe der eindimensionalen Brownschen Bewegung

sche Bewegung, und kann durch eine WahrscheinlichkeitsverteilungP (das Wienermaß) auf dem

Raum

Ω = C([0, 1],R) = {ω : [0, 1] → R : ω stetig}

beschrieben werden. Für diese, als Modell für Aktienkurse,zufällige Bewegungen, etc. in diver-

sen Anwendungsbereichen fundamentale Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt unter anderem

P [{ω ∈ Ω : ω(t) ∈ (a, b)}] = 1√
2πt

b∫

a

e−
x2

2t dx für alle t > 0 unda ≤ b, (1.2.4)

siehe zum Beispiel die Vorlesung „Stochastische Prozesse“im Sommersemester. Die Bedingung

(1.2.4) legt die WahrscheinlichkeitsverteilungP allerdings noch nicht eindeutig fest. UmP fest-

zulegen, müssen z.B. die Wahrscheinlichkeiten

P [{ω ∈ Ω : ω(t1) ∈ (a1, b1), . . . , ω(tn) ∈ (an, bn)}] (1.2.5)

für allen ∈ N, ti ≥ 0 undai ≤ bi angegeben werden. Im Fall der Brownschen Bewegung erge-

ben sich diese Wahrscheinlichkeiten aus (1.2.4) sowie der Unabhängigkeit und Stationarität der

Inkrementeω(t)− ω(s).
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Um Wahrscheinlichkeitsverteilungen wie in den letzten drei Beispielen zu konstruieren, benöti-

gen wir zunächst geeigneteσ-Algebren, die die relevanten Ereignisse bzw. Intervalle enthalten.

Dazu verwenden wir die folgende Konstruktion:

1.2.2 Konstruktion von σ-Algebren

Sei Ω eine beliebige Menge, undJ ⊆ P(Ω) eine Kollektion von Ereignissen, die auf jeden

Fall in der zu konstruierendenσ-Algebra enthalten sein sollen (z.B. die Mengen in (1.2.2)bei

unendlichen Produktmodellen, die reellen Intervalle im Fall kontinuierlicher Gleichverteilungen,

oder die Mengen in (1.2.5)auf dem Raum aller stetigen Funktionen.

Definition (Von einem Mengensystem erzeugteσ-Algebra). Die Kollektion

σ(J ) :=
⋂

F⊇J

F σ-Algebra aufΩ

F

von Teilmengen vonΩ heißtdie vonJ -erzeugteσ-Algebra.

Bemerkung. Wie man leicht nachprüft (Übung), istσ(J ) tatsächlich eineσ-Algebra, und damit

die kleinsteσ-Algebra, dieJ enthält.

Beispiel(Borel’scheσ-Algebra auf R). SeiΩ = R undJ = {(s, t) : −∞ ≤ s ≤ t ≤ ∞} die

Kollektion aller offenen Intervalle. Die vonJ erzeugteσ-Algebra

B(R) := σ(J )

heißt Borel’scheσ-Algebra aufR. Man prüft leicht nach, dassB(R) auch alle abgeschlossenen

und halboffenen Intervalle enthält. Beispielsweise kann ein abgeschlossenes Intervall als Kom-

plement der Vereinigung zweier offener Intervalle dargestellt werden. Die Borel’scheσ-Algebra

wird auch erzeugt von der Kollektion aller abgeschlossenenbzw. aller kompakten Intervalle.

Ebenso gilt

B(R) = σ({(−∞, c] : c ∈ R}).

Allgemeiner definieren wir:

Definition (Borelscheσ-Algebra auf einem topologischen Raum). SeiΩ ein topologischer

Raum (also z.B. ein metrischer Raum wieRn, C([0, 1],R) etc.), und seiτ die Kollektion aller

offenen Teilmengen vonΩ (dieTopologie). Die vonτ erzeugteσ-Algebra

B(Ω) := σ(τ)

heißtBorel’scheσ-Algebra aufΩ.
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Wieder verifiziert man, dassB(Ω) auch von den abgeschlossenen Teilmengen erzeugt wird. Im

FallΩ = R ergibt sich die oben definierte, von den Intervallen erzeugteσ-Algebra.

Bemerkung (Nicht-Borelsche Mengen). Nicht jede Teilmenge vonR ist in der Borelschenσ-

AlgebraB(R) enthalten. Es ist allerdings gar nicht so einfach, nicht-Borelsche Mengen anzuge-

ben – ein entsprechendes Beispiel wird in den Übungen betrachtet. Tatsächlich enthältB(R) so

gut wie alle Teilmengen vonR, die in Anwendungsproblemen auftreten; z.B. alle offenen und

abgeschlossenen Teilmengen vonR, sowie alle Mengen, die durch Bildung von abzählbar vielen

Vereinigungen, Durchschnitten und Komplementbildungen daraus entstehen.

Beispiel(Produkt σ-Algebra auf {0, 1}N). Auf dem Folgenraum

Ω = {0, 1}N = {(ω1, ω2, . . .) : ωi ∈ {0, 1}}

betrachten wir TeilmengenA vonΩ von der Form

A = {ω ∈ Ω : ω1 = a1, ω2 = a2, . . . , ωn = an}, n ∈ N, a1, . . . , an ∈ {0, 1}.

Im Beispiel unendlicher Produktmodelle von oben verwendenwir die von der KollektionC aller

dieser Mengen erzeugteσ-AlgebraA = σ(C ) auf{0, 1}N. A heißt Produkt-σ-Algebra aufΩ.

Allgemeiner seiI eine beliebige Menge, undΩ =
∏
i∈I

Ωi eine Produktmenge (mit endlich, ab-

zählbar, oder sogar überabzählbar vielen FaktorenΩi, i ∈ I).

Definition (Produkt-σ-Algebra). SindAi, i ∈ I σ-Algebren aufΩi, dann ist dieProdukt-σ-

Algebra

A =
⊗

i∈I
Ai

die von der KollektionC aller Zylindermengen von der Form

{ω = (ωi)i∈I ∈ Ω : ωi1 ∈ Ai1 , ωi2 ∈ Ai2 , . . . , ωin ∈ Ain},

mit n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I, undAi1 ∈ Ai1 , . . . , Ain ∈ Ain, erzeugteσ-Algebra auf
∏

i∈I Ωi. .

Man kann nachprüfen, dass die etwas anders definierte Produkt-σ-Algebra aus dem Beispiel oben

ein Spezialfall dieser allgemeinen Konstruktion ist.
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1.2.3 Existenz und Eindeutigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei (Ω,A) nun einmessbarer Raum, d.h.Ω ist eine nichtleere Menge undA ⊆ P(Ω) eine

σ-Algebra. In der Regel sind auch die WahrscheinlichkeitenP [A] zunächst für EreignisseA aus

einer TeilmengeJ ⊆ A mit A = σ(J ) gegeben, z.B. für Intervalle bei Wahrscheinlichkeits-

verteilungen aufR. Es stellt sich die Frage, ob hierdurch bereits die Wahrscheinlichkeiten aller

Ereignisse inA eindeutig festgelegt sind, und ob sichP zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

aufA fortsetzen lässt. Diese Fragen beantworten die folgenden beiden fundamentalen Sätze.

Definition (Durchschnittsstabiles Mengensystem; Mengenalgebra).

(1). Ein MengensystemJ ⊆ A heißtdurchschnittsstabil, falls

A,B ∈ J ⇒ A ∩ B ∈ J .

(2). J heißtAlgebra, falls

(a) Ω ∈ J

(b) A ∈ J ⇒ AC ∈ J

(c) A,B ∈ J ⇒ A ∪ B ∈ J .

Eine Algebra ist stabil unter endlichen Mengenoperationen(Bilden von endlichen Vereinigungen,

Durchschnitten und Komplementen). Insbesondere ist jede Algebra durchschnittsstabil.

Beispiel. (1). Die Kollektion aller offenen Intervalle ist eine durchschnittsstabile Teilmenge

vonB(R), aber keine Algebra. Dasselbe gilt für das MengensystemJ = {(−∞, c] : c ∈
R}.

(2). Die Kollektion aller endlichen Vereinigungen von beliebigen Teilintervallen vonR ist eine

Algebra.

Satz 1.6 (Eindeutigkeitssatz). Stimmen zwei WahrscheinlichkeitsverteilungenP und P̃ auf

(Ω,A) überein auf einemdurchschnittsstabilen MengensystemJ ⊆ A, so auch aufσ(J ).

Den Satz werden wir am Ende dieses Abschnittes beweisen.

Beispiel. (1). Eine WahrscheinlichkeitsverteilungP aufB(R) ist eindeutig festgelegt durch die

WahrscheinlichkeitenP [(−∞, c]], c ∈ R.
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22 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

(2). Die WahrscheinlichkeitsverteilungP im Modell der unendlich vielen Münzwürfe ist ein-

deutig festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten der Ausgänge der erstenn Würfe für alle

n ∈ N.

Nach dem Eindeutigkeitssatz 1.6 ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung durch die Wahrschein-

lichkeiten der Ereignisse aus einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem festgelegt. Umge-

kehrt zeigt der folgende Satz, dass sich eine auf einem ErzeugendensystemJ gegebeneσ-additive

Abbildung zu einem Maß auf derσ-Algebra fortsetzen lässt, fallsJ eine Algebra ist.

Satz 1.7(Fortsetzungssatz von Carathéodory). Ist J eine Algebra, undP : J → [0,∞] eine

σ-additive Abbildung, dann besitztP eine Fortsetzung zu einem Maß aufσ(J ).

Den Beweis dieses klassischen Resultats findet man in vielenMaßtheorie-, Analysis- bzw. Wahr-

scheinlichkeitstheorie-Büchern (siehe z. B. Williams: „Probability with martingales“, Appendix

A1). Wir verweisen hier auf die Analysisvorlesung, da für die weitere Entwicklung der Wahr-

scheinlichkeitstheorie in dieser Vorlesung der Existenzsatz zwar fundamental ist, das Beweisver-

fahren aber keine Rolle mehr spielen wird.

Bemerkung (Eindeutigkeit der Fortsetzung). IstP [Ω] = 1, bzw. allgemeinerP [Ω] <∞, dann

ist die Maßfortsetzung nach Satz 1.6 eindeutig, denn eine Algebra ist durchschnittsstabil.

Als Konsequenz aus dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz erhält man:

Korollar 1.8 (Existenz und Eindeutigkeit der kontinuierlichen Gleichverteilung ). Es exis-

tiert genau eine WahrscheinlichkeitsverteilungU(0,1) aufB((0, 1)) mit

U(0,1)[(a, b)] = b− a für alle 0 < a ≤ b < 1. (1.2.6)

Zum Beweis ist noch zu zeigen, dass die durch (1.2.6) definierte AbbildungU(0,1) sich zu einer

σ-additiven Abbildung auf die von den offenen Intervallen erzeugte AlgebraA0 aller endlichen

Vereinigungen von beliebigen (offenen, abgeschlossenen,halboffenen) Teilintervallen von(0, 1)

fortsetzen lässt. Wie die Fortsetzung vonU(0,1) auf A0 aussieht, ist offensichtlich - der Beweis

derσ-Additivität ist dagegen etwas aufwändiger. Wir verweisendazu wieder auf die Analysis-

vorlesung, bzw. den Appendix A1 in Williams: „Probability with martingales.“

Bemerkung (Lebesgue-Maß imRd). Auf ähnliche Weise folgt die Existenz und Eindeutigkeit

des durch

λ[(a1, b1)× . . .× (ad, bd)] =
d∏

i=1

(bi − ai) für alleai, bi ∈ R mit ai ≤ bi
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eindeutig festgelegten Lebesguemaßesλ aufB(Rd), siehe Analysis III. Man beachte, dass wegen

λ[Rd] = ∞ einige Aussagen, die wir für Wahrscheinlichkeitsverteilungen beweisen werden,

nicht für das Lebesguemaß aufRd gelten (aber normalerweise schon für Einschränkungen vonλ

auf beschränkte Teilmengen desRd).

Auch die Existenz der Wahrscheinlichkeitsverteilungen imModell für unendlich viele faire Münzwür-

fe kann man mithilfe des Satzes von Carathéodory zeigen. Wirwerden diese Wahrscheinlichkeits-

verteilung stattdessen in Abschnitt 2.3 unmittelbar aus der GleichverteilungU(0,1) konstruieren.

1.2.4 Beweis des Eindeutigkeitssatzes

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir nun den Eindeutigkeitssatz. Dazu betrachten wir

das Mengensystem

D := {A ∈ A : P [A] = P̃ [A]} ⊇ J .

Zu zeigen ist:D ⊇ σ(J ).

Dazu stellen wir fest, dassD folgende Eigenschaften hat:

(i) Ω ∈ D

(ii) A ∈ D ⇒ AC ∈ D

(iii) A1, A2, . . . ∈ D paarweise disjunkt⇒ ⋃
Ai ∈ D

Definition (Dynkin-System). Ein MengensystemD ⊆ P(Ω) mit den Eigenschaften (i) - (iii)

heißtDynkin-System.

Bemerkung. Für ein Dynkin-SystemD gilt auch

A,B ∈ D , A ⊆ B ⇒ B\A = B ∩AC = (BC ∪ A)C ∈ D ,

daBC undA disjunkt sind.

Lemma 1.9. Jedes∩ - stabile Dynkin-SystemD ist eineσ - Algebra.

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



24 KAPITEL 1. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Beweis.Ist D ein∩-stabiles Dynkin-System, dann gilt fürA,B ∈ D :

A ∪ B = A ∪
↑

disjunkt

∈D da ∩−stabil

(B\(
︷ ︸︸ ︷
A ∩ B)︸ ︷︷ ︸)

∈D nach Bem.

∈ D.

Hieraus folgt fürA1, A2, . . . ∈ D durch Induktion

Bn :=

n⋃

i=1

Ai ∈ D,

und damit
∞⋃

i=1

Ai =
∞⋃

n=1

Bn =
∞⋃

n=1
↑

disjunkt

(Bn\Bn−1︸ ︷︷ ︸)
∈D nach Bem.

∈ D.

Lemma 1.10. Ist J ein ∩ - stabiles Mengensystem , so stimmtdas vonJ erzeugte Dynkin-

System

D(J ) :=
⋂

D⊇J
D Dynkin−System

D

mit der vonJ erzeugtenσ - Algebraσ(J ) überein.

Aus Lemma 1.10 folgt die Aussage des Eindeutigkeitssatzes,denn{A ∈ A : P [A] = P̃ [A]}
ist ein Dynkin-System, dasJ enthält, und somit gilt nach dem Lemma

{A ∈ A : P [A] = P̃ [A]} ⊇ D(J ) = σ(J ),

fallsJ durchschnittsstabil ist.

Beweis.(von Lemma 1.10)

Jedeσ - Algebra ist ein Dynkin-System, also giltD(J ) ⊆ σ(J ).

Es bleibt zu zeigen, dassD(J ) eineσ - Algebra ist (hieraus folgt dannD(J ) = σ(J )). Nach

dem ersten Lemma ist dies der Fall, wennD(J ) durchschnittsstabil ist. Dies zeigen wir nun in

zwei Schritten:

Schritt 1: B ∈ J , A ∈ D(J ) ⇒ A ∩ B ∈ D(J )
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Beweis: FürB ∈ J istDB := { A ∈ A : A ∩ B ∈ D(J )} ein Dynkin-System. Z.B. gilt

A ∈ DB ⇒ A ∩B ∈ D(J )

⇒ AC ∩B = B
↑

∈D(J )

\ (A ∩B︸ ︷︷ ︸)
∈D(J )

Bem.∈ D(J )

⇒ AC ∈ DB,

usw. DaJ durchschnittsstabil ist, istJ in DB enthalten. Also folgt auchD(J ) ⊆ DB, und damit

A ∩B ∈ D(J ) für alleA ∈ D(J ).

Schritt 2: A,B ∈ D(J ) ⇒ A ∩ B ∈ D(J )

Beweis: FürA ∈ D(J ) istDA := { B ∈ A :A∩B ∈ D(J )} nach Schritt 1 ein Mengensystem,

dasJ enthält. Zudem ist auchDA ein Dynkin-System, wie man analog zu Schritt 1 zeigt. Also

folgt D(J ) ⊆ DA, d.h.A ∩ B ∈ D(J ) für alleB ∈ D(J ).

1.3 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir wollen nun ZufallsvariablenX : Ω → S mit

Werten in einem allgemeinen messbaren Raum(S,S) betrachten. Beispielsweise istS = R oder

S = Rd undS ist die Borelscheσ-Algebra. Oft interessieren uns die Wahrscheinlichkeitenvon

Ereignissen der Form

{X ∈ B} = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} = X−1(B),

„Der Wert der ZufallsgrößeX liegt inB“

wobeiB ⊆ S eine Menge aus derσ-AlgebraS auf dem Bildraum ist, also z.B. ein Intervall oder

eine allgemeinere Borelmenge, fallsS = R gilt.

Definition (Von einer Abbildung erzeugteσ-Algebra). Das Mengensystem

σ(X) = {X−1(B) : B ∈ S} ⊆ P(Ω)

heißt dievon der AbbildungX erzeugteσ-AlgebraaufΩ.

Man verifiziert leicht, dassσ(X) tatsächlich eineσ-Algebra ist.

Wir erweitern nun die zuvor eingeführten Konzepte einer Zufallsvariablen und ihrer Verteilung.
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1.3.1 Zufallsvariablen mit allgemeinem Zustandsraum

Definition (Meßbare Abbildung; Zufallsvariable ). Eine AbbildungX : Ω → S heißtmessbar

bzgl.A/S, falls

(M) X−1(B) ∈ A für alleB ∈ S.

EineZufallsvariableist eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definierte messbare Abbildung.

Bemerkung. (1). IstA = P(Ω), dann ist jede AbbildungX : Ω → S eine Zufallsvariable.

(2). Allgemein ist eine AbbildungX : Ω → S genau dann meßbar bzgl.A/S, wennA die von

X erzeugteσ-Algebra enthält. Somit istσ(X) die kleinsteσ-Algebra aufΩ, bzgl. derX

meßbar ist.

(3). IstS abzählbar undS = P(S), dann istX genau dann eine Zufallsvariable, falls

{X = a} = X−1({a}) ∈ A für allea ∈ S

gilt. Dies ist gerade die Definition einer diskreten Zufallsvariable von oben.

Stimmt dieσ-AlgebraS auf dem Bildraum nicht mit der PotenzmengeP(S) überein, dann ist es

meist schwierig, eine Bedingung(M) für alle MengenB ∈ S explizit zu zeigen. Die folgenden

Aussagen liefern handhabbare Kriterien, mit denen man in fast allen praktisch relevanten Fällen

sehr leicht zeigen kann, dass die zugrunde liegenden Abbildungen messbar sind. Wir bemerken

zunächst, dass es genügt die Bedingung(M) für alle Mengen aus einem ErzeugendensystemJ
derσ-AlgebraS zu überprüfen:

Lemma 1.11.SeiJ ⊆ P(S) mit S = σ(J ). Dann gilt(M) bereits, falls

X−1(B) ∈ A für alleB ∈ J .

Beweis.Das Mengensystem{B ∈ S|X−1(B) ∈ A} ist eineσ-Algebra, wie man leicht nach-

prüft. Diese enthältJ nach Voraussetzung, also enthält sie auch die vonJ erzeugteσ-Algebra

S.

Korollar (Reellwertige Zufallsvariablen). Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine

AbbildungX : Ω → R ist genau dann eine Zufallsvariable bzgl. der Borelschenσ-Algebra,

wenn

{X ≤ c} = {ω ∈ Ω | X(ω) ≤ c} ∈ A ∀ c ∈ R, bzw. wenn

{X < c} = {ω ∈ Ω | X(ω) < c} ∈ A ∀ c ∈ R.
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Beweis.Es gilt{X ≤ c} = X−1((−∞, c]). Die Intervalle(−∞, c], c ∈ R, erzeugenB(R), also

folgt die erste Aussage. Die zweite Aussage zeigt man analog.

Beispiel(Indikatorfunktionen ). Für eine MengeA ⊆ Ω gilt:

IA ist Zufallsvariable⇔ A ∈ A,

denn

{IA ≤ c} =





∅ falls c < 0

Ω falls c ≥ 1

AC falls 0 ≤ c < 1

,

undAC ist genau dann inA enthalten, wennA in A enthalten ist.

Korollar (Stetige Abbildungen sind messbar). SeienΩ undS topologische Räume, undA,S
die Borelschenσ-Algebren. Dann gilt:

X : Ω → S stetig ⇒ X messbar.

Beweis.SeiJ die Topologie vonS, d.h. die Kollektion aller offenen Teilmengen vonS. Nach

Definition der Borelschenσ-Algebra giltS = σ(J ). Wegen

B ∈ J ⇒ B offen
X stetig
=⇒ X−1(B) offen =⇒ X−1(B) ∈ A

folgt die Behauptung.

Kompositionen von messbaren Abbildungen sind wieder messbar:

Lemma 1.12. Sind(Ω1,A1), (Ω2,A2) und (Ω3,A3) messbare Räume, und istX1 : Ω1 → Ω2

messbar bzgl.A1/A2 undX2 : Ω2 → Ω3 messbar bzgl.A2/A3, dann istX2 ◦X1 messbar bzgl.

A1/A3.

Ω1
X1−→ Ω2

X2−→ Ω3

A1 A2 A3

Beweis.FürB ∈ A3 gilt (X2 ◦X1)
−1(B) = X−1

1 (X−1
2 (B)︸ ︷︷ ︸
∈A2

) ∈ A1.

Beispiel. (1). IstX : Ω → R eine reellwertige Zufallsvariable undf : R → R eine messbare

(z.B. stetige) Funktion, dann ist auch

f(X) := f ◦X : Ω → R

wieder eine reellwertige Zufallsvariable. Beispielsweise sind|X|, |X|p, eX usw. Zufallsva-

riablen.
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(2). SindX, Y : Ω → R reellwertige Zufallsvariablen, dann ist(X, Y ) : ω 7→ (X(ω), Y (ω))

eine messbare Abbildung in denR2 mit Borelscherσ-Algebra.

Da die Abbildung(x, y) 7→ x+ y stetig ist, istX + Y wieder eine reellwertige Zufallsva-

riable. Dies sieht man auch direkt wie folgt: Fürc ∈ R gilt:

X + Y < c ⇐⇒ ∃ r, s ∈ Q : r + s < c,X < r undY < s,

also

{X + Y < c} =
⋃

r,s∈Q
r+s<c

({X < r} ∩ {Y < s}) ∈ A

1.3.2 Verteilungen von Zufallsvariablen

Um Zufallsexperimente zu analysieren, müssen wir wissen, mit welchen Wahrscheinlichkeiten

die relevanten Zufallsvariablen Werte in bestimmten Bereichen annehmen. Dies wird durch die

Verteilung beschrieben. Seien(Ω,A) und(S,S) messbare Räume.

Satz 1.13(Bild einer Wahrscheinlichkeitsverteilung unter einer ZV). IstP eine Wahrschein-

lichkeitsverteilung auf(Ω,A), undX : Ω → S messbar bzgl.A/S, dann ist durch

µX [B] := P [X ∈ B] = P [X−1(B)] (B ∈ S)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf(S,S) definiert.

Beweis. (1). µX(S) = P [X−1(S)] = P [Ω] = 1

(2). SindBn ∈ S, n ∈ N, paarweise disjunkte Mengen, dann sind auch die UrbilderX−1(Bn),

n ∈ N, paarweise disjunkt. Also gilt wegen derσ-Additivität vonP :

µX

[
⋃

n

Bn

]
= P

[
X−1

(
⋃

n

Bn

)]
= P

[
⋃

n

X−1(Bn)

]
=
∑

n

P [X−1(Bn)] =
∑

n

µX [Bn].

Definition (Verteilung einer Zufallsvariable). Die WahrscheinlichkeitsverteilungµX auf(S,S)
heißtVerteilung (law) vonX unter P .

FürµX werden häufig auch die folgenden Notationen verwendet:

µX = P ◦X−1 = LX = PX = X(P )
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1.3.3 Reelle Zufallsvariablen; Verteilungsfunktion

Die VerteilungµX einer ZufallsvariablenX mit abzählbarem WertebereichS ist eindeutig durch

die Massenfunktion

pX(a) = P [X = a] = µX [{a}], a ∈ S,

festgelegt. Die VerteilungµX einer reellwertigen ZufallsvariablenX : Ω → R ist eine Wahr-

scheinlichkeitsverteilung aufB(R). Sie ist eindeutig festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten

µX [(−∞, c]] = P [X ≤ c], c ∈ R,

da die Intervalle(−∞, c], c ∈ R, ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borelschen

σ-Algebra bilden.

Definition (Verteilungsfunktion ). Die FunktionFX : R → [0, 1],

FX(c) := P [X ≤ c] = µX [(−∞, c]]

heißt Verteilungsfunktion (distribution function) der ZufallsvariableX : Ω → R bzw. der

WahrscheinlichkeitsverteilungµX auf (R,B(R)).

Der folgende Satz nennt einige grundlegende Eigenschaftender Verteilungsfunktion einer auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) definierten ZufallsvariableX : Ω → R. Wir werden

im nächsten Abschnitt sehen, dass umgekehrt jede Funktion mit den Eigenschaften (1)-(3) aus

Satz 1.14 die Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariable ist.

Satz 1.14(Eigenschaften der Verteilungsfunktion).

Für die VerteilungsfunktionFX : R → [0, 1] einer reellwertigen ZufallsvariableX gilt:

(1). FX ist monoton wachsend,

(2). lim
c→−∞

FX(c) = 0 und lim
c→∞

FX(c) = 1,

(3). FX ist rechtsstetig, d.h.FX(c) = lim
yցc

FX(y) für alle c ∈ R,

(4). FX(c) = lim
yրc

FX(y) + µX [{c}].
Insbesondere istFX genau dann stetig beic, wennµX [{c}] = 0 gilt.

Beweis.Die Aussagen folgen unmittelbar aus der monotonen Stetigkeit und Normiertheit der

zugrundeliegenden WahrscheinlichkeitsverteilungP . Der Beweis der Eigenschaften (1)-(3) wird

dem Leser als Übung überlassen. Zum Beweis von (4) bemerken wir, dass füry < c gilt:

FX(c)− FX(y) = P [X ≤ c]− P [X ≤ y] = P [y < X ≤ c].
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Für eine monoton wachsende Folgeyn ր c erhalten wir daher aufgrund der monotonen Stetigkeit

vonP :

FX(c)− lim
n→∞

FX(yn) = lim
n→∞

P [yn < X ≤ c] = P

[
⋂

n

{yn < X ≤ c}
]

= P [X = c] = µX [{c}].

Da dies für alle Folgenyn ր c gilt, folgt die Behauptung.

1.3.4 Diskrete und stetige Verteilungen

Nach Satz 1.14 (4) sind die Unstetigkeitsstellen der VerteilungsfunktionFX einer reellwertigen

ZufallsvariableX gerade dieAtomeder Verteilung, d.h. diec ∈ R mit µX [{c}] > 0. NimmtX

nur endlich viele Werte in einem IntervallI an, dann istF aufI stückweise konstant, und springt

nur bei diesen Werten. Allgemeiner nennen wir Verteilung vonX diskret, wennµX [S] = 1 für

eine abzählbare MengeS gilt. In diesem Fall ist die Verteilungsfunktion gegeben durch

FX(c) = µX [(−∞, c]] =
∑

a ∈ S

a ≤ c

µX [{a}].

Hingegen nennen wir die Verteilung vonX stetig, bzw. absolutstetig, falls eine integrierbare

FunktionfX : R → [0,∞) existiert mit

FX(c) = P [X ≤ c] = µX [(−∞, c]] =

c∫

−∞

fX(x) dx für alle c ∈ R. (1.3.1)

Das Integral ist dabei im Allgemeinen als Lebesgueintegralzu interpretieren. Ist die FunktionfX

stetig, dann stimmt dieses mit dem Riemannintegral überein. DaµX eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung ist, folgt, dassfX eineWahrscheinlichkeitsdichte ist, d.h.fX ≥ 0 und
∫

R

fX(x) dx = 1.

Definition (Dichtefunktion ). Eine Lebesgue-integrierbare FunktionfX : R → [0,∞) mit

(1.3.1) heißtDichtefunktion der ZufallsvariableX bzw. der VerteilungµX .

Bemerkung. (1). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

F ′
X(x) = fX(x) (1.3.2)

für allex ∈ R, falls f stetig ist. Im Allgemeinen gilt (1.3.2) fürλ-fast allex, wobeiλ das

Lebesguemaß aufR ist.
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(2). Aus (1.3.1) folgt aufgrund der Eigenschaften des Lebesgueintegrals (s. Kapitel 3 unten):

P [X ∈ B] = µX [B] =

∫

B

fX(x) dx, (1.3.3)

für alle MengenB ∈ B(R). Zum Beweis zeigt man, dass beide Seiten von (1.3.3) Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen definieren, und wendet den Eindeutigkeitssatz an.

Beispiele(Diskrete und absolutstetige Verteilungen). (1). IstX deterministisch mitP [X =

a] = 1 für eina ∈ R, dann ist die Verteilung vonX das Dirac-Maßδa. Das Dirac-Maß ist

diskret mit VerteilungsfunktionFX(c) = I[a,∞)(c).

(2). Die GleichverteilungU(0,1) ist eine stetige Verteilung mit VerteilungsfunktionF (c) = 0 für

c ≤ 0, F (c) = c für c ∈ [0, 1], undF (c) = 1 für c ≥ 1.

(3). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung1
2
δa +

1
2
U(0,1) ist weder stetig noch diskret.

Die Verteilung aus dem letzten Beispiel ist zwar weder absolutstetig noch diskret, aber sie kann

sofort zerlegt werden in einen absolutstetigen und einen diskreten Anteil. Für die im folgenden

Beispiel betrachtete Gleichverteilung auf der Cantor-Menge existiert keine solche Zerlegung:

Beispiel(Devil’s staircase). Wir betrachten die wie folgt definierte VerteilungsfunktionF einer

Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Intervall(0, 1): F (c) = 0 für c ≤ 0, F (c) = 1 für c ≥ 1,

F (c) = 1/2 für c ∈ [1/3, 2/3], F (c) = 1/4 für c ∈ [1/9, 2/9], F (c) = 3/4 für c ∈ [7/9, 8/9],

F (c) = 1/8 für c ∈ [1/27, 2/27], usw. Man überzeugt sich leicht, dass auf diese Weise eine

eindeutigestetigemonotone wachsende FunktionF : R → [0, 1] definiert ist. Nach Satz 1.14

unten istF also die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilungµ aufR.
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Da F stetig ist, hat das Maßµ keinen diskreten Anteil, d.h.µ[{a}] = 0 für alle a ∈ R. Da

F auf den Intervallen[1/3, 2/3], [1/9, 2/9], [7/9, 8/9] usw. jeweils konstant ist, sind alle diese

Intervalleµ-Nullmengen. Die Verteilungµ sitzt also auf dem Komplement

C =

{ ∞∑

i=1

ai3
−i : ai ∈ {0, 2}(i ∈ N)

}

der Vereinigung der Intervalle. DieCantor-MengeC ist ein Fraktal, das aus den reellen Zahlen

zwischen0 und1 besteht, die sich im Dreier-System ohne Verwendung der Ziffer1 darstellen las-

sen. Sie ist eine Lebesgue-Nullmenge, aber der Träger des Maßesµ. DaF der Grenzwert der Ver-

teilungsfunktionen von Gleichverteilungen auf den MengenC1 = (0, 1),C2 = (0, 1/3)∪(2/3, 1),
C3 = (0, 1/9)∪ (2/9, 1/3)∪ (2/3, 7/9)∪ (8/9, 1),... ist, können wirµ alsGleichverteilung auf

der Cantor-MengeC =
⋂
Cn interpretieren.

Weiterhin ist die VerteilungsfunktionF auf den oben betrachteten Intervallen konstant, und daher

Lebesgue-fast überall differenzierbar mit AbleitungF ′(x) = 0. Die „Teufelsleiter”F wächst also

von 0 auf 1, obwohl sie stetig ist und ihre Ableitung fast überall gleich Null ist ! Hieraus folgt,

dass die Verteilungµ nicht absolutstetig sein kann, denn in diesem Fall wäreF gleich dem

Integral der Lebesgue-fast überall definierten FunktionF ′, also konstant.
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1.4 Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufR

Im Folgenden betrachten wir einige wichtige Beispiele von eindimensionalen Verteilungen und

ihren Verteilungsfunktionen. Wir geben zunächst die Verteilungsfunktion für einige elementare

diskrete Verteilungen an, und betrachten dann kontinuierliche Analoga dieser diskreten Vertei-

lungen.

1.4.1 Diskrete Verteilungen

Beispiele. (1). GLEICHVERTEILUNG AUF EINER ENDLICHEN MENGE {a1, . . . , an} ⊂ R:

Ist S = {a1, . . . , an} ⊂ R einen-elementige Teilmenge vonR, dann ist die Gleichvertei-

lungµ aufS durch

µ =
1

n

n∑

i=1

δai (1.4.1)

gegeben. Der Wert der VerteilungsfunktionF vonµ springt an jeder der Stellena1, . . . , an

um 1/n nach oben. Dieempirische Verteilung von a1, . . . , an ist ebenfalls durch (1.4.1)

definiert, wobei hier aber nicht vorausgesetzt wird, dassa1, . . . , an verschieden sind. Die

Sprunghöhen der empirischen Verteilungsfunktion sind dementsprechend Vielfache von

1/n.

(2). GEOMETRISCHEVERTEILUNG MIT PARAMETER p ∈ [0, 1]:

µ[{k}] = (1− p)k−1 · p für k ∈ N.

Für eine geometrisch verteilte ZufallsvariableT gilt:

F (c) = P [T ≤ c] = 1− P [T > c]︸ ︷︷ ︸
=P [T>⌊c⌋]

= 1− (1− p)⌊c⌋ für c ≥ 0,

wobei⌊c⌋ := max{n ∈ Z : n ≤ c} der ganzzahlige Anteil vonc ist.

(3). BINOMIALVERTEILUNG MIT PARAMETERN n UND p:

µ[{k}] =
(
n

k

)
pk(1− p)n−k für k = 0, 1, . . . , n.

Somit ist die Verteilungsfunktion vonBin(n, p):

F (c) =

⌊c⌋∑

k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k
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1

1 2 3 4 5 6 7

1

1 2 3 4 5 6 7

F

Abbildung 1.6: Massen- und Verteilungsfunktion einerGeom(1
2
)-verteilten Zufallsvariablen.
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Abbildung 1.7: Massen- und Verteilungsfunktion vonBin(55, 0.6)
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1.4.2 Kontinuierliche Gleichverteilung

Seiena, b ∈ R mit a < b. Eine ZufallsvariableX : Ω → R ist gleichverteilt auf dem Intervall

(a, b), falls

P [X ≤ c] = U(a,b)[(a, c)] =
c− a

b− a
für alle c ∈ (a, b)

gilt. Eine auf(0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist zum Beispiel die Identität

U(ω) = ω

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) = ((0, 1),B((0, 1)),U(0,1)). Ist U gleichverteilt auf

(0, 1), dann ist die Zufallsvariable

X(ω) = a+ (b− a)U(ω)

gleichverteilt auf(a, b).

1

1 2 3

Abbildung 1.8: Dichtef(x) = I[1,3](x)/2 einer auf[1, 3] gleichverteilten Zufallsvariable (blau),

und deren VerteilungsfunktionF (c) (rot).

Die Dichte und Verteilungsfunktion der VerteilungU(a,b) sind gegeben durch

f(x) =
1

b− a
I(a,b)(x), F (c) =





0 für c ≤ a,

c−a
b−a

für a ≤ c ≤ b,

1 für c ≥ b.

Affine Funktionen von gleichverteilten Zufallsvariablen sind wieder gleichverteilt.

1.4.3 Exponentialverteilung

Das kontinuierliche Analogon zur geometrischen Verteilung ist die Exponentialverteilung. An-

genommen, wir wollen die Wartezeit auf das erste Eintreten eines unvorhersehbaren Ereignisses
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(z.B. radioaktiver Zerfall) mithilfe einer Zufallsvariable T : Ω → (0,∞) beschreiben. Wir über-

legen uns zunächst, welche Verteilung zur Modellierung einer solchen Situation angemessen sein

könnte. Um die WahrscheinlichkeitP [T > t] zu approximieren, unterteilen wir das Intervall(0, t]

in eine große Anzahln ∈ N von gleich großen Intervallen( (k−1)t
n

, kt
n
], 1 ≤ k ≤ n.

0 t(k − 1)t

n

kt

n

SeiAk das Ereignis, dass das unvorhersehbare Geschehen im Zeitraum ( (k−1)t
n

, kt
n
] eintritt. Ein

nahe liegender Modellierungsansatz ist anzunehmen, dass die EreignisseAk unabhängig sind mit

Wahrscheinlichkeit

P [Ak] ≈ λ
t

n
,

wobeiλ > 0 die „Intensität“, d.h. die mittlere Häufigkeit des Geschehens pro Zeiteinheit, be-

schreibt, und die Approximation fürn→ ∞ immer genauer wird. Damit erhalten wir:

P [T > t] = P [AC
1 ∩ . . . ∩ AC

n ] ≈
(
1− λt

n

)n

für großesn.

Fürn→ ∞ konvergiert die rechte Seite gegene−λt. Daher liegt folgende Definition nahe:

Definition (Exponentialverteilung). Eine ZufallsvariableT : Ω → [0,∞) heißtexponential-

verteilt zum Parameterλ>0, falls

P [T > t] = e−λt für alle t ≥ 0 gilt.

Die Exponentialverteilung zum Parameterλ ist dementsprechend die Wahrscheinlichkeitsver-

teilungµ = Exp(λ) auf (R,B(R)) mit

µ[(t,∞)] = e−λt für alle t ≥ 0,

bzw. mit Verteilungsfunktion

F (t) = µ[(−∞, t]] =




1− e−λt für t ≥ 0,

0 für t < 0.
(1.4.2)
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Nach dem Eindeutigkeitssatz ist dieExp(λ)-Verteilung durch (1.4.2) eindeutig festgelegt.

Die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameterλ > 0 ist gegeben durch

f(t) = λe−λtI(0,∞)(t).

1

1 2 3 4 5

Abbildung 1.9: Dichtef(t) = I[0,∞)(t) · e−t einer zum Parameter1 exponentialverteilten Zufalls-

variable (blau) und deren VerteilungsfunktionF (c) (rot)

Ist T eine exponentialverteilte Zufallsvariable zum Parameterλ, unda > 0, dann istaT expo-

nentialverteilt zum Parameterλ
a
, denn

P [aT > c] = P [T > c/a] = exp

(
−λ
a
c

)
für alle c ≥ 0.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft exponentialverteilter Zufallsvariablen ist die „Gedächtnislo-

sigkeit”:

Satz 1.15(Gedächtnislosigkeit der Exponentialverteilung). IstT exponentialverteilt, dann gilt

für alle s, t ≥ 0:

P [T − s > t|T > s] = P [T > t].

Hierbei istT − s die verbleibende Wartezeit auf das erste Eintreten des Ereignisses. Also:Auch

wenn man schon sehr lange vergeblich gewartet hat, liegt dasnächste Ereignis nicht näher als

am Anfang!

Beweis.

P [T−s > t|T > s] =
P [T − s > t undT > s]

P [T > s]
=
P [T > s+ t]

T > s
=
e−λ(t+s)

e−λs
= e−λt = P [T > t].
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Wir konstruieren nun explizit eine exponentialverteilte Zufallsvariable aus einer gleichverteil-

ten Zufallsvariable. Dazu bemerken wir, dassT : Ω → R genau dann exponentialverteilt mit

Parameterλ ist, wenn

P [e−λT < u] = P

[
T > −1

λ
log u

]
= e

λ
λ
log u = u

für alle u ∈ (0, 1) gilt, d.h. wenne−λT auf (0, 1) gleichverteilt ist. Also können wir eine expo-

nentialverteilte Zufallsvariable erhalten, indem wir umgekehrt

T := −1

λ
logU mit U ∼ U(0,1)

setzen. Insbesondere ergibt sich die folgende Methode zur Simulation einer exponentialverteilten

Zufallsvariable:

Algorithmus 1.16 (Simulation einer exponentialverteilten Stichprobe).

Input: Intensitätλ > 0

Output: Stichprobet vonExp(λ)

(1). Erzeugeu ∼ U(0,1).

(2). Setzet := − 1
λ
log u.

Wir werden in Abschnitt 1.6 zeigen, dass mit einem entsprechenden Verfahren beliebige reelle

Zufallsvariablen konstruiert und simuliert werden können.

1.4.4 Normalverteilungen

Wegen
∞∫

−∞
e−z2/2dz =

√
2π ist die „Gaußsche Glockenkurve“

f(z) =
1√
2π

e−z2/2, z ∈ R,

eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Eine stetige ZufallsvariableZ mit Dichtefunktionf heißtstan-

dardnormalverteilt . Die Verteilungsfunktion

Φ(c) =

c∫

−∞

1√
2π

e−z2/2 dz
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der Standardnormalverteilung ist im Allgemeinen nicht explizit berechenbar. IstZ standardnor-

malverteilt, und

X(ω) = σZ(ω) +m

mit σ > 0, m ∈ R, dann istX eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

FX(c) = P [X ≤ c] = P

[
Z ≤ c−m

σ

]
= Φ

(
c−m

σ

)
.

Mithilfe der Substitutionz = x−m
σ

erhalten wir

FX(c) =

c−m
σ∫

−∞

1√
2π

e−z2/2 dz =

c∫

−∞

1√
2πσ2

e−
1
2(

x−m
σ )

2

dx.

Definition (Normalverteilung). Die WahrscheinlichkeitsverteilungN(m, σ2) aufR mit Dich-

tefunktion

fm,σ(x) =
1√
2πσ2

· e− 1
2(

x−m
σ )

2

heißtNormalverteilung mit Mittelm und Varianzσ2. Die VerteilungN(0, 1) heißtStandard-

normalverteilung.

Wir werden im nächsten Abschnitt sehen, dass die Binomialverteilung (also die Verteilung der

Anzahl der Erfolge bei unabhängigen 0-1-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeitp) für

großen näherungsweise durch eine Normalverteilung beschrieben werden kann. Entsprechendes

gilt viel allgemeiner für die Verteilungen von Summen vieler kleiner unabhängiger Zufallsvaria-

blen (Zentraler Grenzwertsatz, s.u.).

m− 3σ m− 2σ m− σ m m+ σ m+ 2σ m+ 3σ

Abfall um Faktore−
1
2

e−2

e−
9
2

Abbildung 1.10: Dichte der Normalverteilung mit Mittelwert m und Varianzσ2.
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m− 3σ m− 2σ m− σ m m+ σ m+ 2σ m+ 3σ

Abbildung 1.11: Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit Mittelwertm und Varianzσ2.

Die Dichte der Normalverteilung ist an der Stellem maximal, und klingt außerhalb einerσ-

Umgebung vonm rasch ab. Beispielsweise gilt

fm,σ(m± σ) =
fm,σ(m)√

e
, fm,σ(m± 2σ) =

fm,σ(m)

e2
, fm,σ(m± 3σ) =

fm,σ(m)

e9/2
.

Für die Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteilte Zufallsvariable Werte außerhalb derσ-, 2σ-

und3σ-Umgebungen annimmt, erhält man:

P [|X −m| > kσ] = P

[∣∣∣∣
X −m

σ

∣∣∣∣ > k

]

= P [|Z| > k] = 2P [Z > k] = 2(1− Φ(k))

=





31.7% für k = 1,

4.6% für k = 2,

0.26% für k = 3.

Eine Abweichung der Größeσ vom Mittelwertm ist also für eine normalverteilte Zufallsvariable

relativ typisch, eine Abweichung der Größe3σ dagegen schon sehr selten.

Die folgenden expliziten Abschätzungen für die Wahrscheinlichkeiten großer Werte sind oft nütz-

lich:

Lemma 1.17.Für eine standardnormalverteilte ZufallsvariableZ gilt:

(2π)−1/2 ·
(
1

y
− 1

y3

)
· e−y2/2 ≤ P [Z ≥ y] ≤ (2π)−1/2 · 1

y
· e−y2/2 ∀y > 0.

Beweis.Es gilt:

P [Z ≥ y] = (2π)−1/2

∞∫

y

e−z2/2 dz
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Um das Integral abzuschätzen, versuchen wir approximativeStammfunktionen zu finden. Zu-

nächst gilt:
d

dz

(
−1

z
e−z2/2

)
=

(
1 +

1

z2

)
· e−z2/2 ≥ e−z2/2 ∀z ≥ 0,

also
1

y
e−y2/2 =

∞∫

y

d

dz

(
−1

z
e−z2/2

)
≥

∞∫

y

e−z2/2 dz,

woraus die obere Schranke fürP [Z ≥ y] folgt.

Für die untere Schranke approximieren wir die Stammfunktion noch etwas genauer. Es gilt:

d

dz

((
−1

z
+

1

z3

)
e−z2/2

)
=

(
1 +

1

z2
− 1

z2
− 3

z4

)
e−z2/2 ≤ e−z2/2,

und damit (
1

y
− 1

y3

)
e−y2/2 ≤

∞∫

y

e−z2/2 dz.

Für eineN(m, σ2)-verteilte ZufallsvariableX mit σ > 0 ist Z = X−m
σ

standardnormalverteilt.

Also erhalten wir füry ≥ m:

P [X ≥ y] = P

[
X −m

σ
≥ y −m

σ

]
≤ σ

y −m
· (2π)−1/2 · e−

(y−m)2

2σ2 , (1.4.3)

sowie eine entsprechende Abschätzung nach unten.

1.5 Normalapproximation der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung mit Parameternn undp beschreibt die Verteilung der Anzahl derjenigen

untern unabhängigen Ereignissen mit Wahrscheinlichkeitp, die in einem Zufallsexperiment ein-

treten. Viele Anwendungsprobleme führen daher auf die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

bzgl. der Binomialverteilung. Für großen ist eine exakte Berechnung dieser Wahrscheinlichkei-

ten aber in der Regel nicht mehr möglich. Bei seltenen Ereignissen kann man die Poissonappro-

ximation zur näherungsweisen Berechnung nutzen:

Konvergiertn → ∞, und konvergiert gleichzeitig der Erwartungswertn · pn gegen eine positive

reelle Zahlλ > 0, dann nähern sich die Gewichtebn,pn(k) der Binomialverteilung denen einer

Poissonverteilung mit Parameterλ an:

bn,pn(k) =

(
n

k

)
pkn(1− pn)

n−k → λk

k
e−λ (k = 0, 1, 2, . . .),
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siehe Satz??. Geht die Wahrscheinlichkeitpn für n→ ∞ nicht gegen 0, sondern hat zum Beispiel

einen festen Wertp ∈ (0, 1), dann kann die Poissonapproximation nicht verwendet werden.

Stattdessen scheinen sich die Gewichte der Binomialverteilung einer Gaußschen Glockenkurve

anzunähern, wie z.B. die folgende mit Mathematica erstellte Grafik zeigt:

Man ipu la te [

L i s t P l o t [

Table [ { k , PDF[ B i n o m i a l D i s t r i b u t i o n [ n , Min [ 1 , lambda / n ] ] , k ] } , {k , 0 ,

I n t ege rPa r t [4 lambda ] } ] ,

F i l l i n g −> Axis , PlotRange −> Al l ,

P lo tMarke rs −> { Automatic , Medium} , Axes −> { True , Fa lse} ] , {{n , 10 ,

" n " } , 3 , 300 ,1 } ,

{{ lambda , 5 , " E rwar tungswer t : np=Lambda" } , 2 , 20 } ]

Wir wollen diese Aussage nun mathematisch präzisieren und beweisen.

1.5.1 Der Grenzwertsatz von De Moivre - Laplace

Wir analysieren zunächst das asymptotische Verhalten von Binomialkoeffizienten mithilfe der

Stirlingschen Formel.

Definition (Asymptotische Äquivalenz von Folgen). Zwei Folgenan, bn ∈ R+ (n ∈ N), heißen

asymptotisch äquivalent(an ∼ bn), falls

lim
n→∞

an
bn

= 1 gilt.

Bemerkung. Für Folgenan, bn, cn, dn ∈ R+ gilt :
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(1). an ∼ bn ⇐⇒ ∃ εn → 0 : an = bn(1 + εn) ⇐⇒ log an − log bn → 0,

(2). an ∼ bn ⇐⇒ bn ∼ an ⇐⇒ 1
an

∼ 1
bn

,

(3). an ∼ bn, cn ∼ dn =⇒ an · cn ∼ bn · dn.

Satz 1.18(Stirlingsche Formel).

n! ∼
√
2πn ·

(n
e

)n

Einen Beweis der Stirlingschen Formel findet man in vielen Analysis-Büchern, siehe z.B. Fors-

ter:„Analysis 1”. Dass der Quotient der beiden Terme in der Stirlingschen Formel beschränkt ist,

sieht man rasch durch eine Integralapproximation vonlogn! :

log n! =
n∑

k=1

log k =

∫ n

0

log x dx +
n∑

k=1

∫ k

k−1

(log k − log x) dx

= n logn− n +
1

2

n∑

k=1

1

k
+ O(1)

= n logn− n +
1

2
log n + O(1),

wobei wir im vorletzten Schritt die Taylor-Approximationen log k− log x = 1
k
(k− x) +O(k−2)

auf den Intervallen[k − 1, k] verwendet haben. Ein alternativer, sehr kurzer vollständiger Be-

weis der Stirling-Formel mit Identifikation des korrekten asymptotischen Vorfaktors
√
2π wird

in J.M. Patin, The American Mathematical Monthly 96 (1989) gegeben.

Mithilfe der Stirlingschen Formel können wir die Gewichte

bn,p(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

der Binomialverteilung für großen und k approximieren. Sei dazuSn eineBin(n, p)-verteilte

Zufallsvariable auf(Ω,A, P ). Für den Erwartungswert und die Standardabweichung vonSn gilt:

E[Sn] = np und σ[Sn] =
√

Var[Sn] =
√
np(1− p).

Dies deutet darauf hin, dass sich die Masse der Binomialverteilung für großen überwiegend in

einer Umgebung der GrößenordnungO(
√
n) umnp konzentriert.
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O(
√
n)

np

Abbildung 1.12: Die Gewichte der Binomialverteilung liegen für großen näherungsweise auf

einer Glockenkurve mit Mittelnp und Standardabweichung
√
np(1− p).

Wir werden nun mithilfe der Stirlingschen Formel die Gewichte

bn,p(k) = P [Sn = k] =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

der Binomialverteilung für großen undk in Umgebungen der GrößenordnungO(
√
n) von np

ausgehend von der Stirlingschen Formel approximieren, unddie vermutete asymptotische Dar-

stellung präzisieren und beweisen.

Dazu führen wir noch folgende Notation ein: Wir schreiben

an(k) ≈ bn(k) („lokal gleichmäßig asymptotisch äquivalent“),

falls

sup
k∈Un,r

∣∣∣∣
an(k)

bn(k)
− 1

∣∣∣∣→ 0 für alle r ∈ R+ gilt,

wobei

Un,r = {0 ≤ k ≤ n : |k − np| ≤ r ·
√
n}.

Die Aussagen aus der Bemerkung oben gelten analog für diese Art der lokal gleichmäßigen

asymptotischen Äquivalenz vonan(k) undbn(k).

Satz 1.19(Satz von de Moivre (1733) und Laplace (1819)). SeiSn binomialverteilt mit Para-

meternn ∈ N undp ∈ (0, 1), und seiσ2 = p(1− p). Dann gilt:

(1). P [Sn = k] = bn,p(k) ≈ b̃n,p(k) :=
1√

2πnσ2
exp

(
− 1

2σ2

(
k − np√

n

)2
)
.

(2). P

[
a ≤ Sn − np√

n
≤ b

]
nր∞−→

b∫
a

1√
2πσ2

e−
x2

2σ2 dx für alle a, b ∈ R mit a ≤ b.
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Beweis.(1). Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten:

(a) Wir zeigen zunächst mithilfe derStirlingschen Formel, dass

bn,p(k) ≈ bn,p(k) :=
1√

2πn k
n
(1− k

n
)
·
(

p

k/n

)k

·
(

1− p

1− k/n

)n−k

(1.5.1)

gilt. Nach der Stirlingschen Formel ist

lim
n→∞

n!√
2πn

(
n
e

)n = 1.

Wegenk ≥ np− r · √n für k ∈ Un,r folgt

sup
k∈Un,r

∣∣∣∣∣
k!√

2πk
(
k
e

)k − 1

∣∣∣∣∣ −→ 0 für n→ ∞,

d.h.

k! ≈
√
2πk

(
k

e

)k

.

Analog erhält man

(n− k)! ≈
√

2π(n− k)

(
n− k

e

)n−k

,

und damit

bn,p(k) =
n!

k! · (n− k)!
pk(1− p)n−k ≈

√
2πn · nn · pk · (1− p)n−k

2π
√
k(n− k) · kk · (n− k)n−k

=

√
n

2πk(n− k)

(np
k

)k (n(1− p)

n− k

)n−k

= bn,p(k).

(b) Wir zeigen nun weiterhin mithilfe einerTaylorapproximation , dass

bn,p(k) ≈ b̃n,p(k) (1.5.2)

gilt. Dazu benutzen wir mehrfach die Abschätzung
∣∣∣∣
k

n
− p

∣∣∣∣ ≤ r · n− 1
2 für k ∈ Un,r.

Hieraus folgt zunächst unmittelbar
√
2πn

k

n

(
1− k

n

)
≈

√
2πnp(1− p) =

√
2πnσ2. (1.5.3)
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Um die Asymptotik der übrigen Faktoren vonbn,p(k) zu erhalten, nehmen wir den Loga-

rithmus, und verwenden dieTaylorapproximation

x log
x

p
= x− p+

1

2p
(x− p)2 +O(|x− p|3).

Wir erhalten

1

n
log

[(
p

k/n

)k (
1− p

1− k/n

)n−k
]

= −k
n
log

(
k
n

p

)
−
(
1− k

n

)
log

(
1− k

n

1− p

)

= − 1

2p
(
k

n
− p)2 − 1

2(1− p)
(p− k

n
)2 + O(|k

n
− p|3)

= − 1

2p(1 − p)
(p− k

n
)2 + O(|k

n
− p|3).

Wegen
∣∣ k
n
− p
∣∣3 ≤ r3 · n− 3

2 für k ∈ Un,r folgt

log

((
p

k/n

)k (
1− p

1− k/n

)n−k
)

= − n

2σ2

(
k

n
− p

)2

+Rk,n,

wobei |Rk,n| ≤ const.· r3n− 1
2 für allek ∈ Un,r, d.h.

(
p

k/n

)k (
1− p

1− k/n

)n−k

≈ exp

(
− n

2σ2

(
k

n
− p

)2
)
. (1.5.4)

Aussage (1.5.2) folgt dann aus (1.5.3) und (1.5.4).

(c) Aus (a) und (b) folgt nun Behauptung (1).

(2). Aufgrund von (1) erhalten wir füra, b ∈ R mit a < b:

P

[
a ≤ Sn − np√

n
≤ b

]
=

∑

k∈{0,1,...,n}
a≤ k−np√

n
≤b

bn,p(k) =
∑

k∈{0,1,...,n}
a≤ k−np√

n
≤b

b̃n,p(k)(1 + εn,p(k)),

wobei

εn,p := sup
a≤ k−np√

n
≤b

|εn,p(k)| −→ 0 für n→ ∞. (1.5.5)

Wir zeigen nun

lim
n→∞

∑

k∈{0,1,...,n}
a≤ k−np√

n
≤b

b̃n,p(k) =

b∫

a

1√
2πσ2

· exp
(
− x2

2σ2

)
dx (1.5.6)
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Zum Beweis von (1.5.6) bemerken wir, dass

Γn :=

{
k − np√

n

∣∣∣∣ k = 0, 1, . . . , n

}
⊆ R

ein äquidistantes Gitter mit Maschenweite1/
√
n ist. Es gilt

∑

k∈{0,1,...,n}
a≤ k−np√

n
≤b

b̃n,p(k) =
∑

x∈Γn

a≤x≤b

1√
2πσ2

e−
x2

2σ2
1√
n
. (1.5.7)

Fürn → ∞ folgt (1.5.6), da die rechte Seite in (1.5.7) eine Riemannsummenapproximation des

Integrals in (1.5.6) ist, und der Integrand stetig ist.

Die Behauptung folgt nun aus (1.5.5) und (1.5.6).

Der Satz von de Moivre/Laplace impliziert, dass die ZufallsvariablenSn−np√
n

für n → ∞ in Ver-

teilung gegen eineN(0, σ2)-verteilte Zufallsvariable mit Varianzσ2 = p(1− p) konvergieren:

Sn − np√
n

D−→ σZ mit Z ∼ N(0, 1).

Hierbei bedeutetKonvergenz in Verteilung (convergence in distribution; Notation „
D

→“) ,

dass die Verteilungen der Zufallsvariablenschwach konvergieren, d.h. für die Verteilungsfunk-

tionen gilt

lim
n→∞

FSn−np√
n

(c) =

c∫

−∞

1√
2πσ2

e−
x2

2σ2 dx = FσZ(c) für alle c ∈ R. (1.5.8)

Die allgemeine Definition der schwachen Konvergenz einer Folge von Wahrscheinlichkeitsver-

teilungen wird in Abschnitt 5.1 unten gegeben - für Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufR ist

sie äquivalent zur Konvergenz der Verteilungsfunktionen an allen Stellen, an denen die Limes-

Verteilungsfunktion stetig ist. Konvergenz in Verteilungist also nicht wirklich ein Konvergenz-

begriff für Zufallsvariablen, sondern „nur” eine Konvergenz der Verteilungen. Für die standardi-

sierten (d.h. auf Erwartungswert0 und Varianz1 normierten) Zufallsvariablen gilt entsprechend

Sn − E[Sn]

σ(Sn)
=

Sn − np

σ
√
n

D−→ Z. (1.5.9)

Bemerkung. (1). Die Aussage (1.5.9) ist ein Spezialfall eines viel allgemeineren zentralen

Grenzwertsatzes:

SindX1, X2, . . . unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit endlicher Varianz,
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und istSn = X1 + . . . + Xn, dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten

Summen
Sn − E[Sn]

σ(Sn)

schwach gegen eine Standardnormalverteilung, s.u.

Die Normalverteilung tritt also als universeller Skalierungslimes von Summen unabhängi-

ger Zufallsvariablen auf.

(2). Heuristisch gilt für großen nach (1.5.9)

„ Sn
D≈ np +

√
np(1− p) · Z, “ (1.5.10)

wobei „
D≈“ dafür steht, dass sich die Verteilungen der Zufallsvariablen einander in einem

gewissen Sinn annähern. In diesem Sinne wäre für großen

„Bin(n, p)
D≈ N(np, np(1− p)).“

Entsprechende „Approximationen“ werden häufig in Anwendungen benutzt, sollten aber

hinterfragt werden, da beim Übergang von (1.5.9) zu (1.5.10) mit dem divergierende Fak-

tor
√
n multipliziert wird. Die mathematische Präzisierung entsprechender heuristischer

Argumentationen erfolgt üblicherweise über den Satz von deMoivre/Laplace.

Beispiel(Faire Münzwürfe ). SeienX1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mitP [Xi = 0] =

P [Xi = 1] = 1
2
, und seiSn = X1 + . . .+Xn (z.B. Häufigkeit von „Zahl“ bein fairen Münzwür-

fen). In diesem Fall ist alsop = 1
2

undσ =
√
p(1− p) = 1

2
.

(1). 100 faire Münzwürfe:Für die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 60 mal Zahl fällt,gilt

P [S100 > 60] = P [S100 −E[S100] > 10] = P

[
S100 −E[S100]

σ(S100)
>

10

σ
√
100

]
.

Da S100−E[S100]
σ(S100)

nach (1.5.9) näherungsweiseN(0, 1)-verteilt ist, und 10
σ
√
100

= 2, folgt

P [S100 > 60] ≈ P [Z > 2] = 1− Φ(2) ≈ 0.0227 = 2.27%.

(2). 16 faire Münzwürfe: Für die Wahrscheinlichkeit, dass genau 8 mal Zahl fällt, ergibt sich

P [S16 = 8] = P [7.5 ≤ S16 ≤ 8.5] = P

[∣∣∣∣
S16 −E[S16]

σ(S16)

∣∣∣∣ ≤
0.5

σ
√
16

]

Mit 0.5
σ
√
16

= 1
4

folgt näherungsweise

P [S16 = 8] ≈ P [|Z| ≤ 1/4] = 0.1974...

Der exakte Wert beträgtP [S16 = 8] = 0.1964.... Bei geschickter Anwendung ist die Nor-

malapproximation oft schon für eine kleine Anzahl von Summanden relativ genau!
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1.5.2 Approximative Konfidenzintervalle

Angenommen, wir wollen den Anteilp der Wähler einer Partei durch Befragung vonn Wählern

schätzen. SeienX1, . . . , Xn unterPp unabhängige und Bernoulli(p)-verteilte Zufallsvariablen,

wobeiXi = 1 dafür steht, dass deri-te Wähler für die ParteiA stimmen wird. Ein nahe liegen-

der Schätzwert fürp ist Xn := Sn

n
. Wie viele Stichproben braucht man, damit der tatsächliche

Stimmenanteil mit95% Wahrscheinlichkeit um höchstensε = 1% von Schätzwert abweicht?

Definition (Konfidenzintervall ). Seiα ∈ (0, 1). Das zufällige Intervall[Xn − ε,Xn + ε] heißt

Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau1− α (bzw. zum Irrtumsniveauα) für den unbekannten

Parameterp, falls

Pp[p 6∈ [Xn − ε,Xn + ε]] ≤ α

für alle möglichen Parameterwertep ∈ [0, 1] gilt.

Im Prinzip lassen sich Konfidenzintervalle aus den Quantilen der zugrundeliegenden Verteilung

gewinnen. In der Situation von oben gilt beispielsweise:

p ∈ [Xn − ε,Xn + ε] ⇐⇒ |Xn − p| ≤ ε ⇐⇒ Xn ∈ [p− ε, p+ ε]

⇐⇒ Sn ∈ [n(p− ε), n(p+ ε)]

Diese Bedingung ist fürp ∈ [0, 1] mit Wahrscheinlichkeit≥ 1 − α erfüllt, falls z.B.n(p − ε)

oberhalb desα
2
-Quantils undn(p + ε) unterhalb des(1 − α

2
)-Quantils der Binomialverteilung

Bin(n, p) liegt.

Praktikablere Methoden, um in unserem Modell Konfidenzintervalle zu bestimmen, sind zum

Beispiel:

Abschätzung mithilfe der Čebyšev-Ungleichung:

Pp

[∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤ 1

ε2
·V ar

(
Sn

n

)
=

p(1− p)

nε2
≤ 1

4nε2
!
≤ α ∀ p ∈ [0, 1]

Dies ist erfüllt fürn ≥ 1
4ε2α

, also im Beispiel fürn ≥ 50.000.

Abschätzung über die exponentielle Ungleichung:

Pp

[∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤ 2 · e−2ε2n ≤ α ∀ p ∈ [0, 1],

ist erfüllt für n ≥ 1
2ε2

log( 2
α
), also im Beispiel fürn ≥ 18445.
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Die exponentielle Abschätzung ist genauer - sie zeigt, dassbereits weniger als 20.000 Stichpro-

ben genügen. Können wir mit noch weniger Stichproben auskommen ? Dazu berechnen wir die

Wahrscheinlichkeit, dass der Parameter im Intervall liegt, näherungsweise mithilfe des zentralen

Grenzwertsatzes:

Approximative Berechnung mithilfe der Normalapproximati on:

Pp

[∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≤ ε

]
= Pp

[∣∣∣∣∣
Sn − np√
np(1− p)

∣∣∣∣∣ ≤
nε√

np(1− p)

]

≈ N(0, 1)

(
−

√
nε√

p(1− p)
,

√
nε√

p(1− p)

)

= 2

(
Φ

( √
nε√

p(1− p)

)
− 1

2

)

p(1−p)≤ 1
4≥ 2Φ(2

√
nε)− 1 ≥ 1− α ∀ p ∈ [0, 1],

falls

n ≥
(

1

2ε
· Φ−1

(
1− α

2

))2

.

Im Beispiel giltΦ−1(1 − α/2) ≈ 1.96, und die Bedingung ist fürn ≥ 9604 erfüllt. Also sollten

bereits ca.10.000 Stichproben ausreichen!Exakte(also ohne Verwendung einer Näherung herge-

leitete) Konfidenzintervalle sind in vielen Fällen zu konservativ. In Anwendungen werden daher

meistensapproximativeKonfidenzintervalle angegeben, die mithilfe einer Normalapproximation

hergeleitet wurden. Dabei ist aber folgendes zu beachten:

Warnung: Mithilfe der Normalapproximation hergeleitete approximative Konfidenzintervalle

erfüllen die Niveaubedingung im Allgemeinen nicht (bzw. nur näherungsweise). Da die Qualität

der Normalapproximation fürp → 0 bzw. p → 1 degeneriert, ist die Niveaubedingung im All-

gemeinen selbst fürn→ ∞ nicht erfüllt. Beispielsweise beträgt das Niveau von approximativen

99% Konfidenzintervallen asymptotisch tatsächlich nur96.8%!

1.6 Transformationen von reellwertigen Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt betrachten wir zunächst Transformationen von absolutstetigen Zufallsvaria-

blen.

Transformationen kann man auch benutzen, um reelle Zufallsvariablen mit einer vorgegebenen

Verteilungµ aus gleichverteilten Zufallsvariablen zu erzeugen. Ist die VerteilungsfunktionF :
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R → [0, 1] streng monoton wachsend und stetig, also eine Bijektion vonR nach(0, 1), und ist

U : Ω → (0, 1) auf (0, 1) gleichverteilt, dann hat die ZufallsvariableF−1(U) die Verteilungµ,

denn es gilt

P [F−1(U) ≤ c] = P [U ≤ F (c)] = F (c) für alle c ∈ R.

Das beschriebene Inversionsverfahren werden wir in Satz 1.22 erweitern, um reelle Zufallsvaria-

blen mit beliebigen Verteilungen zu konstruieren. Da die Verteilungsfunktion dann im Allgemei-

nen keine Bijektion ist, verwenden wir statt der InversenF−1 eine verallgemeinerte (linksstetige)

Inverse, die durch die Quantile der zugrundeliegenden Verteilung bestimmt ist.

1.6.1 Transformation von Dichten

Wir haben in Beispielen bereits mehrfach die Verteilung vonFunktionen von absolutstetigen

Zufallsvariablen berechnet. Sei nun allgemeinI = (a, b) ⊆ R ein offenes Intervall, undX :

Ω → I eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilung.

Satz 1.20(Eindimensionaler Dichtetransformationssatz). Ist φ : I → R einmal stetig dif-

ferenzierbar mitφ′(x) 6= 0 für alle x ∈ I, dann ist die Verteilung vonφ(X) absolutstetig mit

Dichte

fφ(X)(y) =




fX(φ

−1(y)) · |(φ−1)′(y)| für y ∈ φ(I),

0 sonst.
(1.6.1)

Beweis.Nach der Voraussetzung gilt entwederφ′ > 0 auf I oderφ′ < 0 auf I. Wir betrachten

nur den ersten Fall. Ausφ′ > 0 folgt, dassφ streng monoton wachsend ist, also eine Bijektion

von I nachφ(I). Daher erhalten wir mit der Substitutiony = φ(x):

Fφ(X)(c) = P [φ(X) ≤ c] = P [X ≤ φ−1(c)] = FX(φ
−1(c))

=

∫ φ−1(c)

a

fX(x) dx =

∫ c

φ(a)

fX(φ
−1(y)) (φ−1)′(y) dy

für allec ∈ φ(I). Die Behauptung folgt wegenP [φ(X) 6∈ φ(I)] = 0.

Beispiel (Geometrische Wahrscheinlichkeiten). Seiθ : Ω → [0, 2π) ein zufälliger, auf[0, 2π)

gleichverteilter, Winkel. Wir wollen die Verteilung voncos θ berechnen. Da die Kosinusfunktion

auf [0, 2π) nicht streng monoton ist, ist (1.6.1) nicht direkt anwendbar. Wir können aber das
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Intervall [0, 2π) in die Teile[0, π) und [π, 2π) zerlegen, und dann die Verteilung ähnlich wie im

Beweis von Satz 1.20 berechnen. Wegen

P [cos θ > c] = P [cos θ > c undθ ∈ [0, π)] + P [cos θ > c undθ ∈ [π, 2π)]

= P [θ ∈ [0, arccos c)] + P [θ ∈ [2π − arccos c, 2π)]

=
2

2π
· arccos c

erhalten wir, dasscos θ eine absolutstetige Verteilung mit Dichte

fcos θ(x) = F ′
cos θ(x) =

1

π
· 1√

1− x2
; x ∈ (−1, 1)

hat. Anstelle von (1.6.1) gilt in diesem Fall

fcos θ(x) = fX(ψ1(x)) · |ψ′
1(x)|+ fX(ψ2(x)) · |ψ′

2(x)|,

wobeiψ1(x) = arccos x undψ2(x) = 2π − arccosx die Umkehrfunktionen auf den Teilinter-

vallen sind. Entsprechende Formeln erhält man auch allgemein, wenn die Transformation nur

stückweise bijektiv ist.

1

1−1

Abbildung 1.13: Graph der Dichtefunktionfcos θ

Auf ähnliche Weise zeigt man füra > 0:

fa tan θ(x) =
1

πa
· 1

1 + (x/a)2
, x ∈ R.
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0.2

0.4

1 2−1−2

Abbildung 1.14: Graph der Dichtefunktionftan θ

Die Verteilung mit dieser Dichte heißtCauchyverteilung zum Parametera. Sie beschreibt unter

anderem die Intensitätsverteilung auf einer Geraden, die von einer in alle Richtungen gleichmäßig

strahlenden Lichtquelle im Abstanda bestrahlt wird.

⊗

a · tan θ

a

θ

1.6.2 Quantile und Inversion der Verteilungsfunktion

Quantile sind Stellen, an denen die Verteilungsfunktion einen bestimmten Wert überschreitet.

Solche Stellen müssen häufig in praktischen Anwendungen (z.B. Qualitätskontrolle) berechnet

werden. Mithilfe von Quantilen kann man verallgemeinerte Umkehrfunktionen der im Allgemei-

nen nicht bijektiven Verteilungsfunktion definieren.

SeiX : Ω → R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) mit Vertei-

lungsfunktionF .

Definition (Quantile). Seiu ∈ [0, 1]. Dann heißtq ∈ R ein u-Quantil der Verteilung vonX,

falls

P [X < q] ≤ u und P [X > q] ≤ 1− u

gilt. Ein 1
2
-Quantil heißtMedian.

Ist die Verteilungsfunktion streng monoton wachsend, dannist q = F−1(u) für u ∈ (0, 1) das

einzigeu-Quantil. Im Allgemeinen kann es hingegen mehrereu-Quantile zu einem Wertu geben.
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Beispiel (Empirische Quantile). Wir betrachten eine Stichprobe, die ausn reellwertigen Da-

ten / Messwertenx1, . . . , xn mit x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn besteht. Die empirische Verteilung der

Stichprobe ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung

µ =
1

n

n∑

i=1

δxi

auf (R,P(R)), d.h. fürB ⊆ R ist

µ[B] =
1

n
|{xi ∈ B, 1 ≤ i ≤ n}|

die relative Häufigkeit des BereichsB unter den Messwertenxi. Die empirische Verteilung ergibt

sich, wenn wir zufällig eini ∈ {1, . . . , n} wählen, und den entsprechenden Messwert betrachten.

Die Quantile der empirischen Verteilung bezeichnet man alsStichprobenquantile. Istn ·u nicht

ganzzahlig, dann istx⌈n·u⌉ das eindeutigeu-Quantil der Stichprobe. Ist hingegenu = k/n mit

k ∈ {1, . . . , n}, dann ist jedesq ∈ [xk, xk+1] einu-Quantil der empirischen Verteilung.

Wir definieren nun zwei verallgemeinerte Inverse einer VerteilungsfunktionF , die ja im Allge-

meinen nicht bijektiv ist. Füru ∈ (0, 1) sei

G(u) := inf{x ∈ R : F (x) ≥ u} = sup{x ∈ R : F (x) < u}, und

G(u) := inf{x ∈ R : F (x) > u} = sup{x ∈ R : F (x) ≤ u}.

Offensichtlich giltG(u) ≤ G(u). Die FunktionenG bzw.G sind links- bzw. rechtsstetig. IstF

stetig und streng monoton wachsend, also eine Bijektion vonR nach(0, 1), dann istG(u) =

G(u) = F−1(u). Die FunktionG heißt daher auch dielinksstetige verallgemeinerte Inverse

vonF . Das folgende Lemma zeigt, dassG(u) das kleinste undG(u) das größteu-Quantil ist:

Lemma 1.21.Für u ∈ (0, 1) undq ∈ R sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1). q ist einu-Quantil.

(2). F (q−) ≤ u ≤ F (q).

(3). G(u) ≤ q ≤ G(u).

Hierbei istF (q−) := lim
yրq

F (y) der linksseitige Limes vonF an der Stelleq.

Beweis.Nach Definition istq genau dann einu-Quantil, wenn

P [X < q] ≤ u ≤ 1− P [X > q] = P [X ≤ q]
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gilt. Hieraus folgt die Äquivalenz von (1) und (2).

Um zu beweisen, dass (3) äquivalent zu diesen Bedingungen ist, müssen wir zeigen, dassG(u)

das kleinste undG(u) das größteu-Quantil ist. Wir bemerken zunächst, dassG(u) einu-Quantil

ist, da

F (G(u)−) = lim
xրG(u)

F (x)︸ ︷︷ ︸
<u

für x<G(u)

≤ u,

und

F (G(u)) = lim
xցG(u)

F (x)︸ ︷︷ ︸
≥u

für x>G(u)

≥ u.

Andererseits gilt fürx < G(u):

F (x) < u,

d.h.x ist keinu-Quantil. Somit istG(u) das kleinsteu-Quantil. Auf ähnliche Weise folgt, dass

G(u) das größteu-Quantil ist.

1.6.3 Konstruktion und Simulation reellwertiger Zufallsvariablen

Wie erzeugt man ausgehend von auf(0, 1) gleichverteilten Zufallszahlen Stichproben von ande-

ren Verteilungenµ aufR1?

Beispiel (Endlicher Fall ). Gilt µ[S] = 1 für eine endliche TeilmengeS ⊆ R, dann können wir

die Frage leicht beantworten: SeiS = {x1, . . . , xn} ⊆ R mit n ∈ N undx1 < x2 < . . . < xn.

Die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilungµ aufS ist gegeben durch

F (c) = µ[(−∞, c]] =
∑

i:xi≤c

µ[{xi}].

IstU eine auf(0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, dann wird durch

X(ω) := xk falls F (xk−1) < U(ω) ≤ F (xk), x0 := −∞,

eine Zufallsvariable mit Verteilungµ definiert, denn fürk = 1, . . . , n gilt

P [X = xk] = F (xk)− F (xk−1) = µ[{xk}].
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1

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

µ
(x

1 )

G
en

eriereu
∼

U
n

if{
[0,1]}

u

F (x)

Abbildung 1.15: Wir generieren eine auf(0, 1) gleichverteilte Zufallszahlu. Suche nun das mi-

nimalek ∈ N, für das
k∑

i=1

µ(xi) ≥ u. Dann istx = xk eine Stichprobe von der Verteilungµ.

Wir wollen das Vorgehen aus dem Beispiel nun verallgemeinern. SeiF : R → [0, 1] eine Funkti-

on mit den Eigenschaften

(1). monoton wachsend: F (x) ≤ F (y) ∀ x ≤ y

(2). rechtsstetig: lim
x↓c

F (x) = F (c) ∀ c ∈ R

(3). normiert: lim
xց−∞

F (x) = 0 , lim
xր+∞

F (x) = 1.

Das folgende Resultat liefert eine explizite Konstruktioneiner Zufallsvariable mit Verteilungs-

funktionF :

Satz 1.22(Quantiltransformation ). IstF : R → [0, 1] eine Funktion mit (1)-(3), und

G(u) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ c}, u ∈ (0, 1),

die linksstetige verallgemeinerte Inverse, dann ist das Bild µ := U(0,1) ◦G−1 der Gleichverteilung

auf (0, 1) unterG ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufR mit VerteilungsfunktionF .

Insbesondere gilt: IstU : Ω → (0, 1) eine unterP gleichverteilte Zufallsvariable, dann hat die

Zufallsvariable

X(ω) := G(U(ω))

unterP die VerteilungsfunktionF .
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Beweis.DaG(u) einu-Quantil ist, giltF (G(u)) ≥ u, also

G(u) = min{x ∈ R : F (x) ≥ u},

und somit fürc ∈ R :

G(u) ≤ c ⇐⇒ F (x) ≥ u für einx ≤ c ⇐⇒ F (c) ≥ u.

Es folgt:

P [G(U) ≤ c] = U(0,1)[{u ∈ (0, 1) : G(u) ≤ c︸ ︷︷ ︸
⇐⇒ F (c)≥u

}] = F (c).

Also istF die Verteilungsfunktion vonG(U) bzw. vonµ.

Bemerkung. NimmtX nur endlich viele Wertex1 < x2 < . . . < xn an, dann istF stückweise

konstant, und es gilt:

G(u) = xk für F (xk−1) < u ≤ F (xk), x0 := −∞,

d.h.G ist genau die oben im endlichen Fall verwendete Transformation.

Das Resultat liefert einen

Existenzsatz.Zu jeder FunktionF mit (1)-(3) existiert eine reelle ZufallsvariableX bzw. eine

Wahrscheinlichkeitsverteilungµ aufR mit VerteilungsfunktionF .

Zudem erhalten wir einen expliziten Algorithmus zur Simulation einer Stichprobe vonµ:

Algorithmus 1.23 (Inversionsverfahren zur Simulation einer Stichprobex von µ).

(1). Erzeuge (Pseudo)-Zufallszahlu ∈ (0, 1).

(2). Setzex := G(u).

Dieser Algorithmus funktioniert theoretisch immer. Er istaber oft nicht praktikabel, da manG

nicht immer berechnen kann, oder da das Anwenden der TransformationG (zunächst unwesent-

liche) Schwachstellen des verwendeten Zufallsgeneratorsverstärkt. Man greift daher oft selbst

im eindimensionalen Fall auf andere Simulationsverfahrenwie z.B. „Acceptance Rejection“ Me-

thoden zurück.

Beispiele. (1). BERNOULLI(p)-VERTEILUNG AUF {0, 1}. Hier gilt

F = (1− p) · I[0,1) + 1 · I[1,∞) und G = I(1−p,1).

Also ist die ZufallsvariableG(U) = I{U<1−p} für U ∼ U(0,1) Bernoulli(p)-verteilt.
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1

1

1− p

F

1

1

G = I(1−p,1)

Abbildung 1.16:G(U) = I{U>1−p} ist Bernoulli(p)-verteilt.

(2). GLEICHVERTEILUNG AUF (a, b). Hier istF (c) = c−a
b−a

für c ∈ [a, b], und damit

G(u) = a + (b− a)u,

siehe Abbildung 1.17. Also ista + (b− a)U für U ∼ U(0,1) gleichverteilt auf(a, b).

1

a b

F

0 1

a

b G

Abbildung 1.17:G(U) = a+ (b− a)U ist auf(a, b) gleichverteilt.

(3). EXPONENTIALVERTEILUNG MIT PARAMETER λ > 0:

F (c) = 1− e−λc, G(u) = F−1(u) = −1

λ
log(1− u).

Anwenden des negativen Logarithmus transformiert also diegleichverteilte Zufallsvariable

1− U in eine exponentialverteilte Zufallsvariable.
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Kapitel 2

Unabhängigkeit und Produktmodelle

2.1 Unabhängigkeit

2.1.1 Unabhängigkeit von Ereignissen

In Abschnitt ?? haben wir einen Unabhängigkeitsbegriff für Ereignisse eingeführt: Eine Kol-

lektion Ai, i ∈ I, von Ereignissen aus derselbenσ-AlgebraA heißt unabhängig bzgl. einer

WahrscheinlichkeitsverteilungP , falls

P [Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩Ain ] =

n∏

k=1

P [Aik ] (2.1.1)

für allen ∈ N und alle paarweise verschiedeneni1, . . . , in ∈ I gilt.

Beispiel. Ein EreignisA ist genau dann unabhängig von sich selbst, wennP [A] = P [A ∩ A] =
P [A]2 gilt, also wenn die Wahrscheinlichkeit vonA gleich0 oder1 ist. Solche Ereignisse nennt

man auch deterministisch.

Wir wollen den obigen Unabhängigkeitsbegriff nun auf Ereignissysteme erweitern.

Definition (Unabhängigkeit von Mengensystemen). Eine KollektionAi (i ∈ I) von Mengen-

systemenAi ⊆ A heißtunabhängig (bzgl.P ), falls jede KollektionAi (i ∈ I) von Ereignissen

Ai ∈ Ai unabhängig ist, d.h.

P [Ai1 ∩ . . . ∩Ain ] =

n∏

k=1

P [Aik ]

für alle n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I paarweise verschieden, undAik ∈ Aik (1 ≤ k ≤ n).
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Sind zum BeispielA und B unabhängige Ereignisse, dann sindσ(A) = {∅, A, AC,Ω} und

σ(B) = {∅, B, BC,Ω} unabhängige Mengensysteme. Viel allgemeiner gilt:

Satz 2.1(Kompositions- und Gruppierungssatz für unabhängige Ereignisse). SeienAi (i ∈
I) unabhängige Mengensysteme. JedesAi sei durchschnittsstabil. Dann folgt:

(1). Dieσ-Algebrenσ(Ai) (i ∈ I) sind unabhängige Mengensysteme.

(2). IstI =
⋃

k∈K Ik eine disjunkte Zerlegung vonI, dann sind auch dieσ-Algebrenσ(
⋃

i∈Ik Ai)

(k ∈ K) unabhängige Mengensysteme.

Beispiel. SindA1, . . . , An unabhängige Ereignisse, dann sind die MengensystemeA1 = {A1},

... ,An = {An} unabhängig und durchschnittsstabil. Also sind auch dieσ-Algebren

σ(Ai) = {∅, Ai, A
C
i ,Ω} (i = 1, . . . , n)

unabhängige Mengensysteme, d.h es gilt

P [B1 ∩ . . . ∩ Bn] =
n∏

i=1

P [Bi] für Bi ∈ {∅, Ai, A
C
i ,Ω}.

Dies kann man auch direkt beweisen, siehe Lemma?? oben.

Ein Beispiel zum zweiten Teil der Aussage von Satz 2.1 werdenwir im Anschluss an den Beweis

des Satzes betrachten.

Beweis. (1). Seieni1, . . . , in ∈ I paarweise verschieden. Wir müssen zeigen, dass

P [B1 ∩ . . . ∩ Bn] = P [B1] · . . . · P [Bn] (2.1.2)

für alleB1 ∈ σ(Ai1), . . . , Bn ∈ σ(Ain) gilt. Dazu verfahren wir schrittweise:

(a) Die Aussage (2.1.2) gilt nach Voraussetzung fürB1 ∈ Ai1, . . . , Bn ∈ Ain.

(b) FürB2 ∈ Ai2 , . . . , Bn ∈ Ain betrachten wir das MengensystemD aller B1 ∈ A,

für die (2.1.2) gilt.D ist ein Dynkinsystem, dasAi1 nach (a) enthält. DaAi1 durch-

schnittsstabil ist, folgt

D ⊇ D(Ai1) = σ(Ai1).

Also gilt (2.1.2) für alleB1 ∈ σ(Ai1).

Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Andreas Eberle



2.1. UNABHÄNGIGKEIT 61

(c) FürB1 ∈ σ(Ai1) undB3 ∈ σ(Ai3), . . . , Bn ∈ σ(Ain) betrachten wir nun das Men-

gensystem allerB2 ∈ A, für die (2.1.2) gilt. Wiederum istD ein Dynkinsystem, das

Ai2 nach (b) enthält. Wie im letzten Schritt folgt daher

D ⊇ D(Ai2) = σ(Ai2),

d.h. (2.1.2) ist für alleB2 ∈ σ(Ai2) erfüllt.

(d) Anschließend verfahren wir auf entsprechende Weise weiter. Nachn-facher Anwen-

dung eines analogen Arguments folgt die Behauptung.

(2). Fürk ∈ K gilt: σ(
⋃

i∈Ik Ai) = σ(Ck) mit

Ck := {B1 ∩ . . . ∩Bn : n ∈ N, i1, . . . , in ∈ Ik, Bj ∈ Aij}.

Die MengensystemeCk, k ∈ K, sind durchschnittsstabil und unabhängig, da jede Kollek-

tion von EreignissenAi ∈ Ai (i ∈ I), nach Voraussetzung unabhängig ist. Also sind nach

Teil (1) der Aussage auch dieσ-Algebrenσ(Ck), k ∈ K, unabhängig.

Beispiel (Affe tippt Shakespeare). Wir betrachten unabhängige0-1-Experimente mit Erfolgs-

wahrscheinlichkeitp. SeiXi(ω) ∈ {0, 1} der Ausgang desi-ten Experiments. Für ein binäres

Wort (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n mit Längen ∈ N gilt:

P [X1 = a1, . . . , Xn = an] = P

[
n⋂

i=1

{Xi = ai}
]

unabh.
= pk · (1− p)n−k,

wobeik = a1 + . . .+ an die Anzahl der Einsen in dem Wort ist. Wir zeigen nun:

Behauptung: P [Wort kommt unendlich oft in der FolgeX1, X2, . . . vor] = 1 falls p 6∈ {0, 1}.

Zum Beweis bemerken wir, dass die Ereignisse

Em = {Xmn+1 = a1, Xmn+2 = a2, . . . , Xmn+n = an}, m ∈ N,

„Wort steht imm-ten Block“

unabhängig sind. Nach Satz 2.1 sind nämlich dieσ-Algebren

σ({{Xmn+1 = 1}, {Xmn+2 = 1}, . . . , {Xmn+n = 1}}), m ∈ N,

unabhängig, also auch die darin enthaltenen EreignisseEm. Fürp 6= 0 gilt:

P [Em] = pk · (1− p)n−k > 0,
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also
∑∞

m=1 P [Em] = ∞. Damit folgt nach Borel-Cantelli:

1 = P [Em unendlich oft] ≤ P [Wort kommt unendlich oft vor].

�

2.1.2 Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

Wir führen nun einen Unabhängigkeitsbegriff für ZufallsvariablenXi mit Werten in allgemeinen

meßbaren Räumen(Si,Si) ein, der kompatibel mit dem oben definierten Unabhängigkeitsbegriff

für Mengensysteme ist.

Definition (Unabhängigkeit von Zufallsvariablen mit allgemeinem Zustandsraum).

Sei(Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien(Si,Si) meßbare Räume.

(1). Eine endliche KollektionX1 : Ω → S1, . . . , Xn : Ω → Sn von Zufallsvariablen auf

(Ω,A, P ) heißtunabhängig, falls

P [X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn] =
n∏

i=1

P [Xi ∈ Bi] ∀Bi ∈ Si (1 ≤ i ≤ n). (2.1.3)

(2). Eine beliebige KollektionXi : Ω → Si (i ∈ I) von Zufallsvariablen auf(Ω,A, P ) heißt

unabhängig, falls jede endliche TeilkollektionXi1, . . . , Xin (mit i1, . . . , in ∈ I paarweise

verschieden) unabhängig ist.

Bemerkung. (1). Die Definition istkonsistent: Jede endliche Teilkollektion einer unabhängi-

gen endlichen Kollektion von Zufallsvariablen ist wieder unabhängig im Sinne von (2.1.3).

(2). Die ZufallsvariablenXi, i ∈ I, sind genau dann unabhängig, wenn dieσ-Algebren

σ(Xi) = {X−1
i (B) : B ∈ Si}, i ∈ I,

unabhängige Mengensysteme sind.

Seien(S̃i, S̃i) weitere meßbare Räume. Eine sehr wichtige Konsequenz von Bemerkung (2) ist:

Satz 2.2(Funktionen von unabhängigen Zufallsvariablen sind unabhängig).

SindXi : Ω → Si (i ∈ I) unabhängige Zufallsvariablen auf(Ω,A, P ), und sindhi : Si → S̃i

meßbare Abbildungen, dann sind auch die Zufallsvariablenhi(Xi), i ∈ I, unabhängig bzgl.P .
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Beweis.Für i ∈ I gilt

σ(hi(Xi)) = {(hi ◦Xi)
−1(B) : B ∈ S̃i} = {X−1

i (h−1
i (B)) : B ∈ S̃i} ⊆ σ(Xi).

Da dieσ-Algebrenσ(Xi), i ∈ I, unabhängig sind, sind auch die von den Zufallsvariablenhi(Xi)

erzeugtenσ-Algebren unabhängige Mengensysteme.

Allgemeiner können wir Funktionen von disjunkten Gruppen von unabhängigen Zufallsvariablen

betrachten, und erhalten wieder unabhängige Zufallsvariablen:

Definition (Von mehreren Abbildungen erzeugteσ-Algebra). Für J ⊆ I ist die von den

AbbildungenXi : Ω → Si (i ∈ J) erzeugteσ-Algebradefiniert als

σ (Xi : i ∈ J) := σ
(
{X−1

i (B) : i ∈ J,B ∈ Si}
)

= σ

(
⋃

i∈J
σ(Xi)

)
.

Offensichtlich istσ(Xi : i ∈ J) die kleinsteσ-Algebra aufΩ, bzgl. der alle AbbildungenXi,

i ∈ J , meßbar sind.

Sei nunI =
⋃̇

kIk eine disjunkte Unterteilung der Indexmenge. Dann sind die Abbildungen

XIk := (Xi)i∈Ik : Ω → SIk (k ∈ K)

Zufallsvariablen bzgl. der Produktσ-Algebren
⊗

i∈Ik Si auf den BildräumenSIk = ×i∈Ik Si.

Diese Zufallsvariablen sind wieder unabhängig, denn aufgrund von Satz 2.1 sind die von ihnen

erzeugtenσ-Algebren

σ (Xi : i ∈ Ik) = σ

(
⋃

i∈Ik

σ(Xi)

)
, k ∈ K,

unabhängig. Somit sind nach Satz 2.2 auch beliebige (bzgl. der Produkt-σ-Algebra meßbare)

Funktionen

Yk = hk (XIk) , k ∈ K,

von den Zufallsvariablen der verschiedenen Gruppen wiederunabhängig.

2.1.3 Maxima von unabhängigen exponentialverteilten Zufallsvariablen

SeienT1, T2, . . . unabhängigeExp(1)-verteilte Zufallsvariablen. Wir wollen uns überlegen, wie

sich die Extremwerte (Rekorde)

Mn = max{T1, . . . , Tn}

asymptotisch fürn→ ∞ verhalten. Dazu gehen wir in mehreren Schritten vor:
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(1). Wir zeigen zunächst mithilfe des Borel-Cantelli-Lemmas:

lim sup
n→∞

Tn
log n

= 1 P -fast sicher. (2.1.4)

Zum Beweis berechnen wir fürc ∈ R:

P

[
Tn
log n

≥ c

]
= P [Tn ≥ c · logn] = e−c logn = n−c.

Für c > 1 gilt
∑∞

n=1 n
−c <∞. Nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma folgt daher

P

[
lim sup
n→∞

Tn
log n

> c

]
≤ P

[
Tn
logn

≥ c unendlich oft

]
= 0.

Für cց 1 erhalten wir dann wegen der monotonen Stetigkeit vonP :

P

[
lim sup
n→∞

Tn
log n

> 1

]
= lim

cց1
P

[
lim sup
n→∞

Tn
log n

> c

]
= 0. (2.1.5)

Für c < 1 gilt dagegen
∑∞

n=1 n
−c = ∞. Da die Ereignisse{Tn ≥ c logn}, n ∈ N,

unabhängig sind, folgt nach dem 2. Borel-Cantelli Lemma:

P

[
lim sup
n→∞

Tn
logn

≥ c

]
≥ P

[
Tn
log n

≥ c unendlich oft

]
= 1.

Für cր 1 erhalten wir mithilfe der monotonen Stetigkeit:

P

[
lim sup
n→∞

Tn
log n

≥ 1

]
= lim

cր1
P

[
lim sup
n→∞

Tn
log n

≥ c

]
= 1. (2.1.6)

Aus (2.1.5) und (2.1.6) folgt die Behauptung (2.1.4).

(2). Als nächstes folgern wir:

Mn ∼ log n, d.h. lim
n→∞

Mn

logn
= 1 P -fast sicher. (2.1.7)

Zum Beweis zeigen wir:

(a) lim sup
n→∞

Mn

logn
≤ 1 P -f.s., und

(b) lim inf
n→∞

Mn

logn
≥ 1 P -f.s.

Aussage (a) folgt aus (1), denn fürc ∈ R gilt:

lim sup
n→∞

Mn

logn
> c ⇒ max{T1, . . . , Tn} = Mn > c · log n unendlich oft

⇒ Tk(n) > c · log n für k(n) ≤ n für unendlich vielen

⇒ Tk > c · log k unendlich oft

⇒ lim sup
Tk
log k

≥ c
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Nach (1) hat das letztere Ereignis fürc > 1 Wahrscheinlichkeit 0, also gilt wegen der

monotonen Stetigkeit vonP :

P

[
lim sup
n→∞

Mn

logn
> 1

]
= lim

cց1
P

[
lim sup
n→∞

Mn

logn
> c

]
= 0.

Zum Beweis von (b) genügt es wegen der monotonen Stetigkeit zu zeigen, dass fürc < 1

P

[
Mn

logn
> c schließlich

]
= P

[
Mn

logn
≤ c nur endlich oft

]
= 1

gilt. Nach Borel-Cantelli I ist dies der Fall, wenn

∑

n∈N
P

[
Mn

log n
≤ c

]
< ∞ (2.1.8)

gilt. Für c ∈ R erhalten wir aber wegen der Unabhängigkeit derTi:

P

[
Mn

logn
≤ c

]
= P [Ti ≤ c · log n ∀ 1 ≤ i ≤ n] = P [T1 ≤ c · logn]n

= (1− n−c)n ≤ e−n·n−c

= e−n1−c

,

und diese Folge ist fürc < 1 summierbar. Also gilt (2.1.8) für allec < 1, und damit (b).

(3). Abschließend untersuchen wir die Fluktuationen der ExtremwerteMn um log n noch ge-

nauer. Wir zeigen, dass die ZufallsvariableMn − log n in Verteilung konvergiert:

P [Mn − logn ≤ c]
n→∞−→ e−e−c

für alle c ∈ R. (2.1.9)

Beweis.Wegen

P [Mn ≤ c] = P [Ti ≤ c ∀i = 1, . . . , n]
i.i.d.
= (1− e−c)n für allec ∈ R

folgt

P [Mn − logn ≤ c] = P [Mn ≤ c+ logn] = (1− 1

n
· e−c)n

n→∞−→ e−e−c

.

Aussage (2.1.9) besagt, dassMn − log n in Verteilung gegen eineGumbel-verteilte Zu-

fallsvariableX, d.h. eine Zufallsvariable mit VerteilungsfunktionFX(c) = e−e−c
konver-

giert. Für großen gilt also näherungsweise

Mn
D≈ log n+X, X ∼ Gumbel,

wobei logn die Asymptotik undX die Fluktuationen beschreibt.
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2.2 Endliche Produktmaße

Um Aussagen über den Zusammenhang mehrerer ZufallsvariablenX1, . . . , Xn zu treffen, benö-

tigen wir Kenntnisse über deren gemeinsame Verteilung, d.h. über die Verteilung des Zufalls-

vektorsX = (X1, . . . , Xn). Diese ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Produkt der

Wertebereiche der einzelnen Zufallsvariablen.

2.2.1 Produktmaße und Unabhängigkeit

Seien(Si,Si), 1 ≤ i ≤ n, messbare Räume. Die Produkt-σ-AlgebraS1⊗. . .⊗Sn aufS1×. . .×Sn

wird von den endlichen Produkten von Mengen aus denσ-AlgebrenSi erzeugt:

S1 ⊗ . . .⊗ Sn = σ ({B1 × . . .× Bn : Bi ∈ Si ∀ 1 ≤ i ≤ n}) .

Bezeichnen wir mit

πi : S1 × . . .× Sn → Si, πi(x1, . . . , xn) := xi,

die kanonische Projektion auf diei-te Komponente, so gilt

S1 ⊗ . . .⊗ Sn = σ(π1, . . . , πn).

Beispiel (Borelscheσ-Algebra auf Rn). Die Borelscheσ-Algebra aufRn wird zum Beispiel

von den offenen Quadern, also den Produkten von offenen Intervallen, erzeugt. Daher gilt

B(Rn) = B(R)⊗ . . .⊗ B(R)︸ ︷︷ ︸
n mal

=
n⊗

i=1

B(R).

Ein anderes Erzeugendensystem vonB(Rn) bilden die Produktmengen

(−∞, c1]× (−∞, c2]× . . .× (−∞, cn], c1, . . . , cn ∈ R. (2.2.1)

Istµ eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf(S1× . . .×Sn,S1⊗ . . .⊗Sn), dann heißen

die Wahrscheinlichkeitsverteilungen

µπi
:= µ ◦ π−1

i , 1 ≤ i ≤ n,

auf den Komponenten(Si,Si) (eindimensionale) Randverteilungen (marginals)von µ. Wir

werden in Abschnitt 3.3 allgemeine Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf Produkträumen kon-

struieren. Zunächst betrachten wir hier eine spezielle Klasse solcher Verteilungen: die (endlichen)

Produktmaße.
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Definition (Endliches Produktmaß). Seien(Si,Si, µi) Wahrscheinlichkeitsräume,1 ≤ i ≤ n.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilungµ auf (S1 × . . . × Sn,S1 ⊗ . . . ⊗ Sn) heißt Produkt derµi,

falls

µ[B1 × . . .×Bn] =

n∏

i=1

µi[Bi] für alle Bi ∈ Si (1 ≤ i ≤ n) (2.2.2)

gilt.

Bemerkung (Existenz und Eindeutigkeit von Produktmaßen). Das Produktmaßµ ist durch

(2.2.2)eindeutigfestgelegt, denn die Produktmengen bilden einen durchschnittsstabilen Erzeuger

derσ-AlgebraS1 ⊗ . . .⊗ Sn. Die Existenzvon Produktmaßen folgt allgemein aus dem Satz von

Fubini, den wir in Abschnitt 3.3 beweisen. Für Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufR zeigen wir

die Existenz von Produktmaßen im nächsten Abschnitt.

Das nach der Bemerkung eindeutige Produkt der Wahrscheinlichkeitsverteilungenµ1, . . . , µn be-

zeichnen wir mitµ1 ⊗ . . .⊗ µn.

Die eindimensionalen Randverteilungen eines Produktmaßes sind gerade die Faktorenµi:

Lemma 2.3. Unter dem Produktmaßµ = µ1 ⊗ . . .⊗ µn sind die Projektionen

πi : S1 × . . .× Sn −→ Si, πi(x1, . . . , xn) = xi, 1 ≤ i ≤ n,

unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungµi.

Beweis.FürBi ∈ Si (1 ≤ i ≤ n) gilt

µ[π1 ∈ B1, . . . , πn ∈ Bn] = µ[B1 × . . .×Bn] =

n∏

i=1

µi[Bi],

also insbesondereµ[πi ∈ Bi] = µi[Bi] für i = 1, . . . n. Hieraus folgt die Unabhängigkeit.

SindXi : Ω → Si (1 ≤ i ≤ n) Zufallsvariablen mit Werten in messbaren Räumen(Si,Si),

welche auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) definiert sind, dann ist

(X1, . . . , Xn) : Ω −→ S1 × . . .× Sn

eine Zufallsvariable mit Werten im Produktraum(S1×. . .×Sn,S1⊗. . .⊗Sn), denn für beliebige

MengenBi ∈ Si (1 ≤ i ≤ n) gilt:

{(X1, . . . , Xn) ∈ B1 × . . .× Bn} =

n⋂

i=1

{Xi ∈ Bi} ∈ A.

Wie zuvor im diskreten Fall (s. Abschnitt??) definieren wir:
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Definition (Gemeinsame Verteilung). Die VerteilungµX1,...,Xn des Zufallsvektors(X1, . . . , Xn)

auf(S1× . . .×Sn,S1⊗ . . .⊗Sn) heißtgemeinsame Verteilungder ZufallsvariablenX1, . . . , Xn.

Der folgende Satz gilt analog zum diskreten Fall:

Satz 2.4(Unabhängigkeit und Produktmaße). Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1). Die ZufallsvariablenX1, . . . , Xn sind unabhängig.

(2). Die gemeinsame VerteilungµX1,...,Xn ist ein Produktmaß.

(3). µX1,...,Xn = µX1 ⊗ . . .⊗ µXn .

Beweis.„ (1) =⇒ (3) “ folgt direkt aus der Definition der Unabhängigkeit: Sind X1, . . . , Xn

unabhängige Zufallsvariablen, dann gilt fürBi ∈ Si (1 ≤ i ≤ n):

µX1,...,Xn [B1 × . . .×Bn] = P [(X1, . . . , Xn) ∈ B1 × . . .× Bn]

= P [Xi ∈ Bi ∀ 1 ≤ i ≤ n]

=

n∏

i=1

P [Xi ∈ Bi] =

n∏

i=1

µXi
[Bi].

Die Implikation „ (3)=⇒ (2) “: ist offensichtlich, und „ (2)=⇒ (1) “ folgt aus Lemma 2.3: Ist

µX1,...,Xn ein Produktmaß, dann sind die kanonischen Projektionenπ1, . . . , πn unabhängig unter

µX1,...,Xn . Also gilt fürBi ∈ Si:

P [X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn] = µX1,...,Xn[B1 × . . .× Bn]

= µX1,...,Xn[π1 ∈ B1, . . . , πn ∈ Bn]

=
n∏

i=1

µX1,...,Xn [πi ∈ Bi] =
n∏

i=1

P [Xi ∈ Bi].

2.2.2 Produktmaße aufRn

Im Fall S1 = . . . = Sn = R mit Borelscherσ-Algebra bilden die Mengen aus (2.2.1) einen

durchschnittsstabilen Erzeuger der Produkt-σ-AlgebraB(Rn). Also istµ = µ1 ⊗ . . .⊗ µn genau

dann, wenn

µ[(−∞, c1]× . . .× (−∞, cn]] =
n∏

i=1

µi[(−∞, ci]] für alle c1, . . . , cn ∈ R
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gilt. Die gemeinsame Verteilung reellwertiger ZufallsvariablenX1, . . . , Xn : Ω → R auf der

Produkt-σ-AlgebraB(Rn) =
⊗n

i=1 B(R) ist somit vollständig durch die Werte

FX1,...,Xn(c1, . . . , cn) := µX1,...,Xn [(−∞, c1]× . . .× (−∞, cn]] (2.2.3)

= P [X1 ≤ c1, . . . , Xn ≤ cn]

mit (c1, . . . , cn) ∈ Rn beschrieben. Insbesondere sindX1, . . . , Xn genau dann unabhängig, wenn

FX1,...,Xn(c1, . . . , cn) =
n∏

i=1

FXi
(ci) für alle (c1, . . . , cn) ∈ Rn gilt.

Definition (Gemeinsame Verteilungsfunktion). Die FunktionFX1,...,Xn : Rn → [0, 1] heißt

gemeinsame Verteilungsfunktionder ZufallsvariablenX1, . . . , Xn bzw. der multivariaten Wahr-

scheinlichkeitsverteilungµX1,...,Xn.

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall, dass die einzelnen Verteilungen absolutstetig sind.

Der Satz von Fubini, den wir in Abschnitt 3.3 in größerer Allgemeinheit beweisen werden, besagt

unter anderem, dass dasn-dimensionale Lebesgue-Integral einer beliebigen Borel-messbaren

nicht-negativen Funktionf : Rn → R existiert, und als Hintereinanderausführung von eindi-

mensionalen Integralen nach den Koordinatenx1, . . . , xn berechnet werden kann:
∫

Rn

f(x) dx =

∫
· · ·
∫
f(x1, . . . , xn) dxn · · · dx1.

Hierbei können die eindimensionalen Integrationen in beliebiger Reihenfolge ausgeführt werden.

Für den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung bzw.auf Abschnitt 3.3 unten.

In Analogie zum eindimensionalen Fall nennen wir ein Wahrscheinlichkeitsmaßµ auf(Rn,B(Rn))

stetig oderabsolutstetig, falls eineB(Rn)-messbareDichtefunktionf : Rn → [0,∞) existiert

mit

µ[B] =

∫

B

f(x) dx :=

∫
IB(x)f(x) dx

für jeden Quader, bzw. allgemeiner für jede Borel-MengeB ⊆ Rn. Wie im eindimensionalen Fall

ist die Dichtefunktion bis auf Modifikation auf einer Lebesgue-Nullmenge eindeutig bestimmt.

Beispiel (Gleichverteilung auf einer Teilmenge desRn). Die Gleichverteilung auf einer meß-

baren TeilmengeS desRn mit endlichem positivem Lebesgue-Maßλ[S] ist definiert durch

US[B] :=
λ[B ∩ S]
λ[S]

=
1

λ[S]

∫

B

IS(x) dx für B ∈ B(Rn).

US ist absolutstetig mit Dichtef(x) = IS(x)/λ[S].
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Endliche Produkte von eindimensionalen absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind

wieder absolutstetig, und die Dichte ist das Produkt der einzelnen Dichten:

Lemma 2.5(Dichten von Produktmaßen). Sindµ1, . . . , µn absolutstetige Wahrscheinlichkeits-

maße auf(R,B(R)) mit Dichtefunktionenf1, . . . , fn, dann ist das Produktµ = µ1 ⊗ . . . ⊗ µn

eine absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf(Rn,B(Rn)) mit Dichtefunktion

f(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

fi(xi).

Hieraus folgt die Behauptung, da die Produktmengen einen durchschnittsstabilen Erzeuger der

Borelsigma-Algebra aufRn bilden.

Beweis.Für jede ProduktmengeB = B1 × . . .×Bn mit MengenBi ∈ B(R) gilt nach dem Satz

von Fubini:

µ[B] =
n∏

i=1

µi[Bi] =
n∏

i=1

∫

Bi

fi(xi) dxi =

∫
· · ·
∫
IB(x1, . . . , xn)

n∏

i=1

fi(xi) dx1 · · · dxn.

Beispiel (Gleichverteilung auf n-dimensionalem Quader). Ist µi = U(ai,bi) die Gleichvertei-

lung auf einem endlichen Intervall(ai, bi),−∞ < ai < bi < ∞, dann istµ = µ1 ⊗ . . .⊗ µn die

Gleichverteilung auf dem QuaderS = (a1, b1)× . . .× (an, bn), denn für die Dichtefunktion gilt:

f(x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

I(ai,bi)(xi)

bi − ai
=

IS(x)

λ[S]
.

Ein anderes Produktmaß von fundamentaler Bedeutung für dieWahrscheinlichkeitstheorie ist die

mehrdimensionale Standardnormalverteilung:

Beispiel(Standardnormalverteilung im Rn). Das Produktµ =
⊗n

i=1N(0, 1) vonn eindimen-

sionalen Standardnormalverteilungen ist eine absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf

(Rn,B(Rn)) mit Dichte

f(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

(
1√
2π

exp

(
−x

2
i

2

))
= (2π)−n/2 exp

(
−‖x‖2

2

)
, x ∈ Rn.

Das Maßµ heißtn-dimensionale Standardnormalverteilung.
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x y

z

Abbildung 2.1: Dichte der Standardnormalverteilung inR2.

In Analogie zu der entsprechenden Aussage für diskrete Zufallsvariablen erhalten wir:

Korollar 2.6. SeienX1, . . . , Xn : Ω → R reellwertige Zufallsvariablen.

(1). SindX1, . . . , Xn unabhängig mit absolutstetigen Verteilungen mit DichtenfX1 , . . . , fXn,

dann ist die gemeinsame Verteilung absolutstetig mit Dichte

fX1,...,Xn(x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

fXi
(xi) .

(2). Umgekehrt gilt: Ist die gemeinsame Verteilung absolutstetig, und hat die Dichte eine Dar-

stellung

fX1,...,Xn(x1, . . . , xn) = c ·
n∏

i=1

gi(xi)

in Produktform mit einer Konstantec ∈ R und integrierbaren Funktionengi : R → [0,∞),

dann sindX1, . . . , Xn unabhängig, und die Verteilungen sind absolutstetig mit Dichten

fXi
(xi) =

gi(xi)∫
R

gi(t) dt
.

Der Beweis wird dem Leser zur Übung überlassen.
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2.2.3 Konfidenzintervalle für Quantile

Sei (x1, . . . , xn) einen-elementige Stichprobe von einer unbekannten Wahrscheinlichkeitsver-

teilungµ auf (R,B(R)). Wir nehmen an, dassx1, . . . , xn Realisierungen von unabhängigen Zu-

fallsvariablen mit Verteilungµ sind:

Annahme: X1, . . . , Xn : Ω → R unabhängig unterPµ mit Verteilungµ.

Wir wollen nun die Quantile (z.B. den Median) der zugrundeliegenden Verteilung auf der Basis

der Stichprobe schätzen. Eine FunktionT (X1, . . . , Xn), T : Rn → R messbar, nennt man in

diesem Zusammenhang auch eineStatistik der Stichprobe(X1, . . . , Xn). Eine Statistik, deren

Wert als Schätzwert für eine Kenngrößeq(µ) der unbekannten Verteilung verwendet wird, nennt

man auch einen(Punkt-) Schätzer für q. Nahe liegende Schätzer für Quantile vonµ sind die

entsprechenden Stichprobenquantile. Unser Ziel ist es nun, Konfidenzintervallefür die Quantile

anzugeben, d.h. von den WertenX1, . . . , Xn abhängende Intervalle, in denen die Quantileun-

abhängig von der tatsächlichen Verteilungmit hoher Wahrscheinlichkeit enthalten sind. Seien

dazu

X(1) ≤ X(2) ≤ . . . ≤ X(n)

die der Größe nach geordneten WerteX1, . . . , Xn – diese nennt man auchOrdnungsstatistiken

der Stichprobe. Die Verteilung der Ordnungsstatistiken können wir explizit berechnen:

Satz 2.7(Verteilung der Ordnungsstatistiken).

(1). IstF die Verteilungsfunktion vonµ, dann hatX(k) die Verteilungsfunktion

F(k)(c) = Bin(n, F (c))[{k, k + 1, . . . , n}]

=

n∑

j=k

(
n

j

)
F (c)j · (1− F (c))n−j. (2.2.4)

(2). IstF stetig undq einu-Quantil vonµ, dann folgt

Pµ

[
X(k) ≤ q

]
= Bin(n, u)[{k, k + 1, . . . , n}].

Beweis.Die Ereignisse{Xi ≤ c}, 1 ≤ i ≤ n, sind unabhängig mit WahrscheinlichkeitF (c).

Also gilt

F(k)(c) = Pµ

[
X(k) ≤ c

]
= Pµ [Xi ≤ c für mindestensk verschiedenei ∈ {1, . . . , n}]
= Bin(n, F (c))[{k, k + 1, . . . , n}].

IstF stetig undq einu-Quantil vonF , dann giltF (q) = u nach Lemma 1.21.
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Nach Satz 2.7 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert vonX(k) unterhalb einesu-Quantils der

zugrundeliegenden Verteilungµ liegt, für alle stetigen Verteilungen gleich!Damit folgt unmittel-

bar:

Korollar 2.8 (Ordnungsintervalle). Seiu ∈ (0, 1) und1 ≤ k < l ≤ n. Dann ist das zufällige

Intervall (X(k), X(l)) ein Konfidenzintervall für dasu-Quantil der zugrundeliegenden Verteilung

µ zum Konfidenzniveau

β := Bin(n, u)[{k, k + 1, . . . , l − 1}],

d.h. für jede Wahrscheinlichkeitsverteilungµ aufR mit stetiger Verteilungsfunktion, und für jedes

u-Quantil q vonµ gilt:

Pµ

[
q ∈ (X(k), X(l))

]
≥ β.

Beweis.Nach Satz 2.7 gilt

Pµ[X(k) < q < X(l)] = Bin(n, u)[{k, k + 1, . . . , n}]− Bin(n, u)[{l, l + 1, . . . , n}]
= Bin(n, u)[{k, k + 1, . . . , l − 1}].

Für großen kann man die Quantile der Binomialverteilung näherungsweise mithilfe der Normal-

approximation berechnen, und erhält daraus entsprechendeKonfidenzintervalle für die Quantile

von Verteilungen aufR. Bemerkenswert ist, dass diese Konfidenzintervalle nicht nur für Vertei-

lungen aus einer bestimmten parametrischen Familie (z.B. der Familie der Normalverteilungen)

gelten, sondern füralle Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufR mit stetiger Verteilungsfunktion

(nichtparametrisches statistisches Modell).

Beispiel (Konfidenzintervalle für den Median). Die Binomialverteilung Bin(n, 1/2) hat den

Mittelwertm = n/2 und die Standardabweichungσ =
√
n/2. Nach dem Satz von de Moivre/La-

place ist für großen ca. 95 % der Masse in der Menge{⌊m−2σ⌋, . . . , ⌈m+2σ⌉} enthalten. Also

ist das Intervall
(
X(⌊n/2−√

n⌋), X(⌈n/2+√
n⌉)
)

ein approximatives 95 % Konfidenzintervall für den

Median einer beliebigen Verteilung mit stetiger Verteilungsfunktion. Beispielsweise können wir

bei Zufallsstichproben der Größe 100 mit hoher Konfidenz erwarten, dass der Median zwischen

dem 40. und 61. Wert liegt.
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Ist die zugrundeliegende Verteilungµ absolutstetig mit Dichtef , dann kann man die Dichte

der gemeinsamen Verteilung der Ordnungsstatistiken mit einem Symmetrieargument berechnen.

WegenP [Xi = Xj] = 0 für i 6= j gilt in diesem Fall

P [X(1) ≤ c1, . . . , X(n) ≤ cn] = n! P [X1 ≤ c1, . . . , Xn ≤ cn, X1 < X2 < . . . < Xn]

= n!

c1∫

−∞

· · ·
cn∫

−∞

I{y1<y2<...<yn}f(y1) · · ·f(yn) dy1 · · · dyn.

Hieraus folgt, dass die gemeinsame Verteilung vonX(1), . . . , X(n) absolutstetig ist mit Dichte

fX(1),...,X(n)
(y1, . . . , yn) = n! · I{y1<y2<...<yn}f(y1) · · · f(yn).

Durch Aufintegrieren erhält man daraus mithilfe des Satzes von Fubini und einer erneuten Sym-

metrieüberlegung die Dichten der Verteilungen der einzelnen Ordnungsstatistiken:

fX(k)
(y) =

n!

(k − 1)!(n− k)!
F (y)k−1 (1− F (y))n−k f(y).

Dasselbe Resultat hätte man auch mit etwas Rechnen aus Satz 2.7 herleiten können.

Beispiel (Beta-Verteilungen). Sind die ZufallsvariablenXi auf (0, 1) gleichverteilt, dann hat

X(k) die Dichte

fX(k)
(u) = B(k, n− k + 1)−1 · uk−1 · (1− u)n−k · I(0,1)(u)

mit Normierungskonstante

B(a, b) =

∫ 1

0

ua−1(1− u)b−1 du

(
=

(a− 1)!(b− 1)!

(a+ b− 1)!
für a, b ∈ N

)
.

Die entsprechende Verteilung heißtBeta-Verteilung mit Parametern a, b > 0, die FunktionB

ist dieEuler’sche Beta-Funktion.

1

2

1

Abbildung 2.2: Abbildung der Dichtefunktionen der OrdnungsstatistikenX(1), . . . , X(5) (rot,

gelb, grün, blau, magenta) bzgl. der Gleichverteilung auf(0, 1) .
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2.3 Unendliche Produktmodelle

Seienµ1, µ2, . . . vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf(R,B(R)). Wir werden nun

explizit unabhängige ZufallsvariablenXk, k ∈ N, mit Verteilungenµk konstruieren. Als Konse-

quenz ergibt sich die Existenz des unendlichen Produktmaßes
∞⊗
k=1

µk als gemeinsame Verteilung

der ZufallsvariablenXk.

2.3.1 Konstruktion von unendlich vielen unabhängigen Zufallsvariablen

Die ZufallsvariablenXi können wir sogar auf den RaumΩ = (0, 1) mit Gleichverteilung reali-

sieren:

Satz 2.9.Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,B((0, 1)),U(0,1)) existieren unabhängige Zufalls-

variablenXk : Ω → R, k ∈ N, mit Verteilungen

P ◦X−1
k = µk für alle 1 ≤ i ≤ n.

Beweis.Wir verfahren in drei Schritten:

(1). Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall

µk = Bernoulli

(
1

2

)
= ∀ k ∈ N,

d.h. im fairen Münzwurfmodell. Dazu verwenden wir die schonin Abschnitt 1.2 einge-

führte TransformationX : (0, 1) → {0, 1}N, die einer reellen Zahl die Ziffernfolge ihrer

Binärdarstellung zuordnet, d.h. wir setzen

Xk(ω) = IDk
(ω), Dk =

2k−1⋃

i=1

[(2i− 1) · 2−k, 2i · 2−k),

siehe Abbildung 1.4. Die AbbildungenXk : (0, 1) → {0, 1} sind messbar, und es gilt

P [X1 = a1, . . . , Xn = an] = 2−n ∀n ∈ N, a1, . . . , an ∈ {0, 1}, (2.3.1)

da die Menge{ω ∈ Ω : X1(ω) = a1, . . . , Xn(ω) = an} gerade aus den Zahlen in(0, 1)

besteht, deren Binärdarstellung mit den Zifferna1, . . . , an beginnt, und damit ein Inter-

vall der Länge2−n ist. Nach (2.3.1) sindX1, . . . , Xn für alleXk, k ∈ N, unabhängig mit

Verteilungµk.
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(2). Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall

µk = U(0,1) ∀ k ∈ N.

Dazu zerlegen wir die gerade konstruierte FolgeXk(ω) ∈ {0, 1}, k ∈ N, in unendlich

viele Teilfolgen, und konstruieren aus jeder Teilfolge wieder eine Zahl aus[0, 1] mit den

entsprechenden Binärziffern. Genauer setzen wir in Binärdarstellung:

U1 := 0.X1X3X5X7 · · · ,
U2 := 0.X2X6X10X14 · · · ,
U3 := 0.X4X12X20X28 · · · , usw.,

also allgemein fürk ∈ N:

Uk(ω) :=

∞∑

i=1

Xk,i(ω) · 2−i mit Xk,i := X(2i−1)·2k−1 .

Da die ZufallsvariablenXk,i, i, k ∈ N, unabhängig sind, sind nach dem Zerlegungssatz

auch dieσ-Algebren

Ak = σ(Xk,i|i ∈ N), k ∈ N,

unabhängig, und damit auch dieAk-messbaren ZufallsvariablenUk, k ∈ N. Zudem gilt für

n ∈ N und

r =

n∑

i=1

ai · 2i−1 ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} :

P [Uk ∈ (r · 2−n, (r + 1) · 2−n)] = P [Xk,1 = a1, . . . , Xk,n = an] = 2−n.

Da die dyadischen Intervalle ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borelschen

σ-Algebra bilden, folgt, dass die ZufallsvariablenUk auf [0, 1] gleichverteilt sind.

(3). Im allgemeinen Fall konstruieren wir die Zufallsvariablen aus den gerade konstruierten un-

abhängigen gleichverteilten ZufallsvariablenUk, k ∈ N, mithilfe des Inversionsverfahrens

aus Satz 1.21: Sindµk, k ∈ N, beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf(R,B(R)),
und

Gk(u) = inf{x ∈ R : Fk(x) ≥ u}

die linksstetigen verallgemeinerten Inversen der Verteilungsfunktionen

Fk(c) = µk[(−∞, c]],

dann setzen wir

Yk(ω) := Gk(Uk(ω)), k ∈ N, ω ∈ Ω.
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Da die ZufallsvariablenUk, k ∈ N, unabhängig sind, sind nach Satz 2.2 auch dieYk, k ∈ N,

wieder unabhängig. Zudem gilt nach Satz 1.21:

P ◦ Y −1
k = µk für allek ∈ N.

Bemerkung. (1). Der Beweis von Satz 2.9 ist konstruktiv. Für numerischeAnwendungen ist

allerdings zumindest der erste Schritt des beschriebenen Konstruktionsverfahrens ungeeig-

net, da Defizite des verwendeten Zufallszahlengenerators und die Darstellungsungenauig-

keit im Rechner durch die Transformation verstärkt werden.

(2). Mithilfe des Satzes kann man auch die Existenz einer Folge unabhängiger Zufallsvariablen

Xk, k ∈ N, mit Werten imRd, oder allgemeiner in vollständigen, separablen, metrischen

RäumenSk, k ∈ N, und vorgegebenen Verteilungenµk auf den Borelschenσ-Algebren

B(Sk) zeigen. Sind beispielsweiseφk : R → Sk Bijektionen, sodassφk undφ−1
k messbar

sind, und sindX̃k : Ω → R unabhängige reellwertige Zufallsvariablen mit Verteilungen

P [X̃k ∈ B] = µK [φk(B)], dann sind die transformierten Zufallsvariablen

Xk = φk(X̃k) : Ω → Sk, ∀k ∈ N,

unabhängig mit Verteilungenµk.

2.3.2 Random Walks imRd

Sei µ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf(Rd,B(Rd)), und seienXi, i ∈ N, unabhängige

Zufallsvariablen mit identischer VerteilungXi ∼ µ. Der durch

Sn = a+

n∑

i=1

Xi, n = 0, 1, 2, . . . ,

definierte stochastische Prozess heißtRandom Walk mit Startwerta ∈ Rd und Inkrementvertei-

lungµ.

Im Fall d = 1 können wir Stichproben von den ZufallsvariablenXi, und damit vom Random

Walk, beispielsweise mithilfe der Inversionsmethode, simulieren.
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Abbildung 2.3: Grafiken von Trajektorien des Random Walks mit verschiedenen Inkrementver-

teilungen.

Abbildung 2.3 zeigt Grafiken von Trajektorien des Random Walks mit den Inkrementverteilungen

µ =
1

2
(δ1 + δ−1) (klassischer Random Walk (SSRW)),

µ = N(0, 1) (diskrete Brownsche Bewegung),

µ mit Dichte

f(x) = e−(x+1)I(−1,∞)(x) (zentrierteExp(1)-Verteilung)

undµ mit Dichte

f(x) = 3·2−5/2·(x+3

2
)−5/2·I( 1

2
,∞)(x+

3

2
) (zentrierte Pareto(α− 1, α)-Verteilung mitα =

3

2
).
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1

2

3

1 2 3−1−2−3

Abbildung 2.4: Dichten der drei stetigen Verteilungen aus Abbildung 2.3:fN(0,1) in Blau,

fExp(1)−1 in Magenta undfPareto(α−1,α) in Rot.

Im Gegensatz zu den anderen Verteilungen fällt die Dichte der Pareto-Verteilung fürx → ∞
nur sehr langsam ab („heavy tails“). Insbesondere hat die Verteilung unendliche Varianz. Die

Trajektorien der Random Walks werden mit der folgenden Mathematica-Routine simuliert:

nmax = 10000 ; )

x = RandomChoice [{−1 , 1} , nmax ] ;

z = RandomReal [ N o r m a l D i s t r i b u t i o n [ 0 , 1 ] , nmax ] ;

u = RandomReal [ { 0 , 1} , nmax ] ; y =−Log [ u ] − 1 ;

$ \ a l pha$ = 3 / 2 ; x0 =$ \ a l pha$ − 1 ; p =

RandomReal [ P a r e t o D i s t r i b u t i o n [ x0 ,$ \ a l pha$ ] , nmax ] ;

m = Mean[ P a r e t o D i s t r i b u t i o n [ x0 , $ \ a l pha$ ] ] ; q = p− m;

rws imp le = Accumulate [ x ] ; rwexp = Accumulate [ y ] ;

rwnormal = Accumulate [ z ] ; rwpa re to = Accumulate [ q ] ;

L i s t L i n e P l o t [ { rws imp le [ [ 1 ; ; 3 0 0 0 ] ] , rwexp [ [ 1 ; ; 3 0 0 0 ] ] ,

rwnormal [ [ 1 ; ; 3 0 0 0 ] ] , rwpa re to [ [ 1 ; ; 3 0 0 0 ] ] } ]

Die Trajektorien des klassischen Random Walks, und der Random Walks mit exponential- und

normalverteilten Inkrementen sehen in größeren Zeiträumen ähnlich aus. Die Trajektorien des

Pareto-Random Walks (grün) verhalten sich dagegen anders,und werden auch in längeren Zeiträu-

men von einzelnen großen Sprüngen beeinflusst. Tatsächlichkann man zeigen, dass alle obigen

Random Walks mit Ausnahme des Pareto-Random Walks in einem geeigneten Skalierungslimes

mit Schrittweite gegen 0 in Verteilung gegen eine BrownscheBewegung konvergieren (funktio-

naler zentraler Grenzwertsatz).
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2.3.3 Unendliche Produktmaße

Als Konsequenz aus dem Satz können wir die Existenz von unendlichen Produktmaßen als ge-

meinsame Verteilung von unendlich vielen unabhängigen Zufallsvariablen zeigen. Dazu versehen

wir den Folgenraum

RN = {(x1, x2, . . .)|xk ∈ R, ∀ k ∈ N}

mit der Produkt-σ-Algebra

⊗

k∈N
B(R) = σ(C) = σ(πk|k ∈ N),

die von der KollektionC aller Zylindermengen

{π1 ∈ B1, . . . , πn ∈ Bn} = {x = (xk) ∈ RN|x1 ∈ B1, . . . , xn ∈ Bn},

n ∈ N, B1, . . . , Bn ∈ B(R), von den Koordinatenabbildungenπk : RN → R, πk(x) = xk.

Korollar 2.10 (Existenz von unendlichen Produktmaßen). Zu beliebigen Wahrscheinlichkeits-

verteilungenµk auf(R,B(R)) existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilungµ =
⊗
k∈N

µk

auf (RN,
⊗
k∈N

B(R)) mit

µ[π1 ∈ B1, . . . , πn ∈ Bn] = µ[B1] · . . . · µn[Bn] (2.3.2)

für alle n ∈ N undB1, . . . , Bn ∈ B(R).

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungµ mit (2.3.2) heißtProdukt der Wahrscheinlich-

keitsverteilungenµk, k ∈ N.

Beweis.Die Eindeutigkeit folgt, da die Zylindermengen ausC ein∩-stabiles Erzeugendensystem

der Produkt-σ-Algebra bilden.

Zum Beweis der Existenz: betrachten wir die AbbildungX : Ω → RN mit

X(ω) = (X1(ω), X2(ω), . . .),

wobeiXk unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungµk sind.X ist messbar bzgl.
⊗
k∈N

B(R),
denn

X−1[{x ∈ RN|(x1, . . . , xn) ∈ B}] = {ω ∈ Ω|(X1(ω), . . . , Xn(ω)) ∈ B} ∈ A
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für allen ∈ N undB ∈ B(Rn). Seiµ = P ◦X−1 die Verteilung vonX aufRN. Dann gilt

µ[π1 ∈ B1, . . . , πm ∈ Bn] = µ[{x ∈ RN|x1 ∈ B1, . . . , xn ∈ Bn}]
= P [X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn]

=

n∏

k=1

µk[Bk]

für allen ∈ N undB1, . . . , Bn ∈ B(R). Also istµ das gesuchte Produktmaß.

Bemerkung. Auf analoge Weise folgt nach Bemerkung 2. von oben die Existenz des Produkt-

maßes
⊗
k∈N

µk von beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilungenµk, k ∈ N, auf vollständigen, se-

parablen, messbaren RäumenSk mit Borelschenσ-AlgebrenSk. Das Produktmaß sitzt auf dem

Produktraum (

×
k∈N

Sk,
⊗

k∈N
Sk

)
.

Der Satz von Carathéodory impliziert sogar die Existenz vonbeliebigen (auch überabzählbaren)

Produkten von allgemeinen Wahrscheinlichkeitsräumen(Si,Si, µi), i ∈ I.

Sind(Si,Si, µi) beliebige Wahrscheinlichkeitsräume, dann sind die Koordinatenabbildungenπk :

×
i∈N
Si → Sk unter dem Produktmaß

⊗
i∈I
µi unabhängig undµk-verteilt. Man nennt den Produk-

traum

(Ω,A, P ) =
(×Si,

⊗
Si,
⊗

µi

)

daher auch daskanonische Modellfür unabhängigeµi-verteilte Zufallsvariablen.

2.4 Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov

2.4.1 Asymptotische Ereignisse

SeiXi (i ∈ I) eine unendliche Kollektion von Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen

Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) definiert sind.

Definition. Ein EreignisA ∈ σ(Xi |i ∈ I) heißtasymptotisches Ereignis (tail event), falls

A ∈ σ(Xi | i ∈ I\I0) für jedeendlicheTeilmengeI0 ⊆ I gilt.

Die Menge

τ =
⋂

I0⊆I endlich

σ(Xi | i ∈ I\I0)

aller asymptotischen Ereignisse ist eineσ-Algebra.τ heißtasymptotischeσ-Algebra(tail field).
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Beispiel. (1). DYNAMISCH: IstXn, n ∈ N eine Folge von Zufallsvariablen (welche beispiels-

weise eine zufällige zeitliche Entwicklung beschreibt), dann gilt für ein EreignisA ∈
σ(Xn, n ∈ N):

A asymptotisch ⇔ A ∈ σ(Xn+1, Xn+2, . . . )︸ ︷︷ ︸
Zukunft abn

für allen.

Beispiele für asymptotische Ereignisse von reellwertigenZufallsvariablen sind

{Xn > 5n unendlich oft},
{
lim sup
n→∞

Xn < c

}
, {∃ lim

n→∞
Xn},

{
∃ lim 1

n
Sn = m

}
,

wobeiSn = X1 + . . .+Xn. Die Ereignisse

{sup
n∈N

Xn = 3} und {limSn = 5}

sind dagegennichtasymptotisch.

(2). STATISCH: Eine KollektionXi, i ∈ Zd, von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum(Ω,A, P ) heißt stochastisches Feld(random field). Beispielsweise basieren

verschiedene grundlegende Modelle der statistischen Mechanik auf stochastischen Feldern

Xi : Ω → {0, 1}, wobeiXi = 1 dafür steht, dass

• sich ein Teilchen am Gitterpunkti befindet,

• ein Atom am Gitterpunkti angeregt ist,

• der Gitterpunkti durchlässig ist (Perkolationsmodell),

• etc.

Asymptotische Ereignisse beschreiben in diesem Fall „makroskopische“ Effekte.

Satz 2.11( 0-1-Gesetz von Kolmogorov). SindXi (i ∈ I) unabhängige Zufallsvariablen auf

(Ω,A, P ), dann gilt

P [A] ∈ {0, 1} für alle A ∈ τ .

„Asymptotische Ereignisse sind deterministisch.“

Beweis.Der Übersichtlichkeit halber führen wir den Beweis im FallI = N - der Beweis im

allgemeinen Fall verläuft ähnlich. Es gilt:X1, X2, ... unabhängige Zufallsvariablen

=⇒ σ(X1), σ(X2), ..., σ(Xn), σ(Xn+1), σ(Xn+2), ... unabhängige Mengensysteme

=⇒σ(X1, ..., Xn), σ(Xn+1, Xn+2, ...) sind unabhängig für allen ∈ N
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=⇒ σ(X1, ..., Xn) und τ sind unabhängig für allen ∈ N

=⇒τ unabhängig vonσ(X1, X2, ...) ⊇ τ

=⇒ EreignisseA ∈ τ sind unabhängig von sich selbst

=⇒ P [A] ∈ {0, 1} ∀ A ∈ τ .

Hierbei gilt die zweite Implikation nach Satz 2.1 (2), und die vierte nach Satz 2.1 (1)

2.4.2 Asymptotische Zufallsvariablen

Definition. Eine ZufallsvariableY : Ω → [−∞,∞] heißt asymptotisch, wenn die bzgl. der

asymptotischenσ-Algebraτ messbar ist.

Korollar 2.12. SindXi (i ∈ I) unabhängige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-

raum(Ω,A, P ), dann ist jede asymptotische ZufallsvariableY : Ω → [−∞,∞] P - fast sicher

konstant, d.h.

∃ c0 ∈ [−∞,∞] : P [Y = c0] = 1 .

Beweis.Ist Y τ - messbar, dann sind die Ereignisse{Y ≤ c}, c ∈ R, in τ enthalten. Aus

dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz folgt:

FY (c) = P [Y ≤ c] ∈ {0, 1} ∀ c ∈ R.

Da die Verteilungsfunktion monoton wachsend ist, existiert ein c0 ∈ [−∞,∞] mit

P [Y ≤ c] =




0 für c < c0

1 für c > c0
,

und damitP [Y = c0] = lim
ε↓0

(FY (c0)− FY (c0 − ε)) = 1. = 1.

Beispiele für asymptotische Zufallsvariablen im FallI = N sind etwa

lim
n→∞

Xn, lim
n→∞

Xn, lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

Xi, sowie lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

Xi.

Insbesondere sind für unabhängige ZufallsvariablenX1, X2, ... : Ω → R sowohl

lim
1

n

n∑

i=1

Xi als auch lim
1

n

n∑

i=1

Xi P - f.s. konstant.

Hieraus ergibt sich die folgendeDichotomie: SindXi, i ∈ N, unabhängige reellwertige Zufalls-

variablen, dann giltentwederein Gesetz großer Zahlen, d.h.

1

n

n∑

i=1

Xi konvergiertP - f.s., und der Limes istP - f.s. konstant
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(falls der Limes inferior und Limes superiorP -fast sicher übereinstimmen),oder

P

[
1

n

n∑

i=1

Xi konvergiert

]
= 0.

Es ist bemerkenswert, dass für die Gültigkeit der Dichotomie keine Annahmen über die Vertei-

lung derXi benötigt werden. Insbesondere müssen dieXi nicht identisch verteilt sein!

2.4.3 Anwendungen auf Random Walks und Perkolationsmodelle

Beispiel (Rückkehr zum Startpunkt von Random Walks, Rekurrenz). Wir betrachten einen

eindimensionalen klassischen Random Walk mit Startpunkta ∈ Z und unabhängigen Inkremen-

tenXi mit Verteilung

P [Xi = 1] = p, P [Xi = −1] = 1− p.

Fürn ∈ N erhält man die Rückkehrwahrscheinlichkeiten

P [S2n+1 = a] = 0

P [S2n = a] =

(
2n

n

)
· pn · (1− p)n =

(2n)!

(n!)2
· pn · (1− p)n.

Wir betrachten nun die Asymptotik fürn → ∞ dieser Wahrscheinlichkeiten. Aus derStirlings-

chen Formel

n! ∼
√
2πn ·

(n
e

)n

folgt

P [S2n = a] ∼
√
4πn

2πn
· (

2n
e
)2n

(n
e
)2n

· pn · (1− p)n =
1√
πn

(4p(1− p))n für n→ ∞.

Fürp 6= 1
2

fallen die Wahrscheinlichkeiten also exponentiell schnell ab. Insbesondere gilt dann
∞∑

m=0

P [Sm = a] =

∞∑

n=0

P [S2n = a] <∞,

d.h. der asymmetrische Random Walk kehrt nach dem 1. Borel-Cantelli Lemma mit Wahrschein-

lichkeit 1 nur endlich oft zum Startpunkt zurück (TRANSIENZ). Nach dem starken Gesetz großer

Zahl gilt sogar

Sn ∼ (2p− 1)n P -fast sicher.

Fürp = 1
2

gilt dagegenP [S2n = a] ∼ 1/
√
πn, und damit

∞∑

m=0

P [Sm = a] =

∞∑

n=0

P [S2n = a] = ∞.

Dies legt nahe, dass der Startpunkt mit Wahrscheinlichkeit1 unendlich oft besucht wird.
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Ein Beweis dieser Aussage über das Borel-Cantelli-Lemma ist aber nicht direkt möglich, da die

Ereignisse{S2n = 0} nicht unabhängig sind. Wir beweisen nun eine stärkere Aussage mithilfe

des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes:

Satz 2.13(Rekurrenz und unbeschränkte Oszillationen des symmetrischen Random Walks).

Für p = 1
2

gilt

P [lim Sn = +∞ undlim Sn = −∞] = 1.

Insbesondere ist der eindimensionale Random Walkrekurrent, d.h.

P [Sn = a unendlich oft] = 1.

Tatsächlich wird nach dem Satz mit Wahrscheinlichkeit1 sogar jeder Punktλ ∈ Z unendlich oft

getroffen.

Beweis.Für allek ∈ N gilt:

P [Sn+k − Sn = k unendlich oft] = 1,

denn nach dem Beispiel zu Satz 2.1 („Affe tippt Shakespeare“) gibt esP -fast sicher unendlich

viele Blöcke der Längek mit Xn+1 = Xn+2 = ... = Xn+k = 1. Es folgt

P [lim Sn − lim Sn = ∞] ≥ P

[
⋂

k

⋃

n

{Sn+k − Sn = k}
]

= 1,

und damit

1 = P [lim Sn = +∞ oderlim Sn = −∞] ≤ P [lim Sn = +∞] + P [lim Sn = −∞].

Also ist eine der beiden Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite größer als1
2
, und damit nach

dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz gleich1. Aus Symmetriegründen folgt

P [lim Sn = −∞] = P [lim Sn = +∞] = 1.

Das vorangehende Beispiel zeigt eine typische Anwendung des Kolmogorovschen0-1-Gesetzes

auf stochastische Prozesse. Um die Anwendbarkeit in räumlichen Modellen zu demonstrieren,

betrachten wir ein einfaches Perkolationsmodell:
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Beispiel(Perkolation im Zd). Seip ∈ (0, 1) fest, und seienXi (i ∈ Zd) unabhängige Zufallsva-

riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) mit

P [Xi = 1] = p , P [Xi = 0] = 1− p .

Ein Gitterpunkti ∈ Zd heißtdurchlässig, fallsXi = 1 gilt. Wir verbinden Gitterpunktei, j ∈ Zd

mit |i − j| = 1 durch eine Kante. SeiA das Ereignis, dass bzgl. dieser Graphenstruktur ei-

ne unendliche Zusammenhangskomponente (Cluster) aus durchlässigen Gitterpunkten existiert

(Eine Flüssigkeit könnte in diesem Fall durch ein makroskopisches Modellstück, das aus mi-

kroskopischen Gitterpunkten aufgebaut ist, durchsickern- daher der Name „Perkolation“).A ist

asymptotisch, also gilt nach dem Satz von Kolmogorov

P [A] ∈ {0, 1}.

Hingegen ist es im Allgemeinen nicht trivial, zu entscheiden, welcher der beiden Fälle eintritt.

Im Fall d = 1 zeigt man leicht (Übung):

P [A] = 0 für allep < 1.

Fürd = 2 gilt:

P [A] = 1 ⇐⇒ p >
1

2
,

s. z.B. die Monografie„Percolation“ vonGrimmett. Fürd ≥ 3 ist nur bekannt, dass ein kritischer

Parameterpc ∈ (0, 1) existiert mit

P [A] =




1 für p > pc.

0 für p < pc.

Man kann obere und untere Schranken fürpc herleiten (z.B. gilt 1
2d−1

≤ pc ≤ 2
3
), aber der genaue

Wert ist nicht bekannt. Man vermutet, dassP [A] = 0 für p = pc gilt, aber auch diese Aussage

konnte bisher nur in Dimensiond ≥ 19 (sowie fürd = 2) bewiesen werden, siehe das Buch von

Grimmett.

Das Perkolationsmodell ist ein Beispiel für ein sehr einfach formulierbares stochastisches Mo-

dell, das zu tiefgehenden mathematischen Problemstellungen führt. Es ist von großer Bedeu-

tung, da ein enger Zusammenhang zu anderen Modellen der statistischen Mechanik und dabei

auftretenden Phasenübergängen besteht. Einige elementare Aussagen über Perkolationsmodelle

werden in den Wahrscheinlichkeitstheorie-Lehrbüchern von Y. SinaiundA. Klenkehergeleitet.
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Kapitel 3

Integration bzgl.

Wahrscheinlichkeitsmaßen

In diesem Kapitel definieren wir den Erwartungswert, die Varianz und die Kovarianz allgemei-

ner reellwertiger Zufallsvariablen, und beweisen grundlegende Eigenschaften. Einen weiteren

Schwerpunkt bildet das Rechnen mit Dichten.

Da wir auch Grenzübergänge durchführen wollen, erweist es sich als günstig, die Werte+∞
und−∞ zuzulassen. Wir setzen daherR = [−∞,∞]. Der RaumR ist ein topologischer Raum

bzgl. des üblichen Konvergenzbegriffs. Die Borelscheσ-Algebra aufR wird u.a. erzeugt von

den Intervallen[−∞, c], c ∈ R. Die meisten Aussagen über reellwertige Zufallsvariablenaus

den vorangegangenen Abschnitten übertragen sich unmittelbar auf ZufallsvariablenX : Ω → R,

wenn wir die VerteilungsfunktionFX : R → [0, 1] definieren durch

FX(c) = µX [[−∞, c]] = P [X ≤ c].

3.1 Erwartungswert als Lebesgue-Integral

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum undX : Ω → R eine Zufallsvariable. Wir wollen

den Erwartungswert vonX bezüglich der WahrscheinlichkeitsverteilungP in sinnvoller Weise

definieren. Dazu gehen wir schrittweise vor:
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3.1.1 Definition des Erwartungswerts

Indikatorfunktionen

Der Erwartungswert der IndikatorfunktionIA einer meßbaren MengeA ∈ A bzgl.P ist definiert

durch

E [IA] = P [A].

Elementare Zufallsvariablen

Nimmt X nur endlich viele Wertec1, ..., cn ∈ R an, dann können wirX als Linearkombina-

tion von Indikatorfunktionen darstellen. Da der Erwartungswert linear von der Zufallsvariable

abhängen sollte, definieren wirE[X ] dann als die entsprechende Linearkombination der Erwar-

tungswerte der Indikatorfunktionen:

Definition (Erwartungswert von elementaren Zufallsvariablen). Eine Zufallsvariable von der

Form

X =

n∑

i=1

ciIAi
mit n ∈ N, ci ∈ R, undAi ∈ A

heißtelementar. Ihr Erwartungswertbzgl.P ist

E[X ] =

n∑

i=1

ci · P [Ai]. (3.1.1)

Wir müssen zeigen, dass der ErwartungswertE[X ] durch (3.1.1)wohldefiniert, d.h. unabhängig

von der gewählten Darstellung der ZufallsvariableX als Linearkombination von Indikatorfunk-

tionen ist. Dazu bemerken wir, dassE[X ] unabhängig von der Darstellung mit dem in Kapitel??

für diskrete Zufallsvariablen definierten Erwartungswert

Ẽ[X ] =
n∑

i=1

ci · P [X = ci]

übereinstimmt. In der Tat folgt nämlich aus der Linearität von Ẽ[·]:

E[X ] =

n∑

i=1

ci · E[IAi
] =

n∑

i=1

ci · Ẽ[IAi
] = Ẽ[X ].

Die AbbildungX 7→ E[X ] ist offensichtlichlinear undmonoton:

E[aX + bY ] = a · E[X ] + b · E[Y ] für allea, b ∈ R,
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X ≤ Y =⇒ E[X ] ≤ E[Y ].

Die Definition des Erwartungswerts einer elementaren Zufallsvariable stimmt genau mit der des

Lebesgue-Integrals der ElementarfunktionX bzgl. des MaßesP überein:

E[X ] =

∫
X dP =

∫
X(ω) P (dω)

Für allgemeine Zufallsvariablen liegt es nahe, den Erwartungswert ebenfalls als Lebesgueintegral

bzgl. des MaßesP zu definieren. Wir skizzieren hier die weiteren Schritte zurKonstruktion des

Lebesgue-Integrals bzw. des Erwartungswerts einer allgemeinen Zufallsvariable, siehe auch die

Analysisvorlesung.

Nichtnegative Zufallsvariablen

Die Definition des Erwartungswerts bzw. Lebesgue-Integrals einer nichtnegativen Zufallsvariable

bzgl.P beruht auf der monotonen Approximation durch elementare Zufallsvariablen:

Lemma 3.1 (Monotone Approximation durch elementare Zufallsvariablen). SeiX : Ω →
[0,∞] eine nichtnegative Zufallsvariable auf(Ω,A, P ). Dann existiert eine monoton wachsende

Folge elementarer Zufallsvariablen0 ≤ X1 ≤ X2 ≤ . . . mit

X(ω) = lim
n→∞

Xn(ω) = sup
n∈N

Xn(ω) für alleω ∈ Ω.

Beweis.Fürn ∈ N sei

Xn(ω) :=




(k − 1) · 2−n falls (k − 1) · 2−n ≤ X(ω) < k · 2−n für eink = 1, 2, . . . , n · 2n,
n falls X(ω) ≥ n.

Dann istXn eine elementare Zufallsvariable, denn es gilt

Xn =

n2n∑

k=1

k − 1

2n
I{ k−1

2n
≤X< k

2n} + nI{X≥n}.

Die FolgeXn(ω) ist für jedesω monoton wachsend, da die Unterteilung immer feiner wird, und

sup
n∈N

Xn(ω) = lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω) für alleω ∈ Ω.
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Abbildung 3.1: Approximation durch Elementarfunktionen.Hier ist die Annäherung in rot in

zwei verschiedenen Feinheiten dargestellt.

Definition (Erwartungswert einer nicht-negativen Zufallsvariable). DerErwartungswert(bzw.

dasLebesgueintegral) einer ZufallsvariableX : Ω → [0,∞] bzgl.P ist definiert als

E[X ] := lim
n→∞

E[Xn] = sup
n→∞

E[Xn] ∈ [0,∞], (3.1.2)

wobei (Xn)n∈N eine beliebige monoton wachsende Folge von nichtnegativenelementaren Zu-

fallsvariablen mitX = supXn ist.
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Auch in diesem Fall ist der Erwartungswert wohldefiniert (in[0,∞]):

Lemma 3.2 (Wohldefiniertheit ). Die Definition ist unabhängig von der Wahl einer monoton

wachsenden Folge(Xn) von nichtnegativen elementaren Zufallsvariablen mitX = supn∈NXn.

Für den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung oderauf die Literatur, siehe z.B. Ap-

pendix 5 in WILLIAMS „Probability with martingales“.

Bemerkung (Monotone Stetigkeit und monotone Konvergenz). SindXn = IAn undX = IA

Indikatorfunktionen, dann folgt (3.1.2) aus der monotonenStetigkeit vonP . In diesem Fall gilt

nämlich:

Xn ր X ⇐⇒ An ր A (d.h.An monoton wachsend undA =
⋃

An).

Aus der monotonen Stetigkeit vonP folgt dannE[X ] = P [A] = limP [An] = limE[Xn].

Die Monotonie des Erwartungswerts überträgt sich von elementaren auf nichtnegative Zufallsva-

riablen:

Lemma 3.3 (Monotonie des Erwartungswerts). Für nichtnegative ZufallsvariablenX, Y mit

X ≤ Y gilt E[X ] ≤ E[Y ].

Beweis.Ist X ≤ Y , dann gilt auchXn ≤ Yn für die im Beweis von Lemma 3.1 konstruierten,

approximierenden elementaren Zufallsvariablen, also

E[X ] = sup
n∈N

E[Xn] ≤ sup
n∈N

E[Yn] = E[Y ].

Allgemeine Zufallsvariablen

Eine allgemeine ZufallsvariableX : Ω → R können wir in ihren positiven und negativen Anteil

zerlegen:

X = X+ −X− mit X+ := max(X, 0), X− := −min(X, 0).

X+ undX− sind beides nichtnegative Zufallsvariablen. Ist mindestens einer der beiden Erwar-

tungswerteE[X+] bzw.E[X−] endlich, dann können wir (ähnlich wie schon in Kapitel?? für

diskrete Zufallsvariablen) definieren:

Definition (Erwartungswert einer allgemeinen Zufallsvariable). Für eine ZufallsvariableX :

Ω → R mitE[X+] <∞ oderE[X−] <∞ ist der Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral)

bzgl.P definiert als

E[X ] := E[X+]− E[X−] ∈ [−∞,∞].
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Notation: Da der ErwartungswertE[X ] das Lebesgue-Integral der meßbaren FunktionX :

Ω → R bzgl. des MaßesP ist, verwenden wir auch folgende Notation:

E[X ] =

∫
X dP =

∫
X(ω) P (dω).

Bemerkung (Integration bzgl. σ-endlicher Maße). Die Definition des Lebesgue-Integrals kann

auf σ-endliche Maße erweitert werden. Ein MaßQ auf (Ω,A) heißtσ-endlich, falls meßbare

MengenB1, B2, . . . ⊆ Ω existieren mitQ[Bn] <∞ für allen ∈ N undΩ =
⋃
Bn.

3.1.2 Eigenschaften des Erwartungswerts

Nachdem wir den Erwartungswert einer allgemeinen ZufallsvariableX : Ω → R definiert haben,

fassen wir nun einige elementare Eigenschaften zusammen. Dazu bezeichnen wir mit

L1 = L1(P ) = L1(Ω,A, P ) := {X : Ω → R Zufallsvariable: E[|X|] <∞}

die Menge allerbzgl. P integrierbaren Zufallsvariablen. Für eineX ∈ L1(Ω,A, P ) ist nach

Lemma 3.3 sowohlE[X+] als auchE[X−] endlich. Also ist der ErwartungswertE[X ] definiert

und endlich.

Satz 3.4(Linearität und Monotonie des Erwartungswerts). Für ZufallsvariablenX, Y ∈
L1(Ω,A, P ) unda, b ∈ R gilt:

(1). X ≥ 0 P -fast sicher=⇒ E[X ] ≥ 0.

(2). Die ZufallsvariableaX + bY ist bzgl.P integrierbar, und

E[aX + bY ] = a · E[X ] + b · E[Y ].

Insbesondere ist der Erwartungswert monoton:

(3). X ≤ Y P -fast sicher=⇒ E[X ] ≤ E[Y ].

Zum Beweis der Eigenschaften (1) und (2) verweisen wir auf die Analysisvorlesung oder die

Literatur. Eigenschaft (3) folgt unmittelbar aus (1) und (2).

Nach Aussage (2) des Satzes istL1(Ω,A, P ) ein Vektorraum. Durch

X ∼ Y : ⇐⇒ P [X 6= Y ] = 0
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wird eine Äquivalenzrelation auf diesem Raum definiert. Eine Konsequenz von Aussage (3) des

Satzes ist, dass zwei äquivalente (alsoP -fast sicher identische) Zufallsvariablen denselben Er-

wartungswert haben:

X ∼ Y =⇒ E[X ] = E[Y ].

Daher ist der Erwartungswert einer Äquivalenzklasse vonP -fast sicher gleichen Zufallsvariablen

eindeutig definiert. In Zukunft verwenden wir häufig dieselbe Notation für die Äquivalenzklassen

und Repräsentanten aus den Äquivalenzklassen. Satz 3.4 besagt, dass der Erwartungswert ein

positives lineares Funktionalauf dem Raum

L1(Ω,A, P ) := L1(Ω,A, P )/ ∼

aller Äquivalenzklassen von integrierbaren Zufallsvariablen definiert. Aus dem Satz folgt zudem:

Korollar 3.5. Durch

‖X‖L1(Ω,A,P ) = E[|X|]

wird eine Norm aufL1(Ω,A, P ) definiert. Insbesondere gilt für ZufallsvariablenX : Ω → R :

E[|X|] = 0 =⇒ X = 0 P -fast sicher.

Beweis.Für eine ZufallsvariableX : Ω → R mit E[|X|] = 0 undε > 0 gilt wegen der Monoto-

nie und Linearität des Erwartungswerts:

P [|X| ≥ ε] = E
[
I{|X|≥ε}

]
≤ E

[ |X|
ε

]
=

1

ε
E[|X|] = 0.

Für εց 0 erhalten wir

P [|X| > 0] = lim
εց0

P [|X| ≥ ε] = 0,

alsoX = 0 P -fast sicher.

Zudem folgt aus der Monotonie und Linearität des Erwartungswerts die Dreiecksungleichung:

E[|X + Y |] ≤ E[|X|+ |Y |] = E[|X|] + E[|Y |].

In der Analysis wird gezeigt, dass der RaumL1(Ω,A, P ) bzgl. der im Korollar definierten Norm

ein Banachraum ist.
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3.1.3 Konvergenzsätze

Ein entscheidender Vorteil des Lebesgue-Integrals gegenüber anderen Integrationsbegriffen ist

die Gültigkeit von sehr allgemeinen Konvergenzsätzen (Vertauschen von Grenzwerten und Inte-

gralen bzw. Erwartungswerten). Dass solche Aussagen sehr wichtig sind, und keineswegs immer

gelten, demonstriert das folgende Beispiel:

Beispiel (Setzen mit Verdoppeln). Wir betrachten Setzen mit Verdoppeln auf »Zahl« für eine

Folge von fairen Münzwürfen. Bei Anfangseinsatz1 beträgt das Kapital des Spielers nachn

Würfen

Xn = 2n · I{n<T} ,

wobeiT die Wartezeit auf den ersten »Kopf« ist. Es folgt

E[Xn] = 2nP [T > n] = 2n · 2−n = 1 für allen ∈ N,

das Spiel ist also fair. Andererseits fällt aberP -fast sicher irgendwann einmal »Kopf«, d.h.

lim
n→∞

Xn = 0 P -fast sicher.

In dieser Situation ist also

limE[Xn] = 1 6= 0 = E[limXn] !!!

Die Voraussetzungen der Konvergenzsätze 3.6 und 3.9 sind hier nicht erfüllt.

Die im folgenden betrachteten Konvergenzsätze lassen sichalle zurückführen auf einen funda-

mentalen Konvergenzsatz. Dieser ergibt sich aus der oben skizzierten Konstruktion des Lebesgue-

Integrals, und charakterisiert dieses zusammen mit der Linearität und Monotonie:

Satz 3.6(Satz von der monotonen Konvergenz, B. Levi). Ist (Xn)n∈N eine monoton wachsende

Folge von Zufallsvariablen mitE[X−
1 ] <∞ (z.B.X1 ≥ 0), dann gilt:

E[sup
n∈N

Xn] = E[ lim
n→∞

Xn] = lim
n→∞

E[Xn] = sup
n∈N

E[Xn].

Der Beweis findet sich in zahlreichen Lehrbüchern der Integrations- oder Warscheinlichkeits-

theorie, siehe z.B. WILLIAMS : PROBABILITY WITH MARTINGALES , APPENDIX 5.

Eine erste wichtige Konsequenz des Satzes von der monotonenKonvergenz ist:

Korollar 3.7. Für nichtnegative ZufallsvariablenXi, i ∈ N, gilt:

E

[ ∞∑

i=1

Xi

]
=

∞∑

i=1

E[Xi].
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Beweis.Durch Anwenden von Satz 3.6 auf die Partialsummen erhalten wir:

E

[ ∞∑

i=1

Xi

]
= E

[
lim
n→∞

n∑

i=1

Xi

]

= lim
n→∞

E

[
n∑

i=1

Xi

]
(wegen monotoner Konvergenz)

= lim
n→∞

n∑

i=1

E[Xi] (wegen Linearität)

=
∞∑

i=1

E[Xi].

Bemerkung (Abzählbare Wahrscheinlichkeitsräume, Summation als Spezialfall von Inte-

gration). FallsΩ abzählbar ist, können wir jede ZufallsvariableX : Ω → R auf die folgende

Weise als abzählbare Linearkombination von Indikatorfunktionen darstellen:

X =
∑

ω∈Ω
X(ω) · I{ω}.

IstX ≥ 0, dann gilt nach Korollar 3.7:

E[X ] =
∑

ω∈Ω
X(ω) · P [{ω}].

Dieselbe Darstellung des Erwartungswerts gilt auch für allgemeine reellwertige Zufallsvariablen

auf Ω, falls der Erwartungswert definiert ist, d.h. fallsE[X+] oderE[X−] endlich ist. Damit

sehen wir, dassSummation ein Spezialfall von Integrationist: IstΩ abzählbar undp(ω) ≥ 0 für

alleω ∈ Ω, dann gilt ∑

ω∈Ω
X(ω) · p(ω) =

∫
X dP,

wobeiP das Maß mit Massenfunktionp ist. Beispielsweise gilt auch

∑

ω∈Ω
X(ω) =

∫
X dν,

wobeiν das durchν[A] = |A|, A ⊆ Ω, definierteZählmaß ist. Insbesondere bemerken wir:

Konvergenzsätze wie der Satz von der monotonen Konvergenz lassen sich auch auf abzählbare

Summen anwenden!

Wir beweisen nun noch zwei wichtige Konvergenzsätze, die sich aus dem Satz von der monoto-

nen Konvergenz ergeben:
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Korollar 3.8 (Lemma von Fatou). SeienX1, X2, · · · : Ω → R Zufallsvariablen auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) und seiY ∈ L1(Ω,A, P ) (z.B.Y ≡ 0).

(1). GiltXn ≥ Y für alle n ∈ N, dann folgt

E[lim infXn] ≤ lim inf E[Xn].

(2). GiltXn ≤ Y für alle n ∈ N, dann folgt

E[lim supXn] ≥ lim sup E[Xn].

Beweis.Die Aussagen folgen aus dem Satz über monotone Konvergenz. Beispielsweise gilt:

E [lim inf Xn] = E

[
lim
n→∞

inf
k≥n

Xk

]
= lim

n→∞
E

[
inf
k≥n

Xk

]

≤ lim
n→∞

inf
k≥n

E[Xk] = lim inf
n→∞

E[Xn],

da die Folge der Infima monoton wachsend ist und durch die integrierbare ZufallsvariableY nach

unten beschränkt ist. Die zweite Aussage zeigt man analog.

Korollar 3.9 (Satz von der majorisierten Konvergenz, Lebesgue). SeiXn : Ω → R (n ∈ N)

eineP -fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen. Existiert eine integrierbare Majoran-

te, d.h. eine ZufallsvariableY ∈ L1(Ω,A, P ) mit |Xn| ≤ Y für alle n ∈ N, dann gilt

E[limXn] = lim E[Xn]. (3.1.3)

Beweis.Aus dem Lemma von Fatou folgt

E[lim infXn] ≤ lim inf E[Xn] ≤ lim sup E[Xn] ≤ E[lim supXn],

daXn ≥ −Y ∈ L1 undXn ≤ Y ∈ L1 für allen ∈ N gilt. KonvergiertXn P -fast sicher, dann

stimmen die linke und rechte Seite der obigen Ungleichungskette überein.

3.2 Berechnung von Erwartungswerten; Dichten

Sei(Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man in verschie-

denen Fällen den Erwartungswert einer ZufallsvariableX : Ω → [0,∞] aus der Verteilung von

X berechnen kann.
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3.2.1 Diskrete Zufallsvariablen

FallsX nur abzählbar viele Werte annimmt, können wir die ZufallsvariableX auf folgende Weise

als abzählbare Linearkombination von Indikatorfunktionen darstellen:

X =
∑

a∈X(Ω)

a · I{X=a}.

Nach Korollar 3.7 folgt

E[X ] =
∑

a∈X(Ω)

E[a · I{X=a}] =
∑

a∈X(Ω)

a · P [X = a].

Dieselbe Aussage gilt allgemeiner für diskrete reellwertige ZufallsvariablenX mit E[X+] < ∞
oderE[X−] <∞.

Für ZufallsvariablenX : Ω → S, mit Werten in einer beliebigen abzählbaren MengeS, und eine

Borel-messbare Funktionh : S → R erhalten wir entsprechend

E[h(X)] =
∑

a∈X(Ω)

h(a) · P [X = a], (3.2.1)

fallsE[h(X)] definiert ist, also z.B. fallsh ≥ 0 oderh(X) ∈ L1(Ω,A, P ) gilt.

Die allgemeine Definition des Erwartungswerts als Lebesgueintegral stimmt also für diskrete

Zufallsvariablen mit der in Kapitel?? gegebenen Definition überein.

3.2.2 Allgemeine Zufallsvariablen

Die Berechnungsformel (3.2.1) für den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen lässt sich auf

Zufallsvariablen mit beliebigen Verteilungen erweitern.Sei dazu(Ω,A, P ) ein Wahrscheinlich-

keitsraum,(S,S) ein messbarer Raum,X : Ω → S eine Zufallsvariable, undh : S → [0,∞]

eine messbare Abbildung.

Satz 3.10(Transformationssatz). Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

EP [h(X)] =

∫
h(X(ω))P (dω) =

∫
h(x) µ(dx) = Eµ[h],

wobeiµ = P ◦X−1 die Verteilung vonX unterP ist, undEP bzw.Eµ den Erwartungswert unter

P bzw.µ bezeichnet.

Die Erwartungswerte hängen somit nur von der Verteilung vonX ab!

Beweis.Der Beweis erfolgt in drei Schritten:
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(1). Isth = IB die Indikatorfunktion einer messbaren MengeB ∈ S, dann erhalten wir

E[h(X)] =

∫
IB(X(ω))P (dω) = P [X−1(B)] = µ[B] =

∫
IB dµ,

daIB(X(ω)) = IX−1(B)(ω) für alleω ∈ Ω gilt.

(2). Für Linearkombinationenh =
∑n

i=1 ciIBi
von Indikatorfunktionen mitn ∈ N, ci ∈ R, und

Bi ∈ S gilt die Aussage auch, da das Lebesgueintegral linear vom Integranden abhängt.

(3). Für eine allgemeine messbare Funktionh ≥ 0 existiert schließlich eine monoton wachsen-

de Folgehn von Elementarfunktionen mithn(x) ր h(x) für allex ∈ S. Durch zweimalige

Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz erhaltenwir erneut:

E[h(X)] = E[limhn(X)] = limE[hn(X)] = lim

∫
hn dµ =

∫
h dµ.

Bemerkung. Das hier verwendeteBeweisverfahren der »maßtheoretischen Induktion«wird

uns noch sehr häufig begegnen: Wir zeigen eine Aussage

(1). für Indikatorfunktionen,

(2). für Elementarfunktionen,

(3). für nichtnegative meßbare Funktionen,

(4). für allgemeine integrierbare Funktionen.

Für eine integrierbare reellwertige ZufallsvariableX definieren wir genau wie für diskrete Zu-

fallsvariablen (s. Abschnitt??) dieVarianz Var[X ] und dieStandardabweichungσ[X ] durch

Var[X ] := E[(X − E[X ])2], σ[X ] :=
√
Var[X ] .

Auch in diesem Fall folgen aus der Linearität des Erwartungswerts die Rechenregeln

Var[X ] = E[X2]−E[X ]2, und (3.2.2)

Var[aX + b] = Var[aX ] = a2 · Var[X ] für allea, b ∈ R. (3.2.3)

Insbesondere ist die Varianz genau dann endlich, wennE[X2] endlich ist. Nach Korollar 3.5 gilt

zudem genau dannVar[X ] = 0, wennX P -fast sicher konstant gleichE[X ] ist. Aufgrund des

Transformationssatzes können wir den Erwartungswert und die Varianz auch allgemein aus der

VerteilungµX = P ◦X−1 berechnen:
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Korollar 3.11 (Berechnung von Erwartungswert und Varianz aus der Verteilung). Der Er-

wartungswertE[X ] und die VarianzVar[X ] einer reellen ZufallsvariableX hängen nur von der

VerteilungµX = P ◦X−1 ab:

Var[X ] =

∫
(x− x)2 µX(dx) mit x = E[X ] =

∫
x µX(dx).

Beweis.Durch Anwenden von Satz 3.10 auf die nicht-negativen ZufallsvariablenX+ undX−

erhalten wir

E[X ] = E[X+]− E[X−] =

∫
x+µX(dx)−

∫
x−µX(dx) =

∫
xµX(dx), und

Var[X ] = E[(X − E[X ])2] =

∫
(x− E[X ])2µX(dx).

Der nächste Satz zeigt unter anderem, wie man den Erwartungswert einer nicht-negativen Zu-

fallsvariableT konkret aus der Verteilungsfunktion

FT (t) = P [T ≤ t] = µT [[0, t]], t ∈ R, berechnet:

Satz 3.12(Berechnung von Erwartungswerten aus der Verteilungsfunktion). Für eine Zu-

fallsvariableT : Ω → R+ und eine stetig differenzierbare Funktionh : R+ → R+ gilt

E[h(T )] =

∫ ∞

0

P [T > t] h′(t) dt =

∫ ∞

0

(1− FT (t)) h
′(t) dt.

Beweis.Wegen

h(T (ω)) =

∫ T (ω)

0

h′(t) dt =

∫ ∞

0

I{T>t}(ω) h
′(t) dt

erhalten wir

E[h(T )] = E

[∫ ∞

0

I{T>t} h
′(t) dt

]
=

∫ ∞

0

E
[
I{T>t}h

′(t)
]
dt =

∫ ∞

0

P [T > t] h′(t) dt.

Hierbei haben wir im Vorgriff auf Abschnitt 3.3 denSatz von Fubinibenutzt, der gewährleistet,

dass man zwei Lebesgueintegrale (das Integral übert und den Erwartungswert) unter geeigneten

Voraussetzungen (Produktmeßbarkeit) vertauschen kann, siehe Satz 3.16.

Bemerkung (Lebesgue-Stieltjes-Integral). Das Lebesgue-Stieltjes-Integral
∫
g dF einer meß-

baren Funktiong : R → [0,∞] bzgl. der VerteilungsfunktionF einer Wahrscheinlichkeitsvertei-

lungµ aufR ist definiert als das Lebesgue-Integral vong bzgl.µ:
∫
g(t) dF (t) :=

∫
g(t) µ(dt).

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



100 KAPITEL 3. INTEGRATION BZGL. WAHRSCHEINLICHKEITSMASSEN

Ist g stetig, dann lässt sich das Integral als Limes von Riemann-Summen darstellen. Nach dem

Transformationssatz gilt für eine ZufallsvariableT : Ω → R+ undh ∈ C(R+,R+):

E[h(T )] =

∫
h(t) µT (dt) =

∫
h(t) dFT (t).

Die Aussage von Satz 3.12 ergibt sich hieraus formal durch partielle Integration.

Beispiel (Exponentialverteilung). Für eine zum Parameterλ > 0 exponentialverteilte Zufalls-

variableT erhalten wir

E[T ] =

∫ ∞

0

P [T > t] dt =

∫ ∞

0

e−λt dt =
1

λ
.

Die mittlere Wartezeit ist also der Kehrwert der Intensität. Mit partieller Integration folgt zudem

E[T 2] =

∞∫

0

P [T > t] 2t dt =

∞∫

0

2te−λt dt =
2

λ

∞∫

0

e−λt dt =
2

λ2
, also

σ[T ] =
√

Var[T ] = (E[T 2]−E[T ]2)1/2 =
1

λ
.

Die Standardabweichung ist somit genauso groß wie der Erwartungswert!

Beispiel(Heavy tails). Seiα > 0. Für eine ZufallsvariableT : Ω → [0,∞) mit

P [T > t] ∼ t−α für t→ ∞

ist der ErwartungswertE[T ] =
∫∞
0
P [T > t] dt genau dann endlich, wennα > 1 ist. Allgemei-

ner ist dasp-te Moment

E [T p] =

∞∫

0

P [T p > t] dt =

∞∫

0

P
[
T > t1/p

]
︸ ︷︷ ︸

∼t−α/p

dt

genau fürp < α endlich. Beispielsweise istT für α ∈ (1, 2] integrierbar, aber die Varianz ist in

diesem Fall unendlich.

3.2.3 Zufallsvariablen mit Dichten

Die Verteilungen vieler Zufallsvariablen haben eine Dichte bzgl. des Lebesguemaßes, oder bzgl.

eines anderen geeigneten Referenzmaßes. In diesem Fall können wir Erwartungswerte durch eine

Integration bzgl. des Referenzmaßes berechnen. Sei(S,S) ein messbarer Raum undν ein Maß

auf (S,S) (z.B. das Lebesguemaß oder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung).
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Definition (Wahrscheinlichkeitsdichte). EineWahrscheinlichkeitsdichteauf (S,S, ν) ist eine

meßbare Funktion̺ : S → [0,∞] mit
∫

S

̺(x) ν(dx) = 1.

Satz 3.13(Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen mit Dichten).

(1). Ist̺ eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf(S,S, ν), dann wird durch

µ[B] :=

∫

B

̺(x) ν(dx) =

∫
IB(x)̺(x) ν(dx) (3.2.4)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilungµ auf (S,S) definiert.

(2). Für jede meßbare Funktionh : S → [0,∞] gilt
∫
h(x) µ(dx) =

∫
h(x)̺(x) ν(dx). (3.2.5)

Insbesondere folgt nach dem Transformationssatz:

E[h(X)] =

∫
h(x)̺(x) ν(dx)

für jede ZufallsvariableX mit Verteilungµ.

Beweis.Wir zeigen zunächst, dassµ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf(S,S) ist: Sind

B1, B2, ... ∈ S disjunkte Mengen, so folgt wegen̺≥ 0 nach Korollar 3.7:

µ
[⋃

Bi

]
=

∫
I⋃Bi

(x) · ̺(x) ν(dx) =

∫ ∑
IBi

(x) · ̺(x) ν(dx)

=
∑∫

IBi
(x) · ̺(x) ν(dx) =

∑
µ[Bi].

Zudem giltµ[S] =
∫
̺ dν = 1, da̺ eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

Die Aussage (3.2.5) über den Erwartungswert beweisen wir durch maßtheoretische Induktion:

(1). Die Aussage folgt unmittelbar, wennh = IB für B ∈ S gilt.

(2). Für Linearkombinationenh =
∑n

i=1 ciIBi
folgt die Aussage aus der Linearität beider Sei-

ten von (3.2.5) inh.

(3). Für allgemeineh ≥ 0 existiert eine Teilfolgehn aus Elementarfunktionen mithn ր h. Mit

monotoner Konvergenz folgt dann
∫
h dµ = lim

∫
hn dµ = lim

∫
hn̺ dν =

∫
h̺ dν.
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Bemerkung (Eindeutigkeit der Dichte). Durch (3.2.4) wird die Dichte̺ (x) der Wahrschein-

lichkeitsverteilungµ bzgl. des Referenzmaßesν für ν-fast allex eindeutig festgelegt: Existiert

eine weitere Funktioñ̺ ∈ L1(S,S, ν) mit
∫

B

˜̺dν = µ[B] =

∫

B

̺ dν für alleB ∈ S,

dann folgt
∫

(̺− ˜̺)+ dν =

∫

{̺>˜̺}
(̺− ˜̺) dν = 0, und entsprechend

∫
(̺− ˜̺)− dν =

∫

{̺<˜̺}
(˜̺− ̺) dν = 0.

Somit erhalten wir(̺− ˜̺)+ = (̺− ˜̺)− = 0 ν-fast überall, also̺ = ˜̺ ν-fast überall.

Notation. Die Aussage (3.2.5) rechtfertigt in gewissem Sinn die folgenden Notationen für eine

Wahrscheinlichkeitsverteilungµ mit Dichte̺ bzgl.ν:

µ(dx) = ̺(x) ν(dx) bzw. dµ = ̺ dν bzw. µ = ̺ · ν.

Für die nach der Bemerkungν-fast überall eindeutig bestimmte Dichte vonµ bzgl.ν verwenden

wir dementsprechend auch die Notation

̺(x) =
dµ

dν
(x).

Wichtige Spezialfälle.

(1). MASSENFUNKTION ALS DICHTE BZGL. DES ZÄHLMASSES.

Das Zählmaß auf einer abzählbaren MengeS ist durch

ν[B] = |B| für B ⊆ S

definiert. Die Massenfunktionx 7→ µ[{x}] einer Wahrscheinlichkeitsverteilungµ auf S

ist die Dichte vonµ bzgl. des Zählmaßesν. Insbesondere ist die Massenfunktion einer

ZufallsvariableX : Ω → S die Dichte der Verteilung vonX bzgl.ν:

µX [B] = P [X ∈ B] =
∑

a∈B
pX(a) =

∫

B

pX(a)ν(da) für alleB ⊆ S.
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Die Berechnungsformel für den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen ergibt sich da-

mit als Spezialfall von Satz 3.13:

E[h(X)]
3.13
=

∫
h(a)pX(a)ν(da) =

∑

a∈S
h(a)pX(a) für alleh : S → [0,∞].

(2). DICHTEN BZGL. DES LEBESGUE-MASSES.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilungµ auf Rd mit Borelscherσ-Algebra hat genau dann

eine Dichte̺ bzgl. des Lebesgue-Maßesλ, wenn

µ[(−∞, c1]× . . .× (−∞, cd]] =

c1∫

−∞

· · ·
cd∫

−∞

̺(x1, . . . , xd) dxd · · · dx1

für alle (c1, . . . , cd) ∈ Rd gilt. Insbesondere hat die Verteilung einer reellwertigenZufalls-

variableX genau dann die DichtefX bzgl.λ, wenn

FX(c) = µX [(−∞, c]] =

c∫

−∞

fX(x) dx für allec ∈ R

gilt. Die Verteilungsfunktion ist in diesem Fall eine Stammfunktion der Dichte, und damit

λ-fast überall differenzierbar mit Ableitung

F ′
X(x) = fX(x) für fast allex ∈ R.

Für den Erwartungswert ergibt sich

E[h(X)] =

∫

R

h(x)fX(x) dx

für alle meßbaren Funktionenh : R → R mit h ≥ 0 oderh ∈ L1(R,B(R), µ).

Beispiel (Normalverteilungen). Die Dichte der Standardnormalverteilung bzgl. des Lebesgue-

Maßes ist̺ (x) = (2π)−1/2e−x2/2. Damit erhalten wir für den Erwartungswert und die Varianz

einer ZufallsvariableZ ∼ N(0, 1):

E[Z] =

∫ ∞

−∞
x · (2π)−1/2e−x2/2 dx = 0,

und, mit partieller Integration,

Var[Z] = E[Z2] =

∫ ∞

−∞
x2 · (2π)−1/2e−x2/2 dx =

∫ ∞

−∞
(2π)−1/2 · e−x2/2 dx = 1.
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IstX eineN(m, σ2)-verteilte Zufallsvariable, dann istZ = X−m
σ

standardnormalverteilt, und es

gilt X = m+ σZ, also

E[X ] = m+ σE[Z] = m, und

Var[X ] = Var[σZ] = σ2Var[Z] = σ2.

Die Parameterm undσ geben also den Erwartungswert und die Standardabweichung der Nor-

malverteilung an.

(3). RELATIVE DICHTEN. Seienµ und ν zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem

meßbaren Raum(S,S) mit Dichtenf bzw.g bezüglich eines Referenzmaßesλ (zum Bei-

spiel bzgl. des Zählmaßes oder des Lebesgue-Maßes). Giltg > 0 λ-fast überall, dann hat

µ bzgl.ν die Dichte
dµ

dν
=

f

g
=

dµ/dλ

dν/dλ
,

denn nach Satz 3.13 gilt für alleB ∈ S:

µ[B] =

∫

B

f dλ =

∫

B

f

g
g dλ =

∫

B

f

g
dν .

In der Statistik treten relative Dichten als „Likelihoodquotienten“ auf, wobeif(x) bzw.

g(x) die „Likelihood“ eines Beobachtungswertesx bzgl. verschiedener möglicher zugrun-

deliegender Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschreibt, s. Abschnitt 6.4.

3.2.4 Existenz von Dichten

Wir geben nun ohne Beweis den Satz von Radon-Nikodym an. Dieser Satz besagt, dass eine

Wahrscheinlichkeitsverteilung genau dann eine Dichte bzgl. eines anderen (σ-endlichen) Maßes

ν hat, wenn alleν-Nullmengen auchµ-Nullmengen sind. Hierbei nennen wir ein Maßν auf

einem meßbaren Raum(S,S) σ-endlich, wenn eine Folge von meßbaren MengenBn ∈ S mit

ν[Bn] <∞ undS =
⋃

n∈NBn existiert.

Definition (Absolutstetigkeit und Singularität von Maßen).

(1). Ein Maßµ auf (S,S) heißtabsolutstetigbzgl. eines anderen Maßesν auf demselben meß-

baren Raum (µ ≪ ν) falls für alleB ∈ S gilt:

ν[B] = 0 =⇒ µ[B] = 0

µ undν heißenäquivalent(µ ≈ ν), fallsµ≪ ν undν ≪ µ.
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(2). Die Maßeµ undν heißensingulär (µ ⊥ ν), falls eine MengeB ∈ S mit ν[B] = 0 und

µ[BC ] = 0 existiert.

Beispiel(Dirac-Maß). Ein Diracmaßδx, x ∈ R, ist singulär zum Lebesguemaßλ aufR.

Satz 3.14(Radon-Nikodym). Für ein Wahrscheinlichkeitsmaßµ und einσ-endliches Maßν gilt

µ ≪ ν genau dann, wenn eine Dichte̺ ∈ L1(S,S, ν) existiert mit

µ[B] =

∫

B

̺ dν für alleB ∈ S.

Die eine Richtung des Satzes zeigt man leicht: Hatµ eine Dichte bzgl.ν, und giltν[B] = 0, so

folgt

µ[B] =

∫

B

̺ dν =

∫
̺ · IB dν = 0

wegen̺ · IB = 0 ν-fast überall. Der Beweis der Umkehrung ist nicht so einfach, und kann

funktionalanalytisch erfolgen, siehe z.B. Klenke: „Wahrscheinlichkeitstheorie“. Ein stochasti-

scher Beweis des Satzes von Radon-Nikodym basierend auf demMartingal-Konvergenzsatz fin-

det sich z.B. in Williams: „Probability with martingales”.

Beispiel (Absolutstetigkeit von diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen). Sind µ und ν

Maße auf einer abzählbaren MengeS, dann giltµ ≪ ν genau dann, wennµ(x) = 0 für alle

x ∈ S mit ν(x) = 0 gilt. In diesem Fall ist die Dichte vonµ bzgl.ν durch

dµ

dν
(x) =





µ(x)

ν(x)
falls ν(x) 6= 0,

beliebig sonst,

gegeben. Man beachte, dass die Dichte nur fürν-fast allex (also für allexmit ν(x) 6= 0) eindeutig

bestimmt ist.

Seien nunµ und ν zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf(S,S). Ist µ absolutstetig bzgl.ν mit

Dichtedµ/dν, dann gilt nach Satz 3.13:
∫
f dµ =

∫
f · dµ

dν
dν für alle meßbaren Funktionenf : S → R+. (3.2.6)

Die folgenden elementaren Aussagen ergeben sich unmittelbar aus (3.2.6):

Satz 3.15. (1). Ist µ absolutstetig bzgl.ν mit ν-fast überall strikt positiver relativer Dichte,

dann ist auchν absolutstetig bzgl.µ, und

dν

dµ
(x) =

(
dµ

dν
(x)

)−1

für µ-fast allex ∈ S.
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(2). Sindµ undν beide absolutstetig bzgl. eines Referenzmaßesλ mit Dichtenf undg, und gilt

g > 0 λ-fast überall, dann istµ absolutstetig bzgl.ν mit relativer Dichte

dµ

dν
(x) =

f(x)

g(x)
für ν-fast allex ∈ S.

(3). Sindµ1, . . . , µn und ν1, . . . , νn Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf meßbaren Räumen

(S1,S1), . . . , (Sn,Sn) mit µi ≪ νi für alle 1 ≤ i ≤ n, dann ist auchµ1 ⊗ µ2 ⊗ . . . ⊗ µn

absolutstetig bzgl.ν1 ⊗ ν2 ⊗ . . .⊗ νn mit relativer Dichte

d(µ1 ⊗ . . . µn)

d(ν1 ⊗ . . .⊗ νn)
(x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

dµi

dνi
(xi).

Die letzte Aussage gilt nicht für unendliche Produkte:

Beispiel (Singularität von unendlichen Produktmaßen). Sindµ undν zwei unterschiedliche

Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem meßbaren Raum(S,S), dann ist das unendliche Pro-

dukt µ∞ :=
⊗

i∈N µ nicht absolutstetigzu ν∞ :=
⊗

i∈N ν. In der Tat gilt nämlich nach dem

Gesetz der großen Zahlen:

µ∞

[{
(x1, x2, . . .) ∈ S∞ : lim

n→∞

1

n

n∑

i=1

IB(xi) = µ[B]

}]
= 1

ν∞

[{
(x1, x2, . . .) ∈ S∞ : lim

n→∞

1

n

n∑

i=1

IB(xi) = ν[B]

}]
= 1

für alleB ∈ S. Ist µ 6= ν, dann existiert eine MengeB ∈ S mit µ[B] 6= ν[B]. Also sind die

Wahrscheinlichkeitsverteilungenµ∞ undν∞ in diesem Fall sogarsingulär. In Satz 6.7 werden

wir sehen, dass die relativen Dichtendµn/dνn der endlichen Produktmaße fürµ 6= ν undn→ ∞
exponentiell schnell anwachsen.

3.3 Mehrstufige Modelle und bedingte Dichten

Seien(Si,Si), 1 ≤ i ≤ n, meßbare Räume. Wir wollen allgemeine Wahrscheinlichkeitsvertei-

lungen auf dem ProduktraumS1× ...×Sn konstruieren und effektiv beschreiben. In Analogie zu

diskreten, mehrstufigen Modellen versuchen wir diese in derForm

P (dx1...dxn) = µ(dx1)p(x1, dx2)p((x1, x2), dx3) · · · p((x1, ..., xn−1), dxn)

darzustellen.
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3.3.1 Stochastische Kerne und der Satz von Fubini

Wir betrachten zunächst den Falln = 2, der allgemeine Fall ergibt sich dann durch Iteration der

Konstruktion. Seien also(S,S) und(T,T ) meßbare Räume, und sei

Ω := S × T, und A := S ⊗ T die Produkt-σ-Algebra.

Unser Ziel ist die Konstruktion einer WahrscheinlichkeitsverteilungP auf (Ω,A) vom Typ

P (dxdy) = µ(dx)p(x, dy).

Definition (Stochastischer Kern). Eine Abbildung

p : S × T −→ [0, 1], (x, C) 7→ p(x, C),

heißtstochastischer Kern, wenn gilt:

(i) p(x, •) ist für jedesx ∈ S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf(T,T ), und

(ii) p(•, C) ist für jedesC ∈ T eine meßbare Funktion auf(S,S).

Bemerkung (Diskreter Spezialfall). SindS undT abzählbar mitσ-AlgebrenS = P(S) und

T = P(T ), dann istp eindeutig festgelegt durch die Matrix mit Komponenten

p(x, y) := p(x, {y}) (x ∈ S , y ∈ T ).

Dap ein stochastischer Kern ist, istp(x, y) (x ∈ S, y ∈ T ) einestochastische Matrix.

Der folgende Satz zeigt im allgemeinen Fall die Existenz eines zweistufigen Modells mitµ als

Verteilung der ersten Komponente, undp(x, •) als bedingte Verteilung der zweiten Komponente

gegeben den Wertx der ersten Komponente. Der Satz zeigt zudem, dass Erwartungswerte im

mehrstufigen Modell durch Hintereinanderausführen von Integralen berechnet werden können.

Satz 3.16(Fubini ). Seiµ(dx) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf(S,S) und p(x, dy) ein

stochastischer Kern von(S,S) nach(T,T ). Dann existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeits-

verteilungµ⊗ p auf (Ω,A) mit

(µ⊗ p)[B × C] =

∫

B

µ(dx) p(x, C) für alleB ∈ S, C ∈ T . (3.3.1)

Für diese Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt:
∫
f d(µ⊗ p) =

∫ (∫
f(x, y) p(x, dy)

)
µ(dx) für alleA-messbarenf : Ω → R+.

(3.3.2)
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Beweis. (1). Eindeutigkeit:Das Mengensystem{B × C | B ∈ S, C ∈ T } ist ein durch-

schnittsstabiler Erzeuger der Produkt-σ-AlgebraA. Also ist die Wahrscheinlichkeitsvertei-

lungµ⊗ ν durch (3.3.1) eindeutig festgelegt.

(2). Existenz:Wir wollen die Wahrscheinlichkeitsverteilungµ⊗p über (3.3.2) mitf = IA, A ∈
A, definieren. Dazu müssen wir überprüfen, ob die rechte Seitein diesem Fall definiert ist

(d.h. ob die Integranden messbar sind), und ob

(µ⊗ p)[A] :=

∫ (∫
IA(x, y) p(x, dy)

)
µ(dx)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf(Ω,A) definiert.

Für ProduktmengenA = B×C (B ∈ S, C ∈ T ) ist die Funktionx 7→
∫
IA(x, y)p(x, dy)

nach Definition des stochastischen Kerns messbar. Da die MengenA ∈ A, für die diese

Funktion messbar ist, ein Dynkinsystem bilden, folgt die Messbarkeit für alleA ∈ A.

µ⊗ p ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn einerseitsfolgt

(µ⊗ p)[Ω] = (µ⊗ p)[S × T ] =

∫ (∫
IS(x)IT (y)p(x, dy)

)
µ(dx) = µ[S] = 1

aus
∫
T
p(x, dy) = p(x, T ) = 1; andererseits gilt für disjunkte MengenAi (i ∈ N)

I⋃Ai
=
∑

IAi
,

woraus unter zweimaliger Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz folgt:

(µ⊗ p)

[
⋃

i

Ai

]
=

∫ (∫ ∑

i

IAi
(x, y) p(x, dy)

)
µ(dx)

=
∑

i

∫ (∫
IAi

(x, y) p(x, dy)

)
µ(dx)

=
∑

i

(µ⊗ p)[Ai].

Durch maßtheoretische Induktion zeigt man nun, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung

µ⊗ p auch (3.3.2) erfüllt.

Als nächstes wollen wir dieRandverteilungen des gerade konstruierten zweistufigen Modells

berechnen. Sei alsoP := µ⊗ p, und seien

X : S × T → S , Y : S × T → T

(x, y) 7→ x (x, y) 7→ y
,
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die Projektionen auf die 1. bzw. 2. Komponente. Wegenp(x, T ) = 1 gilt:

P [X ∈ B] = P [B × T ] =

∫

B

µ(dx) p(x, T ) = µ[B] ∀ B ∈ S,

also ist die VerteilungP ◦X−1 der ersten Komponente gleichµ. Für die Verteilung der zweiten

Komponente erhalten wir

P [Y ∈ C] = P [S × C] =

∫

S

µ(dx) p(x, C) ∀ C ∈ T .

Definition. Die durch

(µp)[C] :=

∫
µ(dx) p(x, C), C}inT ,

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf(T,T ) heißtMischungder Wahrscheinlichkeitsver-

teilungenp(x, •) bezüglichµ.

Wie gerade gezeigt, istµp = P ◦ Y −1 die Verteilung der zweiten Komponente im zweistufigen

Modell.

Bemerkung. SindS undT abzählbar, dann sindµ⊗p undµp die schon in Abschnitt??betrach-

teten Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Gewichten

(µ⊗ p)(x, y) = µ(x) p(x, y),

(µp)(y) =
∑

x∈S
µ(x) p(x, y).

Die Massenfunktionen vonµ ⊗ p undµp sind also das Tensor- bzw. Matrixprodukt des Zeilen-

vektorsµ und der stochastischen Matrixp.

3.3.2 Wichtige Spezialfälle

Produktmaße: Ist p(x, •) ≡ ν eine feste (vonx unabhängige) Wahrscheinlichkeitsverteilung

auf (T,T ), dann istµ⊗ p das Produktµ ⊗ ν der Wahrscheinlichkeitsverteilungenµ undν. Der

Satz von Fubini liefert also die Existenz des Produktmaßes,und die schon mehrfach verwendete

Berechnungsformel
∫
f d(µ⊗ ν) =

∫

S

(∫

T

f(x, y) ν(dy)

)
µ(dx) (3.3.3)

für die Integrale nicht-negativer oder integrierbarer messbarer Funktionen bzgl. des Produktma-

ßes. Die Integrationsreihenfolge kann man in diesem Fall vertauschen, denn wegen

(µ⊗ ν)[B × C] = µ[B]ν[C] für alle B ∈ S, C ∈ T (3.3.4)
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gilt (ν ⊗ µ) ◦R−1 = µ⊗ ν, wobeiR(x, y) = (y, x), und damit nach dem Transformationssatz:
∫ (∫

f(x, y) µ(dx)

)
ν(dy)

Fub.
=

∫
f ◦R d(ν ⊗ µ)

=

∫
f d(µ⊗ ν)

Fub.
=

∫ (∫
f(x, y) ν(dy)

)
µ(dx).

Durch wiederholte Anwendung dieses Arguments erhalten wirzudem:

Korollar 3.17. Seien(Si,Si, µi) Wahrscheinlichkeitsräume(1 ≤ i ≤ n). Dann existiert eine

eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilungµ1 ⊗ ...⊗ µn auf (S1 × ...× Sn,S1 ⊗ ...⊗ Sn) mit:

(µ1 ⊗ ...⊗ µn) [B1 × ...×Bn] =

n∏

i=1

µi[Bi] für alleBi ∈ Si (1 ≤ i ≤ n).

Für alle produktmessbaren Funktionenf : S1 × ...× Sn → [0,∞) gilt:
∫
f d(µ1 ⊗ ...⊗ µn) =

∫
...

(∫
f(x1, ..., xn)µn(dxn)

)
...µ1(dx1),

wobei die Integration auch in beliebiger anderer Reihenfolge ausgeführt werden kann.

Beweis.Die Existenz folgt durch wiederholte Anwendung des Satzes von Fubini, die Eindeutig-

keit aus dem Eindeutigkeitssatz. Dass die Integrationsreihenfolge vertauscht werden kann, zeigt

man ähnlich wie im oben betrachteten Falln = 2.

Deterministische Kopplung: Gilt p(x, •) = δf(x) für eine messbare Funktionf : S → T , dann

folgt (µ ⊗ p)[{(x, y) | y = f(x)}] = 1. Die zweite Komponente ist also durch die erste Kompo-

nente mit Wahrscheinlichkeit1 eindeutig festgelegt. Die Verteilung der zweiten Komponente ist

in diesem Fall das Bild vonµ unterf :

µp = µ ◦ f−1.

Übergangskerne von Markovschen Ketten: Gilt S = T , dann können wirp(x, dy) als Über-

gangswahrscheinlichkeit (Bewegungsgesetz) einer Markovkette auf(S,S) auffassen. In Analogie

zum diskreten Fall definieren wir:

Definition. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilungµ auf (S,S) heißt Gleichgewicht (stationäre

oder auch invariante Verteilung)vonp, fallsµp = µ gilt, d.h. falls
∫
µ(dx)p(x,B) = µ[B] für alle B ∈ S.
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Beispiel (Autoregressiver Prozess). Der AR(1)-Prozess mit Parameternε, α ∈ R ist eine Mar-

kovkette mit Übergangskernp(x, •) = N(αx, ε2). Die NormalverteilungN
(
0, ε2

1−α2

)
ist für

α ∈ (0, 1) ein Gleichgewicht, siehe Lemma 5.16. Fürα ≥ 1 existiert kein Gleichgewicht.

1

2

−1

−2

500 1000

Abbildung 3.2: Simulation einer Trajektorie eines AR(1)-Prozesses mit Parameternα = 0.8 und

ε2 = 1.5.

3.3.3 Bedingte Dichten und Bayessche Formel

Wir betrachten nun Situationen mit nichttrivialer Abhängigkeit zwischen den Komponenten im

kontinuierlichen Fall. SeienX : Ω → Rn undY : Ω → Rm Zufallsvariablen auf einem Wahr-

scheinlichkeitsraum(Ω,A, P ), deren gemeinsame Verteilung absolutstetig ist mit DichtefX,Y ,

d.h.

P [x ∈ B, Y ∈ C] =

∫

B

∫

C

fX,Y (x, y) dy dx für alleB ∈ B(Rn), C ∈ B(Rm).

Nach dem Satz von Fubini sind dann auch die Verteilungen vonX und Y absolutstetig mit

Dichten

fX(x) =

∫

Rm

fX,Y (x, y) dy, und fY (y) =

∫

Rn

fX,Y (x, y) dx.

Obwohl bedingte Wahrscheinlichkeiten gegebenX = x nicht im herkömmlichen Sinn definiert

werden können, da das Ereignis{X = x} eine Nullmenge ist, können wir die bedingte Dichte

und die bedingte Verteilung vonY gegebenX in diesem Fall sinnvoll definieren. Anschaulich be-

trägt die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert vonY in einem infinitesimal kleinen Volumenelement
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dy liegt, gegeben, dass der Wert vonX in einem entsprechenden infinitesimalen Volumenelement

dx liegt:

P [Y ∈ dy |X ∈ dx] =
P [X ∈ dx, Y ∈ dy]

P [X ∈ dx]
=

fX,Y (x, y) dx dy

fX(x) dx

=
fX,Y (x, y)

fX(x)
dx

Diese heuristische Überlegung motiviert die folgende Definition:

Definition. Die FunktionfY |X : Rm × Rn → [0,∞] mit

fY |X(y|x) =





fX,Y (x, y)

fX(x)
falls fX(x) 6= 0

fY (y) falls fX(x) = 0,

heißtbedingte Dichte vonY gegebenX, und die vonx abhängende Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung

p(x, C) :=

∫

C

fX|Y (x, y) dy, für C ∈ B(Rm),

heißtbedingte Verteilung vonY gegebenX.

Bemerkung. (1). Für festesx ist die bedingte Dichte eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf Rm.

DafY |X produktmeßbar ist, ist die bedingte Verteilungp(x, dy) nach dem Satz von Fubini

ein stochastischer KernvonRn nachRm.

(2). Auf der Nullmenge{x ∈ Rn : fx(x) = 0} sind die bedingte DichtefY |X(y|x) und die

bedingte Verteilung vonY gegebenX = x nicht eindeutig festgelegt - die oben getroffene

Definition über die unbedingte Dichte ist relativ willkürlich.

Aus der Definition der bedingten Dichte ergibt sich unmittelbar eine Variante der Bayesschen

Formel für absolutstetige Zufallsvariablen:

Satz 3.18(Bayessche Formel). Für (x, y) ∈ Rn × Rm mit fY (y) > 0 gilt

fX|Y (x|y) =
fX(x)fY |X(y|x)∫

Rn

fX(x)fY |X(y|x) dx
.

Beweis.Aus der Definition folgt

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

fX,Y (x, y)∫
Rn

fX,Y (x, y) dx
,

und damit die Behauptung.
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In Modellen der Bayesschen Statistik interpretiert manfX(x) als Dichte dera priori angenom-

menen Verteilung eines unbekannten ParametersX, undfY |X(y|x) als Maß für die Plausibilität

(„Likelihood“) des Parameterwertesx, wenn der Werty der ZufallsgrößeY beobachtet wird. Die

Bayessche Formel besagt dann, dass die Verteilung vonX, von der mana posteriori(d.h. nach

der Beobachtung vony) ausgeht, die Dichte

fX|Y (x|y) = const.(y) · fX(x) · fY |X(y|x)
A posteriori Dichte ∝ A priori Dichte × Likelihood

hat. Trotz der einfachen Form der Bayesschen Formel ist es imAllgemeinen nicht trivial, Stich-

proben von der A-posteriori-Verteilung zu simulieren, undErwartungswerte numerisch zu be-

rechnen. Problematisch ist u.A., dass die Berechnung der Normierungskonstanten die Auswer-

tung eines (häufig hochdimensionalen) Integrals erfordert. Ein wichtiges Verfahren zur Simulati-

on von Stichproben in diesem Zusammenhang ist der Gibbs-Sampler.

SindX undY gemeinsam normalverteilt, dann kann man die wichtigsten Erwartungswerte bzgl.

der A-posteriori-Verteilung im Prinzip exakt berechnen. Wir demonstrieren dies nun in einem

grundlegenden Beispiel eines zweistufigen Modells. Ähnliche Modelle treten in zahlreichen An-

wendungen auf.

Beispiel(Signalverarbeitung). SeiS = T = R1, also

S × T = R2 = {(x, y) : x, y ∈ R}.

Wir interpretieren die erste Komponentex als Größe eines nicht direkt beobachtbaren Signals,

und die zweite Komponentey als verrauschte Beobachtung vonx. In einem einfachen Bayes-

schen Modell nimmt man z.B. a priori an, dass Signal und Beobachtung normalverteilt sind:

Signal x ∼ N(0, v) , v > 0,

Beobachtung y ∼ N(x, ε) , ε > 0.

Die Verteilung der ersten Komponente und der Übergangskernzur zweiten Komponente sind

µ(dx) = fX(x) λ(dx),

p(x, dy) = fY |X(y|x) λ(dy)

mit den Dichten

fX(x) :=
1√
2πv

e−
x2

2v (Dichte der Verteilung der ersten KomponenteX),

fY |X(y|x) :=
1√
2πε

e−
(y−x)2

2ε (bedingte Dichte der zweiten KomponenteY gegebenX = x).

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



114 KAPITEL 3. INTEGRATION BZGL. WAHRSCHEINLICHKEITSMASSEN

Die gemeinsame Verteilungµ⊗ p von Signal und Beobachtungswert ist dann eine bivariate Nor-

malverteilung (siehe Abschnitt 3.4) mit Dichte

fX,Y (x, y) = fX(x) fY |X(y|x)

=
1

2π
√
vε

exp

(
−(ε+ v)x2 − 2vxy + vy2

2vε

)

=
1

2π
√
detC

exp

(
−1

2

(
x

y

)
· C−1

(
x

y

))
.

bzgl. des zweidimensionalen Lebesgue-Maßes. Hierbei ist

C =

(
v v

v v + ε

)

die Kovarianzmatrix der Verteilung, siehe Abschnitt 3.5. Als Dichte der Verteilungµp von Y

ergibt sich

fY (y) =

∫
fX,Y (x, y) dx.

Nach der Bayesschen Formel erhalten wir für die A-posteriori-Dichte des Signals gegeben die

Beobachtungy:

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

fX(x)fY |X(y|x)∫
fX(x)fY |X(y|x) λ(dx)

(3.3.5)

= const(y) · exp
(
−ε+ v

2vε

(
x− v

v + ε
y

)2
)
.

Die bedingte Verteilung des Signals gegeben die Beobachtung ist alsoN(x̂, u), wobei

x̂ =
v

v + ε
y der Prognosewert ist, und

u =
vε

v + ε
=

(
1

v
+

1

ε

)−1

die Varianz der Prognose.

In einem Bayesschen Modell würden wir also nach der Beobachtung mit einer Standardabwei-

chungσ =
√
u prognostizieren, dass der Signalwert gleichx̂ ist.

Ähnliche Modellierungsansätze werden auch in viel allgemeinerem Kontext verwendet. Bei-

spielsweise wird in stochastischen Filterproblemen das Signal durch eine Markovkette (oder

einen zeitstetigen Markovprozess) beschrieben, und die Folge der Beobachtungen durch einen

von der Markovkette angetriebenen stochastischen Prozess. Sind alle gemeinsamen Verteilun-

gen Gaußsch, dann kann man auch hier die a posteriori Verteilung im Prinzip exakt berechnen –

andernfalls muss man auf numerische Näherungsmethoden (z.B. Partikelfilter) zurückgreifen.
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3.4 Transformationen von mehreren Zufallsvariablen

3.4.1 Transformation von mehrdimensionalen Dichten

SeienS, T ⊆ Rn offen, und seiX : Ω → S eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-

raum(Ω,A, P ) mit absolutstetiger VerteilungµX mit DichtefX .

Satz 3.19(Mehrdimensionaler Dichtetransformationssatz). Istφ : S → T ein Diffeomorphis-

mus (C1) mit detDφ(x) 6= 0 für alle x ∈ S, dann ist die Verteilung vonφ(X) absolutstetig mit

Dichte

fφ(X)(y) = fX(φ
−1(y)) · | detDφ−1(y)|,

wobeidetDφ−1(y) = det( ∂xi

∂yj
) die Jacobideterminante der Koordinatentransformation ist.

Beweis.Die Behauptung folgt aus dem Transformationssatz der multivariaten Analysis:

P [φ(X) ∈ B] = P [X ∈ φ−1(B)]

=

∫

φ−1(B)

fX(x) dx
Subst.
=

∫

B

fX(φ
−1(y)) · | detDφ−1(y)| dy .

Beispiel (Sukzessive Wartezeiten). SeienT und T̃ unabhängige, zum Parameterλ > 0 expo-

nentialverteilte Zufallsvariablen (z.B. sukzessive Wartezeiten), und seiS = T + T̃ . Nach dem

Dichtetransformationssatz gilt dann

fT,S(t, s) = fT,T̃ (t, s− t) · | det ∂(t, s− t)

∂(t, s)
|

∝ e−λt · I(0,∞)(t) · e−λ(s−t) · I(0,∞)(s− t)

= e−λs · I(0,s)(t).

Somit ist die bedingte DichtefS|T (s|t) für festest > 0 proportional zue−λs · I(t,∞)(s). Dies ist

auch anschaulich sofort plausibel, das eine um die unabhängige ZufallsvariableT verschobene

exponentialverteilte Zufallsvariable ist.

Interessanter ist die Berechnung der bedingten Dichte vonT gegebenS: Für festess > 0 ist

fT |S(t|s) proportional zuI(0,s)(t), d.h.

fT |S(t|s) =
1

s
· I(0,s)(t).

Gegeben die SummeS der beiden Wartezeiten ist die erste WartezeitT also gleichverteilt auf

[0, S]!
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3.4.2 Multivariate Normalverteilungen

SeiZ = (Z1, Z2, ..., Zd) mit unabhängigen, standardnormalverteilten ZufallsvariablenZi. Die

Verteilung des ZufallsvektorsZ ist dann absolutstetig bzgl. des Lebesguemaßes imRd mit Dichte

fZ(x) =

d∏

i=1

1√
2π

e−
x2i
2 = (2π)−

d
2 e−

|x|2
2 (d-dimensionale Standardnormalverteilung).

Sei nunm ∈ Rd undσ ∈ Rd×d eined× d-Matrix. Wir betrachten den Zufallsvektor

Y = σZ +m .

Ist σ regulär, dann können wir die Dichte der Verteilung vonY bzgl. des Lebesgue-Maßes imRd

mithilfe des Transformationssatzes explizit berechnen:

fY (y) = fX(σ
−1(y −m)) · | det σ−1|

=
1√

(2π)d| detC|
exp

(
−1

2
(y −m) · C−1(y −m)

)
.

Istσ nicht regulär, dann nimmtX nur Werte in einem echten Unterraum desRd an. Die Verteilung

vonX ist deshalbnicht absolutstetigbzgl. des Lebesgue-Maßes imRd.

Definition (Normalverteilung im Rd). Seim ∈ Rd, und seiC ∈ Rd×d eine symmetrische,

positiv definite Matrix. Die VerteilungN(m,C) im Rd mit DichtefY heißtd-dimensionale Nor-

malverteilungmit Mittelm und KovarianzmatrixC.

Beispiel(Zufällige Punkte in der Ebene). SeienX undY unabhängige,N(0, σ2)-verteilte Zu-

fallsvariablen auf(Ω,A, P ) mit σ > 0. Dann ist die gemeinsame VerteilungµX,Y absolutstetig

mit Dichte

fX,Y (x, y) =
1

2πσ2
· exp

(
−x

2 + y2

2σ2

)
, (x, y) ∈ R2.

Insbesondere gilt(X, Y ) 6= (0, 0) P -fast sicher. Wir definieren den Radial- und Polaranteil

R : Ω → (0,∞), Φ : Ω → [0, 2π)

durch

X = R · cos Φ und Y = R · sinΦ,

Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Andreas Eberle



3.4. TRANSFORMATIONEN VON MEHREREN ZUFALLSVARIABLEN 117

d.h.R =
√
X2 + Y 2 undΦ = arg(X+iY ) falls (X, Y ) 6= (0, 0). Auf der Nullmenge{(X, Y ) =

(0, 0)} definieren wir(R,Φ) in beliebiger Weise, sodass sich messbare Funktionen ergeben. Wir

berechnen nun die gemeinsame Verteilung vonR undΦ:

P [R ≤ r0,Φ ≤ φ0] = P [(X, Y ) ∈ „Kuchenstück“ mit Winkelφ0 und Radiusr0]

=

∫ ∫

Kuchenstück

fX,Y (x, y) dx dy

=

r0∫

0

φ0∫

0

fX,Y (r cosφ, r sin φ) r︸︷︷︸ dφ dr
Jacobideterminante

der Koordinatentrans.f

=

r0∫

0

∫ φ0

0

r

2πσ2
e−r2/(2σ2) dφ dr.

Hierbei haben wir im 3. Schritt den Transformationssatz (Substitutionsregel) für mehrdimensio-

nale Integrale verwendet - der Faktorr ist die Jacobideterminante der Koordinatentransformation.

Es folgt, dass die gemeinsame VerteilungµR,Φ absolutstetig ist mit Dichte

fR,Φ(r, φ) =
1

2π
· r
σ2

· e−r2/(2σ2).

Da die Dichte Produktform hat, sindR undΦ unabhängig. Die RandverteilungµΦ ist absolutste-

tig mit Dichte

fΦ(φ) = const. =
1

2π
(0 ≤ φ < 2π),

d.h.Φ ist gleichverteilt auf[0, 2π). Somit istµR absolutstetig mit Dichte

φR(r) =
r

σ2
· e−r2/(2σ2) (r > 0).

Die Berechnung können wir verwenden, um Stichproben von derStandardnormalverteilung zu

simulieren:

Beispiel (Simulation von normalverteilten Zufallsvariablen). Die Verteilungsfunktion einer

N(0, 1)-verteilten ZufallsvariableX ist

FX(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2 dt .

Das Integral ist nicht explizit lösbar und die InverseF−1
X ist dementsprechend nur approximativ

berechenbar. Daher ist die Simulation einer Standardnormalverteilung durch Inversion der Ver-

teilungsfunktion relativ aufwendig. Ein einfacheres Simulationsverfahren ergibt sich, wenn wir

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



118 KAPITEL 3. INTEGRATION BZGL. WAHRSCHEINLICHKEITSMASSEN

eine zweidimensionale Standardnormalverteilung betrachten und auf Polarkoordinaten transfor-

mieren. Dann gilt für den Radialanteil:

FR(x) =

∫ x

0

e−r2/2r dr = 1− e−x2/2.

Das Integral ist also explizit berechenbar, und

F−1
R (u) =

√
−2 log(1− u) , u ∈ (0, 1).

Der WinkelanteilΦ ist unabhängig vonR und gleichverteilt auf[0, 2π). Wir können Zufallsva-

riablen mit der entsprechenden gemeinsamen Verteilung erzeugen, indem wir

Φ := 2πU1 ,

R :=
√
−2 log(1− U2)

(
bzw. =

√
−2 logU2

)
,

setzen, wobeiU1 undU2 unabhängige, auf(0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen sind. Stichpro-

ben vonU1 undU2 können durch Pseudozufallszahlen simuliert werden. die Zufallsvariablen

X := R cos Φ und Y := R · sinΦ

sind dann unabhängig undN(0, 1)-verteilt. Fürm ∈ R undσ > 0 sindσX + m undσY + m

unabhängigeN(m, σ2)-verteilte Zufallsvariable.

Wir erhalten also den folgenden Algorithmus zur Simulationvon Stichproben einer Normalver-

teilung:

Algorithmus 3.20 (Box-Muller-Verfahren ). Input: m ∈ R, σ > 0

Output: unabhängige Stichprobeñx, ỹ vonN(m, σ2).

1. Erzeuge unabhängige Zufallszahlenu1, u2 ∼ U(0,1)

2. x :=
√−2 log u1 cos(2πu2), y :=

√−2 log u1 sin(2πu2)

3. x̃ := σx+m, ỹ = σy +m

3.4.3 Summen unabhängiger Zufallsvariablen, Faltung

SeienX undY unabhängige reellwertige Zufallsvariablen auf(Ω,A, P ) mit Verteilungenµ bzw.

ν. Wir wollen die Verteilung vonX + Y bestimmen. Für diskrete Zufallsvariablen ergibt sich:

P [X + Y = z] =
∑

x∈X(Ω)

P [X = x, Y = z − x]︸ ︷︷ ︸
=P [X=x]·P [Y=z−x]

=
∑

x∈X(Ω)

µ(x)ν(z − x) (3.4.1)
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Massenfunktion

(µ ⋆ ν)(z) =
∑

x∈X(Ω)

µ(x)ν(z − x)

heißt Faltung vonµ undν. Eine entsprechende Aussage erhält man auch im allgemeinenFall:

Satz 3.21(Verteilungen von Summen unabhängiger Zufallsvariablen). SeienX undY un-

abhängige reellwertige Zufallsvariablen mit Verteilungen µ bzw.ν. Dann ist die Verteilung von

X + Y die durch

(µ ⋆ ν)[B] :=

∫
µ(dx) ν[B − x] , B ∈ B(R),

definierteFaltung der Wahrscheinlichkeitsverteilungenµ undν.

Beweis.Sei B̃ := {(x, y) | x + y ∈ B}. DaX undY unabhängig sind, erhalten wir mit dem

Satz von Fubini

P [X + Y ∈ B] = P [(X, Y ) ∈ B̃] = (µ⊗ ν)[B̃]

Fubini
=

∫
µ(dx)

∫
ν(dy)IB(x+ y)︸ ︷︷ ︸

=IB−x(y)

=

∫
µ(dx) ν[B − x].

Bemerkung. Die Faltungµ⋆ν zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungenµ undν aufR1 ist wieder

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aufR1. Da die Addition von Zufallsvariablen kommutativ

und assoziativ ist, hat die Faltung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach Satz 3.21 dieselben

Eigenschaften:

µ ⋆ ν = ν ⋆ µ (daX + Y = Y +X) (3.4.2)

(µ ⋆ ν) ⋆ η = µ ⋆ (ν ⋆ η) (da(X + Y ) + Z = X + (Y + Z) ). (3.4.3)

Im diskreten Fall istµ ⋆ ν nach (3.4.2) die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Gewichten

(µ ⋆ ν)(z) =
∑

x

µ(x)ν(z − x).

Eine entsprechende Berechnungsformel ergibt sich auch fürabsolutstetige Wahrscheinlichkeits-

verteilungen:

Lemma 3.22. Ist ν absolutstetig mit Dichteg, dann ist auchµ ⋆ ν absolutstetig mit Dichte

̺(z) =

∫
µ(dx) g(z − x).

Ist zusätzlich auchµ absolutstetig mit Dichtef , dann gilt

̺(z) =

∫

R

f(x) g(z − x) dx =: (f ⋆ g)(z)
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Beweis.Wegen der Translationsinvarianz des Lebesguemaßes gilt

(µ ⋆ ν)[B] =

∫
µ(dx)ν[B − x] =

∫
µ(dx)

∫

B−x

g(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=
∫
B
g(z−x)dz

Fub.
=

∫

B

(∫
µ(dx)g(z − x)

)
dz .

Also istµ ⋆ ν absolutstetig mit Dichte̺. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar.

Beispiel. (1). SindX undY unabhängig, undBin(n, p) bzw.Bin(m, p)-verteilt, dann istX+Y

eineBin(n +m, p)-verteilte Zufallsvariable. Zum Beweis bemerkt man, dass die gemein-

same Verteilung vonX und Y mit der gemeinsamen Verteilung vonZ1 + ... + Zn und

Zn+1 + ... + Zn+m übereinstimmt, wobei die ZufallsvariablenZi (1 ≤ i ≤ n +m) unab-

hängig undBernoulli(p)-verteilt sind. Also folgt:

µX+Y = µZ1+...+Zn+Zn+1+...+Zn+m = Bin(n+m, p) .

Als Konsequenz erhalten wir (ohne zu rechnen):

Bin(n, p) ⋆ Bin(m, p) = Bin(n+m, p) ,

d.h. die Binomialverteilungen bilden eineFaltungshalbgruppe. Explizit ergibt sich:

l∑

k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

(
m

l − k

)
pl−k(1− p)m−(l−k) =

(
n+m

l

)
pl(1− p)n+m−l ,

d.h.
l∑

k=0

(
n

k

)(
m

l − k

)
=

(
n +m

l

)
. (3.4.4)

Die kombinatorische Formel (3.4.4) ist auch alsVandermonde-Identitätbekannt.

(2). SindX undY unabhängig und Poisson-verteilt mit Parameternλ bzw. λ̃, dann istX + Y

Poisson-verteilt mit Parameterλ+ λ̃, denn nach der Binomischen Formel gilt fürn ≥ 0:

(µX ⋆ µY )(n) =
n∑

k=0

µX(k) · µY (n− k)

=

n∑

k=0

λk

k!
e−λ · λ̃n−k

(n− k)!
e−λ̃

= e−λ+λ̃ ·
n∑

k=0

λk

k!

λ̃n−k

(n− k)!

= e−λ+λ̃ · (λ+ λ̃)n

n!
.

Also bilden auch die Poissonverteilungen eine Faltungshalbgruppe:

Poisson(λ) ⋆ Poisson(λ̃) = Poisson(λ+ λ̃)
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(3). SindX undY unabhängig und normalverteilt mit Parametern(m, σ2) bzw. (m̃, σ̃2), dann

istX + Y normalverteilt mit Parametern(m+ m̃, σ2 + σ̃2), siehe??. Dies verifiziert man

leicht mithilfe der charakteristischen Funktionen. Die Normalverteilungen bilden also eine

zweiparametrige Faltungshalbgruppe.

3.4.4 Wartezeiten, Gamma-Verteilung

SeienT1, T2, ... sukzessive Wartezeiten auf das Eintreten eines unvorhersehbaren Ereignisses. In

einem einfachen Modell nehmen wir an, dass dieTi (i ∈ N) unabhängige exponentialverteilte

Zufallsvariablen sind, d.h. die Verteilungen derTi sind absolutstetig mit Dichte

f(t) = λ · e−λt · I(0,∞)(t) .

Die Verteilung der Gesamtwartezeit

Sn = T1 + ... + Tn

bis zumn-ten Ereignis ist dann

µSn = µT1 ⋆ µT2 ⋆ ... ⋆ µTn .

Insbesondere ist die Verteilung vonS2 absolutstetig mit Dichte

(f ⋆ f)(s) =

∫

R

f(x)︸︷︷︸
=0

für x<0

f(s− x)︸ ︷︷ ︸
=0

für x>s

=

∫ s

0

λ2e−λxe−λ(s−x)dx = λ2e−λs

∫ s

0

dx = λ2se−λs

für s ≥ 0, bzw.(f ⋆ f)(s) = 0 für s < 0. Durch Induktion ergibt sich allgemein:

Lemma 3.23.Die Verteilung vonSn ist absolutstetig mit Dichte

fλ,n(s) =
λn

Γ(n)
· sn−1 · e−λs · I(0,∞)(s) ,

wobei

Γ(n) :=

∫ ∞

0

tn−1 e−t dx
n∈N
= (n− 1)! .

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung aufR+ mit Dichtefλ,n heißtGammaverteilung

mit Parameternλ, n ∈ (0,∞).
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1

1 2 3 4

Abbildung 3.3: Dichtefunktionen der GammaverteilungΓ1,n für verschiedenen.

Die Gammaverteilung ist auch für nicht-ganzzahligen definiert,Γ ist dann die Eulersche Gam-

mafunktion. Fürn = 1 ergibt sich die Exponentialverteilung als Spezialfall derGammavertei-

lung. Allgemein gilt:

Γ(λ, r) ⋆ Γ(λ, s) = Γ(λ, r + s) ,

d.h. die Gammaverteilungen mit festem Parameterλ bilden eine Faltungshalbgruppe.

Bemerkung (Poissonprozess). Die Anzahl der bis zur Zeitt ≥ 0 eingetretenen Ereignisse im

obigen Modell ist

Nt = max{n ≥ 0 | Sn ≤ t} .

Die ZufallsvariablenNt sind Poissonverteilt mit Parameterλ · t (Übung). Die KollektionNt (t ≥
0) der Zufallsvariablen heißtPoissonprozess mit Intensitätλ. Der Poissonprozess ist ein mo-

noton wachsender stochastischer Prozess mit ganzzahligenWerten. Er ist selbst eine zeitstetige

Markovkette und ist von grundlegender Bedeutung für die Konstruktion allgemeiner Markov-

ketten in kontinuierlicher Zeit. Wir werden den Poissonprozess in der Vorlesung „Stochastische

Prozesse“ genauer betrachten.
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3.5 Kovarianz und lineare Prognosen

Für einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum undp ∈ [1,∞) bezeichnen wir mitLp(Ω,A, P )
den Raum aller Zufallsvariablen auf(Ω,A, P ) mit endlichemp-tem Moment:

Lp(Ω,A, P ) = {X : Ω → R messbar : E[|X|p] <∞}.

Der Raum ist ein Unterraum des Vektorraums allerA/B(R) messbaren Abbildungen, denn für

X, Y ∈ Lp(Ω,A, P ) unda ∈ R gilt mit einer endlichen Konstantecp:

E[|aX + Y |p] ≤ E[cp(|aX|p + |Y |p)] = cp|a|pE[|X|p] + cpE[|Y |p] < ∞.

Auf dem Vektorraum

Lp(Ω,A, P ) = Lp(Ω,A, P )/ ∼

der Äquivalenzklassen vonP -fast sicher gleichen Zufallsvariablen inLp(Ω,A, P ) wird durch

‖X‖Lp := E [|X|p]1/p

eine Norm definiert. In der Analysis wird gezeigt, dassLp(Ω,A, P ) ein Banachraum, also voll-

ständig bzgl. derLp-Norm ist.

Wir beschränken uns hier zunächst auf die Fällep = 1 undp = 2. Der VektorraumL2(Ω,A, P )
hat den großen Vorteil, dass dieL2-Norm von dem Skalarprodukt

(X, Y )L2 := E[XY ]

erzeugt wird. Hierbei ist der ErwartungswertE[XY ] wegen|XY | ≤ (X2 + Y 2)/2 definiert.

Insbesondere gilt dieCauchy-Schwarz-Ungleichung

|E[XY ]| ≤ E[X2]1/2 ·E[Y 2]1/2 für alleX, Y ∈ L2(Ω,A, P ).

Es folgt

L2(Ω,A, P ) ⊆ L1(Ω,A, P ),

denn für alleX ∈ L2(Ω,A, P ) gilt

E[|X|] ≤ E[12]1/2 ·E[X2]1/2 < ∞.

Dabei haben wir wesentlich benutzt, dassP ein endliches Maß ist - für unendliche Maße ist der

RaumL2 nicht in L1 enthalten ! Nach (3.2.2) ist umgekehrt eine Zufallsvariable ausL1 genau

dann inL2 enthalten, wenn sie endliche Varianz hat.
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Seien nunX undY quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsa-

men Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) definiert sind. Wie schon für diskrete Zufallsvariablen

definieren wir wieder dieKovarianz

Cov[X, Y ] := E[(X − E[X ])(Y − E[Y ])] = E[XY ]− E[X ] · E[Y ],

und denKorrelationskoeffizienten

̺[X, Y ] :=
Cov[X, Y ]

σ[X ]σ[Y ]
, falls σ[X ] · σ[Y ] 6= 0.

Die ZufallsvariablenX undY heißenunkorreliert , fallsCov[X, Y ] = 0 gilt, d.h. falls

E[XY ] = E[X ] ·E[Y ].

Aus dem Transformationssatz für den Erwartungswert folgt,dass wir die KovarianzCov[X, Y ]

aus der gemeinsamen VerteilungµX,Y = P ◦ (X, Y )−1 der ZufallsvariablenX undY berechnen

können:

Cov[X, Y ] =

∫ (
x−

∫
z µX(dz)

)(
y −

∫
z µY (dz)

)
µX,Y (dx dy).

Aus der Linearität des Erwartungswertes ergibt sich, dass die AbbildungCov : L2 × L2 → R

symmetrisch und bilinear ist. Die VarianzVar[X ] = Cov[X,X ] ist die zugehörige quadratische

Form. Insbesondere gilt wie im diskreten Fall:

Var

[
n∑

i=1

Xi

]
=

n∑

i=1

Var[Xi] + 2 ·
n∑

i,j=1
i<j

Cov[Xi, Xj].

Sind die ZufallsvariablenX1, . . . , Xn unkorreliert, dann folgt:

Var[X1 + . . .+Xn] =
n∑

i=1

Var[Xi].

3.5.1 Lineare Prognosen

Angenommen wir wollen den Ausgang eines Zufallsexperiments vorhersagen, dass durch eine

reellwertige ZufallsvariableY : Ω → R beschrieben wird. Welches ist derbeste Prognosewertb

für Y (ω), wenn uns keine weiteren Informationen zur Verfügung stehen?

Die Antwort hängt offensichtlich davon ab, wie wir den Prognosefehler messen. Häufig verwen-

det man den mittleren quadratischen Fehler (MeanSquareError)

MSE = E[(X − a)2]
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bzw. die Wurzel (RootMeanSquareError)

RMSE = MSE1/2 = ‖X − a‖L2(Ω,A,P ).

Eine andere Möglichkeit ist die Verwendung derL1- statt derL2-Norm.

Satz 3.24(Erwartungswert und Median als beste Prognosewerte).

(1). IstY ∈ L2(Ω,A, P ), dann gilt für alleb ∈ R:

E[(Y − b)2] = Var[Y ] + (b− E[Y ])2 ≥ E[(Y − E[Y ])2].

(2). IstY ∈ L1(Ω,A, P ) undm ein Median der Verteilung vonY , dann gilt für alleb ∈ R:

E[|Y − b|] ≥ E[|Y −m|].

Der mittlere quadratische Fehler des Prognosewertesb ist also die Summe der Varianz vonX

und des Quadrats des systematischen bzw. mittleren Prognosefehlers (engl.Bias) b−E[X ]:

MSE = Varianz+ Bias2.

Insbesondere ist der mittlere quadratische Fehler genau für b = E[X ] minimal. DerL1-Fehler ist

dagegen bei einem Median minimal.

Beweis. (1). Fürb ∈ R gilt wegen der Linearität des Erwartungswertes:

E[(Y − b)2] = E[(Y − E[Y ] + E[Y ]− b)2]

= E[(Y − E[Y ])2] + 2E[(Y − E[Y ]) · (E[Y ]− b)] + E[(E[Y ]− b)2]

= Var[Y ] + (E[Y ]− b)2.

(2). Fürm ≥ b folgt die Behauptung aus der Identität

|Y −m| − |Y − b| ≤ (m− b) ·
(
I(−∞,m)(Y )− I[m,∞)(Y )

)

durch Bilden des Erwartungswertes, denn für einen Medianm gilt P [Y < m] ≤ 1/2 und

P [Y ≥ m] ≥ 1/2. Der Beweis fürm ≤ b verläuft analog.
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Seien nunX, Y ∈ L2(Ω,A, P ) quadratintegrierbare Zufallsvariablen mitσ[X ] 6= 0. Angenom-

men, wir kennen bereits den WertX(ω) in einem Zufallsexperiment und suchen die bestelineare

Vorhersage

Ŷ (ω) = aX(ω) + b, (a, b ∈ R) (3.5.1)

für Y (ω) im quadratischen Mittel. Zu minimieren ist jetzt der mittlere quadratischen Fehler

MSE := E[(Ŷ − Y )2],

unter allen Zufallsvariablen̂Y , die affine Funktionen vonX sind. In diesem Fall erhalten wir

MSE = Var[Y − Ŷ ] + E[Y − Ŷ ]2

= Var[Y − aX ] + (E[Y ]− aE[X ]− b)2.

Den zweiten Term können wir für gegebenesa minimieren, indem wir

b = E[Y ]− aE[X ]

wählen. Für den ersten Term ergibt sich

Var[Y − aX ] = Cov[Y − aX, Y − aX ] = Var[Y ]− 2aCov[X, Y ] + a2 Var[X ]

=

(
a · σ[X ]− Cov[X, Y ]

σ[X ]

)2

+Var[Y ]− Cov[X, Y ]2

Var[X ]
. (3.5.2)

Dieser Ausdruck wird minimiert, wenn wira = Cov[X, Y ]/σ[X ]2 wählen. Die bzgl. des mittle-

ren quadratischen Fehlers optimale Prognose fürY gestützt aufX ist dann

Ŷopt = aX + b = E[Y ] + a(X − E[X ]).

Damit haben wir gezeigt:

Satz 3.25(Lineare Prognose/Regression vonY gestützt aufX). Der mittlere quadratische

FehlerE[(Ŷ − Y )2] ist minimal unter allen Zufallsvariablen der Form̂Y = aX + b mit a, b ∈ R

für

Ŷ (ω) = E[Y ] +
Cov[X, Y ]

Var[X ]
· (X(ω)− E[X ]).

Das Problem der linearen Prognose steht in engem Zusammenhang mit der Cauchy-Schwarz-

Ungleichung für die Kovarianz. In der Tat ergibt sich diese Ungleichung unmittelbar aus Glei-

chung (3.5.2):
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Satz 3.26(Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Für X, Y ∈ L2(Ω,A, P ) gilt

|Cov[X, Y ]| ≤ Var[X ]1/2 · Var[Y ]1/2 = σ[X ] · σ[Y ]. (3.5.3)

Insbesondere gilt für den Korrelationskoeffizienten im Fall σ[X ] · σ[Y ] 6= 0:

|̺[X, Y ]| ≤ 1. (3.5.4)

Gleichheit in (3.5.3) bzw. (3.5.4) gilt genau dann, wenna, b ∈ R existieren, sodassY = aX + b

P -fast sicher gilt. Hierbei ist̺ [X, Y ] = 1 im Fallea > 0 und̺[X, Y ] = −1 für a < 0.

Beweis.Im Fall σ[X ] = 0 gilt X = E[X ] P -fast sicher, und die Ungleichung (3.5.3) ist

trivialerweise erfüllt. Wir nehmen nun an, dassσ[X ] 6= 0 gilt. Wählt man dann wie oben

a = Cov[X, Y ]/σ[X ]2, so folgt aus (3.5.2) die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Var[Y ]− Cov[X, Y ]2

Var[X ]
≥ 0.

Die Ungleichung (3.5.4) folgt unmittelbar. Zudem erhaltenwir genau dann Gleichheit in (3.5.2)

bzw. (3.5.3) bzw. (3.5.4), wennVar[Y − aX ] = 0 gilt, alsoY − aX P -fast sicher konstant ist. In

diesem Fall folgtCov[X, Y ] = Cov[X, aX ] = aVar[X ], also hat̺ [X, Y ] dasselbe Vorzeichen

wie a.

Bemerkung (Nichtlinearen Prognosen). Die ZufallsvariableŶ minimiert den mittleren qua-

dratischen Fehler nur unter allen Zufallsvariablen, die affine Funktionen vonX sind. Alsbeste

nichtlineare Prognose fürY gestützt aufX bezüglich derL2-Norm ergibt sich dagegen die be-

dingte ErwartungE[Y |X ], die wir in Kapitel??definieren werden.

3.5.2 Regressionsgerade, Methode der kleinsten Quadrate

Ist die zugrundeliegende WahrscheinlichkeitsverteilungaufΩ eineempirische Verteilung

P =
1

n

n∑

i=1

δωi

vonn Elementenω1, . . . , ωn aus einer Grundgesamtheit (z.B. alle Bonner Mathematikstudenten

des ersten Jahrgangs, oder eine Stichprobe daraus), dann ist die gemeinsame Verteilung zweier

reellwertiger AbbildungenX, Y : Ω → R (statistische Merkmale, z.B. Punktzahlen im Abitur

und in der Analysis-Klausur) gerade die empirische Verteilung der auftretenden Werte:

µX,Y =
1

n

n∑

i=1

δ(xi,yi), xi = X(ωi), yi = Y (ωi).
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Die Gewichte der empirischen Verteilung sind die relativenHäufigkeiten

µX,Y [{a, b}] = h(a, b)/n, h(a, b) = |{1 ≤ i ≤ n : xi = a, yi = b}|.

Der ErwartungswertE[X ] ist in diesem Fall dasempirische Mittel

E[X ] =
∑

a∈{x1,...,xn}
a · h(a)/n =

1

n

n∑

i=1

xi =: xn,

und die Varianz ist dieempirische Varianz

Var[X ] = E[(X − E[X ])2] =
∑

a∈{x1,...,xn}
(a− xn)

2 · h(a)/n

=
1

n

n∑

i=1

(xi − xn)
2 = (x2)n − (xn)

2 =: σ2
n.

Nach Satz 3.24 minimieren daher das empirische Mittel und jeder Median einer Stichprobe

x1, . . . , xn ∈ R die Summe der quadratischen bzw. absoluten Abweichungen
∑

(xi − a)2 bzw.
∑ |xi − a|.

Als Kovarianz und als Korrelationskoeffizient ergibt sich

Cov[X, Y ] =
1

n

n∑

i=1

(xi − xn)(yi − yn) =
1

n

(
n∑

i=1

xiyi

)
− xnyn,

̺[X, Y ] =
Cov[X, Y ]

σ[X ]σ[Y ]
=

n∑
i=1

(xi − xn)(yi − yn)

(
n∑

i=1

(xi − xn)2
)1/2( n∑

i=1

(yi − yn)
2

)1/2
=: rn.

Denempirischen Korrelationskoeffizientenrn der Daten(xi, yi), 1 ≤ i ≤ n, verwendet man

als Schätzer für die Korrelation von Zufallsgrößen mit unbekannten Verteilungen. Die Grafiken

in Abbildung 3.4 zeigen Stichproben von bivariaten Normalverteilungen mit verschiedenen Kor-

relationskoeffizienten̺.
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Abbildung 3.4: Stichproben von 100 Punkten von verschiedenen Normalverteilungen imR2

Als beste lineare Prognose vonY gestützt aufX im quadratischen Mittel erhalten wir dieRe-

gressionsgeradey = ax+ b, die die Quadratsumme

n∑

i=1

(axi + b− yi)
2 = n · MSE

der Abweichungen minimiert. Hierbei gilt nach Satz 3.25:

a =
Cov[X, Y ]

σ[X ]2
=

∑
(xi − xn)(yi − yn)∑

(xi − xn)2
und b = E[Y ]− a · E[X ] = yn − a · xn.

Die Regressionsgeraden sind in Abbildung 3.4 eingezeichnet.

3.5.3 Unabhängigkeit und Unkorreliertheit

Auch für allgemeine ZufallsvariablenX und Y folgt aus Unabhängigkeit die Unkorreliertheit

von beliebigen Funktionenf(X) und g(Y ). Dies werden wir unter anderem beim Beweis des

Kolmogorovschen Gesetzes der großen Zahlen in Satz 4.10 ausnutzen, um die Aussage auf nicht-

quadratintegrierbare Zufallsvariablen zu erweitern.
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Satz 3.27(Unabhängigkeit und Unkorreliertheit von allgemeinen Zufallsvariablen). Für Zu-

fallsvariablenX : Ω → S undY : Ω → T mit Werten in meßbaren Räumen(S,S) und (T, T )

sind äquivalent:

(1). Die ZufallsvariablenX undY sind unabhängig, d.h.

P [X ∈ A, Y ∈ B] = P [X ∈ A] · P [Y ∈ B] für alleA ∈ S undB ∈ T .

(2). Die Zufallsvariablenf(X) und g(Y ) sind unkorreliert für alle meßbaren Funktionenf, g

mit f, g ≥ 0 bzw.f(X), g(Y ) ∈ L2(Ω,A, P ), d.h.

E[f(X) · g(Y )] = E[f(X)] · E[g(Y )]. (3.5.5)

Beweis.Offensichtlich folgt (1) aus (2) durch Wahl vonf = IA undg = IB. Die umgekehrte Im-

plikation folgt durch maßtheoretische Induktion: Gilt (1), dann ist (3.5.5) für Indikatorfunktionen

f undg erfüllt. Wegen der Linearität beider Seiten dieser Gleichung in f undg gilt (3.5.5) auch

für beliebige Elementarfunktionen. Für messbaref, g ≥ 0 betrachten wir Folgen von Elementar-

funktionenfn, gn mit fn ր f, gn ր g. Die Aussage (3.5.5) folgt durch monotone Konvergenz.

Allgemeine Funktionen zerlegen wir in ihren Positiv- und Negativanteil, und wenden die Aus-

sage auf diese an. Also giltCov[f(X), g(Y )] = 0 für alle messbarenf, g mit f, g ≥ 0 bzw.

f(X), g(Y ) ∈ L2(Ω,A, P ).

Das Produkt zweier integrierbarer Zufallsvariablen ist imAllgemeinen nicht wieder integrierbar.

Für unabhängige Zufallsvariablen erhalten wir jedoch:

Korollar 3.28. SindX, Y ∈ L1(Ω,A, P ) unabhängig, so gilt:

X · Y ∈ L1(Ω,A, P ) und E[XY ] = E[X ] · E[Y ].

Beweis.Nach Satz 3.27 gilt:

E[|XY |] = E[|X|] · E[|Y |] < ∞.

Die Formel fürE[XY ] folgt durch die ZerlegungenX = X+ −X− undY = Y + − Y −.

Beispiel (Kovarianzmatrix von multivariaten Normalverteilungen ). Seim ∈ Rd, und sei

C ∈ Rd×d eine symmetrische, positiv definited × d-Matrix. Die NormalverteilungN(m,C) ist

die Verteilung des ZufallsvektorsY = σZ + m, wobeiZ = (Z1, Z2, ..., Zd) ein Zufallsvektor

mit unabhängigen, standardnormalverteilten KomponentenZi, undσ eine beliebiged×d-Matrix
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mit C = σσT ist. Die ZufallsvariablenZi haben Erwartungswert0, und nach Satz 3.27 gilt

Cov[Zi, Zj] = δij . Hieraus folgt, dass der Vektorm der Erwartungswert, und die MatrixC die

Kovarianzmatrix der VerteilungN(m,C) ist, denn

E[Yi] =
d∑

k=1

σikE[Zk] +mi = mi, und

Cov[Yi, Yj] = Cov

[
∑

k

σikZk +mi ,
∑

l

σjlZl +mj

]

=
∑

k,l

σikσjl · Cov[Zk, Zl] =
∑

k

σikσjk = Cij.

Bemerkung (Linearkombinationen von gemeinsam normalverteilten Zufallsvariablen). Ist

Y ein Zufallsvektor mit VerteilungN(m,C), dann ist jede Linearkombinationα ·Y =
∑d

i=1 αiYi

der Komponenten mitα ∈ Rd eine normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwertα ·m und Vari-

anzα·Cα. Dies kann man zum Beispiel durch eine explizite Berechnungder Verteilungsfunktion

aus der Dichte vonY zeigen. Wir werden multivariate Normalverteilungen systematischer in Ab-

schnitt 5.3 untersuchen, und dort auch einen eleganteren Beweis der letzten Aussage mithilfe von

charakteristischen Funktionen geben.
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Grenzwertsätze
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SindXi : Ω → R, i ∈ N, unabhängige identisch verteilte (i.i.d.) Zufallsvariablen mit Erwartungs-

wertm, dann gibt es drei unterschiedliche Arten von fundamentalen Aussagen für die Asymptotik

der MittelwerteSn/n der SummenSn =
∑n

i=1Xi für großen:

• Gesetze der großen Zahlenbesagen, dass die Mittelwerte bzgl. eines geeigneten Konver-

genzbegriffs für Zufallsvariablen gegen den Erwartungswertm konvergieren, siehe Kapitel

4.

• Zentrale Grenzwertsätzebeschreiben „typische“ Fluktuationen um den Grenzwert ausei-

nem Gesetz der großen Zahlen, d.h. die asymptotische Form der Verteilung vonSn/n in

Bereichen der GrößenordnungO(1/
√
n) um den Erwartungswertm, siehe Kapitel 5.

• Aussagen übergroße Abweichungenbeschreiben asymptotisch die Wahrscheinlichkeiten

der seltenen Abweichungen der GrößenordnungO(1) von Sn/n vom Erwartungswertm.

Diese Wahrscheinlichkeiten fallen unter geeigneten Voraussetzungen exponentiell ab, siehe

Kapitel 6.

Mit dem starken Gesetz der großen Zahlen für Bernoulli-Folgen (Satz 1.5), dem Grenzwertsatz

von de Moivre/Laplace, bzw. der Bernsteinungleichung haben wir bereits entsprechende Aussa-

gen kennengelernt, falls dieXi Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen sind. In den folgenden Kapi-

teln werden wir sehen, dass keine spezifische Form der Verteilung vorausgesetzt werden muss,

sondern die Aussagen ganz allgemein unter geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen gelten.
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Kapitel 4

Gesetze der großen Zahlen

In diesem Kapitel beweisen wir verschiedene Gesetze der großen Zahlen, d.h. wir leiten Bedin-

gungen her, unter denen die Mittelwerte1
n

n∑
i=1

Xi einer Folge(Xi)i∈N von reellwertigen Zufalls-

variablen gegen ihren Erwartungswert konvergieren. Dabeiunterscheiden wir verschiedene Arten

der Konvergenz, die wir zunächst genauer untersuchen wollen.

4.1 Grundlegende Ungleichungen und Konvergenz von Zu-

fallsvariablen

4.1.1 Konvergenzbegriffe für Zufallsvariablen

SeienYn, n ∈ N, undY reellwertige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamenWahrschein-

lichkeitsraum(Ω,A, P ) definiert sind. Wir betrachten die folgenden Konvergenzbegriffe für die

Folge(Yn)n∈N:

Definition. (1). Fast sichere Konvergenz:

Die Folge(Yn)n∈N konvergiertP -fast sicher gegenY , falls gilt:

P
[
lim
n→∞

Yn = Y
]

= P [{ω ∈ Ω|Yn(ω) → Y (ω)}] = 1.

(2). Stochastische Konvergenz(Convergence in probability):

Die Folge(Yn)n∈N konvergiertP -stochastisch gegenY (NotationYn
P→ Y ), falls

lim
n→∞

P [|Yn − Y | > ε] = 0 für alle ε > 0 gilt.
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(3). Lp-Konvergenz(1 ≤ p <∞):

Die Folge(Yn)n∈N konvergiert inLp(Ω,A, P ) gegenY , falls

lim
n→∞

E[|Yn − Y |p] = 0.

Ein Gesetz der großen Zahlen bezüglich fast sicherer Konvergenz heißtstarkes Gesetz der

großen Zahlen, ein G.d.g.Z. bezüglich stochastischer Konvergenz heißtschwaches Gesetz der

großen Zahlen. Wir wollen nun die Zusammenhänge zwischen den verschiedenen Konvergenz-

begriffen untersuchen.

Satz 4.1. (1). Fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz.

(2). Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis. (1). KonvergiertYn P -fast sicher gegenY , dann gilt fürε > 0:

1 = P [|Yn − Y | < ε schließlich]

= P

[
⋃

m

⋂

n≥m

{|Yn − Y | < ε}
]

= lim
m→∞

P

[
⋂

n≥m

{|Yn − Y | < ε}
]

≤ lim
m→∞

inf
n≥m

P [|Yn − Y | < ε]

= lim inf
n→∞

P [|Yn − Y | < ε].

Es folgt lim
n→∞

P [|Yn − Y | < ε] = 1 für alleε > 0, d.h.Yn konvergiert auchP -stochastisch

gegenY .

(2). Sei andererseitsP das Lebesguemaß aufΩ = (0, 1] mit Borelscherσ-Algebra. Wir be-

trachten die Zufallsvariablen

Y1 = I(0,1], Y2 = I(0, 1
2
], Y3 = I( 1

2
,1], Y4 = I(0, 1

4
], Y5 = I( 1

4
, 1
2
], Y6 = I( 1

2
, 3
4
], Y6 = I( 3

4
,1], . . .

Dann gilt

P [|Yn| > ε] = P [Yn = 1] → 0 für alleε > 0,

also konvergiertYn stochastisch gegen 0, obwohl

lim sup Yn(ω) = 1 für alleω ∈ Ω gilt.
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Hier ist ein weiteres Beispiel, das den Unterschied zwischen stochastischer und fast sicherer

Konvergenz zeigt:

Beispiel. SindT1, T2, . . . unterP unabhängigeExp(1)-verteilte Zufallsvariablen, dann konver-

giertTn/ logn P -stochastisch gegen 0, denn

P

[∣∣∣∣
Tn
logn

∣∣∣∣ ≥ ε

]
= P [Tn ≥ ε · log n] = n−ε n→∞→ 0

für alleε > 0. Andererseits gilt nach (2.1.5) aber

lim sup
n→∞

Tn
log n

= 1 P -fast sicher,

also konvergiertTn/ logn nichtP -fast sicher.

Obwohl die stochastische Konvergenz selbst nicht fast sichere Konvergenz impliziert, kann man

aus einer Verschärfung von stochastischer Konvergenz die fast sichere Konvergenz schließen.

Wir sagen, dass eine FolgeYn, n ∈ N, von Zufallsvariablen auf(Ω,A, P ) schnell stochastisch

gegenY konvergiert, falls

∞∑

n=1

P [|Yn − Y | ≥ ε] < ∞ für alleε > 0.

Lemma 4.2. Aus schneller stochastischer Konvergenz folgt fast sichere Konvergenz.

Beweis.Wir können o.B.d.A.Y = 0 annehmen. KonvergiertYn schnell stochastisch gegen0,

dann gilt:

P [lim sup |Yn| ≤ ε] ≥ P [|Yn| ≥ ε nur endlich oft] = 1.

Es folgt

P [lim sup |Yn| 6= 0] = P


 ⋃

ε∈Q+

{lim sup |Yn| > ε}


 = 0.

Ähnlich zeigt man:

Lemma 4.3.KonvergiertYn P -stochastisch gegenY , dann existiert eine TeilfolgeYnk
, dieP -fast

sicher gegenY konvergiert.

Beweis.Wieder können wir o.B.d.A.Y = 0 annehmen. KonvergiertYn stochastisch gegen0,

dann existiert eine TeilfolgeYnk
mit

P

[
|Ynk

| ≥ 1

k

]
≤ 1

k2
.
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Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt

P

[
|Ynk

| ≥ 1

k
nur endlich oft

]
= 1,

alsoYnk
→ 0 P -fast sicher.

Als nächstes beweisen wir eine Erweiterung derČebyšev-Ungleichung, die wir an vielen Stellen

verwenden werden. Insbesondere impliziert sie, dass stochastische Konvergenz schwächer ist als

Lp-Konvergenz.

4.1.2 Die Markov-Čebyšev-Ungleichung

SeiX : Ω → R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ). Wir verwen-

den die folgende Notation:

Notation: E[X ; A] := E[X · IA] =
∫
A
XdP .

Satz 4.4(Allgemeine Markov-Ungleichung). Seih : [0,∞] → [0,∞] monoton wachsend und

Borel-messbar. Dann gilt

P [|X| ≥ c] ≤ E[h(|X|) ; |X| ≥ c]

h(c)
≤ E[h(|X|)]

h(c)
für alle c > 0 mit h(c) 6= 0.

Beweis.Dah nichtnegativ und monoton wachsend ist, gilt

h(|X|) ≥ h(|X|) · I{|X|≥c} ≥ h(c) · I{|X|≥c},

also auch

E[h(|X|)] ≥ E[h(|X|) ; |X| ≥ c] ≥ h(c) · P [|X| ≥ c].

Wichtige Spezialfälle:

(1). Markov - Ungleichung: Fürh(x) = x erhalten wir:

P [|X| ≥ c] ≤ E[|X|]
c

für alle c > 0.

Insbesondere gilt für eine ZufallsvariableX mit E[|X|] = 0:

P [|X| ≥ c] = 0 für alle c > 0,

also auchP [|X| > 0] = 0, d.h.X = 0 P -fast sicher.
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(2). Čebyšev - Ungleichung: Für h(x) = x2 undX = Y − E[Y ] mit Y ∈ L1(Ω,A, P )
erhalten wir:

P [|Y −E[Y ]| ≥ c] ≤ E[(Y −E[Y ])2]

c2
=

Var[Y ]

c2
für allec > 0.

Diese Ungleichung haben wir bereits in Abschnitt?? im Beweis des schwachen Gesetzes

der großen Zahlen verwendet.

(3). Exponentielle Abschätzung: Fürh(x) = exp(tx) mit t > 0 erhalten wir wegen

I{X≥c} ≤ e−tcetX :

P [X ≥ c] = E[I{X≥c}] ≤ e−tc ·E[etX ].

Die Abbildungt 7→ E[etX ] heißtmomentenerzeugende Funktionder ZufallsvariablenX.

Exponentielle Ungleichungen werden wir in Abschnitt?? zur Kontrolle der Wahrschein-

lichkeitengroßer Abweichungenvom Gesetz der großen Zahlen verwenden.

Als erste Anwendung der allgemeinen Markovungleichung zeigen wir für reellwertige Zufalls-

variablenX,Xn (n ∈ N):

Korollar 4.5 (Lp-Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz). Für 1 ≤ p <∞ gilt:

E[|Xn −X|p] → 0 ⇒ P [|Xn −X| > ε] → 0 für alle ε > 0.

Beweis.Nach der Markovungleichung mith(x) = xp gilt:

P [|Xn −X| ≥ ε] ≤ 1

εp
E[|Xn −X|p].

Bemerkung. Aus stochastischer Konvergenz folgt im Allgemeinen nichtLp-Konvergenz (Übung).

Es gilt aber: KonvergiertXn → X stochastisch, und ist die Folge der Zufallsvariablen|Xn|p

(n ∈ N) gleichmäßig integrierbar, d.h.

sup
n∈N

E[|Xn|p ; |Xn| ≥ c] → 0 für c→ ∞,

dann konvergiertXn gegenX in Lp (Verallgemeinerter Satz von Lebesgue). Wir benötigen diese

Aussage im Moment nicht, und werden sie daher erst in der Vorlesung »Stochastische Prozesse«

beweisen.

Als nächstes wollen wir den Zusammenhang zwischenLp-Konvergenz für verschiedene Werte

vonp ≥ 1 untersuchen. Dazu verwenden wir eine weitere fundamentaleUngleichung:
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4.1.3 Die Jensensche Ungleichung

Ist ℓ(x) = ax + b eine affine Funktion aufR, undX ∈ L1 eine integrierbare Zufallsvariable,

dann folgt aus der Linearität des Lebesgueintegrals:

E[ℓ(X)] = E[aX + b] = aE[X ] + b = ℓ(E[X ]) (4.1.1)

Da konvexe Funktionen Suprema einer Familie von affinen Funktionen (nämlich der Tangenten

an den Funktionsgraphen der konvexen Funktion) sind, ergibt sich für konvexe Funktionen eine

entsprechendeUngleichung:

Satz 4.6(Jensensche Ungleichung). IstP eine Wahrscheinlichkeitsverteilung,X ∈ L1(Ω,A, P )
eine reellwertige Zufallsvariable, undh : R → R eine konvexe Abbildung, dann istE[h(X)−] <

∞, und es gilt

h(E[X ]) ≤ E[h(X)].

Warnung: Diese Aussage gilt (wie auch (4.1.1)) nur für die Integration bzgl. eines Wahrschein-

lichkeitsmaßes!

Bevor wir die Jensensche Ungleichung beweisen, erinnern wir kurz an die Definition und ele-

mentare Eigenschaften von konvexen Funktionen:

Bemerkung. Eine Funktionh : R → R ist genau dann konvex, wenn

h(λx+ (1− λ)y) ≤ λh(x) + (1− λ)h(y) für alleλ ∈ [0, 1] undx, y ∈ R

gilt, d.h. wenn alle Sekanten oberhalb des Funktionsgraphen liegen.

1

2

3

1 2 3 4−1−2−3−4
x y

Abbildung 4.1: Sekante an konvexer Funktion
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Hieraus folgt, dass jede konvexe Funktion stetig ist: Füra < b < x < y < c < d gilt nämlich

h(b)− h(a)

b− a
≤ h(y)− h(x)

y − x
≤ h(d)− h(c)

d− c
.

Also sind die Differenzenquotientenh(y)−h(x)
y−x

gleichmäßig beschränkt auf(b, c), und somit ist

h gleichmäßig stetig auf(b, c). Da konvexe Funktionen stetig sind, sind sie auch messbar. Die

Existenz des ErwartungswertesE[h(X)] in (−∞,∞] folgt dann ausE[h(X)−] <∞.

Wir beweisen nun die Jensensche Ungleichung:

Beweis.Ist h konvex, dann existiert zu jedemx0 ∈ R eine affine Funktionℓ (Stützgerade) mit

ℓ(x0) = h(x0) und ℓ ≤ h, siehe die Analysis Vorlesung oder[A. KLENKE: „WAHRSCHEIN-

LICHKEITSTHEORIE“, Abschnitt 7.2].

0.5

1.0

1.5

2 4
x0

Abbildung 4.2: Darstellung vonℓ(x) undh(x)

Wählen wirx0 := E[X ], dann folgt

h(E[X ]) = ℓ(E[X ]) = E(ℓ[X ]) ≤ E[h(X)].

Der Erwartungswert auf der rechten Seite ist definiert, dah(X) durch die integrierbare Zufalls-

variableℓ(X) nach unten beschränkt ist. Insbesondere giltE[h(X)−] ≤ E[ℓ(X)−] <∞.

Korollar 4.7 (Lq-Konvergenz impliziert Lp-Konvergenz). Für 1 < p ≤ q gilt:

‖X‖p := E[|X|p] 1p ≤ ‖X‖q.

Insbesondere folgtLp-Konvergenz ausLq-Konvergenz.
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Beweis.Nach der Jensenschen Ungleichung gilt

E[|X|p]
q
p ≤ E[|X|q],

da die Funktionh(x) = |x|q/p für q ≥ p konvex ist.

Nach dem Korollar gilt fürp ≤ q:

Lp(Ω,A, P ) ⊇ Lq(Ω,A, P ),

und

Xn → X in Lq ⇒ Xn → X in Lp.

Man beachte, dass diese Aussage nur fürendliche Maßewahr ist, da im Beweis die Jensensche

Ungleichung verwendet wird.

Mithilfe der Jensenschen Ungleichung beweist man auch dieHölderungleichung:

E[|XY |] ≤ ‖X‖p · ‖Y ‖q für p, q ∈ [1,∞] mit
1

p
+

1

q
= 1.

4.2 Starke Gesetze der großen Zahlen

Wir werden nun Gesetze der großen Zahlen unter verschiedenen Voraussetzungen an die zugrun-

deliegenden Zufallsvariablen beweisen. Zunächst nehmen wir an, dassX1, X2, . . . ∈ L2(Ω,A, P )
quadratintegrierbare Zufallsvariablen sind, deren Varianzen gleichmäßig beschränkt sind, und de-

ren Korrelationen hinreichend schnell abklingen:

Annahme: „Schnelles Abklingen der positiven Korrelation“

(A) Es existiert eine Folgecn ∈ R+ (n ∈ N) mit

∞∑

n=0

cn <∞

und

Cov[Xi, Xj] ≤ c|i−j| für alle i, j ∈ N. (4.2.1)

Die Bedingung (A) ist insbesondere erfüllt, wenn dieKorrelationen exponentiell abfallen, d.h.

wenn

|Cov[Xi, Xj]| ≤ c · α|i−j|

für ein α ∈ (0, 1) und c ∈ R+ gilt. Sind etwa die ZufallsvariablenXi unkorreliert, und ist die

Folge derVarianzen beschränkt, d.h. gilt
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(A1) Cov[Xi, Xj] = 0 für alle i, j ∈ N, und

(A2) v := sup
i

Var[Xi] <∞,

dann ist die Annahme (A) mitc0 = v und cn = 0 für n > 0 erfüllt. In diesem Fall haben wir

bereits in Abschnitt??ein schwaches Gesetz der großen Zahlen bewiesen.

Wichtig: Es wirdkeine Unabhängigkeit vorausgesetzt!

Sei nun

Sn = X1 + . . .+Xn

die Summe der erstenn Zufallsvariablen.

4.2.1 Das schwache Gesetz der großen Zahlen

Den Beweis des schwachen Gesetzes der großen Zahlen aus Abschnitt ?? können wir auf den

hier betrachteten allgemeinen Fall erweitern:

Satz 4.8(Schwaches Gesetz der großen Zahlen,L2-Version). Unter der Voraussetzung (A) gilt

für alle n ∈ N undε > 0:

E

[(
Sn

n
− E[Sn]

n

)2
]

≤ v

n
, und (4.2.2)

P

[∣∣∣∣
Sn

n
− E[Sn]

n

∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤ v

ε2n
(4.2.3)

mit v := c0 + 2 ·
∞∑
n=1

cn <∞. Gilt insbesondereE[Xi] = m für alle i ∈ N, dann folgt

Sn

n
→ m in L2(Ω,A, P ) undP -stochastisch.

Beweis.Unter Verwendung der Voraussetzung an die Kovarianzen erhalten wir

E

[(
Sn

n
− E[Sn]

n

)2
]

= Var

[
Sn

n

]
=

1

n2
Var[Sn]

=
1

n2

n∑

i,j=1

Cov[Xi, Xj] ≤ 1

n2

n∑

i=1

n∑

j=1

c|i−j|

≤ 1

n2

n∑

i=1

∞∑

k=−∞
c|k| =

v

n

Die zweite Behauptung folgt daraus durch Anwenden derČebyšev-Ungleichung.
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Bemerkung. (1). Im Fall unkorrelierter ZufallsvariablenXi (Annahmen (A1) und (A2)) ist die

Aussage ein Spezialfall einer allgemeinen funktionalanalytischen Sachverhalts:

Das Mittel von beschränkten orthogonalen Vektoren im Hilbertraum

L2(Ω,A, P ) = L2(Ω,A, P )/ ∼ konvergiert gegen0.

Unkorreliertheit derXi bedeutet gerade, dass die Zufallsvariablen

Yi := Xi − E[Xi]

orthogonal inL2 sind - beschränkte Varianzen derXi ist gleichbedeutend mit der Be-

schränktheit derL2 Normen derYi. Es gilt

Sn − E[Sn] =
n∑

i=1

Yi,

also

E

[(
Sn

n
− E[Sn]

n

)2
]

=

∥∥∥∥∥
1

n

n∑

i=1

Yi

∥∥∥∥∥

2

L2

=
1

n2

n∑

i=1

n∑

j=1

〈Yi, Yj〉L2

=
1

n2

n∑

i=1

‖Yi‖2L2 ≤ 1

n
sup
i

‖Yi‖2L2.

(2). DieL2-Konvergenz und stochastische Konvergenz von(Sn − E[Sn])/n gegen0 gilt auch,

falls die Korrelationen „langsam“ abklingen, d.h. falls (4.2.1) für eine nicht summierbare

Nullfolge cn erfüllt ist. In diesem Fall erhält man allerdings im Allgemeinen keine Ab-

schätzung der OrdnungO( 1
n
) für den Fehler in (4.2.2) bzw. (4.2.3).

(3). Eine für große n deutlich bessere Abschätzung des Fehlers in (4.2.3) (mit exponentiellem

Abfall in n) erhält man bei Unabhängigkeit und exponentieller Integrierbarkeit derXi mit-

hilfe derexponentiellen Ungleichung, siehe Satz 4.13 unten.

4.2.2 Das starke Gesetz für quadratintegrierbare Zufallsvariablen

Unter derselben Voraussetzung wie in Satz 4.8 gilt sogarP -fast sichere Konvergenz:

Satz 4.9(Starkes Gesetz großer Zahlen,L2-Version). Unter der Voraussetzung (A) konvergiert

Sn(ω)

n
− E[Sn]

n
−→ 0
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für P -fast alleω ∈ Ω. Insbesondere gilt

Sn

n
−→ m P -fast sicher,

fallsE[Xi] = m für alle i.

Der Übersichtlichkeit halber führen wir den Beweis zunächst unter den stärkeren Voraussetzun-

gen (A1) und (A2). Der allgemeine Fall ist eine Übungsaufgabe, die sich gut zum Wiederholen

der Beweisschritte eignet:

Beweis unter den Annahmen (A1) und (A2).Wir können o.B.d.A.E[Xi] = 0 für alle i voraus-

setzen – andernfalls betrachten wir die zentrierten ZufallsvariableñXi := Xi−E[Xi]; diese sind

wieder unkorreliert mit beschränkten Varianzen. Zu zeigenist dann:

Sn

n
→ 0 P -fast sicher.

Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte:

(1). Schnelle stochastische Konvergenz gegen0 entlang der Teilfolgenk = k2: Aus derČebyšev-

Ungleichung folgt:

P

[∣∣∣∣
Sk2

k2

∣∣∣∣ ≥ ε

]
≤ 1

ε2
Var

[
Sk2

k2

]
≤ 1

ε2k2
sup
i

Var[Xi].

Da die Varianzen beschränkt sind, ist der gesamte Ausdruck durch die Summanden einer

summierbaren Reihe beschränkt. Somit ergibt sich nach Borel-Cantelli:

Sk2(ω)

k2
→ 0

für alleω außerhalb einer NullmengeN1.

(2). Wir untersuchen nun die Fluktuationen der FolgeSn zwischen den Werten der Teilfolge

nk = k2. Sei

Dk := max
k2≤l<(k+1)2

|Sl − Sk2|.

Wir zeigenschnelle stochastische Konvergenz gegen0 für Dk/k
2. Für ε > 0 haben wir

P

[
Dk

k2
≥ ε

]
= P


 ⋃

k2≤l<(k+1)2

{ |Sl − Sk2| > εk2 }




≤
k2+2k∑

l=k2

P [|Sl − Sk2| > εk2] ≤ const.
k2

,
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denn nach deřCebyšev-Ungleichung gilt fürk2 ≤ l ≤ k2 + 2k:

P [|Sl − Sk2| > εk2] ≤ 1

ε2k4
Var[Sl − Sk2 ] ≤ 1

ε2k4
Var

[
l∑

i=k2+1

Xi

]

≤ l − k2

ε2k4
sup
i

Var[Xi] ≤ const· k
k4
.

Nach Lemma 4.2 folgt daher
Dk(ω)

k2
→ 0

für alleω außerhalb einer NullmengeN2.

(3). Zu gegebenemn wählen wir nunk = k(n) mit k2 ≤ n < (k + 1)2. Durch Kombination

der ersten beiden Schritte erhalten wir:
∣∣∣∣
Sn(ω)

n

∣∣∣∣ ≤ |Sk2(ω)|+Dk(ω)

n
≤
∣∣∣∣
Sk2(ω)

k2

∣∣∣∣+
Dk(ω)

k2
−→ 0 für n→ ∞

für alleω außerhalb der NullmengeN1∪N2. Also konvergiertSn/n P -fast sicher gegen0.

Beispiel (Random Walk im Rd). SeiSn = X1 + ... + Xn ein Random Walk imRd mit unab-

hängigen identisch verteilten InkrementenXi mit Verteilungµ. Gilt

E[‖Xi‖2] =

∫

Rd

‖x‖2 µ(dx) < ∞,

dann folgt nach dem schwachen Gesetz der großen Zahlen (angewandt auf die Komponenten

S
(k)
n =

n∑
i=1

X
(k)
i des VektorsSn):

Sn(ω)

n
−→ m für P -fast alleω,

wobeim =
∫
Rd

xµ(dx) der Schwerpunkt der Inkrementverteilung ist. Insbesondere gilt fürm 6= 0:

Sn ∼ m · n für n→ ∞ P -fast sicher,

d.h.Sn wächst linear mit Geschwindigkeitm. Im Fallm = 0 gilt dagegen

Sn(ω)

n
→ 0 P -fast sicher,
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d.h. der Random Walk wächst sublinear. Eine viel präzisere Beschreibung der pfadweisen Asymp-

totik des Random Walk im Fallm = 0 liefert derSatz vom iterierten Logarithmus:

lim sup
n→∞

Sn(ω)√
n log log n

= +1 P -fast sicher,

lim inf
n→∞

Sn(ω)√
n log log n

= −1 P -fast sicher,

siehe z.B. [BAUER: „WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE“].

Beispiel (Wachstum in zufälligen Medien). Um ein zufälliges Populationswachstum zu be-

schreiben, definieren wir ZufallsvariablenXn (n ∈ N) durch

X0 = 1, Xn = Yn ·Xn−1,

d.h.Xn =
∏n

i=1 Yi. Hierbei nehmen wir an, dass die WachstumsratenYi unabhängige identisch

verteilte Zufallsvariablen mitYi > 0 P -f.s. sind. Seim = E[Yi].

(1). ASYMPTOTIK DER ERWARTUNGSWERTE: Da dieYi unabhängig sind, gilt:

E[Xn] =
n∏

i=1

E[Yi] = mn.

Die mittlere Populationsgröße wächst also imsuperkritischen Fallm > 1 exponentiell und

fällt im subkritischen Fallm < 1 exponentiell ab.

Konkretes Beispiel:In einem Glücksspiel setzt der Spieler in jeder Runde die Hälfte seines

Kapitals. Mit Wahrscheinlichkeit1
2

erhält er dasc-fache des Einsatzes zurück, und mit

Wahrscheinlichkeit1
2

erhält er nichts zurück. Hier gilt:

Yi =





1
2
(1 + c) mit p = 1

2

1
2

mit p = 1
2

,

also

m = E[Yi] =
1

4
(1 + c) +

1

4
=

2 + c

4
.

Das Spiel ist also „fair“ fürc = 2 und „superfair“ fürc > 2.

(2). ASYMPTOTIK VON Xn(ω): Wir nehmen nun an, dasslog Y1 ∈ L2 gilt. Nach dem starken

Gesetz der großen Zahlen folgt dann:

1

n
logXn =

1

n

n∑

i=1

log Yi → E[log Y1] =: α P -f.s.
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Also existiert fürε > 0 einN(ω) mit N(ω) <∞ P -fast sicher,

Xn(ω) ≤ e(α+ε)n und Xn(ω) ≥ e(α−ε)n für allen ≥ N(ω).

Fürα < 0 fällt Xn alsoP -fast sicher exponentiell ab, währendXn für α > 0 P -fast sicher

exponentiell wächst.

(3). ZUSAMMENHANG VON α UND m: Nach der Jensenschen Ungleichung gilt:

α = E[log Y1] ≤ logE[Y1] = logm.

Hierbei haben wir benutzt, dass der Logarithmus eine konkave, bzw.− log eine konvexe

Funktion ist. Im subkritischen Fallm < 1 ist also auchα strikt negativ, d.h.Xn fällt auch

P -f.s. exponentiell ab. Im superkritischen Fallm > 1 kann es aber passieren, dasstrotzdem

α < 0 gilt, d.h. obwohl die Erwartungswerte exponentiell wachsen, fällt Xn P -fast sicher

exponentiell! Im Beispiel

Yi =





1
2
(1 + c) mit p = 1

2

1
2

mit p = 1
2

von oben wachsen die Erwartungswerte exponentiell fürc > 2, aber es gilt

α = E[log Yi] =
1

2

(
log

1 + c

2
+ log

1

2

)
=

1

2
log

1 + c

4
≥ 0 ⇔ c ≥ 3.

Für c ∈ (2, 3) ist das Spiel also superfair mit fast sicherem exponentiellem Bankrott!

Die Voraussetzungen des Satzes von Lebesgue sind in dieser Situation nicht erfüllt, denn

es gilt:

E[Xn] ր ∞, obwohlXn → 0 P -fast sicher.

4.2.3 VonL2 nachL1 mit Unabhängigkeit

Sind ZufallsvariablenX, Y : Ω → S unabhängig, so sindf(X) und g(Y ) für beliebige be-

schränkte oder nichtnegative Funktionenf, g : S → R unkorreliert. Bisher konnten wir zeigen,

dass das starke Gesetz der großen Zahlen für unkorrelierte (bzw. schwach korrelierte) Zufalls-

variablenXn ∈ L2 mit gleichmäßig beschränkten Varianzen gilt. Die Unabhängigkeit derXn

ermöglicht es, diese Aussage auf integrierbare Zufallsvariablen (d.h.L1 stattL2) zu erweitern:

Satz 4.10(Kolmogorovs Gesetz der großen Zahlen). SeienX1, X2, ... ∈ L1(Ω,A, P ) paar-

weise unabhängig und identisch verteilt mitE[Xi] = m. Dann gilt:

lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

Xi = m P -fast sicher.
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Kolmogorov hatte eine entsprechende Aussage unter der Annahme von Unabhängigkeit (statt

paarweiser Unabhängigkeit) bewiesen. Der Beweis unter derschwächeren Voraussetzung stammt

von Etemadi (1981).

Bemerkung (Dynamische Systeme, Ergodensatz). In einer dynamischen Interpretation bedeu-

tet die Aussage

1

n

n∑

i=1

Xi(ω) −→ m =

∫
x µXi

(dx) P -fast sicher,

des starken Gesetzes der großen Zahlen, dass die „zeitlichen Mittelwerte“ der Zufallsvariablen

Xi gegen den „räumlichen Mittelwert“m konvergieren. Dies ist ein Spezialfall eines viel allge-

meinerenErgodensatzes, der eine entsprechende Aussage für ergodische dynamischeSysteme

liefert, siehe z.B. BREIMAN : PROBABILITY oder DURRETT: PROBABILITY : THEORY AND EX-

AMPLES.

Beweis von Satz 4.10.Wir führen den Beweis in mehreren Schritten.

(1). Reduktion auf nichtnegative Zufallsvariablen.

Wir können o.B.d.A.Xi ≥ 0 für alle i ∈ N voraussetzen. Andernfalls zerlegen wirXi =

X+
i −X−

i . Die ZufallsvariablenX+
i , i ∈ N, bzw.X−

i , i ∈ N, sind jeweils Funktionen der

Xi, und daher wieder paarweise unabhängig. Aus dem Gesetz der großen Zahlen fürX+
i

undX−
i folgt das Gesetz der großen Zahlen für die ZufallsvariablenXi.

(2). Reduktion auf Gesetz der großen Zahlen fürYi := Xi · I{Xi≤i}.

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt

P [Yi 6= Xi unendlich oft] = 0,

denn

∞∑

i=1

P [Yi 6= Xi] =

∞∑

i=1

P [Xi > i]

=
∞∑

i=1

P [X1 > i] (Xi identisch verteilt)

≤
∫ ∞

0

P [X1 > x] dx (P [X1 > x] monoton fallend)

= E[X1] < ∞.

Also konvergiert1
n

∑n
i=1Xi P -fast sicher gegenm, falls dasselbe für1

n

∑n
i=1 Yi gilt.
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Sei nun

Sn =
n∑

i=1

Yi.

Die ZufallsvariablenYi sind wieder paarweise unabhängig, und es gilt0 ≤ Yi ≤ i.

(3). Konvergenz der Erwartungswerte.

Da die ZufallsvariablenYi nicht mehr identisch verteilt sind, bestimmen wir zunächstden

Grenzwert der Erwartungswerte der MittelwerteSn/n. Nach dem Satz von der monotonen

Konvergenz gilt

E[Yi] = E[Xi ; Xi ≤ i] = E[X1 · I{X1≤i}]−→E[X1] = m, für i→ ∞,

also auch

E

[
Sn

n

]
=

1

n

n∑

i=1

E[Yi] −→ m für n→ ∞.

(4). P -fast sichere Konvergenz vonSn

n
entlang der Teilfolgenkn = ⌊αn⌋ , α > 1.

Vorbemerkung: Es gilt

∑

n≥m

1

k2n
=

1

⌊αm⌋2
+

1

⌊αm+1⌋2
+ ... ≤ const.

⌊αm⌋2
=

const.
k2m

mit einer vonm unabhängigen Konstanten.

Behauptung:
Skn

kn
−→ lim

n→∞
E

[
Skn

kn

]
= m P -fast sicher.

Beweis der Behauptung: Nach dem Lemma von Borel-Cantelli genügt es,

∞∑

n=1

P

[∣∣∣∣
Skn − E[Skn]

kn

∣∣∣∣ ≥ ε

]
< ∞

zu zeigen. Dies ist der Fall, wenn

∞∑

n=1

Var

[
Skn

kn

]
<∞

gilt. Wegen

Var[Yi] ≤ E[Y 2
i ] = E[X2

i ; Xi ≤ i] = E[X2
1 ; X1 ≤ i]
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erhalten wir mithilfe der Vorbemerkung

∞∑

n=1

Var

[
Skn

kn

]
=

∞∑

n=1

1

k2n
·

kn∑

i=1

Var[Yi]

≤
∞∑

i=1

E[X2
1 ; X1 ≤ i] ·

∑

n:kn≥i

1

k2n

≤ const.·
∞∑

i=1

E
[
X2

1 ; X1 ≤ i
]
· 1
i2

≤ const.·
∞∑

i=1

i∑

j=1

j2 · P [X1 ∈ (j − 1, j]] · 1
i2

= const.·
∞∑

j=1

j2 · P [X1 ∈ (j − 1, j]] ·
∞∑

i=j

1

i2

≤ const.·
∞∑

j=1

j · P [X1 ∈ (j − 1, j]]

= const.· E
[ ∞∑

j=1

j · I{X1∈(j−1,j]}

]

≤ const.· E[X1 + 1] < ∞.

(5). P -fast sichere Konvergenz vonSn

n
.

Für l ∈ N mit kn ≤ l ≤ kn+1 gilt wegenYi ≥ 0:

Skn ≤ Sl ≤ Skn+1.

Es folgt
kn
kn+1

· Skn

kn
=

Skn

kn+1
≤ Sl

l
≤ Skn+1

kn
=
kn+1

kn
· Skn+1

kn+1
.

Fürn→ ∞ erhalten wir wegenkn+1

kn
→ α und Skn (ω)

kn
→ m:

m

α
≤ lim inf

Sl(ω)

l
≤ lim sup

Sl(ω)

l
≤ αm

für alle ω außerhalb einer vonα abhängenden NullmengeNα. Fürω außerhalb der Null-

menge
⋃

α>1
α∈Q

Nα folgt somit:

lim
l→∞

Sl(ω)

l
= m.
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Korollar 4.11 (Gesetz der großen Zahlen ohne Integrierbarkeit). SeienX1, X2... paarweise

unabhängige, identisch verteilte, nicht-negative Zufallsvariablen. Dann gilt:

lim
n→∞

1

n
·

n∑

i=1

Xi(ω) = E[X1] ∈ [0,∞] P -fast sicher.

Beweis.Nach Satz 4.10 gilt die Aussage im FallE[X1] < ∞. FürE[X1] = ∞ erhalten wir für

k ∈ N:

lim inf
n→∞

1

n

n∑

i=1

Xi ≥ lim inf
n→∞

1

n

n∑

i=1

(Xi ∧ k) = E[X1 ∧ k] P -fast sicher.

Fürk → ∞ folgt dann mit monotoner Konvergenz

lim inf
n→∞

1

n

n∑

i=1

Xi ≥ E[X1] = ∞,

und damit die Behauptung.

4.3 Momentenerzeugende Funktionen und exponentielle Ab-

schätzungen

In diesem Abschnitt führen wir momentenerzeugende und charakteristische Funktionen von re-

ellen Zufallsvariablen ein und beweisen einige grundlegende Aussagen über diese Funktionen.

Anschließend zeigen wir, wie nicht-asymptotische obere Schranken für die Wahrscheinlichkeiten

großer Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen mithilfe momentenerzeugender Funktionen

hergeleitet werden können. Charakteristische Funktionenwerden wir in Kapitel 5 zum Beweis

von zentralen Grenzwertsätzen verwenden.

4.3.1 Momentenerzeugende und charakteristische Funktionen

Sei(Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum undX : Ω → Rd eine Zufallsvariable mit Verteilung

µ. Wir definieren den Erwartungswert bzw. das Lebesgue-Integral einer komplexwertigen Zu-

fallsvariableZ = U+iV mit Real- und ImaginärteilU, V : Ω → R durchE[Z] = E[U ]+iE[V ].

Definition (Momentenerzeugende und charakteristische Funktion).

Die FunktionenM : Rd → (0,∞] bzw.φ : Rd → C,

M(t) := E[et·X ] =

∫

Rd

et·x µ(dx),

φ(t) := E[eit·X ] =

∫

Rd

eit·x µ(dx),
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heißenmomentenerzeugendebzw.charakteristische Funktionder ZufallsvariableX oder der

Verteilungµ.

Da die Funktionent 7→ et·x undt 7→ eit·x für t ∈ Rd nichtnegativ bzw. beschränkt sind, sind die

Erwartungswerte definiert. Dabei nimmtM(t) den Wert+∞ an, fallsexp(t·X) nicht integrierbar

ist. Für den Betrag der komplexen Zahlφ(t) gilt dagegen

|φ(t)| ≤ E[| exp(it · x)|] = 1 für alle t ∈ Rd.

Bemerkung (Fourier- und Laplace-Transformation). Die Funktionφ(−t) =
∫
e−itx µ(dx) ist

dieFourier-Transformationdes Maßesµ. Istµ absolutstetig bzgl. des Lebesguemaßes mit Dichte

f , dann istφ(−t) die Fourier-Transformation der Funktionf , d.h.

φ(−t) =

∫

Rd

e−it·xf(x) dx =: f̂(t).

Entsprechend ist

M(−t) =

∫

Rd

e−t·x µ(dx) (t > 0)

dieLaplace-Transformationdes Maßesµ bzw. der Dichtef .

Rechenregeln. Die folgenden Rechenregeln ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen der

momentenerzeugenden bzw. charakteristischen Funktionen:

(1). SindX, Y : Ω → Rd unabhängige Zufallsvariablen auf(Ω,A, P ), dann gilt

MX+Y (t) = MX(t) ·MY (t) und φX+Y (t) = φX(t) · φY (t)

für alle t ∈ Rd.

(2). Ist X = (X1, . . . , Xd) : Ω → Rd ein Zufallsvektor mit unabhängigen Komponenten

X1, . . . , Xd, dann gilt fürt = (t1, . . . , td) ∈ Rd:

MX(t) =

d∏

i=1

MXi
(ti) und φX(t) =

d∏

i=1

φXi
(ti).

(3). FürA ∈ Rd×d undb ∈ Rd gilt

MAX+b(t) = et·bMX(A
T t) und φAX+b(t) = eit·bφX(A

T t).

(4). Es gilt stetsM(0) = φ(0) = 1 undφ(−t) = φ(t) für alle t ∈ R.
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Beispiel(Binomialverteilung). Die BinomialverteilungBin(n, p) ist die Verteilung der Summe
∑n

i=1 Yi von unabhängigenBernoulli(p)-verteilten ZufallsvariablenY1, ..., Yn. Also sind

φ(t) =

n∏

i=1

φYi
(t) =

(
1− p + peit

)n
, und M(t) =

(
1− p+ pet

)n

die charakteristische und momentenerzeugende Funktion vonBin(n, p).

Der Übersichtlichkeit halber beschränken wir uns nun auf den Fall d = 1. Wir zeigen, dass

sich die MomenteE[Xn] einer ZufallsvariableX : Ω → R unter geeigneten Voraussetzungen

aus der momentenerzeugenden bzw. charakteristischen Funktion berechnen lassen. Die nötigen

Voraussetzungen sind allerdings im Fall der momentenerzeugenden Funktion viel stärker.

Satz 4.12(Momentenerzeugung). (1). IstM endlich auf(−δ, δ) für ein δ > 0, dann existiert

der ErwartungswertM(z) := E[ezX ] für alle z ∈ C mit |Re(z)| < δ, und es gilt

E[ezX ] =
∞∑

n=0

zn

n!
E[Xn] für alle z ∈ C mit |z| < δ.

Insbesondere folgt

M (n)(0) = E[Xn] für alle n ∈ Z+ .

(2). IstE[|X|n] <∞ für einn ∈ N, dann giltφ ∈ Cn(R) und

φ(n)(t) = in · E[XneitX ] für alle t ∈ R . (4.3.1)

Man beachte, dass die Voraussetzung im ersten Teil des Satzes erfüllt ist, fallsM(s) < ∞ und

M(−s) < ∞ für ein festess > 0 gilt. Nach der Jensenschen Ungleichung folgt nämlich aus

M(s) <∞ auch

M(t) = E[etX ] ≤ E[esX ]t/s < ∞ für alle t ∈ [0, s].

Entsprechend folgtM <∞ auf [−s, 0] ausM(−s) <∞.

Beweis. (1). Aus der Voraussetzung und dem Satz von der monotonen Konvergenz ergibt sich

für s ∈ (0, δ):

∞∑

n=0

sn

n!
E[|X|n] = E

[
es|X|] ≤ E

[
esX
]
+ E

[
e−sX

]
< ∞ .

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



154 KAPITEL 4. GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

Insbesondere existieren alle MomenteE[Xn], n ∈ N, sowie die exponentiellen Momente

E[ezX ] für z ∈ C mit |Re(z)| < δ. Nach dem Satz von Lebesgue erhalten wir fürz ∈ C

mit |z| < δ zudem

∞∑

n=0

zn

n!
E[Xn] = lim

m→∞
E

[
m∑

n=0

(zX)n

n!

]
= E

[
lim

m→∞

m∑

n=0

(zX)n

n!

]
= E[ezX ] ,

daes|X| für s ≥ |z| eine Majorante der Partialsummen ist.

(2). Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nachn. Fürn = 0 gilt (4.3.1) nach Definition

vonφ(t). IstE[|X|n+1] < ∞, dann folgt nach Induktionsvoraussetzung und mit dem Satz

von Lebesgue:

φ(n)(t + h)− φ(n)(t)

h
=

1

h
E
[
(iX)n

(
ei(t+h)X − eitX

)]

= E

[
(iX)n

1

h

∫ t+h

t

iXeisX ds

]
→ E

[
(iX)n+1 eitX

]

für h→ 0, also

φ(n+1)(t) = E[(iX)n+1eitX ].

Die Stetigkeit der rechten Seite int folgt ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue und der

VoraussetzungE[|X|n+1] <∞.

Beispiele. (1). Für eine ZufallsvariableX mit Verteilungsdichtef(x) = const. · e−|x|1/2 gilt

E[|X|n] < ∞ für allen ∈ N. Also ist die charakteristische Funktion beliebig oft differen-

zierbar. Die momentenerzeugende FunktionMX(t) ist hingegen nur fürt = 0 endlich.

(2). Ein Standardbeispiel einer Verteilung, deren Momentenicht existieren, ist dieCauchy-

Verteilungmit Dichte

f(x) =
1

π(1 + x2)
(x ∈ R).

Für eine Cauchy-verteilte ZufallsvariableX gilt MX(t) = ∞ für alle t 6= 0. Trotzdem

existiert

φX(t) = e−|t| für alle t ∈ R .

Die charakteristische Funktion ist allerdings bei0 nicht differenzierbar.

Bemerkung (Zusammenhang vonM und φ). Gilt M <∞ auf (−δ, δ) für ein δ > 0, dann hat

die FunktionM eine eindeutige analytische Fortsetzung auf den Streifen{z ∈ C : |Re(z)| < δ}
in der komplexen Zahlenebene, die durchM(z) = E[exp(zX)] gegeben ist. In diesem Fall gilt

φ(t) = M(it) für alle t ∈ R,

Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Andreas Eberle



4.3. EXPONENTIELLE ABSCHÄTZUNGEN 155

insbesondere ist die charakteristische Funktion dann durch die momentenerzeugende Funktion

eindeutig bestimmt.

Die letzte Bemerkung ermöglicht manchmal eine vereinfachte Berechnung von charakteristi-

schen Funktionen.

Beispiel(Normalverteilungen). (1). Für eine standardnormalverteilte ZufallsvariableZ gilt:

MZ(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
etx−x2/2dx = et

2/2 1√
2π

∫ ∞

−∞
e−(x−t)2/2dx = et

2/2 <∞ für t ∈ R.

Die eindeutige analytische Fortsetzung aufC ist die als Potenzreihe darstellbare Funktion

MZ(z) = exp(z2/2). Also ist die charakteristische Funktion gegeben durch

φZ(t) = MZ(it) = e−t2/2 für alle t ∈ R.

(2). Eine normalverteilte ZufallsvariableX mit Mittel m und Varianzσ2 können wir darstellen

alsX = σZ +m mit Z ∼ N(0, 1). Also gilt:

MX(t) = emt MZ(σt) = exp
(
mt + σ2t2/2

)
,

φX(t) = exp
(
imt− σ2t2/2

)
.

Bemerkung (Satz von Bochner). Eine Funktionφ : R → C ist genau dann eine charakteristi-

sche Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung aufR, wenn gilt:

(1). φ(0) = 1 und |φ(t)| ≤ 1 für alle t ∈ R,

(2). φ ist gleichmäßig stetig,

(3). φ ist nicht-negativ definit, d.h.

n∑

i,j=1

φ(ti − tj)zizj ≥ 0 ∀ n ∈ N, t1, ..., tn ∈ R, z1, ..., zn ∈ C.

Dass jede charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung die Eigenschaften (1)-

(3) hat, prüft man leicht nach. Der Beweis der umgekehrten Aussage findet sich z.B. in Vol. II

des Lehrbuchs von Feller.
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4.3.2 Große Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen

SeienX1, X2, ... ∈ L 1(Ω,A, P ) unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwar-

tungswertm und momentenerzeugender Funktion

M(t) = E[etX1 ] ,

und seiSn = X1 + ... +Xn.

Der folgende Satz verschärft dienicht-asymptotischeobere Schranke für die Wahrscheinlichkeit

großer Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen aus der Bernstein-Ungleichung (Satz??),

und verallgemeinert diese auf nicht Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen.

Satz 4.13(Chernoff). Für alle n ∈ N unda ∈ R gilt:

P

[
Sn

n
≥ a

]
≤ e−nI(a) falls a ≥ m, bzw.

P

[
Sn

n
≤ a

]
≤ e−nI(a) falls a ≤ m,

wobei die exponentielle AbfallrateI(a) gegeben ist durch

I(a) = sup
t∈R

(at− logM(t)).

Beweis.Wir zeigen diese Aussage im Falla ≥ m – der Beweis füra ≤ m verläuft analog. Der

Beweis erfolgt in drei Schritten:

(1). Zentrieren:Wir können o.B.d.A.m = 0 annehmen. Andernfalls betrachten wir die zen-

trierten ZufallsvariableñXi = Xi − E[Xi], die wieder unabhängig und identisch verteilt

sind. Man überzeugt sich leicht, dass aus der Behauptung fürX̃i die Behauptung fürXi

folgt (Übung).

(2). Exponentielle Markovungleichung:Für allet ≥ 0 undn ∈ N gilt:

P

[
Sn

n
≥ a

]
= P [Sn ≥ na] ≤ e−tnaE[etSn ]

Xi iid
= e−tna E[etX1 ]n = e−(at−logM(t))·n.

(3). Optimieren der Abschätzung:Bilden wir das Infimum der für verschiedenet ≥ 0 erhalte-

nen Abschätzungen, dann ergibt sich:

P

[
Sn

n
≥ a

]
≤ inf

t≥0
e−(at−logM(t))·n = e− supt≥0(at−logM(t))·n.
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Es bleibt zu zeigen, dass

sup
t≥0

(at− logM(t)) = sup
t∈R

(at− logM(t)) = I(a).

Dies ist in der Tat der Fall, denn fürt < 0 unda ≥ m gilt nach der Jensenschen Unglei-

chung und der Voraussetzungm = 0:

at− logM(t) ≤ − logE[etX1 ] ≤ E[− log etX1 ]

= −tm = 0 = a · 0− logM(0).

Die Analyse der Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen auf der exponen-

tiellen Skala werden wir in Kapitel 6 durch den Beweis einer asymptotischen unteren Schranke

mit derselben RatenfunktionI vervollständigen. Die Chernoff-Schranke aus dem Satz obenhat

aber den Vorteil, dass sie nicht nur asymptotisch (d.h. fürn→ ∞), sondern für jedes festen gilt !

Um die Aussage aus dem Satz von Chernoff zu interpretieren, untersuchen wir die Ratenfunktion

I genauer. Insbesondere interessiert uns, wannI(a) strikt positiv ist, denn in diesem Fall fallen

die Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen exponentiell in n ab. Wir beginnen mit einer

Bemerkung zur FunktionΛ := logM :

Bemerkung (Kumulantenerzeugende Funktion). Die FunktionΛ(t) = logM(t), t ∈ R, heißt

logarithmische momentenerzeugendeoderkumulantenerzeugende FunktionvonX1. Sie hat unter

anderem die folgenden Eigenschaften:

(1). Λ ist konvex.

(2). Λ(0) = 0.

(3). GiltM(t) <∞ auf (−δ, δ) für einδ > 0, dann ist

Λ′(0) =
M ′(0)

M(0)
= m, und

Λ′′(0) =
M ′′(0)

M(0)
− M ′(0)2

M(0)2
= E[X2

1 ]−E[X1]
2 = Var[X1].

Die höheren Ableitungen vonΛ heißenKumulantenvonX1.
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Die RatenfunktionI ist dieLegendre-Transformationder FunktionΛ, d.h.

I(a) = sup
t∈R

fa(t) mit fa(t) = at− Λ(t).

Die Legendre-Transformation einer konvexen Funktion hat eine einfache geometrische Bedeu-

tung: Wie man aus Abbildung 4.3.2 sieht, ist der WertI(a) der negative Achsenabschnitt der

(eindeutigen) Tangente an den Graphen vonΛ mit Steigunga (wobei wir I(a) = ∞ setzen, falls

keine solche Tangente existiert).

1

2

3

4

−1

−2

1 2 3−1 t

logM(t)

I(a)

−I(a)

Abbildung 4.3: Geometrische Darstellung der RateI(a) als negativer Achsenabschnitt der ein-

deutigen Tangente mit Steigunga (rot) an die Kumulantenerzeugende Funktion (blau)

Wichtige Eigenschaften der Ratenfunktion sind:

(1). I ist wieder konvex.

(2). Es giltI(a) ≥ fa(0) = 0 für allea ∈ R.
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(3). IstM(t) < ∞ auf (−δ, δ) für ein δ > 0, dann folgtfa ∈ C∞(−δ, δ) mit fa(0) = 0 und

f ′
a(0) = a−m. In diesem Fall istI(a) für a 6= m strikt positiv:

I(a) = sup fa > 0 für allea 6= m.

Unter der Voraussetzung in (3) ergibt sich einexponentieller Abfall der Wahrscheinlichkeiten

großer Abweichungen !Sind die ZufallsvariablenXi dagegen nicht exponentiell integrierbar,

dann kann es auch passieren, dass die AbfallrateI(a) für a 6= m gleich0 ist. Die Wahrschein-

lichkeiten großer Abweichungen fallen in diesem Fall langsamer als exponentiell ab, denn es gilt

auch eine asymptotische untere Schranke mit derselben RatenfunktionI, siehe Satz 6.2 unten.

Für konkrete Verteilungen der ZufallsvariablenXi kann man die Kumulantenerzeugende Funkti-

onΛ und die RatenfunktionI manchmal explizit berechnen:

Beispiel (Normalverteilung). Für normalverteilte ZufallsvariablenXi ∼ N(m, σ2) ergibt sich

I(a) = (a−m)2

2σ2 , also

P

[
Sn

n
≥ a

]
≤ e−

(a−m)2n

2σ2 für allea ≥ m.

Die Ratenfunktion hat eine Nullstelle beim Erwartungswertm, da die MittelwertSn/n gegen

diesen konvergieren. Jenseits vonm erhalten wir eine Abschätzung der Wahrscheinlichkeiten

mit einer exponentiellen Abfallrate, die quadratisch ina wächst. Da in diesem FallSn/n wieder

normalverteilt ist, kann man die Wahrscheinlichkeiten auch präziser mithilfe von Lemma 1.17

abschätzen. Es zeigt sich, dass die Chernoff-Abschätzung hier zwar die optimale exponentielle

Rate liefert; mit der genaueren Gaußschen Abschätzung (1.4.3) gewinnt man aber einen zusätz-

lichen Faktor der Größenordnungn−1/2 (Übung).

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4−1−2

Abbildung 4.4: Legendre-Transformation der logarithmischen momentenerzeugenden Funktion

einerN (1, 1)-verteilten Zufallsvariable.
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Beispiel(Exponentialverteilung). FürXi ∼ Exp(λ) ergibt sich die Ratenfunktion

I(a) =




λa− 1− log(λa) für a > 0,

∞ für a ≤ 0.
.

Diese hat eine Nullstelle beim Erwartungswert1/λ. Da nicht positive Werte mit Wahrscheinlich-

keit 1 nicht auftreten, hat die Ratenfunktion auf dem Intervall (−∞, 0] den Wert+∞.

1

2

3

4

5

6

7

8

1 2 3 4 5 6

Abbildung 4.5: Legendre-Transformierte der logarithmischen momentenerzeugenden Funktion

einerExp(2)-verteilten Zufallsvariable

Beispiel(Bernoulli-Verteilung; Bernstein-Ungleichung). FürXi ∼ Bernoulli(p) erhält man

I(a) = a log

(
a

p

)
+ (1− a) log

(
1− a

1− p

)
für a ∈ [0, 1], I(a) = +∞ sonst,

wobei wir0 log 0 := 0 setzen. WegenI(a) ≥ 2(a− p)2 verschärft die Abschätzung aus dem Satz

von Chernoff in diesem Fall die in Satz?? hergeleitete obere Schranke

P

[
Sn

n
≥ a

]
≤ e−2(a−p)2n für a ≥ p.

Wir werden später sehen, dassI(a) sich als relative Entropie der Bernoulli(a)-Verteilung bzgl.

der Bernoulli (p)-Verteilung interpretieren lässt.
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1

1

Abbildung 4.6: Legendre-Transformation der logarithmischen momentenerzeugenden Funktion

einer Bernoulli(1/2)-verteilten Zufallsvariable

Beispiel (Ehrenfestmodell im Gleichgewicht). Es befinden sichn = 1023 Moleküle in einem

Gefäß. Jedes Molekül sei jeweils mit Wahrscheinlichkeit1/2 in der linken bzw. rechten Hälfte.

SeienXi (1 ≤ i ≤ n) Bernoulli(1/2)-verteilte unabhängige Zufallsvariablen, wobeiXi = 1 dafür

steht, dass sich dasi-te Molekül in der linken Hälfte befindet. Der AnteilSn/n der Moleküle in

dieser Hälfte konvergiert nach dem Gesetz der großen Zahlenfast sicher gegen1/2.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeitp := P
[
Sn

n
≥ 1

2
+ 10−10

]
?

Eine Abschätzung mit deřCebyšev-Ungleichung liefert:

p ≤ 1020 ·Var [Sn/n] =
1

4
· 10−3 =

1

4000
.

Durch Anwenden der exponentiellen Abschätzung erhält man dagegen die viel präzisere Aussage

p ≤ e−2n(10−10)2 = e−2000 .

Eine Abweichung von der Größenordnung10−10 vom Mittelwert ist alsopraktisch unmöglich!

Die makroskopische GrößeSn/n ist daher de facto deterministisch.

4.3.3 Inversion der Fouriertransformation

Die folgende zentrale Aussage zeigt, dass eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aufR eindeutig

durch ihre charakteristische Funktionφ festgelegt ist. Der Satz liefert sogar eineexplizite Formel

zur Rekonstruktion der Verteilung ausφ. Gilt zudemM < ∞ auf einem Intervall(−δ, δ) mit

δ > 0, dann erhält man die charakteristische Funktion wie oben bemerkt durch analytische Fort-

setzung der momentenerzeugenden FunktionM auf die imaginäre Achse. In diesem Fall ist die

Verteilung somit auch durch die momentenerzeugende Funktion eindeutig bestimmt !
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Satz 4.14(Lévys Inversionsformel). Seiφ die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable

X mit Verteilungµ. Dann gilt:

(1). Für a, b ∈ R mit a < b gilt

1

2
µ[{a}] + µ[(a, b)] +

1

2
µ[{b}] =

1

2π
lim
T→∞

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t) dt .

(2). Ist
∫∞
−∞ |φ(t)| dt <∞, dann istµ absolutstetig mit stetiger Dichte

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itx φ(t) dt.

Bemerkung. (1). Die Verteilungµ ist durch (1) eindeutig festgelegt, denn fürc, d ∈ R mit

c < d gilt:

1

2
µ[{a}] + µ[(a, b)] +

1

2
µ[{b}] =

1

2

(
µ
[
[a, b]

]
+ µ

[
(a, b)

])
→ µ[(c, d)] ,

für aց c undbր d.

(2). Ist die Verteilungµ absolutstetig mit quadratintegrierbarer Dichtef , dann ist auch die

entsprechende charakteristische Funktion

φ(t) =

∫ ∞

−∞
eitxf(x) dx

quadratintegrierbar. Die Aussage (2) aus Satz 4.14 ist in diesem Fall die klassischeFourier-

inversionsformel der Analysis, siehe z.B. Forster „Analysis 3“.

(3). Die Aussagen lassen sich auf WahrscheinlichkeitsmaßeaufRd erweitern - auch diese sind

durch ihre charakteristische Funktion eindeutig bestimmt.

Beweis von Satz 4.14.(1). SeiT > 0 unda < b. Nach dem Satz von Fubini können wir die

Integrationsreihenfolge in dem folgendem Doppelintegralvertauschen, und erhalten:

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t)︸︷︷︸ dt =

=
∫
eitx µ(dx)

1

π

∫ ∫ T

−T

eit(x−a) − eit(x−b)

2it
dt

︸ ︷︷ ︸
=: g(T,x)

µ(dx) (4.3.2)

Dabei haben wir benutzt, dass der Integrand produktintegrierbar ist, da aus der Lipschitz-

Stetigkeit der Abbildungy 7→ eiy mit KonstanteL = 1 folgt, dass
∣∣∣∣
eit(x−a) − eit(x−b)

it

∣∣∣∣ ≤
|t · (x− a)− t · (x− b)|

|t| = |a− b| gilt.
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Weiterhin erhalten wir, wegeneit(x−a) = cos(t·(x−a))+i sin(t·(x−a)), cos(x) = cos(−x)
undsin(x) = − sin(−x):

g(T, x) =

∫ T

0

sin(t · (x− a))

t
dt −

∫ T

0

sin(t · (x− b))

t
dt

=

∫ T ·(x−a)

0

sin u

u
du −

∫ T ·(x−b)

0

sin u

u
du

= S(T · (x− a)) − S(T · (x− b))

wobei

S(t) :=

∫ t

0

sin u

u
du

der Integralsinus ist. Mithilfe des Residuensatzes (sieheFunktionentheorie) zeigt man:

lim
t→∞

S(t) =
π

2
, lim

t→−∞
S(t) = −π

2
.

Damit erhalten wir:

lim
T→∞

g(T, x) =
π

2
sgn(x− a) − π

2
sgn(x− b) = π · I(a,b)(x) +

π

2
· I{a,b}(x) ,

wobei wir sgn(0) := 0 setzen. DaS beschränkt ist, ist auchg(T, x) beschränkt inT undx.

Nach dem Satz von Lebesgue folgt daher aus (4.3.2) fürT → ∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t) dt =

1

π

∫
g(T, x) µ(dx)

T→∞−→ µ[(a, b)] +
1

2
µ[{a, b}] .

(2). Istφ integrierbar, dann ist die Funktion(t, x) 7→ e−itx φ(t) produktintegrierbar auf

[a, b]× R für alle−∞ < a < b <∞. Also ist die Funktion

f(x) :=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itx φ(t) dt

integrierbar auf[a, b], und es gilt nach dem Satz von Fubini und (1):

∫ b

a

f(x) dx =
1

2π

∫ ∞

−∞
φ(t)

∫ b

a

e−itx dx

︸ ︷︷ ︸
= e−ita−e−itb

it

dt
(1)
=

1

2
µ[{a}] + µ[(a, b)] +

1

2
µ[{b}] .

Insbesondere folgt

∫ b−ε

a+ε

f(x) dx ≤ µ [(a, b)] ≤
∫ b

a

f(x) dx ∀ ε > 0,
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also fürεց 0:

µ[(a, b)] =

∫ b

a

f(x) dx .

Beispiel (Summen von unabhängigen normalverteilten Zufallsvariablen). SindX und Y

unterP unabhängige Zufallsvariablen mit VerteilungN(a, u) bzw.N(b, v), dann hatX + Y die

charakteristische Funktion

φX+Y (t) = φX(t) · φY (t) = exp(i(a+ b)t− (u+ v)t2/2).

Da die rechte Seite die charakteristische Funktion der Normalverteilung mit Mittela + b und

Varianzu+ v ist, folgt

X + Y ∼ N(a+ b, u+ v).

Insbesondere ist die VerteilungN(a+ b, u+ v) also die Faltung der NormalverteilungenN(a, u)

undN(b, v).

Das Argument aus dem Beispiel ist auch allgemein anwendbar:Da die Faltungµ ∗ ν von Wahr-

scheinlichkeitsverteilungenµ undν aufR die Verteilung der Summe unabhängiger Zufallsvaria-

blenX ∼ µ undY ∼ ν ist, gilt für die charakteristischen Funktionen:

φµ∗ν(t) = φµ(t) · φν(t) für alle t ∈ R.

4.4 Empirische Verteilungen

4.4.1 Schätzen von Kenngrößen einer unbekannten Verteilung

Angenommen, wir haben eine Stichprobe aus reellen BeobachtungswertenX1, X2, . . . , Xn ge-

geben, und möchten die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilungµ auf (R,B(R)) mög-

lichst weitgehend rekonstruieren. Im einfachsten Modell interpretieren wir die Beobachtungs-

werte als Realisierungen unabhängiger ZufallsvariablenX1, X2, . . . mit Verteilungµ.

(1). SCHÄTZEN DES ERWARTUNGSWERTES: Sei
∫
|x| µ(dx) <∞. Um den Erwartungswert

m =

∫
x µ(dx)

zu schätzen, verwenden wir dasempirische Mittel

Xn :=
1

n

n∑

i=1

Xi.
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Das empirische Mittel ist einerwartungstreuer Schätzerfür m, d.h.Xn ist eine Funkti-

on von den BeobachtungswertenX1, . . . , Xn mit E[Xn] = m. Obere Schranken für den

SchätzfehlerP [|Xn − m| > ε], ε > 0, erhält man z.B. mithilfe deřCebyšev- oder der

exponentiellen Markov-Ungleichung. Fürn→ ∞ gilt nach dem Gesetz der großen Zahlen

Xn −→ m P -fast sicher,

d.h.Xn ist einekonsistenteFolge von Schätzern fürm.

(2). SCHÄTZEN DER VARIANZ : Um die Varianz

v =

∫
(x−m)2 µ(dx)

der zugrundeliegenden Verteilung zu schätzen, verwendet man meistens dierenormierte

Stichprobenvarianz

Ṽn =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2.

Der Vorfaktor 1
n−1

(statt 1
n
) gewährleistet unter anderem, dassṼn ein erwartungstreuer

Schätzer fürv ist, denn aus

1

n

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2 =

1

n

n∑

i=1

(Xi −m)2 − (Xn −m)2 (4.4.1)

Stichprobenvarianz= MSE − Stichprobenbias2

folgt

E

[
1

n

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2

]
=

1

n

n∑

i=1

Var[Xi]−Var[Xn] =
n− 1

n
v,

alsoE[Ṽn] = v.

Um zu zeigen, dass̃Vn eine konsistente Folge von Schätzern fürv ist, können wir erneut

das Gesetz der großen Zahlen anwenden. Da die ZufallsvariablenXi − Xn, 1 ≤ i ≤ n,

selbst nicht unabhängig sind, verwenden wir dazu die Zerlegung (4.4.1). Nach dem starken

Gesetz der großen Zahlen für nichtnegative Zufallsvariablen erhalten wir

n− 1

n
Ṽn =

1

n

n∑

i=1

(Xi −m)2 − (Xn −m)2 −→ v P -fast sicher,

also auch̃Vn → v P -fast sicher.
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(3). SCHÄTZEN VON INTEGRALEN: Allgemeiner können wir für jede Funktionf ∈ L1(S,S, µ)
das Integral

θ =

∫
f dµ

erwartungstreu durch dieempirischen Mittelwerte

θ̂n =
1

n

n∑

i=1

f(Xi)

schätzen. Dies haben wir schon in Kapitel?? für Monte Carlo Verfahren verwendet. Da die

Zufallsvariablenf(Xi) wieder unabhängig und identisch verteilt sind mit Erwartungswert

θ, gilt nach dem starken Gesetz der großen Zahlen:

θ̂n −→ θ P -fast sicher. (4.4.2)

(4). SCHÄTZEN DER VERTEILUNG: Die gesamte Verteilungµ können wir durch dieempiri-

sche Verteilung

µ̂n(ω) =
1

n

n∑

i=1

δXi(ω)

der Zufallsstichprobe schätzen.µ̂n ist eine „zufällige Wahrscheinlichkeitsverteilung,“ d.h.

eine Zufallsvariable mit Werten im RaumWV (R) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen

auf (R,B(R)). Aus (4.4.2) ergibt sich die folgende Approximationseigenschaft der empi-

rischen Verteilungen:

∫
f dµ̂n =

1

n

n∑

i=1

f(Xi)
n→∞−→

∫
f dµ (4.4.3)

P -fast sicher für allef ∈ L1(S,S, µ).

4.4.2 Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktionen

Für dieempirischen Verteilungsfunktionen

Fn(c) = µ̂n[(−∞, c]] =
1

n
|{1 ≤ i ≤ n : Xi ≤ c}|

von unabhängigen, identisch verteilten, reellwertigen ZufallsvariablenX1, X2, . . . mit Vertei-

lungsfunktionF ergibt sich wegenFn(c) =
∫
I(−∞,c] dµ̂n:

lim
n→∞

Fn(c) = F (c) P -fast sicher für allec ∈ R. (4.4.4)

Diese Aussage kann man noch etwas verschärfen:
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Satz 4.15(Glivenko-Cantelli). SindX1, X2, . . . unabhängig und identisch verteilt mit Vertei-

lungsfunktionF , dann gilt für die empirischen VerteilungsfunktionenFn:

sup
c∈R

|Fn(c)− F (c)| −→ 0 P -fast sicher. (4.4.5)

Beweis.Wir führen den Beweis unter der zusätzlichen Annahme, dassF stetig ist – für den

allgemeinen Fall siehe z.B.Klenke: Wahrscheinlichkeitstheorie. Sieε > 0 gegeben. IstF stetig,

dann existierenk ∈ N und Konstanten

−∞ = c0 < c1 < c2 < . . . < ck = ∞ mit F (ci)− F (ci−1) ≤
ε

2

für alle1 ≤ i ≤ k. DaFn nach 4.4.4 mit Wahrscheinlichkeit1 punktweise gegenF konvergiert,

existiert zudem einn0 ∈ N mit

max
0≤i≤n

|Fn(ci)− F (ci)| <
ε

2
für allen ≥ n0.

Wegen der Monotonie der Verteilungsfunktionen folgt dann

Fn(c)− F (c) ≤ Fn(ci)− F (ci−1) ≤ ε

2
+ Fn(ci)− F (ci) < ε,

und entsprechend

F (c)− Fn(c) ≤ F (ci)− Fn(ci−1) ≤ ε

2
+ F (ci)− Fn(ci) < ε,

für allen ≥ n0, c ∈ R, und1 ≤ i ≤ k mit ci−1 ≤ c ≤ ci. Also gilt auch

sup
c∈R

|Fn(c)− F (c)| < ε für allen ≥ n0.

Bemerkung (QQ-Plot). In parametrischen statistischen Modellen nimmt man von vornherein

an, dass die beobachteten Daten Realisierungen von Zufallsvariablen sind, deren Verteilung aus

einer bestimmten Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen stammt, z.B. der Familie aller

Normalverteilungen. Um zu entscheiden, ob eine solche Annahme für gegebene reellwertige Da-

tenx1, . . . , xn gerechtfertigt ist, kann man die empirische Verteilungsfunktion mit der tatsäch-

lichen Verteilungsfunktion vergleichen. Ein praktikables graphisches Verfahren ist der Quantil-

Quantil-Plot, bei dem die Quantile der empirischen und der theoretischen Verteilung gegenein-

ander aufgetragen werden. Um auf Normalverteilung zu testen, plottet man beispielsweise die

Punkte (
Φ−1

(
k − 1

2

n

)
, x(k)

)
, k = 1, 2, . . . , n,
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wobeiΦ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist, und

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n)

die Ordnungsstatistiken vonx1, . . . , xn, also die(k − 1
2
)/n-Quantile der empirischen Verteilung

sind. Ist die zugrundeliegende Verteilung eine Normalverteilung mit Mittelm und Standardab-

weichungσ, dann liegen die Punkte für großen näherungsweise auf einer Geraden mit Steigung

σ und Achsenabschnittm, da für die Verteilungsfunktion und die Quantile der theoretischen Ver-

teilung dann

F (c) = P [X ≤ c] = P [σZ +m ≤ c] = P

[
Z ≤ c−m

σ

]
= Φ

(
c−m

σ

)
,

bzw.

F−1(u) = m+ σΦ−1(u)

gilt. Die folgende Grafik zeigt einen QQ-Plot bzgl. der Standardnormalverteilung.

4.4.3 Histogramme und Multinomialverteilung

Die empirische Verteilunĝµn(ω) = 1
n

n∑
i=1

δXi(ω) von ZufallsvariablenX1, . . . , Xn ist selbst ei-

ne Zufallsvariable mit Werten im Raum der Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Wir wollen nun
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die Verteilung dieser Zufallsvariablen explizit berechnen, falls dieXi unabhängig und identisch

verteilt mit endlichem WertebereichS sind. Haben die Zufallsvariablen keinen endlichen Wer-

tebereich, dann kann man die Aussagen trotzdem anwenden, indem man den Wertebereich in

endlich viele Teilmengen (Klassen) zerlegt.

DasHistogrammvonn Beobachtungswertenx1, . . . , xn, die in einer endlichen MengeS liegen,

ist der Vektor
~h = (ha)a∈S, ha = |{1 ≤ i ≤ n|xi = a}|,

der Häufigkeiten der möglichen Wertea ∈ S unterx1, . . . , xn. Graphisch stellt man ein Histo-

gramm durch ein Balkendiagramm dar:

ha

a

hb

b

hc

c

hd

d

Abbildung 4.7: Histogramm der Klassena, b, c undd mit den jeweiligen Häufigkeitenha, hb, hc

undhd

Der Raum Hist(n, S) aller möglichen Histogramme vonn Beobachtungswerten ist eine Teilmen-

ge von{0, 1, . . . , n}S:

Hist(n, S) = {~h = (ha)a∈S|ha ∈ Z+,
∑

a∈S
ha = n} ⊆ {0, 1, . . . , n}S.

Sei nunµ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der endlichen MengeS. Wir wollen die Vertei-

lung des Histogrammvektors bestimmen, wenn die Beobachtungswerte unabhängige Stichproben

von der Verteilungµ sind. Wir betrachten also unabhängige ZufallsvariablenX1, . . . , Xn auf ei-

nem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A , P ) mit Verteilungµ und die Häufigkeiten

Ha(ω) := |{1 ≤ i ≤ n : Xi(ω) = a}|
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der möglichen Wertea ∈ S. Die ZufallsvariableHa ist Bin(n, p)-verteilt mit p = µ[{a}]. Wir

berechnen nun diegemeinsame Verteilungaller dieser Häufigkeiten, d.h. die VerteilungµH des

Zufallsvektors

H = (Ha)a∈S : Ω −→ Hist(n, S)

mit Werten im Raum der Histogramme. Dazu verwenden wir die Unabhängigkeit derXi. Mit

I = {1, . . . , n} erhalten wir:

µH(~k) = P [Ha = ka ∀a ∈ S]

= P [Xi = a genauka-mal für allea ∈ S]

=
∑

I=
⋃̇

a∈S
Ia

|Ia|=ka

P [Xi = a ∀ i ∈ Ia ∀ a ∈ S]

=
∑

I=
⋃̇

a∈S
Ia

|Ia|=ka

∏

a∈S
µ[{a}]ka

=

(
n
~k

)∏

a∈S
µ[{a}]ka.

Hierbei laufen die Summen über alle disjunkten Zerlegungenvon I = {0, 1, . . . , n} in Teilmen-

genia, a ∈ S, mit jeweilska Elementen, und derMultinomialkoeffizient
(
n
~k

)
:=

n!∏
a∈S

ka!
, ka ∈ {0, 1, . . . , n} mit

∑

a∈S
ka = n,

gibt die Anzahl der Partitionen vonn Elementen in Teilmengen von jeweilska Elementen an.

Definition. Die Verteilung des HistogrammvektorsH heißtMultinomialverteilung für n Stich-

proben mit Ergebniswahrscheinlichkeitenµ(a), a ∈ S.

Bemerkung. Im Fall |S| = 2 ist H(ω) eindeutig festgelegt durchH1(ω), und die Zufallsva-

riableH1 ist binomialverteilt mit Parameternn undp = µ[{1}]. In diesem Sinn ergibt sich die

Binomialverteilung als Spezialfall der Multinomialverteilung.
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Kapitel 5

Zentrale Grenzwertsätze

SeienX1, X2, ... ∈ L 2(Ω,A, P ) unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mitE[Xi] =

0 für alle i, und seiSn = X1 + ...+Xn. Nach dem Gesetz der großen Zahlen gilt

Sn

n
→ 0 P -fast sicher und inL2(Ω,A, P ).

Wie sieht die Verteilung vonSn für große n aus?

Um eine asymptotische Darstellung zu erhalten, reskalieren wir zunächst so, dass die Varianz

konstant ist. Es gilt

Var[Sn] = n · Var[X1],

also ist

Var

[
Sn√
n

]
=

1

n
· Var[Sn] = Var[X1] =: σ2

unabhängig vonn.

Um die Asymptotik der Verteilungen der entsprechend standardisierten SummenSn/
√
n zu be-

stimmen, betrachten wir die charakteristischen Funktionen. Da die SummandenXi unabhängig

und identisch verteilt sind, erhalten wir

φ Sn√
n
(t) = φSn

(
t√
n

)
Xi iid
=

[
φX1

(
t√
n

)]n
.

WegenX1 ∈ L 2(Ω,A, P ) ist φX1 zweimal stetig differenzierbar, und die Taylorentwicklung bei

t = 0 ist gegeben durch

φX1(t) = 1 + i · E[X1] · t−
1

2
E[X2

1 ] · t2 + o(t2) = 1− 1

2
σ2t2 + o(t2).

Damit folgt für t ∈ R:

φ Sn√
n
(t) =

(
1− σ2t2

2n
+ o

(
t2

n

))n
nր∞−→ exp

(
−σ

2t2

2

)
= φN(0,σ2)(t).
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Wir werden im nächsten Abschnitt zeigen, dass aus der Konvergenz der charakteristischen Funk-

tionen unter geeigneten Voraussetzungen die schwache Konvergenz (Definition s.u.) der Vertei-

lungen folgt. Somit ergibt sich:

Zentraler Grenzwertsatz. Die Verteilungen der standardisierten SummenSn/
√
n konvergieren

schwach gegen die NormalverteilungN(0, σ2).

Den detaillierten Beweis werden wir in Abschnitt 5.2 führen. Der zentrale Grenzwertsatz erklärt,

warum die Normalverteilungen in der Stochastik von so großer Bedeutung sind:

Bemerkung (Universalität der Normalverteilung ). Die Limesverteilung im zentralen Grenz-

wertsatz ist unabhängig von der Verteilung vonX1, vorausgesetzt, es giltX1 ∈ L 2(Ω,A, P ).

5.1 Verteilungskonvergenz

SeiS ein metrischer Raum mit Borelscherσ-AlgebraB(S), zum BeispielS = R oderS = Rd.

Wir wollen nun einen für den zentralen Grenzwertsatz angemessenen Konvergenzbegriff für die

Verteilungenµn einer FolgeYn von Zufallsvariablen mit Werten inS einführen. Naheliegend

wäre es zu definieren, dass eine Folgeµn von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf(S,B(S))
gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilungµ konvergiert, wennµ[A] = limµn[A] für jedeMenge

A ∈ B(S) gilt. Ein solcher Konvergenzbegriff erweist sich jedoch sofort als zu restriktiv, z.B.

würde eine Folge von diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen in diesem Sinne niemals gegen

eine Normalverteilung konvergieren. Einen angemesseneren Grenzwertbegriff erhält man durch

Berücksichtigung der Topologie aufS:

Definition. (1). Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen: Eine Folge(µn)n∈N

von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf der Borelscherσ-AlgebraB(S) konvergiert schwach

gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaßµ aufB(S) (µn
w→ µ), falls

∫
f dµn −→

∫
f dµ für alle stetigen, beschränktenf : S → R gilt.

(2). Konvergenz in Verteilung von Zufallsvariablen: Eine Folge(Yn)n∈N von Zufallsvariablen

mit Werten inS konvergiert in Verteilunggegen eine ZufallsvariableY bzw. gegen die

Verteilung vonY , falls

Verteilung(Yn)
w−→ Verteilung(Y ),

d.h. falls

E[f(Yn)] −→ E[f(Y )] für alle f ∈ Cb(S) gilt.
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Konvergenz in Verteilung bezeichnet man auf Englisch als„convergence in distribution“oder

„convergence in law“. Entsprechend verwendet man die KurzschreibweisenYn
D→ Y oderYn

L→
Y , fallsYn in Verteilung gegenY konvergiert.

Bemerkung. (1). Die ZufallsvariablenYn, n ∈ N, undY können bei der Verteilungskonver-

genzauf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsräumendefiniert sein!

(2). Die hier definierte Form der schwachen Konvergenz entspricht nicht der im funktionalana-

lytischen Sinn definierten schwachen Konvergenz auf dem Vektorraum aller beschränkten

signierten Maße auf(S,B(S)), sondern einer schwach∗-Konvergenz auf diesem Raum,

siehe z.B. ALT: L INEARE FUNKTIONALANALYSIS .

(3). Um zu garantieren, dass die Grenzwerte bzgl. schwacherKonvergenz eindeutig sind, be-

nötigt man eine zusätzliche Annahme an den RaumS. Zum Beispiel ist dies der Fall, wenn

S ein vollständiger, separabler metrischer Raum ist.

(4). Wir werden in Satz 5.3 zeigen, dass im FallS = R die Folgeµn genau dann schwach

gegenµ konvergiert, wenn für die Verteilungsfunktionen

Fµn(x) −→ Fµ(x) für alle Stetigkeitsstellenx vonF ,

d.h. für allex ∈ R mit µ[{x}] = 0, gilt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf

S mit dem Konvergenzbegriff aufS konsistent ist:

Beispiel(Schwache Konvergenz von Dirac-Maßen). Ist (xn)n∈N eine Folge inS, dann konver-

giert die Folge der Dirac-Maßeδxn genau dann schwach, wennxn in S konvergiert. Der Grenz-

wert vonδxn ist in diesem Fall das Dirac-Maßδx an der Stellex = lim xn.

5.1.1 Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen

Das Beispiel der Dirac-Maße zeigt auch, dass bei schwacher Konvergenz die Wahrscheinlichkei-

ten beliebiger Mengen nicht unbedingt konvergieren. Ist zum BeispielA ⊂ S eine abgeschlosse-

ne Menge, die den Grenzwertx einer Folgexn ∈ S enthält, aber nicht die Folgenglieder selbst,

dann gilt

lim δxn [A] = 0 < 1 = δx[A].

Umgekehrt gilt für eine offene MengeO ⊂ S, die die Folgenglieder aber nicht den Grenzwert

enthält:

lim δxn [O] = 1 > 0 = δx[O].
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Der folgende Satz liefert eine Charakteriserung der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlich-

keitsmaßen über die Konvergenz der Wahrscheinlichkeiten von Mengen:

Satz 5.1(Portemanteau-Theorem). Seienµn (n ∈ N) undµ Wahrscheinlichkeitsmaße auf der

Borelschenσ-Algebra über einem metrischen RaumS. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1). Die Folge(µn)n∈N konvergiert schwach gegenµ.

(2). Für jede beschränkte Lipschitz-stetige Funktionf : S → R konvergiert
∫
f dµn gegen

∫
f dµ.

(3). Für jede abgeschlossene TeilmengeA ⊆ S gilt

lim supµn[A] ≤ µ[A].

(4). Für jede offene TeilmengeO ⊆ S gilt

lim inf µn[O] ≥ µ[O].

(5). Für jede MengeB ∈ B(S) mit µ[∂B] = 0 gilt

limµn[A] = µ[A].

Beweis.Die Implikation „(1)⇒ (2)“ ist offensichtlich wahr.

„(2) ⇒ (3)“: SeiA ⊆ S abgeschlossen. Wir approximieren die Indikatorfunktion der MengeA

durch die beschränkten Lipschitz-stetigen Funktionen

fε(x) := (1− dist(x,A)/ε)+ .

Nach (2) gilt für jedesε > 0:

lim supµn[A] ≤ lim sup

∫
fε dµn =

∫
fε dµ.

Hieraus folgt (3), da die rechte Seite fürε ↓ 0 gegenµ[A] konvergiert.

„(3) ⇔ (4)“: Durch Anwenden der Aussagen (3) bzw. (4) auf das Komplement einer MengeB

sieht man, dass (3) und (4) äquivalent sind, daµn[B
C ] = 1− µn[B] undµ[BC ] = 1 − µ[B] gilt.

Man beachte, dass wir hier benutzt haben, dass alle Maße Wahrscheinlichkeitsmaße sind, also

dieselbe Gesamtmasse haben !

„(3) und (4)⇔ (5)“: Aus der Kombination der (äquivalenten) Aussagen (3) und (4) folgt (5). Ist
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B ⊆ S nämlich eine Borel-Menge mitµ[∂B] = 0, dann stimmt das Maß vonB mit den Maßen

der abgeschlossenen HülleB ∪ ∂B und des offenen KernsB \ ∂B vonB überein. Damit folgt

aus (3) und (4):

lim supµn[B] ≤ lim supµn[B ∪ ∂B] ≤ µ[B] ≤ lim inf µn[B \ ∂B] ≤ lim inf µn[B],

alsolim inf µn[B] = lim supµn[B] = µ[B].

„(5) ⇔ (1)“: Sei f ∈ Cb(S) und ε > 0. Um von der Konvergenz der Maße vonµ-randlosen

Mengen auf die Konvergenz von
∫
f dµn zu schließen, bemerken wir, dassµ[f = c] > 0 nur

für abzählbar vielec ∈ R gilt. Da f beschränkt ist, können wir endlich viele reelle Zahlen

c0 < c1 < . . . < ck mit c0 < inf f undck > sup f finden, so dassci+1−ci < ε undµ[f = ci] = 0

für alle i gilt. Da f zudem stetig ist, sind die Ränder der Mengenf−1([ci−1, ci]) in
⋃

i{f = ci}
enthalten, und haben daher Maß Null bzgl.µ. Somit folgt aus (5):

lim sup

∫
f dµn ≤ lim sup

k∑

i=1

ci µn

[
f−1([ci−1, ci])

]
=

k∑

i=1

ci µ
[
f−1([ci−1, ci])

]

≤
k∑

i=1

(ε+ ci−1)µ
[
f−1((ci−1, ci))

]
≤ ε+

∫
f dµ.

Für ε ↓ 0 folgt lim sup
∫
f dµn ≤

∫
f dµ, und, durch Anwenden dieser Aussage auf−f , auch

lim inf
∫
f dµn ≥

∫
f dµ, also

∫
f dµn →

∫
f dµ.

Neben schwacher Konvergenz betrachtet man häufig auch unteranderem die folgenden Konver-

genzarten auf positiven bzw. beschränkten signierten Maßen:

• Vage Konvergenz:Die Folgeµn konvergiert vage gegenµ, falls

∫
f dµn −→

∫
f dµ

für alle stetigen Funktionenf mit kompaktem Träger gilt.

• Konvergenz in Variationsdistanz: µn konvergiert in (totaler) Variation gegenµ, falls die

Variationsnormen

‖µ− µn‖TV := sup
B∈B(S)

|µ[B]− µn[B]|

der signierten Maßeµ − µn gegen Null konvergieren. Dies ist eine sehr starke Konver-

genzform: Die Wahrscheinlichkeiten aller Borel-Mengen konvergieren gleichmäßig. Die
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Variationsdistanz zweier Wahrscheinlichkeitsmaßeµ undν lässt sich auch wie folgt dar-

stellen:

‖µ− ν‖TV =
1

2
sup

f :S→R messbar
mit |f | ≤ 1

∣∣∣∣
∫
f dµ−

∫
f dν

∣∣∣∣ .

Im diskreten Fall gilt

‖µ− ν‖TV =
1

2

∑

x∈S
|µ[{x}]− ν[{x}]| .

Diesen Abstandsbegriff haben wir bereits in Abschnitt?? bei der Konvergenz ins Gleich-

gewicht von Markov-Ketten verwendet.

• Konvergenz in Kantorovich-Distanz: Die Kantorovich-Distanzzweier Wahrscheinlich-

keitsmaßeµ undν aufS ist definiert durch

dK(µ, ν) = inf
η∈Π(µ,ν)

∫
d(x, y) η(dx dy).

Hierbei bezeichnetΠ(µ, ν) die Menge allerKopplungen von µ und ν, d.h. aller Wahr-

scheinlichkeitsmaßeη(dx dy) auf dem ProduktraumS × S mit Randverteilungenµ(dx)

und ν(dy). Beispielsweise ist das Produkt-Maßµ ⊗ ν eine Kopplung vonµ und ν. Die

Kantorovich-Rubinstein-Dualitätbesagt, dass sich die Kantorovich-Distanz auch als

dK(µ, ν) = sup
f :S→R mit

|f(x) − f(y)| ≤ d(x, y)

∣∣∣∣
∫
f dµ−

∫
f dν

∣∣∣∣ ,

darstellen lässt, siehe z.B. VILLANI : OPTIMAL TRANSPORT. Die Variationsdistanz ist ein

Spezialfall der Kantorovich-Distanz: Wählt man aufS die Metrik d(x, y) = I{x 6=y}, dann

gilt dK(µ, ν) = ‖µ − ν‖TV. Die Kantorovich-Distanz wird häufig auch alsKantorovich-

Rubinstein-oderL1-Wasserstein-Distanzbezeichnet.

Offensichtlich folgt aus der Konvergenz in Variationsdistanz die schwache Konvergenz, aus der

wiederum die vage Konvergenz folgt:

‖µn − µ‖TV → 0 =⇒ µn
w→ µ =⇒ µn → µ vage.

Auch aus der Konvergenz in Kantorovich-Distanz folgt schwache Konvergenz:

dK(µn, µ) → 0 =⇒ µn
w→ µ.

Ist S beschränkt bzgl. der Metrikd, dann ist die schwache Konvergenz sogar äquivalent zur

Konvergenz in Kantorovich-Distanz, siehe VILLANI : OPTIMAL TRANSPORT.

Die folgenden Beispiele verdeutlichen die unterschiedlichen Konvergenzbegriffe:
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Beispiele(Vergleich der Konvergenzbegriffe).

(1). Diracmaße: Aus xn → x folgt keine Konvergenz vonδxn gegenδx in Variationsnorm,

denn‖δxn − δx‖TV = 1 für xn 6= x. Hingegen gilt

dK(δx, δxn) = d(x, xn) → 0.

(2). Degeneration/Diracfolge:Auf S = R1 konvergiert die Folgeµn := N(0, 1
n
) von Normal-

verteilungen mit degenerierender Varianz schwach gegen das Dirac-Maßδ0, denn mit dem

Satz von Lebesgue folgt fürf ∈ Cb(R):

∫
f dµn =

∫
f(x)

1√
2π/n

e−
x2

2/n dx

y=
√
nx

=

∫
f

(
y√
n

)
1√
2π

e−
y2

2 dy

Lebesgue−→ f(0) ·
∫

1√
2π

e−
y2

2 dy

︸ ︷︷ ︸
= 1

=

∫
f dδ0.

In diesem Beispiel gilt auch Konvergenz in Kantorovich-Distanz, denn

dK(µn, δ0) =

∫
|x|N(0, 1/n)(dx) ≤

√
1/n → 0.

Hingegen gilt wiederum‖µn − δ0‖TV = 1 für allen.

1

2

3

1 2 3−1−2−3

Abbildung 5.1: Schwache Konvergenz der NormalverteilungenN(0, 1/n) gegenδ0.

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



178 KAPITEL 5. ZENTRALE GRENZWERTSÄTZE

(3). Schwache vs. vage Konvergenz:Die Folgeµn = N(0, n) konvergiert vage gegen das

Nullmaßµ mit µ[A] = 0 für alle A. In der Tat gilt fürf ∈ C(R) mit f(x) = 0 für

x 6∈ [−K,K]:

∣∣∣∣
∫
f dµn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

K∫

−K

f(x) · 1√
2πn

e−x2/2ndx

∣∣∣∣∣∣
≤ 2K√

2πn
· sup |f | n→∞−→ 0.

Es gilt aber keine schwache Konvergenz, da
∫

1 dµn = µn[R] = 1 6→ 0.

Die Masse wandert in diesem Fall ins Unendliche ab.

1 2 3 4 5 6 7 8−1−2−3−4−5−6−7−8

Abbildung 5.2: Vage Konvergenz der NormalverteilungenN(0, n) gegen das Nullmaß.

(4). Diskrete Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen:Eine gegebene Wahrschein-

lichkeitsverteilung können wir auf verschiedene Arten durch diskrete Wahrscheinlichkeits-

verteilungen, also Konvexkombinationen von Diracmaßen approximieren:

(a) Klassische numerische Approximation:Seiµ ein absolutstetiges Wahrscheinlich-

keitsmaß auf[0, 1] mit positiver stetiger Dichtefunktion proportional zug(x), und sei

µn :=

n∑

i=1

w(i)
n δ i

n
mit w(i)

n =
g( i

n
)

n∑
j=1

g( j
n
)
.

Dann konvergiertµn schwach gegenµ, denn
∫

f dµn =
n∑

i=1

w(i)
n f

(
i

n

)
=

1
n

∑n
i=1 f

(
i
n

)
g
(
i
n

)

1
n

∑n
i=1 g

(
i
n

)

nր∞−→
∫ 1

0
fg dx

∫ 1

0
g dx

=

∫
f dµ für allef ∈ C([0, 1]).
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1

1
1
n

2
n

. . .
n−1
n

g(x)

Abbildung 5.3: Stützstellen und Gewichte einer deterministischen Approximation vonµ.

Die Stützstelleni/n und die Gewichtew(i)
n können natürlich auch auf andere Art

gewählt werden, z.B. kann die hier verwendete naive Approximation des Integrals

durch eine andere deterministische Quadraturformel ersetzt werden.

(b) Monte-Carlo-Approximation : Seiµ nun einbeliebigesWahrscheinlichkeitsmaß auf

B(R). SindX1, X2, ... : Ω → S unabhängige Zufallsvariablen auf(Ω,A, P ) mit

Verteilungµ, dann konvergieren dieempirischen Verteilungen

µ̂n(ω) :=
1

n

n∑

i=1

δXi(ω)

nach dem Satz von Glivenko-Cantelli (Satz 4.15) fürP -fast alleω schwach gegenµ.

Allgemeiner gilt die fast sichere schwache Konvergenz der empirischen Verteilungen

sogar für unabhängige, identisch verteilte ZufallsvariablenXi mit Werten in einem

beliebigen vollständigen metrischen RaumS, siehe Satz 6.10.

5.1.2 Konvergenz der Verteilungen von Zufallsvariablen

Im Gegensatz zu anderen Konvergenzbegriffen für eine Folge(Yn)n∈N von Zufallsvariablen be-

zieht sich die Verteilungskonvergenz nur auf die Verteilungen derYn. Insbesondere können die
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ZufallsvariablenYn und der GrenzwertY alle auf unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsräumen

definiert sein.

Beispiel (Wartezeiten). Die WartezeitTp auf den ersten Erfolg bei unabhängigen Ereignissen

mit Erfolgswahrscheinlichkeitp ∈ (0, 1) ist geometrisch verteilt:

P [Tp > k] = (1− p)k für allek ∈ N.

Sei nun eine Intensitätλ > 0 gegeben. Um kontinuierliche Wartezeiten zu approximieren, be-

trachten wir unabhängige Ereignisse, die zu den Zeitpunkten i/n, n ∈ N, mit Wahrscheinlichkeit

λ/n stattfinden. Dann ist̃Tn := 1
n
Tλ/n die Wartezeit bis zum ersten Eintreten eines Ereignisses.

Fürn→ ∞ gilt

P
[
T̃n > c

]
= P

[
Tλ/n > nc

]
= (1− λ/n)⌊nc⌋

nր∞−→ e−λc für alle c ≥ 0.

Also konvergiertT̃n in Verteilung gegen eine Exp(λ)-verteilte Zufallsvariable.

Wir untersuchen nun den Zusammenhang der schwachen Konvergenz der Verteilungen mit ande-

ren Konvergenzarten in dem Fall, dass die FolgeYn undY auf einemgemeinsamen Wahrschein-

lichkeitsraum(Ω,A, P ) definiert sind:

Satz 5.2(Stochastische Konvergenz impliziert Konvergenz in Verteilung). SeienYn (n ∈
N) undY Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) mit Werten in einem

metrischen RaumS. Konvergiert die FolgeYn P -fast sicher oderP -stochastisch gegenY , dann

konvergiertYn auch in Verteilung gegenY .

Beweis.Sei f : S → R Lipschitz-stetig und beschränkt. KonvergiertYn fast sicher gegenY ,

dann konvergiert auchf(Yn) fast sicher gegenf(Y ). Nach dem Satz von Lebesgue folgt

E[f(Yn)] −→ E[f(Y )].

KonvergiertYn stochastisch gegenY , dann konvergiert auchf(Yn) stochastisch gegenf(Y ),

denn fürε > 0 gilt

P [|f(Yn)− f(Y )| ≥ ε] ≤ P [d(Yn, Y ) ≥ ε/L],

wobeiL eine Lipschitz-Konstante fürf ist. Also hat jede Teilfolgef(Ynk
) von f(Yn) eine fast

sicher gegenf(Y ) konvergente Teilfolgef(Ynkl
), und wie zuvor folgt

E[f(Ynkl
)] −→ E[f(Y )].
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Damit haben wir gezeigt, dass jede Teilfolge der FolgeE[f(Yn)] der Erwartungswerte eine gegen

E[f(Y )] konvergente Teilfolge, und somit es gilt erneut

E[f(Yn)] −→ E[f(Y )].

Wir beweisen nun eine partielle Umkehrung der Aussage aus Satz 5.2 im FallS = R:

Satz 5.3(Skorokhod - Darstellung und Charakterisierung der schwachen Konvergenz).

Seienµn, µ Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf(R,B(R)) mit VerteilungsfunktionenFn bzw.F .

Dann sind äquivalent:

(1). Die Folge(µn)n∈N konvergiert schwach gegenµ.

(2). Fn(c) → F (c) für alle Stetigkeitsstellenc vonF .

(3). Es existieren ZufallsvariablenGn, G auf (Ω,A, P ) = ((0, 1),B((0, 1)),U(0,1)) mit Vertei-

lungenµn bzw.µ, sodassGn → G P -fast sicher.

Beweis.Die Implikation „(3)⇒ (1)“ folgt aus Satz 5.2.

„(1) ⇒ (2)“ folgt aus dem Portemanteau-Theorem: IstF stetig beic, dann giltµ[{c}] = 0, und

damit

Fn(c) =

∫
I(−∞,c] dµn −→ =

∫
I(−∞,c] dµ = F (c). (5.1.1)

„(2) ⇒ (3)“: Für u ∈ (0, 1) betrachten wir die minimalen und maximalenu-Quantile

G(u) := inf{x ∈ R : F (x) ≥ u}, und G(u) := inf{x ∈ R : F (x) > u}

der Verteilungµ, siehe Abschnitt 1.4. Entsprechend seienGn undGn die minimalen und maxi-

malenu-Quantile der Verteilungµn. Analog zum Beweis von Satz 1.22 zeigt man, dassG und

G bzw.Gn undGn unter der GleichverteilungP = U(0,1) Zufallsvariablen mit Verteilungµ bzw.

µn sind. Wir zeigen, dass aus (2) folgt:

Behauptung:limGn = limGn = G = G P -fast sicher.

Damit ist dann auch die Implikation „(2)⇒ (3)“ bewiesen. Den Beweis der Behauptung führen

wir in mehreren Schritten durch:

(a) Offensichtlich giltG ≤ G undGn ≤ Gn für allen ∈ N.

Universität Bonn Wintersemester 2013/2014



182 KAPITEL 5. ZENTRALE GRENZWERTSÄTZE

(b) Weiterhin giltG = G undGn = Gn P -fast sicher, denn

P [G 6= G] = P

[
⋃

c∈Q
{G ≤ c < G}

]
≤
∑

c∈Q
(P [{G ≤ c}]︸ ︷︷ ︸

=F (c)

−P [{G ≤ c}]︸ ︷︷ ︸
=F (c)

) = 0 ,

und entsprechend folgtP [Gn 6= Gn] für jedesn ∈ N.

(c) Wir zeigen nun

lim supGn(u) ≤ G(u) und lim inf Gn(u) ≥ G(u) (5.1.2)

für u ∈ (0, 1). Zum Beweis der ersten Aussage genügt es zu zeigen, dass

lim supGn(u) ≤ c für alle c > G(u) mit µ[{c}] = 0 (5.1.3)

gilt, denn es existieren höchstens abzählbar vielec mit µ[{c}] 6= 0. Für c > G(u) mit

µ[{c}] = 0 gilt aber nach Definition vonG und nach (2):

u < F (c) = lim
n→∞

Fn(c).

Also existiert einn0 ∈ N, so dass

Fn(c) > u, und damit Gn(u) ≤ c (5.1.4)

für alle n ≥ n0 gilt. Es folgt lim supGn(u) ≤ c. Damit haben wir die erste Aussage in

(5.1.2) bewiesen. Die zweite Aussage zeigt man auf ähnlicheWeise.

(d) Aus (a), (b) und (c) folgt nunP -fast sicher:

lim supGn

(a)

≤ lim supGn

(c)

≤ G
(b)
= G

(3)

≤ lim inf Gn

(a)

≤ lim inf Gn,

also limGn = limGn = G = G.

5.1.3 Existenz schwach konvergenter Teilfolgen

Ein wesentlicher Schritt, um den oben skizzierten Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes zu ver-

vollständigen, ist es, zu zeigen, dass die Verteilungen derstandardisierten Summen von unab-

hängigen, identisch verteilten, quadratintegrierbaren Zufallsvariablen eine schwach konvergente

Teilfolge haben.
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Auf einerendlichenMengeS mit d Elementen können wir eine Folge von Wahrscheinlichkeits-

verteilungen als beschränkte Folge inRd auffassen. Daher existiert stets eine konvergente Teilfol-

ge – der Grenzwert ist wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aufS. Für unendliche Mengen

S gilt eine entsprechende Aussage im Allgemeinen nicht. Wir formulieren nun ein hinreichen-

des (und unter schwachen zusätzlichen Voraussetzungen auch notwendiges) Kriterium für die

Existenz schwach konvergenter Teilfolgen für Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf einem

allgemeinen metrischen RaumS.

Definition (Straffheit von Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaßen). Eine Folgeµn ∈ WV (S)

heißtstraff, falls zu jedemε > 0 eine kompakte MengeK ⊆ S existiert mit

µn[K] ≥ 1− ε für alle n ∈ N.

Eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen ist also gleichmäßig auf Kompakta konzen-

triert. Die Masse kann daher fürn→ ∞ nicht ins Unendliche abwandern.

Beispiel (Normalverteilungen). Die Folgeµn = N(mn, σ
2
n), mn ∈ R, σn > 0, ist genau dann

straff, wenn die Folgenmn undσn der Mittelwerte und Standardabweichungen beschränkt sind.

Satz 5.4(Prokhorov). Jede straffe Folgeµn ∈ WV (S) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Bemerkung. (1). IstS selbst kompakt, dann ist der RaumWV (S) aller Wahrscheinlichkeits-

verteilungen aufS nach dem Satz von Prokhorov sogarkompakt bezüglich der schwachen

Topologie, d.h.jede Folgeµn ∈ WV (S) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

(2). Insbesondere ist der RaumWV (R) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf[−∞,∞]

kompakt. Hieraus folgt, dass jede Folgeµn ∈ WV (R) eine vag konvergente Teilfolge hat.

Der Limes ist jedoch i.A. kein Wahrscheinlichkeitsmaß aufR, da die Masse ins unendliche

abwandern kann.

(3). UMKEHRUNG EINFÜGEN

Wir beweisen den Satz von Prokhorov hier nur fürS = R (Satz von Helly-Bray). In diesem Fall

können wir kompakte Mengen ersetzen durch kompakte Intervalle von der Form[−c, c], da jede

kompakte Menge inR in einem solchen Intervall enthalten ist. Einen Beweis im allgemeinen Fall

findet man zum Beispiel inBillingsley: Convergence of probability measures.

Beweis im FallS = R. Seiµn (n ∈ N) eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen aufR.

Um die Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge zu zeigen, betrachten wir die Folge der

VerteilungsfunktionenFn. Wir zeigen die Aussage in mehreren Schritten:
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(1). Es existiert eine Teilfolge(Fnk
)k∈N, sodassFnk

(x) für alle x ∈ Q konvergiert:

Zum Beweis verwenden wir ein Diagonalverfahren: Seix1, x2, ... eine Abzählung vonQ.

Wegen0 ≤ Fn ≤ 1 existiert eine Teilfolge(F
n
(1)
k
)k∈N, für dieF

n
(1)
k
(x1) konvergiert. Ebenso

existiert eine Teilfolge(F
n
(2)
k
)k∈N von (F

n
(1)
k
)k∈N, für dieF

n
(2)
k
(x2) konvergiert, usw. Die

DiagonalfolgeFnk
(x) := F

n
(k)
k
(x) konvergiert dann für allex ∈ Q.

Fürx ∈ Q setzen wirF (x) := limk→∞ Fnk
(x). Nach (1) existiert der Grenzwert, außerdem

ist die FunktionF : Q → [0, 1]Der Limes existiert nach 1. fürx ∈ Q und die Funktion

F : Q → [0, 1] monoton wachsend, da die FunktionenFnk
monoton wachsend sind.

(2). Stetige Fortsetzung vonF auf [0, 1]: Fürx ∈ R setzen wir

F (x) := inf{F (y) | y ∈ Q, y > x}.

Die folgenden Eigenschaften der FunktionF prüft man leicht nach:

(a) Die FunktionF ist rechtsstetig, monoton wachsend, und es gilt0 ≤ F ≤ 1.

(b) Fnk
(x) → F (x) für allex ∈ R, an denenF stetig ist.

(3). Aus (a)folgt, dass durch

µ[(a, b]] := F (b)− F (a), −∞ < a ≤ b <∞,

ein positives Maß aufR definiert wird mit

µ[R] = lim
c→∞

µ[(−c, c]] ∈ [0, 1].

Wir zeigen nun, dassµ eineWahrscheinlichkeitsverteilungaufR ist, falls die Folge(µn)n∈N

straff ist. Es gilt nämlich:

µ[(−c, c]] = F (c)− F (−c) = lim
k→∞

(Fnk
(c)− Fnk

(−c)) = lim
k→∞

µnk
[(−c, c]] (5.1.5)

für fast allec. Aus der Straffheit von(µn)n∈N folgt, dass zu jedemε > 0 ein c(ε) ∈ R

existiert mit

µnk
[(−c, c]] ≥ 1− ε für allek.

Aus (5.1.5) folgt dannµ[(−c, c]] ≥ 1− ε, falls c groß genug ist, und damit fürε ց 0:

µ[R] ≥ 1, also µ(R) = 1.

(4). Aus (b) folgt nun nach Satz 5.3, dass die Folge(µnk
)k∈N schwach gegenµ konvergiert.
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5.1.4 Schwache Konvergenz über charakteristische Funktionen

Unter Verwendung der Existenz schwach konvergenter Teilfolgen einer straffen Folge von Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen zeigen wir nun, dass eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilun-

gen aufR genau dann schwach konvergiert, wenn die charakteristischen Funktionen gegen eine

Grenzfunktion konvergieren, die bei0 stetig ist. Dazu bemerken wir zunächst, dass eine Wahr-

scheinlichkeitsverteilung nach Lévy’s Inversionsformel(Satz 4.14)eindeutigdurch ihre charak-

teristische Funktionφ festgelegt ist.

Satz 5.5(Stetigkeitssatz, Konvergenzsatz von Lévy). Seien(µn)n∈N Wahrscheinlichkeitsver-

teilungen auf(R,B(R)) mit charakteristischen Funktionen

φn(t) =

∫
eitx µn(dx).

Dann gilt:

(1). Konvergiertµn schwach gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilungµ, dann konvergieren

auch die charakteristischen Funktionen:

φn(t) → φ(t) :=

∫
eitx µ(dx) für alle t ∈ R.

(2). Konvergiert umgekehrtφn(t) für alle t ∈ R gegen einen Limesφ(t), und istφ stetig bei

t = 0, dann istφ die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilungµ,

undµn konvergiert schwach gegenµ.

Bemerkung. (1). Die Stetigkeit vonφ bei 0 ist wesentlich. Zum Beispiel ist die Folgeµn =

N(0, n) nicht schwach konvergent, aber die charakteristischen Funktionen konvergieren

punktweise:

φn(t) = e−
t2

2n
n↑∞→




0 falls t 6= 0

1 falls t = 0
.

(2). Eine Aussage wie im Satz gilt auch für Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufRd. Hier defi-

niert man die charakteristische Funktionφ : Rd → C durch

φ(t) =

∫

Rd

eit·x µ(dx), t ∈ Rd.

Beweis.Der erste Teil der Aussage folgt unmittelbar auseitx = cos(tx) + i sin(tx), denn

Kosinus und Sinus sind beschränkte stetige Funktionen.

Der Beweis des zweiten Teils der Aussage erfolgt nun in mehreren Schritten. Wir nehmen an,

dass die charakteristischen Funktionenφn(t) punktweise gegen eine bei0 stetige Grenzfunktion

φ(t) konvergieren.
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(1). Relative Kompaktheit: Jede Teilfolge von(µn)n∈N hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Dies ist der zentrale Schritt im Beweis. Nach dem Satz von Helly-Bray genügt es zu zei-

gen, dassµn (n ∈ N) unter den Voraussetzungen straff ist. Dazu schätzen wir dieWahr-

scheinlichkeitenµn[|x| ≥ c]mithilfe der charakteristischen Funktionen ab. Da die Funktion

f(u) = 1 − sinu
u

für u 6= 0 strikt positiv ist mit lim
|u|→∞

f(u) = 1, existiert eine Konstante

a > 0 mit f(u) ≥ a für alle |u| ≥ 1. Damit erhalten wir fürε > 0:

µn

[
|x| ≥ 1

ε

]

= µn [{x ∈ R | |εx| ≥ 1}] ≤ 1

a

∫ (
1− sin εx

εx

)

︸ ︷︷ ︸
= 1

2ε

ε∫
−ε

(1−cos(xt))dt

µn(dx)

(5.1.6)
Fubini
=

1

2aε

∫ ε

−ε

(1− Re(φn(t)))dt
nր∞−→

Lebesgue

1

2aε
·
∫ ε

−ε

(1− Re(φ(t)))dt.

Sei nunδ > 0 vorgegeben. Istε hinreichend klein, dann gilt wegen der vorausgesetzten

Stetigkeit vonφ bei0:

|1− Re(φ(t))| = |Re(φ(0)− φ(t))| ≤ δa

2
für alle t ∈ [−ε, ε].

Also können wir die rechte Seite von (5.1.6) durchδ/2 abschätzen, und somit existiert ein

n0 ∈ N mit

µn

[
|x| ≥ 1

ε

]
≤ δ für allen ≥ n0. (5.1.7)

Diese Aussage gilt natürlich auch, falls wirε noch kleiner wählen. Zudem gilt (5.1.7) auch

für allen < n0, falls ε klein genug ist. Also istµn (n ∈ N) straff.

(2). Der Grenzwertjederschwach konvergenten Teilfolge von(µn)n∈N hat die charakteristische

Funktionφ.

Zum Beweis sei(µnk
)k∈N eine Teilfolge von(µn)n∈N undµ eine Wahrscheinlichkeitsver-

teilung mitµnk

w→ µ. Dann gilt nach dem ersten Teil der Aussage des Satzes:

φµ(t) = lim
k→∞

φnk
(t) = φ(t) für alle t ∈ R.

(3). Schwache Konvergenz von(φn)n∈N.

Nach dem Inversionssatz existiert höchstens eine Wahrscheinlichkeitsverteilungµmit cha-

rakteristischer Funktionφ. Also konvergieren nach (2) alle schwach konvergenten Teilfol-

gen von(µn)n∈N gegen denselben Limesµ. Hieraus folgt aber, zusammen mit (1), dass
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(µn)n∈N schwach gegenµ konvergiert, denn fürf ∈ Cb(S) hat jede Teilfolge von
∫
f dµn

eine gegen
∫
f dµ konvergente Teilfolge, und somit gilt

∫
f dµn →

∫
f dµ.

5.2 Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir können nun den zu Beginn dieses Kapitels skizzierten Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes

(engl.Central Limit Theorem) vervollständigen. Wir zeigen zunächst, dass ein zentraler Grenz-

wertsatz für Summen beliebiger unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit endlicher

Varianz gilt. Diese Aussage wurde zuerst 1900 von Lyapunov bewiesen, der damit den Satz von

de Moivre/Laplace (1733) deutlich verallgemeinern konnte. Am Ende dieses Abschnitts bewei-

sen wir eine noch allgemeinere Version des Zentralen Grenzwertsatzes, die auf Lindeberg und

Feller zurückgeht.

5.2.1 Zentraler Grenzwertsatz für Summen von i.i.d. Zufallsvariablen

Satz 5.6(Zentraler Grenzwertsatz – 1. Version). SeienX1, X2, ... ∈ L2(Ω,A, P ) unabhän-

gige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Varianzσ2 und sei

Sn = X1 + ... +Xn .

Dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten Summen

Ŝn =
Sn −E[Sn]√

n
=

1√
n

n∑

i=1

(Xi − E[Xi])

schwach gegenN(0, σ2).

Bemerkung. (1). Alternativ kann man die standardisierten Summen auf Varianz1 normieren,

und erhält
Sn −E[Sn]

σ · √n
D−→ Z,

wobeiZ eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

(2). Die VoraussetzungXi ∈ L2(Ω,A, P ) ist wesentlich. Bei unendlicher Varianz derXi kön-

nen sich andere Grenzverteilungen für die geeignet renormierten SummenSn−an
bn

(an ∈
R, bn > 0) ergeben. Als Grenzverteilungen können i.A. die sogenannten stabilen Vertei-

lungen auftreten, siehe dazu z.B. Satz 5.11 unten.
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(3). Im Fall σ2 = 0 gilt die Aussage auch. Hierbei interpretieren wir das Diracmaßδm als

degenerierte NormalverteilungN(m, 0).

Wir beweisen nun den Zentralen Grenzwertsatz in der oben stehenden Form:

Beweis.O.B.d.A. seiE[Xi] = 0, ansonsten betrachten wir die zentrierten ZufallsvariablenX̃i :=

Xi−E[Xi]. Nach dem Konvergenzsatz von Lévy genügt es zu zeigen, dass die charakteristischen

Funktionen der standardisierten SummenŜn punktweise gegen die charakteristische Funktion der

NormalverteilungN(0, σ2) konvergieren, d.h.

φŜn
(t) → φN(0,σ2)(t) = e−

σ2t2

2 ∀ t ∈ R. (5.2.1)

Da die ZufallsvariablenXi unabhängig, identisch verteilt und zentriert sind, gilt für t ∈ R:

φŜn
(t)

E[Sn]=0
= φSn

(
t√
n

)
Xi iid
=

(
φX1

(
t√
n

))n

.

AusX1 ∈ L2 folgt φX1 ∈ C2(R), und

φX1(t) = E[eitX1 ] = 1 + itE[X1] +
(it)2

2
E[X2

1 ] + o(t2) = 1− t2σ2

2
+ o(t2),

wobeio für eine Funktiono : R+ → C mit limε↓0
|o(ε)|
ε

= 0 steht. Damit erhalten wir:

φŜn
(t) =

(
1− t2σ2

2n
+ o

(
t2

n

))n

.

Wir vermuten, dass dieser Ausdruck fürn→ ∞ gegene−
t2σ2

2 strebt. Dies kann man beweisen, in-

dem man den Logarithmus nimmt, und die Taylorapproximationlog(1+w) = w+o(|w|) verwen-

det. Da die charakteristische Funktion komplexwertig ist,muss dazu allerdings der Hauptzweig

der komplexen Logarithmusfunktion verwendet werden.

Wir zeigen stattdessen die Konvergenz ohne Verwendung von Aussagen aus der Funktionentheo-

rie: Für komplexe Zahlenzi, wi ∈ C mit |zi|, |wi| ≤ 1 gilt nach der Dreiecksungleichung
∣∣∣∣∣

n∏

i=1

zi −
n∏

i=1

wi

∣∣∣∣∣ = |(z1 − w1)z2z3 · · · zn + w1(z2 − w2)z3z4 · · · zn + . . .+ w1 · · ·wn−1(zn − wn)|

≤
n∑

i=1

|zi − wi|.

Damit erhalten wir:∣∣∣∣φŜn
(t)− exp

(
−t

2σ2

2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
(
1− t2σ2

2n
+ o

(
t2

n

))n

− exp

(
−t

2σ2

2n

)n∣∣∣∣

≤ n ·
∣∣∣∣1−

t2σ2

2n
+ o

(
t2

n

)
− exp

(
−t

2σ2

2n

)∣∣∣∣ .

Da die rechte Seite fürn→ ∞ gegen0 konvergiert, folgt (5.2.1) und damit die Behauptung.
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Beispiel. (1). SindX1, X2, . . . unabhängig mitP [Xi = 1] = p und P [Xi = 0] = 1 − p,

dann istSn =
n∑

i=1

Xi binomialverteilt mit Parameternn undp. Die Aussage des Zentralen

Grenzwertsatzes folgt in diesem Fall aus dem Satz von de Moivre/Laplace.

(2). Sind die ZufallsvariablenXi unabhängig und Poissonverteilt mit Parameterλ > 0, dann ist

Sn =
n∑

i=1

Xi Poissonverteilt mit Parameternλ. Der Zentrale Grenzwertsatz liefert in diesem

Fall eine Normalapproximation für Poissonverteilungen mit großer Intensität (Übung).

(3). SindX1, X2, . . . unabhängige,N(m, σ2)-verteilte Zufallsvariablen, dann gilt

Ŝn =
X1 +X2 + . . .+Xn − nm√

n
∼ N(0, σ2)

für allen ∈ N (und nicht nur asymptotisch!).

Warum tritt die Normalverteilung im Limes auf? Wie schon im letzten Beispiel bemerkt,

gilt

Xi ∼ N(0, σ2) unabhängig ⇒ X1 + . . .+Xn√
n

∼ N(0, σ2).

Die zentrierten Normalverteilungen sind also „invariant“unter derReskalierungstransformation

aus dem zentralen Grenzwertsatz. Man kann sich leicht plausibel machen, dass eine Grenzvertei-

lung der standardisierten Summen unabhängiger quadratintegrierbarer Zufallsvariablen eine ent-

sprechende Invarianzeigenschaft haben muss. Tatsächlichsind die zentrierten Normalverteilun-

gen die einzigen nichtdegenerierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit dieser Invarianz. Aus

dem Zentralen Grenzwertsatz folgt sogar:

Korollar 5.7. Seiµ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aufR mit
∫
x2µ(dx) <∞. Gilt

X, Y ∼ µ unabhängig ⇒ X + Y√
2

∼ µ, (5.2.2)

dann istµ eine zentrierte Normalverteilung.

Bemerkung. Die Aussage gilt auch ohne die Voraussetzung
∫
x2µ(dx) < ∞ ; der Beweis ist

aber aufwändiger, siehe z.B. BREIMAN : PROBABILITY .

Beweis.SeienX1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungµ. Aus der Vorausset-

zung (5.2.2) folgtE[Xi] =
∫
x µ(dx) = 0 für alle i ∈ N, und durch Induktion:

X1 + . . .+Xn√
n

∼ µ für n = 2k, k ∈ N.

Wegen
∫
x2µ(dx) < ∞ sind dieXi quadratintegrierbar. Durch Anwenden des zentralen Grenz-

wertsatzes auf die standardisierten Summen folgt, dassµ eine zentrierte Normalverteilung ist.
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5.2.2 Normal- und Poisson-Approximationen

Die Normalverteilungsasymptotik der standardisierten Summen wird häufig verwendet, um Wahr-

scheinlichkeiten näherungsweise zu berechnen. Wir betrachten zunächst ein typisches Beispiel:

Beispiel (Versicherungsgesellschaft mitn Verträgen). Eine Versicherungsgesellschaft habe

mit n Kunden Verträge abgeschlossen. Beim Eintreten des Schadenfalls für Vertragi muss die

LeistungXi ≥ 0 gezahlt werden. Wir nehmen an, dass gilt:

Xi ∈ L2 i.i.d. mit E[Xi] = m, Var[Xi] = σ2.

Die Prämie pro Vertrag betrageΠ = m + λσ2, wobeim die erwartete Leistung ist undλσ2 mit

λ > 0 einem Risikozuschlag entspricht. Die Einnahmen nach einerZeitperiode betragen dann

n ·Π, die AusgabenSn = X1 + ...+Xn. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ruinereignisses

Sn > k + nΠ,

berechnen, wobeik das Anfangskapital bezeichnet. Hierbei nehmen wir implizit an, dass nicht

verzinst wird, und die Abrechnung nur am Schluß einer Zeitperiode erfolgt. Wenn die standardi-

sierten Schadenssummen mithilfe einer ZGS-Näherung approximiert werden, ergibt sich

P [Ruin] = P [Sn > k + nΠ] = P [Sn − E[Sn] > k + nλσ2]

= P

[
Sn − E[Sn]

σ
√
n

>
k

σ
√
n
+ λσ

√
n

]

≈ P

[
Z >

k

σ
√
n
+ λσ

√
n

]
,

wobeiZ eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Der Ausdruck auf der rechten Seite

geht fürn → ∞ gegen0. Eine große Anzahl von Verträgen sollte also eine kleine Ruinwahr-

scheinlichkeit implizieren. Fürn = 2000, σ = 60 undλ = 0, 05% ergibt sich beispielsweise:

k = 0 : P [Ruin] ≈ 9%,

k = 1500 : P [Ruin] ≈ 3%.

Nach einer solchen Überschlagsrechnung sollte man das verwendete Modell und die Approxi-

mationsschritte einer kritischen Analyse unterziehen. Inunserem Fall stellen sich unmittelbar

mehrere Fragen:

(1). Wir haben die ZGS-Näherung verwendet, obwohl die auftretenden Schranken für die stan-

dardisierten Summen vonn abhängen. Ist das in diesem Fall zulässig?
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(2). Ist die Quadratintegrierbarkeit derXi eine sinnvolle Modellannahme, und was ergibt sich

andernfalls?

(3). In einem realistischen Modell kann man nicht davon ausgehen, dass dieXi identisch ver-

teilt sind. Gilt trotzdem ein Zentraler Grenzwertsatz?

(4). Ist die Unabhängigkeitsannahme gerechtfertigt?

Wir werden nun auf die ersten drei Fragen näher eingehen. Dasfolgende Beispiel zeigt, dass

man in der Tat vorsichtig sein sollte, wenn man vonn abhängige Quantile von standardisierten

Summen durch entsprechende Quantile von Normalverteilungen ersetzt:

Beispiel (Eine zu naive ZGS-Approximation). SeienXi, i ∈ N, unabhängige, identisch ver-

teilte Zufallsvariablen mitE[Xi] = 0 und Var[Xi] = 1, und seia > 0. Mit einer ZGS-

Approximation erhalten wir für großen:

P

[
1

n

n∑

i=1

Xi ≥ a

]
= P

[
1√
n

n∑

i=1

Xi ≥ a
√
n

]

≈ 1√
2π

∫ ∞

a
√
n

e−
x2

2 dx

= e−
na2

2 · 1√
2π

∫ ∞

0

e−a
√
ny− y2

2 dy
(
x = a

√
n+ y

)

= e−
na2

2 · 1√
2πn

∫ ∞

0

e−az− z2

2n dz
(
z =

√
ny
)

∼ 1√
2πa2n

· exp
(
−na

2

2

)

Dies ist abernicht die korrekte Asymptotik fürn → ∞. Auf der exponentiellen Skala gilt näm-

lich

P

[
1

n

n∑

i=1

Xi ≥ a

]
≃ exp (−nI(a)) ,

wobei I(a) die Ratenfunktion aus dem Satz von Chernoff ist. Diese ist imAllgemeinen von

na2/2 verschieden. Die ZGS-Approximation ist hier nicht anwendbar, daa
√
n vonn abhängt!

Dass die Näherung im Versicherungsbeispiel von oben trotzdem mit Einschränkungen anwendbar

ist, wenn die ZufallsvariablenXi dritte Momente haben, garantiert die folgendeAbschätzung der

Konvergenzgeschwindigkeit im Zentralen Grenzwertsatz:
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Satz 5.8(Berry-Esséen). SeienXi ∈ L3 i.i.d. Zufallsvariablen,Z ∼ N(0, 1), und seien

Fn(x) := P

[
Sn −E[Sn]

σ
√
n

≤ x

]
,

Φ(x) := P [Z ≤ x].

Dann gilt folgende Abschätzung:

sup
x∈R

|Fn(x)− Φ(x)| ≤ 3 · E[|X1 − E[X1]|3]
σ3
√
n

.

Den Beweis dieser Aussage findet man etwa im Buch PROBABILITY THEORY von R. Durrett

(4.10).

Für die Normalapproximation der Binomialverteilung Bin(n, p) ergibt sich beispielsweise

3 · E[|X1 − E[X1]|3]
σ3
√
n

=
3 · ((1− p)2 + p2)√

np(1− p)
.

Für p → 0 oder p → 1 divergiert die rechte Seite. Wir erhalten also möglicherweise einen

hohen Approximationsfehler fürp nahe0 oder1. In diesen Fällen empfiehlt sich in der Tat die

Verwendung der Poisson-Approximation anstelle des zentralen Grenzwertsatzes. Der folgende

Satz quantifiziert den Fehler der Poisson-Approximation inder totalen Variationsdistanz:

Satz 5.9(Poisson-Approximation der Binomialverteilung). Für p ∈ [0, 1] undn ∈ N gilt

‖Bin(n, p)− Poisson(np)‖TV ≤ np2.

Der Beweis basiert auf einem Kopplungsargument:

Definition (Kopplung zweier Wahrscheinlichkeitsmaße). EineKopplungzweier Wahrschein-

lichkeitsmaßeµ und ν auf meßbaren Räumen(S,S) und (T, T ) ist gegeben durch ein Wahr-

scheinlichkeitsmaßη auf dem Produktraum(S × T,S ⊗ T ) mit Randverteilungenµ undν, bzw.

durch ZufallsvariablenX : Ω → S undY : Ω → T mit VerteilungenX ∼ µ undY ∼ ν, die auf

einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) definiert sind.

Beweis.Um die Variationsdistanz abzuschätzen, konstruieren wir explizit eine Kopplung der

Verteilungenµ :=Bin(n, p) undν :=Poisson(np), die durch ZufallsvariablenSn, Tn mit Sn ∼ µ,

Tn ∼ ν, undP [Sn 6= Tn] ≤ np2 realisiert wird. Daraus folgt die Behauptung wegen

‖µ− ν‖ = sup
A⊆Z+

|µ[A]− ν[A]| = sup
A⊆Z+

|P [Sn ∈ A]− P [Tn ∈ A]|

≤ P [Sn 6= Tn] ≤ np2.
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Da Bin(n, p) und Poisson(np) jeweils die Verteilung einer Summe vonn unabhängigen Bernoulli-

bzw. Poisson-verteilten Zufallsvariablen zum Parameterp sind, konstruieren wir zunächst eine

Kopplung der beiden letzteren Wahrscheinlichkeitsmaße. Dazu verwenden wir eine Zufallsvaria-

bleZ mit Verteilung

Z =





0 mit Wahrscheinlichkeit1− p,

k mit Wahrscheinlichkeitpke−k/k! für k ∈ N,

−1 mit Wahrscheinlichkeite−p − (1− p).

Die ZufallsvariablenX := I{Z 6=0} undY := max(Z, 0) sind dann Bernoulli(p) bzw. Poisson(p)-

verteilt, und es gilt

P [X 6= Y ] = P [Z 6∈ {0, 1}] = 1− (1− p+ pe−p = p (1− e−p) ≤ p2.

Um eine Kopplung von Bin(n, p) und Poisson(np) zu konstruieren, verwenden wir nunn unab-

hängige Kopien dieses Modells, d.h. wir setzen füri = 1, . . . , n:

Xi := I{Zi 6=0} und Yi := max(Zi, 0) mit Z1, . . . , Zn unabhängig∼ Z.

Dann sindSn := X1 + . . .+Xn undTn := Y1 + . . .+ Yn binomialverteilt mit Parametern(n, p)

bzw. Poisson-verteilt mit Parameternp, und es gilt

P [Sn 6= Tn] = P [∃ i = 1, . . . , n : Xi 6= Yi] ≤
n∑

i=1

P [Xi 6= Yi] ≤ np2.

Satz 5.9 zeigt, dass die Poisson-Approximation eine gute Näherung liefert, fallsp deutlich kleiner

als
√
n ist. Ist p größer als1 − √

n, dann kann man die Poisson-Approximation auf die mit

Parametern(n, 1 − p) binomialverteilte Zufallsvariablen − Sn mit Sn ∼ Bin(n, p) anwenden.

Gehtp für n→ ∞ schneller als1/
√
n, aber langsamer als1/n gegen Null, dann sind sowohl die

Poisson- als auch die Normalapproximation der Binomialverteilung anwendbar.

5.2.3 Heavy Tails, Konvergenz gegenα-stabile Verteilungen

Als nächstes betrachten wir ein Beispiel, welches zeigt, dass die Voraussetzung der Quadratinte-

grierbarkeit der Zufallsvariablen essentiell für den zentralen Grenzwertsatz ist:

Seienα ∈ (1, 2), r ∈ (0,∞), und seienX1, X2, . . . : Ω → R unabhängige identisch verteilte

absolutstetige Zufallsvariablen, deren Dichtefunktion

fXi
(x) = |x|−α−1 für alle |x| ≥ r
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erfüllt. Da die Dichte für|x| → ∞ nur langsam abfällt, sind die Zufallsvariablen nicht quadratin-

tegrierbar; sie sind aber integrierbar. Daher ergibt sich ein anderes asymptotisches Verhalten der

charakteristischen Funktionen fürt→ 0 :

Lemma 5.10.Für t→ 0 gilt

φXi
(t) = 1 + imt− c|t|α +O(t2)

mitm = E[Xi] undc =
∫
R

(1− cosu)|u|−α−1 du ∈ (0,∞).

Beweis.Seit 6= 0. Wegeneiu − 1− iu = O(u2) undcosu− 1 = O(u2) erhalten wir

φXi
(t)− 1− imt =

∞∫

−∞

(eitx − 1− itx)f(x) dx

=

∞∫

−∞

(eiu − 1− iu)f
(u
t

) 1

|t| du

=
1

|t|

tr∫

−tr

(eiu − 1− iu)f
(u
t

)
du+ |tα|

∫

[−tr,tr]C

(cosu− 1)|u|−α−1 du

= −c|t|α +O(t2).

Für die zentrierten SummenSn =
n∑

i=1

(Xi −m) folgt nach dem Lemma:

φSn(t) = (1− c|t|α +O(t2))n.

Um Konvergenz der charakteristischen Funktionen zu erhalten, müssen wirXn nun mitn−1/α

stattn−1/2 reskalieren:

φn−1/αSn
(t) = φSn(n

−1/αt) = (1− c|t|αn−1 +O(n−2/α))n

→ exp(−c|t|α) für n→ ∞.

Nach dem Konvergenzsatz von Lévy folgt:

Satz 5.11.Für n→ ∞ gilt

n−1/αSn
D→ µc,α,

wobeiµc,α die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit charakteristischer Funktion

φc,α(t) = exp(−c|t|α)

ist.
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Definition. Seienα ∈ (0, 2] undm ∈ R. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit charakteristi-

scher Funktion

φ(t) = exp(imt− c|t|α),

c ∈ (0,∞), heißensymmetrischeα-stabile Verteilungenmit Mittelwertm.

Die Dichten derα-stabilen Verteilungen sind fürα 6= 1, 2 nicht explizit berechenbar, fallen

aber für|x| → ∞ wie |x|−α−1 ab. Fürα = 1 erhält man die Cauchyverteilungen, fürα = 2

die Normalverteilungen. Satz 5.11 ist ein Spezialfall eines allgemeineren Grenzwertsatzes für

Summen von Zufallsvariablen mit polynomiellen Tails, siehe z.B. BREIMAN , THEOREM 9.34.

5.2.4 Der Satz von Lindeberg-Feller

Wir wollen nun die Annahme fallen lassen, dass die SummandenXi identisch verteilt sind, und

zeigen, dass trotzdem ein zentraler Grenzwertsatz gilt. Sei

Ŝn = Yn,1 + Yn,2 + ... + Yn,n mit Yn,i ∈ L2(Ω,A, P ).

Die ZufallsvariablenYn,i können etwa kleine Störungen oder Messfehler beschreiben.Setzen wir

Yn,i =
Xi − E[Xi]√

n
mit Xi ∈ L2 unabhängig, (5.2.3)

so erhalten wir das Setup von oben.

Satz 5.12(ZGS von Lindeberg-Feller). Seiσ ∈ (0,∞). Es gelte:

(i) Yn,i (1 ≤ i ≤ n) sind unabhängig für jedesn ∈ N mitE[Yn,i] = 0,

(ii) Var[Ŝn] =
∑n

i=1 Var[Yn,i]
n↑∞−→ σ2,

(iii) γn,ε :=
∑n

i=1 E[Y
2
n,i; |Yn,i| > ε]

n↑∞−→ 0 ∀ ε > 0.

Dann konvergiert die Verteilung von̂Sn schwach gegenN(0, σ2).

Der Satz zeigt, dass die Summe vieler kleiner unabhängiger Störungen unter geeigneten Voraus-

setzungen ungefähr normalverteilt ist. Dies rechtfertigtbis zu einem gewissen Grad, dass Zu-

fallsgrößen mit unbekannter Verteilung, die durch Überlagerung vieler kleiner Effekte entstehen,

häufig durch normalverteilte Zufallsvariablen modelliertwerden.
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Bemerkung. (1). Der Zentrale Grenzwertsatz von oben ist ein Spezialfall des Satzes von Lindeberg-

Feller: SindXi ∈ L2 i.i.d. Zufallsvariablen mitE[Xi] = m undVar[Xi] = σ2, und defi-

nieren wirYn,i wie in (5.2.3), dann gilt:

Var[Ŝn] =
1

n

n∑

i=1

Var[Xi] = Var[X1] = σ2, für allen ∈ N,

und, fürε > 0

γn,ε =

n∑

i=1

E
[
Y 2
n,i; |Yn,i| > ε

]
=

1

n

n∑

i=1

E
[
|Xi −m|2; |Xi −m| > ε

√
n
]

= E
[
|X1 −m|2; |X1 −m| > ε

√
n
]

→ 0 für n→ ∞,

daX1 quadratintegrierbar ist.

(2). Die Bedingung (iii) ist insbesondere erfüllt, wenn dieLyapunovbedingung

n∑

i=1

E[|Yn,i|p] n→∞−→ 0 für einp > 2 gilt,

denn fürε > 0 istE[Y 2
n,i; |Yn,i| ≥ ε] ≤ E[|Yn,i|p]/εp−2.

Wir beweisen nun den Satz von Lindeberg-Feller: Der Beweis basiert wieder auf einer Analyse

der Asymptotik der charakteristischen Funktionen. Dazu zeigen wir zunächst einige asymptoti-

sche Abschätzungen:

Beweis. (a) Vorüberlegungen:Seit ∈ R fest.

(I) Taylorapproximation fürφn,i(t) := E[eitYn,i ]:

Aus den verschiedenen Abschätzungen des Taylorrestgliedserhält man

eix = 1 + ix− x2

2
+R(x) mit |R(x)| ≤ min

( |x|3
6

, x2
)
. (5.2.4)

Damit ergibt sich

φn,i(t) = 1 + itE[Yn,i]−
t2

2
E[Y 2

n,i] + E[R(tYn,i)] = 1−
t2σ2

n,i

2
+Rn,i,

wobei fürRn,i := E[R(tYn,i)] die Abschätzung

|Rn,i| ≤ E

[
min

( |tYn,i|3
6

, t2Y 2
n,i

)]
(5.2.5)

gilt.
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(II) Wir zeigen
∑n

i=1 |Rn,i| → 0 für n→ ∞:

Für ε > 0 gilt nach (5.2.5):

|Rn,i| ≤
1

6
· E
[
|tYn,i|3; |Yn,i| ≤ ε

]
+ E[|tYn,i|2; |Yn,i| > ε].

Mit E [|tYn,i|3; |Yn,i| ≤ ε] ≤ |t|3ε · σ2
n,i erhalten wir

n∑

i=1

|Rn,i| ≤ |t|3ε
6

n∑

i=1

σ2
n,i + t2γn,ε,

und somit nach Voraussetzung (ii) und (iii)

lim sup
n→∞

n∑

i=1

|Rn,i| ≤ σ2|t|3
6

ε .

Die Behauptung folgt fürε → 0.

(III) Wir zeigen sup1≤i≤n σ
2
n,i → 0 für n→ ∞:

Für ε > 0 und1 ≤ i ≤ n gilt

σ2
n,i = E[Y 2

n,i; |Yn,i| ≤ ε] + E[Y 2
n,i; |Yn,i| > ε] ≤ ε2 + γn,ε.

Wegenγn,ε → 0 für n→ ∞ ergibt sich

lim sup
n→∞

sup
1≤i≤n

σ2
n,i ≤ ε2.

Die Behauptung folgt wieder fürε → 0.

(b) Hauptteil des Beweises: Zu zeigen ist

φŜn
(t) =

n∏

i=1

φn,i(t)
n→∞−→ exp

(
−t

2σ2

2

)
, (5.2.6)

die Aussage folgt dann aus dem Konvergenzsatz von Lévy.

Wir zeigen:

∣∣∣∣∣

n∏

i=1

φn,i(t)−
n∏

i=1

(
1− t2σ2

n,i

2

)∣∣∣∣∣
n→∞−→ 0, und (5.2.7)

n∏

i=1

(
1−

t2σ2
n,i

2

)
n→∞−→ e−

t2σ2

2 . (5.2.8)

Daraus folgt (5.2.6), und damit die Behauptung.
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Beweis von (5.2.7):Wie oben gezeigt, gilt fürzi, wi ∈ C mit |zi|, |wi| ≤ 1:

∣∣∣∣∣

n∏

i=1

zi −
n∏

i=1

wi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|zi − wi|.

Zudem gilt|φn,i(t)| ≤ 1, und nach der 3. Vorüberlegung existiert einn0 ∈ N mit

1− t2σ2
n,i

2
∈ (0, 1) für allen ≥ n0 und1 ≤ i ≤ n. (5.2.9)

Damit erhalten wir fürn ≥ n0:
∣∣∣∣∣

n∏

i=1

φn,i(t)−
n∏

i=1

(
1−

t2σ2
n,i

2

)∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣∣φn,i(t)−
(
1−

t2σ2
n,i

2

)∣∣∣∣ =

n∑

i=1

|Rn,i|

Die rechte Seite konvergiert nach der 2. Vorüberlegung gegen 0.

Beweis von (5.2.8):Wegen (5.2.9) erhalten wir

log

(
n∏

i=1

(
1− t2σ2

n,i

2

))
=

n∑

i=1

log

(
1− t2σ2

n,i

2

)

= −
n∑

i=1

t2σ2
n,i

2
+

n∑

i=1

R̃n,i,

wobei |R̃n,i| ≤ C ·
(
t2σ2

n,i

)2
mit C̃ ∈ (0,∞). Die rechte Seite konvergiert nach Vorausset-

zung (ii) fürn→ ∞ gegen− t2σ2

2
, denn

n∑

i=1

|R̃n,i| ≤ Ct4 ·
n∑

i=1

σ4
n,i ≤ Ct4 ·

n∑

i=1

σ2
n,i · sup

1≤i≤n
σ2
n,i → 0

nach der 3. Vorüberlegung.

Bemerkung (Zentrale Grenzwertsätze für Summen abhängiger Zufallsvariablen). In allen

Fällen haben wir bisher angenommen, dass die ZufallsvariablenXi unabhängig sind. Tatsäch-

lich hat man zentrale Grenzwertsätze auch für viele große Modellklassen mit Abhängigkeit ge-

zeigt, beispielsweise für Martingale, additive Funktionale von Markovketten, Skalierungslimiten

von Teilchensystemen, unterschiedliche Folgen von Parameterschätzern in der Statistik, usw. Wir

werden darauf in weiterführenden Vorlesungen zurückkommen.

%sectionMultivariate Normalverteilungen
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5.3 Multivariate Normalverteilungen und ZGS im Rd

Multivariate Normalverteilungen haben wir bereits in Abschnitt 3.4.2 eingeführt. Mithilfe von

charakteristischen Funktionen können wir eine etwas allgemeinere Definition geben, die auch

degenerierte Normalverteilungen (zum Beispiel Dirac-Maße) einschließt:

Definition (Normalverteilung im Rd). Seim ∈ Rd, und seiC ∈ Rd×d eine symmetrische,

nicht-negativ definite Matrix. Die eindeutige WahrscheinlichkeitsverteilungN(m,C) im Rd mit

charakteristischer Funktionφ(t) = exp
(
−1

2
t · Ct+ it ·m

)
heißtNormalverteilungmit Mittel-

wertvektorm und KovarianzmatrixC.

Die Existenz und Konstruktion einer Zufallsvariable mit VerteilungN(m,C) ergibt sich aus der

folgenden Bemerkung (3).

Bemerkung (Charakterisierungen und Transformationen von Normalverteilungen). Die

folgenden Aussagen beweist man mithilfe von charakteristischen Funktionen:

(1). Ein ZufallsvektorX : Ω → Rd ist genau dann multivariat normalverteilt, wenn jede Line-

arkombination
∑d

i=1 tiXi der Komponenten mitt1, . . . , td ∈ R normalverteilt ist. Genauer

istX ∼ N(m,C) äquivalent zu

t ·X ∼ N(t ·m, t · Ct) für alle t ∈ Rd.

(2). IstX ∼ N(m,C), dann gilt

AX + b ∼ N(Am+ b, ACAT ) für alle b ∈ Rk undA ∈ Rk×d, k ∈ N.

(3). SindZ1, . . . , Zd unabhängige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen, und istσ eine re-

elled×d-Matrix mitC = σσT , dann hat der ZufallsvektorσZ+mmit Z = (Z1, . . . , Zd)
T

die VerteilungN(m,C).

(4). Im Fall detC 6= 0 ist die VerteilungN(m,C) absolutstetig bzgl. desd-dimensionalen

Lebesgue-Maßes mit Dichte

f(y) =
1√

(2π)d| detC|
exp

(
−1

2
(y −m) · C−1(y −m)

)
.

Beispiel(χ2-Verteilungen). Wir berechnen die Verteilung vom Quadrat des Abstandes vom Ur-

sprung eines standardnormalverteilten Zufallsvektors imRd:

Z = (Z1, ..., Zd) ∼ N(0, Id), ‖Z‖2 =
d∑

i=1

Z2
i .
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Wegenf|Zi|(x) =
2√
2π
e−

x2

2 · I(0,∞)(x) folgt durch Anwenden des Dichtetransformationssatzes:

fZ2
i
(y) =

√
2

π
e−

y
2 · I(0,∞)(y) ·

1

2
√
y
,

d.h.Z2
i ist Γ(1

2
, 1
2
)-verteilt. Da die ZufallsvariablenZ2

i , 1 ≤ i ≤ d, unabhängig sind, folgt:

‖Z‖2 =
d∑

i=1

Z2
i ∼ Γ

(
1

2
,
d

2

)
.

Definition (χ2-Verteilung). Die Gamma-Verteilung mit Parametern1/2 und d/2 heißt auch

Chiquadrat-Verteilungχ2(d) mit d Freiheitsgraden.

5.3.1 Multivariater zentraler Grenzwertsatz

Auch imRd gilt ein zentraler Grenzwertsatz:

Satz 5.13(Multivariater zentraler Grenzwertsatz ). SeienX1, X2, ... : Ω → Rd unabhängige,

identisch verteilte, quadratintegrierbare Zufallsvektoren auf(Ω,A, P ), und seiSn = X1 + . . .+

Xn. Dann gilt
Sn − E[Sn]√

n

D−→ Z ∼ N(0, C),

wobeiCjk = Cov[X1,j, X1,k] die Kovarianzmatrix der ZufallsvektorenXi ist.

Der Beweis basiert auf folgender Charakterisierung der Verteilungskonvergenz von Zufallsvek-

toren:

Lemma 5.14(Cramér-Wold Device). Für ZufallsvariablenY, Y1, Y2, ... : Ω → Rd gilt:

Yn
D−→ Y ⇔ p · Yn D−→ p · Y ∀ p ∈ Rd.

Beweisskizze.Die Richtung „⇒“ ist klar, daY 7→ p · Y stetig ist. Umgekehrt gilt:

p · Yn D−→ p · Y ⇒ E[exp(ip · Yn)] → E[exp(ip · Y )] ∀ p ∈ Rd.

Mit einem ähnlichen Beweis wie imR1 folgt dann aus der Konvergenz der charakteristischen

Funktionen die schwache KonvergenzYn
D−→ Y . Um die relative Kompaktheit zu zeigen (Satz

von Helly-Bray), verwendet man dabei imRd die multivariaten Verteilungsfunktionen

Fn(x1, ..., xd) := P [Yn,1 ≤ x1, ..., Yn,d ≤ xd], (x1, . . . , xd) ∈ Rd.
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Wir beweisen nun den zentralen Grenzwertsatz imRd:

Beweis.Fürp ∈ Rd gilt nach dem eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz:

p ·
(
Sn −E[Sn]√

n

)
=

1√
n

n∑

i=1

(p ·Xi − E[p ·Xi])

D−→ N (0,Var[p ·X1]) = N(0, p · Cp),

da

Var[p ·X1] = Cov

[
∑

k

pkX1,k ,
∑

l

pkX1,l

]
=
∑

k,l

pkplCkl = p · Cp.

Ist Y einN(0, C)-verteilter Zufallsvektor, dann istN(0, p ·Cp) die Verteilung vonp ·Y . Mithilfe

der Cramér-Wold Device folgt also

(Sn − E[Sn])/
√
n

D→ Y.

5.3.2 Gauß-Prozesse

SeiI = Z+ oderI = [0,∞). Ein stochastischer Prozeß(Xt)t∈I auf einem Wahrscheinlichkeits-

raum(Ω,A, P ) heißtGauß-Prozeß, falls die gemeinsamen Verteilungen von endlichen vielen

der ZufallsvariablenXt (t ∈ I) multivariate Normalverteilungen sind.

Die wichtigste Beispielklasse von zeitdiskreten Gauß-Prozessen sindautoregressive Prozesse,

die zur Modellierung von Zeitreihen eingesetzt werden. SeienX0 undZn, n ∈ N, unabhängige

reellwertige Zufallsvariablen mitZn ∼ N(0, 1) für alle n. Der durch das „stochastische Bewe-

gungsgesetz“

Xn = αXn−1︸ ︷︷ ︸
lineares

Bewegungsgesetz

+ εZn︸︷︷︸
zufällige Störung,

Rauschen

, n ∈ N, (5.3.1)

definierte stochastische Prozess(Xn)n=0,1,2,... heißt autoregressiver Prozess AR(1)mit Para-

meternε, α ∈ R. Im allgemeineren autoregressiven ModellAR(p), p ∈ N, mit Parametern

ε, α1, . . . , αp ∈ R lautet das Bewegungsgesetz

Xn =

p∑

i=1

αiXn−i + εZn, n ≥ p,

wobei die RauschtermeZn unabhängig von den StartwertenX0, X1, . . . , Xp−1 sind.
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1
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−1
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500 1000

Abbildung 5.4: Trajektorie eines AR(1)-Prozesses mit Parameternα = 0.8 undε2 = 1.5.

Satz 5.15(Autoregressive Prozesse als Gaußprozesse). Ist die gemeinsame Verteilung der

StartwerteX0, X1, . . . , Xp−1 eine multivariate Normalverteilung, dann ist der AR(p)-Prozess ein

Gauß-Prozeß.

Beweis.Mit Induktion folgt für allen ≥ p, dassZn unabhängig vonX0, X1, . . . , Xn−1 ist, und

dass die Zufallsvektoren(X0, X1, . . . , Xn−1, Zn) und (X0, X1, . . . , Xn) multivariat normalver-

teilt sind.

Der AR(1)-Prozess ist eineMarkovkettemit Übergangswahrscheinlichkeitenp(x, ·) = N(αx, ε2),

siehe unten. Das folgende Korollar fasst einige grundlegende Eigenschaften des AR(1) Modells

zusammen.

Lemma 5.16(Gleichgewicht und exponentieller Abfall der Korrelationen). Für den AR(1)-

Prozess mit Parameternε, α undm ∈ R, σ > 0 gilt:

(1). Xn−1 ∼ N(m, σ2) =⇒ Xn ∼ N(αm, α2σ2 + ε2).

(2). Für |α| < 1 ist die Verteilungµ = N(0, ε2

1−α2 ) ein Gleichgewicht, d.h.

X0 ∼ µ =⇒ Xn ∼ µ ∀n ∈ N.

Bei StartverteilungP ◦X−1
0 = µ gilt:

Cov[Xn, Xn−k] = αk · ε2

1− α2
für alle 0 ≤ k ≤ n.

Beweis.Gilt Xn−1 ∼ N(m, σ2), dann ist(Xn−1, Zn) bivariat normalverteilt, also ist auch die

LinearkombinationXn = aXn−1+ εZn normalverteilt. Der Erwartungswert und die Varianz von
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Xn ergeben sich aus (5.3.1). Der Beweis der übrigen Aussagen wird dem Leser als Übungsauf-

gabe überlassen.

Auch ein allgemeiner AR(p)-Prozess lässt sich als Markovkette interpretieren, wenn man statt

der ZufallsvariablenXn die zeitliche Entwicklung der Zufallsvektoren

X̃n := (Xn − p+ 1, Xn − p+ 2, . . . , Xn)

betrachtet. Man kann dann ähnliche Aussagen wie in Lemma 5.16 herleiten.

5.3.3 Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung

SeiSn = X1 + ... +Xn, wobei dieXi unabhängige Zufallsvariablen inL2(Ω,A, P ) mit

E[Xi] = 0 und Var[Xi] = 1

sind. Beispielsweise istSn ein klassischer Random Walk. Um einen stochastischen Prozess in

kontinuierlicher Zeit zu erhalten, interpolieren wirn 7→ Sn linear. Anschließend reskalieren wir

in Raum und Zeit, und setzen fürm ∈ N:

S̃
(m)
t :=

1√
m
Smt, t ∈ R+.

1

1 2

√
m

m

S
(m)
t

t

Abbildung 5.5: Raum-Zeit-Reskalierung eines Random Walks.

Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt fürm→ ∞:

S̃
(m)
t =

√
t

1√
mt

Smt
D−→ N(0, t) für jedes festet ∈ R+,

d.h. die eindimensionalen Randverteilungen der ProzesseS̃(m) = (S̃
(m)
t )t≥0 konvergieren.
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Allgemeiner zeigt man mithilfe des multivariaten zentralen Grenzwertsatzes, dass auch endlich

dimensionale Randverteilungen schwach konvergieren. Für0 = t0 < t1 < . . . < tk mit k ∈ N

undmti ∈ Z+ sind die InkrementẽS(m)
t1 − S̃

(m)
t0 , S̃(m)

t2 − S̃
(m)
t1 , . . . , S̃

(m)
tk

− S̃
(m)
tk−1

unabhängige

Zufallsvariablen, die sich als Summen der ZufallsvariablenXi über disjunkte Bereiche darstellen

lassen. Aus dem eindimensionalen zentralen Grenzwertsatzfolgt

S̃
(m)
t − S̃(m)

r
D−→ N(0, t− r) für alle0 ≤ r ≤ t,

und mit dem multivariaten ZGS ergibt sich die Konvergenz dergemeinsamen Verteilungen der

Inkremente gegen ein Produkt von eindimensionalen Normalverteilungen:

(
S̃
(m)
t1 − S̃

(m)
t0 , S̃

(m)
t2 − S̃

(m)
t1 , . . . , S̃

(m)
tk

− S̃
(m)
tk−1

)
D−→

k∏

i=1

N(0, ti − ti−1). (5.3.2)

Dies motiviert die folgende Definition, die auf N. Wiener zurückgeht:

Definition (Brownsche Bewegung). Ein stochastischer ProzessBt : Ω → R, t ∈ [0,∞), auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ), heißtBrownsche Bewegung, falls gilt:

(1). Für jede Partition0 = t0 < t1 < . . . < tk mit k ∈ N sind die InkrementeBti+1
− Bti

unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilung

Bti+1
− Bti ∼ N(0, ti+1 − ti).

(2). Die Funktiont 7→ Bt(ω) ist fürP -fast alleω stetig.

Hierbei ist ein zeitstetiger stochastischer Prozess einfach eine Kollektion von Zufallsvariablen

Bt, t ∈ R+, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Eine Brownsche

Bewegung ist ein zeitstetiger Gauß-Prozess.
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Abbildung 5.6: Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung.

Die Existenz einer Brownschen Bewegung wird in der Vorlesung »Stochastische Prozesse« ge-

zeigt. Aus (5.3.2) folgt, dass die endlichdimensionalen Randverteilungen der reskalierten Ran-

dom Walks gegen die entsprechenden Randverteilungen einerBrownschen Bewegung(Bt)t∈[0,∞)

mit StartwertB0 = 0 konvergieren:

(
S̃
(m)
t1 , S̃

(m)
t2 , ..., S̃

(m)
tk

)
D−→ (Bt1 , ..., Btk) , für alle0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk, k ∈ N.

Eine noch allgemeinere Aussage liefert einfunktionaler zentralen Grenzwertsatz auf dem

BanachraumC([0, 1],R) (Invarianzprinzip von Donsker): Der gesamte stochastische Prozess

(S̃
(m)
t )0≤t≤1 konvergiert in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung(Bt)0≤t≤1. Mehr dazu in

den weiterführenden Vorlesungen »Stochastische Prozesse« und »Grundzüge der stochastischen

Analysis«.

5.4 Schätzer und Tests in Gauß-Modellen

5.4.1 Parameterschätzung im Gauß-Modell

Angenommen, wir beobachten reellwertige Messwerte (Stichproben, Daten), die von einer unbe-

kannten Wahrscheinlichkeitsverteilungµ aufR stammen. Ziel der Statistik ist es, Rückschlüsse

auf die zugrundeliegende Verteilung aus den Daten zu erhalten. Im einfachsten Modell (Gauß-
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modell) nimmt man an, dass die Daten unabhängige Stichproben von einer Normalverteilung mit

unbekanntem Mittelwert und/oder Varianz sind:

µ = N(m, v), m, v unbekannt.

Eine partielle Rechtfertigung für die Normalverteilungsannahme liefert der zentrale Grenzwert-

satz. Letztendlich muss man aber in jedem Fall überprüfen, ob eine solche Annahme gerechtfer-

tigt ist.Ein erstes Ziel ist es nun, den Wert vonm auf der Basis vonn unabhängigen Stichproben

X1(ω) = x1, . . . , Xn(ω) = xn zu schätzen, und zu quantifizieren.

Problemstellung: Schätzung des Erwartungswerts

• Schätzem auf der Basis vonn unabhängigen StichprobenX1(ω), ..., Xn(ω) vonµ.

• Herleitung von Konfidenzintervallen.

Im mathematischen Modell interpretieren wir die Beobachtungswerte als Realisierungen von un-

abhängigen ZufallsvariablenX1, . . . , Xn. Da wir die tatsächliche Verteilung nicht kennen, unter-

suchen wir alle in Betracht gezogenen Verteilungen simultan:

X1, . . . , Xn ∼ N(m, v) unabhängig unterPm,v. (5.4.1)

Ein naheliegender Schätzer fürm ist derempirische Mittelwert

Xn(ω) :=
X1(ω) + ...+Xn(ω)

n
.

Wir haben oben bereits gezeigt, dass dieser Schätzererwartungstreu (unbiassed)undkonsistent

ist, d.h. für allem, v gilt:

Em,v[Xn] = m

und

Xn → m Pm,v-stochastisch fürn→ ∞.

Wie wir den Schätzfehler quantifizieren hängt davon ab, ob wir die Varianz kennen.

Schätzung vonm bei bekannter Varianz v.

Um den Schätzfehler zu kontrollieren, berechnen wir die Verteilung vonXn:

Xi ∼ N(m, v) unabh. ⇒ X1 + ... +Xn ∼ N(nm, nv)

⇒ Xn ∼ N(m,
v

n
)

⇒ Xn −m√
v/n

∼ N(0, 1)
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BezeichnetΦ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, dann erhalten wir

Pm,v

[
|Xn −m| < q

√
v

n

]
= N(0, 1)(−q, q) = 2

(
Φ(q)− 1

2

)
für allem ∈ R.

Satz 5.17.Im Gaußmodell (5.4.1) mit bekannter Varianzv ist das zufällige Intervall
(
Xn − Φ−1(α)

√
v

n
, Xn + Φ−1(α)

√
v

n

)

ein (2α− 1) · 100% Konfidenzintervallfür m, d.h.

Pm,v[m ∈ Intervall] ≥ 2α− 1 für allem ∈ R.

Man beachte, dass die Länge des Konfidenzintervalls in diesem Fall nicht von den beobachteten

Stichproben abhängt!

Schätzung vonm bei unbekannter Varianz v. In Anwendungen ist meistens die Varianz un-

bekannt. In diesem Fall können wir das Intervall oben nicht verwenden, da es von der unbe-

kannten Varianzv abhängt. Stattdessen schätzen wirm und v simultan, und konstruieren ein

Konfidenzintervall fürm mithilfe beider Schätzwerte. Erwartungstreue Schätzer für m und v

sind

Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi und Vn =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2 .

Um ein Konfidenzintervall fürm zu erhalten, bestimmen wir mithilfe des Transformationssatzes

die gemeinsame Verteilung vonXn undVn:

Lemma 5.18.Xn undVn sind unabhängig unterPm,v mit Verteilung

Xn ∼ N
(
m,

v

n

)
,

n− 1

v
Vn ∼ χ2(n− 1) .

Beweis.Wir führen eine lineare KoordinatentransformationY = OX durch, wobeiO eine or-

thogonalen× n-Matrix vom Typ

O =

( 1√
n
... 1√

n

beliebig

)

ist. Eine solche Matrix erhalten wir durch Ergänzen des normierten Vektors( 1√
n
, ..., 1√

n
) zu einer

Orthonormalbasis desRn. In den neuen Koordinaten gilt:

Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi =
1√
n
Y1, und

(n− 1)Vn =

n∑

i=1

(Xi −Xn)
2 =

n∑

i=1

X2
i − nX

2

n = ||X||2Rn − nX
2

n

O orthogonal
= ||Y ||2Rn − Y 2

1 =
n∑

i=2

Y 2
i .
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Da die ZufallsvariablenXi (1 ≤ i ≤ n) unabhängig undN(m, v)-verteilt sind, ist der Zufalls-

vektorX = (X1, ..., Xn) multivariat normalverteilt mit Mittel(m, . . . ,m) und Kovarianzmatrix

v · In. Nach dem Transformationssatz folgt

Y ∼ N


O




m
...

m


 , v · OInOT


 = N







m
√
n

0
...

0



, v · In



.

Also sindY1, ..., Yn unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungen

Y1 ∼ N(m
√
n, v) , Yi ∼ N(0, v) für i ≥ 2.

Es folgt, dass

Xn =
Y1√
n

und
n− 1

v
Vn =

n∑

i=2

(
Yi√
v

)2

unabhängige Zufallsvariablen mit VerteilungenN(m, v
n
) bzw.χ2(n− 1) sind.

Bei bekannter Varianzv hatten wir Konfidenzintervalle fürm vom TypXn±q ·
√

v
n

erhalten, wo-

beiq ein geeignetes Quantil der Standardnormalverteilung ist.Daher liegt es nahe, zu versuchen,

bei unbekannter Varianz Konfidenzintervalle vom TypXn ± q ·
√

Vn

n
herzuleiten. Es gilt:

Pm,v

[
|Xn −m| ≥ q

√
Vn
n

]
= Pm,v[|Tn−1| ≥ q] mit

Tn−1 :=

√
n · (Xn −m)√

Vn
.

Die ZufallsvariableTn−1 heißt Studentschet-Statistik mit n − 1 Freiheitsgraden.1 Unsere

Überlegungen zeigen, dass wir aus Quantilen der Studentschen t-Statistik Konfidenzintervalle

für das Gaußmodell herleiten können. Wir müssen nur noch dieVerteilung vonTn berechnen:

Satz 5.19(Student2). Die Verteilung vonTn ist absolutstetig mit Dichte

fTn(t) = B

(
1

2
,
n

2

)−1

· n−1/2 ·
(
1 +

t2

2

)−n/2

(t ∈ R).

1In der Statistik bezeichnet man eine messbare Funktion der Beobachtungsdaten als Statistik - ein (Punkt-) Schät-

zer ist eine Statistik, die zum Schätzen eines unbekannten Parameters verwendet wird, ein Konfidenzintervall nennt

man auch Intervallschätzer.
2Synonym von W. S. Gosset, der als Angestellter der Guiness-Brauerei nicht publizieren durfte.
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»Studentschet-Verteilung mitn Freiheitsgraden«. Hierbei ist

B

(
1

2
,
n

2

)
=

1√
n

∫ ∞

−∞
(1 + s2)−

n
2 ds

dieEulersche Beta-Funktion, die als Normierungsfaktor auftritt.

Insbesondere ist das zufällige Intervall

Xn ± q ·
√
Vn
n

ein100 · (1− 2α)% Konfidenzintervall fürm, falls

q = F−1
Tn−1

(1− α)

ein (1− α)-Quantil dert-Verteilung mitn− 1 Freiheitsgraden ist.

Beweis.Direkt oder mithilfe des Transformationssatzes zeigt man:SindZ undY unabhängige

Zufallsvariablen mit VerteilungenN(0, 1) bzw.χ2(n− 1), dann istZ/
√

1
n−1

Y absolutstetig mit

dichtefTn−1 .

Der Satz folgt dann nach Lemma 5.18 mit

Z :=
Xn −m√

v/n
und Y :=

n− 1

v
Vn .

Bemerkung (Nichtparametrische und Verteilungsunabhängige Konfidenzintervalle). In An-

wendungen ist es oft unklar, ob eine Normalverteilungsannahme an die Beobachtungswerte ge-

rechtfertigt ist. Zudem können einzelne größere Ausreißerin den Daten (z.B. aufgrund von Mess-

fehlern) das Stichprobenmittel relativ stark beeinflussen. Der Stichprobenmedian ist dagegen in

den meisten Fällen ein deutlich stabilerer Schätzwert für den Median der zugrundeliegenden

Verteilung, und die in Abschnitt 2.1 hergeleiteten, auf Ordnungsstatistiken basierenden, Konfi-

denzintervalle für den Median und andere Quantile werden ebenfalls in der Regel weniger stark

durch Ausreißer beeinflusst. Zudem gelten diese Konfidenzintervalle simultan für alle stetigen

Verteilungen. Ist man sich daher nicht sicher, ob eine Normalverteilungsannahme aufgrund der

Daten gerechtfertigt ist, empfiehlt es sich, auf die stabileren Ordnungsintervalle zurückzugreifen.

Beispiel. (NOCH EINZUFÜGEN)
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5.4.2 Hypothesentests

In Anwendungen werden statistische Aussagen häufig nicht über Konfidenzintervalle, sondern

als Hypothesentest formuliert. Mathematisch passiert dabei nichts wirklich Neues – es handelt

sich nur um eine durch praktische Erwägungen motivierte Umformulierung derselben Resultate:

Angenommen, wir habenn unabhängige reellwertige StichprobenX1, ..., Xn von einer unbe-

kannten Verteilung vorliegen und wir gehen davon aus, daß die zugrundeliegende Verteilung aus

einer Familieµθ (θ ∈ Θ) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt, z.B. der Familie aller

Normalverteilungenµm,v, θ = (m, v) ∈ R × R+. Die gemeinsame Verteilung vonX1, . . . , Xn

ist dann das Produktmaßµn
θ =

n⊗
i=1

µθ. Sei nunΘ0 eine Teilmenge des Parameterbereichs. Wir

wollen entscheiden zwischen der

NullhypotheseH0: »θ ∈ Θ0«

und der

AlternativeH1: »θ 6∈ Θ0«

Ein Hypothesentestfür ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbare TeilmengeC ⊆
Rn (denVerwerfungsbereich) mit zugehöriger Entscheidungsregel:

AkzeptiereH0 ⇐⇒ (X1, ..., Xn) /∈ C.

Beispiel (t-Test). SeienX1, X2, . . . , Xn unabhängige Stichproben von einer Normalverteilung

mit unbekanntem Parameter(m, v) ∈ Θ = R × R+. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der

Verteilung einen bestimmten Wertm0 hat:

NullhypotheseH0: »m = m0« , Θ0 = {m0} × R+ .

Ein solches Problem tritt z.B. in der Qualitätskontrolle auf, wenn man überprüfen möchte, ob

ein Sollwertm0 angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleich zweier Verfahren,

wobeiXi die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen Messwerte ist. Die Nullhypothese

mit m0 = 0 besagt hier, daß kein signifikanter Unterschied zwischen den Verfahren besteht.

Im t–Testfür obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptiert,falls der Betrag derStudent-

schen t-Statistikunterhalb einer angemessen zu wählenden Konstantenc liegt, bzw. verworfen,

falls

|Tn−1| =

∣∣∣∣
√
n · (Xn −m0)√

Vn

∣∣∣∣ > c

gilt.

Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Andreas Eberle



5.4. SCHÄTZER UND TESTS IN GAUSS-MODELLEN 211

Seien nun allgemeinX1, X2, . . . unterPθ unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungµθ. Bei

einem Hypothesentest können zwei Arten von Fehlern auftreten:

Fehler 1. Art: H0 wird verworfen, obwohl wahr.Die Wahrscheinlichkeit dafür beträgt:

Pθ[(X1, ..., Xn) ∈ C] = µn
θ [C] , θ ∈ Θ0.

Fehler 2. Art: H0 wird akzeptiert, obwohl falsch.Die Wahrscheinlichkeit beträgt:

Pθ[(X1, ..., Xn) /∈ C] = µn
θ [C

C ] , θ ∈ Θ \Θ0.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetrisch inH0 undH1 ist, interpretiert man

beide Fehler i.a. unterschiedlich. Die Nullhypothese beschreibt in der Regel den Normalfall, die

Alternative eine Abweichung oder einen zu beobachtenden Effekt. Da ein Test Kritiker überzeu-

gen soll, sollte die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 1. Art (Effekt prognostiziert, obgleich nicht

vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen (kleinen) Schrankeα liegen. Die Wahrscheinlichkeit

µn
θ [C] , θ ∈ Θ \Θ0 ,

daß kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraussetzung möglichst groß sein.

Definition. Die Funktion

G(θ) = Pθ[(X1, ..., Xn) ∈ C] = µn
θ [C]

heißtGütefunktiondes Tests. Der Test hatNiveauα, falls

G(θ) ≤ α für alle θ ∈ Θ0

gilt. Die FunktionG(θ) mit θ ∈ Θ1 heißtMacht des Tests.

Aus Satz 5.19 und der Symmetrie der Studentschent-Verteilung folgt unmittelbar:

Korollar 5.20. Der Studentsche t-Test hat Niveauα falls c ein (1− α
2
)-Quantil der Studentschen

t-Verteilung mitn− 1 Freiheitsgraden ist.

Allgemeiner gilt:

Satz 5.21(Korrespondenz Konfidenzintervalle↔ Hypothesentests). Für einen reellwertigen

Parameterγ = c(θ), ein Irrtumsniveauα ∈ (0, 1), und messbare Abbildungen (Statistiken)

γ̂, ε : Rn → R sind äquivalent:
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(i) Das Intervall

[γ̂(X1, . . . , Xn)− ε(X1, . . . , Xn) , γ̂(X1, . . . , Xn) + ε(X1, . . . , Xn)]

ist ein(1− α) · 100 % Konfidenzintervall fürγ.

(ii) Für jedesγ0 ∈ R ist

C = {(x1, ..., xn) : |γ̂(x1, . . . , xn)− γ0| > ε(x1, . . . , xn)}

der Verwerfungsbereich eines Test der Nullhypotheseγ = γ0 zum Niveauα.

Beweis.Das Intervall ist genau dann ein Konfidenzintervall fürγ zum Irrtumsniveauα, wenn

Pθ [|γ̂(X1, . . . , Xn)− c(θ)| > ε(X1, ..., Xn)] ≤ α ∀ θ ∈ Θ

gilt, also wenn der entsprechende Test der Nullhypothesenc(θ) = γ0 für jedesγ0 Niveauα

hat.
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Kapitel 6

Entropie und große Abweichungen

Um Wahrscheinlichkeiten seltener Ereignisse zu untersuchen, geht man häufig zu einer neuen ab-

solutstetigen Wahrscheinlichkeitsverteilung über, bezüglich der das relevante Ereignis nicht mehr

selten ist. Der Maßwechsel geschieht dabei typischerweisemit einer exponentiellen Dichte. Auf

diese Weise erhält man unter anderem asymptotische Aussagen über die Wahrscheinlichkeiten

großer Abweichungen. Eine zentrale Rolle spielt dabei der Begriff der relativen Entropie, die

die statistische Unterscheidbarkeit zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen misst. Anwendungen

liegen in der Asymptotik von Likelihood basierten Schätz- und Testverfahren, und der asympto-

tischen Effizienz von Importance Sampling Schätzern.

Asymptotische Aussagen über Wahrscheinlichkeiten, die wir in diesem Abschnitt herleiten wer-

den, betreffen meistens nur die exponentielle Abfallrate.Subexponentiell fallend oder wachsende

Faktoren werden ignoriert. Wir führen einen entsprechenden Äquivalenzbegriff für Folgen auf der

exponentiellen Skala ein:

Definition (Asymptotische exponentielle Äquivalenz von Folgen). Zwei Folgen(an)n∈N und

(bn)n∈N von positiven reellen Zahlen heißenasymptotisch exponentiell äquivalent (an ≃ bn ),

falls
1

n
log

an
bn

=
1

n
(log an − log bn) −→ 0 für n→ ∞.

Beispielsweise giltn−k exp(−cn) ≃ exp(−cn) für allek, c ∈ R.

Um exponentielle Äquivalenz zu zeigen werden wir häufig separat eine Abschätzung nach oben

(„obere Schranke”) und eine Abschätzung nach unten („untere Schranke”) beweisen. Entspre-

chend schreiben wir„ an � bn” , falls

lim sup
n→∞

1

n
log

an
bn

≤ 0
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214 KAPITEL 6. ENTROPIE UND GROSSE ABWEICHUNGEN

ist. Beispielsweise gilt für reelle Zahlenc, d, k, l:

n−k exp(−cn) � n−l exp(−dn) ⇐⇒ c ≥ d.

6.1 Exponentielle Familien und der Satz von Cramér

In diesem Abschnitt wollen wir die exponentielle Abfallrate der Wahrscheinlichkeiten großer Ab-

weichungen vom Gesetz der großen Zahlen identifizieren. Um die Chernoff-Abschätzung durch

eine asymptotische untere Schranke zu vervollständigen, verwenden wir einen Maßwechsel zu

einer Verteilung aus einer exponentiellen Familie.

6.1.1 Exponentielle Familien

Seiν ein positives Maß auf(S,S), U : S → Rd eine messbare Funktion, und

Z(t) =

∫
et·U dν, t ∈ Rd,

die momentenerzeugende Funktion vonU mit Definitionsbereich

Θ = {t ∈ Rd : Z(t) <∞}.

Für t ∈ Θ seiΛ(t) = logZ(t) die kumulantenerzeugende Funktion.

Definition (Exponentielle Familie). Die Familie der Wahrscheinlichkeitsverteilungen

µt(dx) :=
1

Z(t)
et·U(x) ν(dx) = et·U(x)−Λ(t) ν(dx), t ∈ Θ,

heißtexponentielle Familie zuν undU .

Bemerkung (Boltzmann-Verteilung). In der statistischen Physik treten exponentielle Famili-

en als Gleichgewichsverteilungen auf. Beispielsweise istdie Verteilung im thermodynamischen

Gleichgewicht in einem abgeschlossenen System bei inverser Temperaturβ = 1/T gleichµβ,

wobeiν die Gleichverteilung bzw. das Lebesguemaß auf dem Zustandsraum, undU(x) = −H(x)

die negative Energie des Zustandesx ist. Die NormierungskonstanteZ(β) heißt in der statisti-

schen PhysikPartitionsfunktion.

Wir betrachten nun einige elementare Beispiele von exponentiellen Familien:
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Beispiel. (1). Exponential- und Gammaverteilungen. Ist ν die Exponentialverteilung mit

Parameterλ > 0, undU(x) = −x, dann istM(t) für t > −λ endlich, und es gilt

µt = Exp(λ+ t) für alle t > −λ.

Die exponentielle Familie besteht also aus allen Exponentialverteilungen.

Ist ν = Γ(α, λ) eine Gammaverteilung, dann gilt entsprechendµt = Γ(α, λ+ t).

(2). Bernoulli-, Binomial- und Poisson-Verteilungen. Ist ν die Bernoulli-Verteilung mit Pa-

rameterp undU(k) = k, dann giltµt(1) = pt mit

pt =
etp

etp+ 1− p
=

p

p+ (1− p)e−t
,

d.h.µt ist die Bernoulliverteilung mit Parameterpt. Entsprechend gilt fürU(k) = k:

ν = Bin(n, p) ⇒ µt = Bin(n, pt), und

ν = Poisson(λ) ⇒ µt = Poisson(λet).

Die exponentielle Familie besteht also jeweils aus allen Bernoulli-Verteilungen, Binomial-

verteilungen mit festemn, bzw. Poisson-Verteilungen.

(3). Normalverteilungen. Istν = N(m,C) eined-dimensionale Normalverteilung, undU(x) =

x, dann giltµt = N(m + Ct, C) für t ∈ Rd. Im nichtdegenerierten Fall enthält die

exponentielle Familie also alle Normalverteilungen mit fester KovarianzmatrixC. Für

d = 1, ν = N(m, σ2), und

U(x) = −(x−m)2

2

erhält man

µt = N

(
m,

(
1

σ2
+

1

t

)−1
)

für t > 0,

d.h. die exponentielle Familie besteht aus Normalverteilungen mit festem Mittelwertm.

Entsprechend kann man die Familie der eindimensionalen Normalverteilungen als zweipa-

rametrige exponentielle Familie bzgl. einer Referenz-Normalverteilung interpretieren.

Wir beschränken uns nun auf den Falld = 1. Sei (µt)t∈Θ eine einparametrige exponentielle

Familie zuν undU , und sei
◦
Θ = Θ \ ∂Θ der offene Kern des Definitionsbereichs.

Lemma 6.1(Eigenschaften exponentieller Familien).
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(1). Es giltZ ∈ C∞(
◦
Θ). Für t ∈

◦
Θ existieren die Erwartungswerte und Varianzen

m(t) =

∫
U dµt bzw. v(t) = Varµt [U ],

und es giltm(t) = Λ′(t) und v(t) = Λ′′(t).

(2). Die Funktionm ist auf
◦
Θ beliebig oft differenzierbar und monoton wachsend. IstU nicht

µ-fast überall konstant, dann istm sogar strikt monoton wachsend. Im FallΘ = R gilt

zudem

lim
t→∞

m(t) = esssupU = inf{a ∈ R : ν[U > a] = 0}, und (6.1.1)

lim
t→−∞

m(t) = essinf U = sup{a ∈ R : ν[U < a] = 0}, (6.1.2)

d.h.m : R → (essinf U, esssupU) ist bijektiv.

Beweis. (1). Seit ∈
◦
Θ. Wir betrachten die momentenerzeugende Funktion

M(s) =

∫
esU dµt

der Verteilungµt. Wegent ∈
◦
Θ gilt

M(s) =

∫
1

Z(t)
e(s+t)U dν = Z(s+ t)/Z(t) < ∞ (6.1.3)

für alle s in einer Umgebung(−ε, ε) der 0, alsoM ∈ C∞(−ε, ε). Wegen (6.1.3) folgt

Z ∈ C∞(t− ε, t+ ε),
∫
U dµt = M ′(0) =

Z ′(t)

Z(t)
= Λ′(t), und

Varµt [U ] = (logM)′′(0) = Λ′′(t).

(2). Aus (1) folgtm = Λ′ ∈ C∞(
◦
Θ) undm′ = Λ′′ = v. Also istm monoton wachsend, und

strikt monoton wachsend, fallsVarµt [U ] > 0. Diese Bedingung ist immer erfüllt, wennU

nichtν-fast überall konstant ist.

Füra ∈ (essinf U, esssupU) folgt mit monotoner Konvergenz:

µt[U < a] =

∫
etU · I{U<a} dν∫

etU dν
≤

∫
et(U−a) · I{U<a} dν∫
et(U−a) · I{U≥a} dν

→ 0

für t→ ∞, also lim
t→∞

µt[U > a] = 1. Hieraus folgt

lim inf
t→∞

m(t) ≥ a · lim inf
t→∞

µt[U > a] = a für allea < esssupU,

also (6.1.1). Die Aussage (6.1.2) zeigt man analog.
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Eine weitere fundamentale Eigenschaft exponentieller Familien werden wir in Satz 6.6 beweisen:

Die Verteilungen aus der exponentiellen Familieminimieren die relative Entropie bzgl.ν unter

Nebenbedingungen an den Erwartungswert vonU .

Beispiel (Ising-Modell). Das Ising-Modell wurde 1925 in der Dissertation von Ernst Ising mit

der Absicht eingeführt, Phasenübergänge von ferromagnetischen Materialien in einem verein-

fachten mathematischen Modell nachzuweisen. Heute spieltdas Modell eine wichtige Rolle als

einfach zu formulierendes, aber schwer zu analysierendes grundlegendes mathematisches Mo-

dell, das auch in unterschiedlichen Anwendungsbereichen wie z.B. der Bildverarbeitung einge-

setzt wird.

SeiS = {−1, 1}V , wobeiV die Knotenmenge eines endlichen Graphen(V,E) ist, z.B.

V = {−k,−k + 1, . . . , k − 1, k}d ⊆ Zd, d, k ∈ N.

Ein Elementσ = (σi : i ∈ V ) ausS interpretieren wir physikalisch als Konfiguration von Spins

σi ∈ {−1, 1} an den Knoteni ∈ V , wobeiσi = +1 für einen Spin in Aufwärtsrichtung und

σi = −1 für einen Spin in Abwärtsrichtung steht. Die Energie einer Konfigurationσ durch

H(σ) =
∑

(i,j)∈E
|σi − σj |2 + h

∑

i∈V
σi

gegeben, wobei die erste Summe über alle Kanten des Graphen läuft, und der zweite Term die

Wechselwirkung mit einem äußeren Magnetfeld mit Stärkeh ∈ R beschreibt. Der erste Term be-

wirkt, dass sich benachbarte Spins vorzugsweise gleich ausrichten. Als Gleichgewichtsverteilung

bei inverser Temperaturβ = 1/T ergibt sich die Verteilungµβ,h aufS mit Gewichten

µβ,h(σ) ∝ exp


−β

∑

(i,j)∈E
|σi − σj |2 − βh

∑

i∈V
σi


 .

Die folgende Grafik zeigt Stichproben von der Verteilungµβ,h auf einem ?×? GitterV für ver-

schiedene Werte vonβ undh.

GRAFIK EINFÜGEN

Für β = 0 (d.h. bei unendlicher Temperatur) ergibt sich eine Gleichverteilung. Fürβ → ∞
(Temperatur→ 0) konzentriert sich die Verteilung dagegen auf den energieminimierenden Kon-

figurationen. Dieses sind fürh = 0 die beiden konstanten Konfigurationenσi ≡ +1 undσi ≡ −1,

für h 6= 0 hat dagegen nur eine dieser Konfigurationen minimale Energie.
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6.1.2 Große Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen

Sei ν eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem messbaren Raum(S,S), U : S → R eine

messbare Funktion, und sei(Xi)i∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen auf einem Wahr-

scheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) mit Verteilungν. Wir setzen voraus:

Annahmen:

(1). Alle exponentiellen Momente der ZufallsvariablenU(Xi) existieren, d.h.

Λ(t) = log

∫
etUdν < ∞ für alle t ∈ R.

(2). U ist nichtν-fast sicher konstant.

Seia ∈ R fest. Wir möchten nun die Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten

θn = P [Sn ≥ an], Sn =

n∑

i=1

U(Xi),

für n→ ∞ genauer untersuchen. Nach dem Gesetz der großen Zahlen gilt:

Sn

n
−→ m =

∫
U dν P -fast sicher.

Für a > m ist das Ereignis{Sn ≥ an} also eine große Abweichung vom typischen Verhal-

ten. Der Satz von Chernoff liefert eine obere Schranke der Wahrscheinlichkeitenθn. Um eine

asymptotische untere Schranke zu erhalten, führen wir eineMaßtransformation durch. Es gilt

θn = νn[An] mit An =

{
x ∈ Sn :

n∑

i=1

U(xi) ≥ an

}
. (6.1.4)

Wir wollen zu einer Verteilung übergehen, bzgl. der das EreignisAn nicht mehr selten, sondern

typisch ist. Dazu betrachten wir die Produktmaßeµn
t , t ∈ R, wobeiµt die Verteilung aus der

exponentiellen Familie mit relativer Dichte

dµt

dν
(x) = exp (tU(x)− Λ(t))

ist. Die relative Dichte vonµn
t bzgl.νn ist dann

wn
t (x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

dµt

dν
(xi) = exp

(
t

n∑

i=1

U(xi)− nΛ(t)

)
. (6.1.5)
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Man beachte, dass(µn
t )t∈R wieder eine exponentielle Familie ist. Es gilt

wn
t (X1, . . . , Xn) = exp(tSn − nΛ(t)).

Wir wollen uns nun überlegen, wie wir den Parametert in angemessener Weise wählen können.

Wenn wirt zu klein wählen, dann hat das EreignisAn für großen nur eine geringe Wahrschein-

lichkeit bzgl.µn
t . Wählen wir umgekehrtt sehr groß, dann liegt die Wahrscheinlichkeitµn

t [An]

für großen nahe bei1. In beiden Fällen sind Abschätzungen fürµn
t [An] daher nur bedingt aussa-

gekräftig. Um eine präzisere Aussage zu erhalten, sollten wir t so groß wählen, dass das Ereignis

An „gerade typisch wird“. Der Erwartungswert

m(t) =

∫
U dµt, t ∈ R,

ist nach Lemma 6.1 strikt monoton wachsend und stetig int. Wählen wirt∗ mit

m(t∗) = a,

dann gilt nach dem Gesetz der großen Zahlen

lim
n→∞

µn
t∗

[{
x ∈ Sn :

1

n

n∑

i=1

U(xi) ∈ (a− ε, a+ ε)

}]
= 1 für alleε > 0,

und nach dem zentralen Grenzwertsatz

lim
n→∞

µn
t∗

[{
x ∈ Rn :

1

n

n∑

i=1

U(xi) ≥ a

}]
=

1

2
,

d.h.t∗ ist gerade der gesuchte „Schwellenwert“.

Die Umsetzung unserer Überlegungen führt zu einer ersten Aussage über die Asymptotik der

Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen auf der exponentiel-

len Skala:

Satz 6.2(Cramér). Unter den Annahmen von oben gilt

lim
n→∞

1

n
logP

[
Sn

n
≥ a

]
= −I(a) für alle a ∈ (m, esssupU),

wobei die Ratenfunktion

I(a) = sup
t∈R

(ta− Λ(t))

die Legendre-Transformation vonΛ ist.
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In der am Anfang dieses Kapitels eingeführten Notation besagt der Satz von Cramér, dass

θn = P [Sn/n ≥ a] ≃ exp(−n · I(a))

gilt, wobei subexponentiell wachsende Faktoren vernachlässigt werden. Er besagtnicht, dass die

Folgen(θn) und(exp(−n · I(a))) asymptotisch äquivalent sind!

Zum Beweis einer solchen Aussage zeigt man in der Regel separat eine obere Schranke der Form

θn � exp(−n · I(a)) und die untere Schrankeθn � exp(−n · I(a)):

Beweis.Der Beweis setzt sich zusammen aus einer nicht-asymptotischen Abschätzung der Wahr-

scheinlichkeiten

θn = P [Sn ≥ an] = νn[An], An =

{
x ∈ Sn :

n∑

i=1

U(xi) ≥ an

}
,

nach oben, und einer asymptotischen Abschätzung der Wahrscheinlichkeiten nach unten.

(1). Obere Schranke.Die nicht-asymptotische obere Schranke

1

n
log θn ≤ −I(a) für allen ∈ N

liefert der Satz von Chernoff (Satz 4.13). Zur Illustrationschreiben wir das Hauptargu-

ment aus dem Beweis von oben noch einmal so auf, dass der Zusammenhang mit einer

Maßtransformation verdeutlicht wird: Fürt > 0 gilt nach (6.1.5):

θn = νn[An] =

∫

An

1

wn
t

dµn
t

=

∫

An

exp

(
−t

n∑

i=1

U(xi) + Λ(t)n

)
dµn

t

≤ e−(ta−Λ(t))n · µn
t [An]

≤ e−(ta−Λ(t))n.

Hieraus folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 4.13 durch Optimieren der Abschät-

zung int.

(2). Untere Schranke.Wir zeigen nun die asymptotische untere Schranke

lim inf
n→∞

1

n
log νn[An] ≥ −I(a). (6.1.6)

Zusammen mit der oberen Schranke folgt dann

lim
n→∞

1

n
log νn[An] = −I(a),
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d.h. die obere Schranke ist asymptotisch „scharf“. Zum Beweis von (6.1.6) gehen wir zu

der Verteilungµn
t∗ zum Schwellenwertt∗ = m−1(a) über. Nach Lemma 6.1 istm : R →

(essinf U, esssupU) bijektiv, also existiertm−1(a) > 0 für a ∈ (m, esssupU). Für ε > 0

sei

An,ε =

{
x ∈ Sn : a ≤ 1

n

n∑

i=1

U(xi) ≤ a + ε

}
.

Ähnlich wie bei der oberen Schranke erhalten wir

νn[An] ≥ νn[An,ε] =

∫

An,ε

exp

(
−t∗

n∑

i=1

U(xi) + Λ(t∗)n

)
dµn

t∗

≥ e−(t∗(a+ε)−Λ(t∗))n µn
t∗ [An,ε]

≥ e−I(a)ne−t∗εn µn
t∗ [An,ε] (6.1.7)

Wegen
∫
U dµt∗ = m(t∗) = a gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz:

µn
t∗ [An,ε] = µn

t∗

[
0 ≤ 1√

n

n∑

i=1

(U(xi)− a) ≤ ε
√
n

]

n→∞−→ N(0,Varµt∗ [U ]) [ [0,∞) ] =
1

2
, (6.1.8)

d.h. die große Abweichung ist typisch unterµn
t∗ . Für die Wahrscheinlichkeiten bzgl.νn

ergibt sich dann nach (6.1.7):

lim inf
1

n
log νn[An] ≥ −I(a)− t∗ε.

Die Behauptung folgt fürεց 0.

Bemerkung. Ähnliche Aussagen über die Asymptotik von Wahrscheinlichkeiten großer Abwei-

chungen wurden auch in vielen Modellen mit Abhängigkeit bewiesen. Sie spielen unter anderem

in der mathematischen statistischen Mechanik eine wichtige Rolle.

6.2 Entropie und relative Entropie

Wir definieren nun die Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung und die relati-

ve Entropie zweier beliebiger Wahrscheinlichkeitsmaße. Mithilfe des Gesetzes der großen Zah-

len können wir statistische Interpretationen dieser Größen geben. Insbesondere mißt die relative
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Entropie die Unterscheidbarkeit zweier Wahrscheinlichkeitsmaße durch Folgen von unabhängi-

gen Stichproben. In Abschnitt 6.3 werden wir zeigen, dass daraus eine allgemeine untere Schran-

ke für die exponentielle Abfallrate der Wahrscheinlichkeiten seltener Ereignisse in Produktmo-

dellen folgt.

6.2.1 Entropie und Information

Wir bemerken zunächst, dass die auf[0,∞) definierte Funktion

u(x) :=




x log x für x > 0

0 für x = 0

stetig und strikt konvex ist mitu′(x) = 1 + log x undu′′(x) = 1/x für x > 0. Insbesondere gilt

u(x) ≤ 0 für allex ∈ [0, 1], (6.2.1)

u(x) ≥ x− 1 für allex ≥ 0, (6.2.2)

undu(1/e) = −1/e ist das absolute Minimum der Funktionu.

0.2

0.4

−0.2

−0.4

−0.6

−0.8

−1.0

−1.2

−1.4

0.5 1.0

1
e

Abbildung 6.1: Graph der Funktionu(x) (blau) und ihrer unteren Schrankex− 1 (rot)

Sei nunS eine abzählbare Menge, undµ = (µ(x))x∈S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aufS.
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Definition (Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Die Größe

H(µ) := −
∑

x∈S
µ(x)6=0

µ(x) logµ(x) = −
∑

x∈S
u(µ(x)) ∈ [0,∞]

heißtEntropieder Wahrscheinlichkeitsverteilungµ.

Anschaulich können wir− logµ(x) interpretieren als Maß für die »Überraschung« bzw. den

»Informationsgewinn«, falls eine Stichprobe von der Verteilung µ den Wertx hat. Die »Überra-

schung« ist umso größer, je unwahrscheinlicherx ist. Die EntropieH(µ) ist dann die »mittlere

Überraschung« bzw. der »mittlere Informationsgewinn« beim Ziehen einer Stichprobe vonν.

Eine wichtige Eigenschaft der Entropie, die auch die Wahl des Logarithmus erklärt, ist:

Satz 6.3(Faktorisierungseigenschaft). Für beliebige diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

ν undµ gilt:

H(ν ⊗ µ) = H(ν) +H(µ).

Der mittlere Informationszuwachs in einem aus zwei unabhängigen Experimenten zusammenge-

setzten Zufallsexperiment ist also die Summe der einzelnenmittleren Informationszuwächse.

Beweis.Nach Definition der Entropie gilt:

H(ν ⊗ µ) =
∑

x,y
ν(x)µ(y)6=0

ν(x)µ(y) log(ν(x)µ(y))

= −
∑

x:ν(x)6=0

ν(x) log(ν(x))−
∑

y:µ(y)6=0

µ(y) log(µ(y))

= H(ν) +H(µ).

Wir bestimmen nun auf einer gegebenen abzählbaren MengeS die Wahrscheinlichkeitsverteilun-

gen mit minimaler bzw. maximaler Entropie.

Entropieminima

Nach (6.2.1) ist die Entropie stets nicht-negativ. Zudem gilt:

H(µ) = 0 ⇐⇒ µ(x) ∈ {0, 1} ∀ x ∈ S ⇐⇒ µ ist ein Dirac-Maß.

Die Dirac-Maße sind also die Entropieminima. Ist das Zufallsexperiment deterministisch, d.h.

µ ein Diracmaß, dann tritt bei Ziehen einer Stichprobe vonµ keine Überraschung bzw. kein

Informationszuwachs auf.
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Entropiemaximum

Ist S endlich, dann gilt für alle Wahrscheinlichkeitsverteilungenµ aufS:

H(µ) ≤ log (|S|) = H(US),

wobeiUS die Gleichverteilung aufS ist. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt nämlich

−
∑

x∈S
u(µ(x)) = −|S| ·

∫
u(µ(x)) US(dx)

≤ −|S| · u
(∫

µ(x) US(dx)

)

= −|S| · u (1/|S|) = log |S|

mit Gleichheit genau dann, wennµ die Gleichverteilung ist.

Die Gleichverteilung maximiert also die Entropie auf einemendlichen Zustandsraum. Anschau-

lich können wir die Gleichverteilung als eine »völlig zufällige« Verteilung auffassen – d.h. wir

verwenden die Gleichverteilung als Modell, wenn wir keinenGrund haben, einen der Zustände

zu bevorzugen. Die Entropie ist in diesem Sinne ein Maß für die »Zufälligkeit«(bzw. »Unord-

nung«) der Wahrscheinlichkeitsverteilungµ.

Ist S abzählbar unendlich, dann gibt es Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufS mit unendlicher

Entropie.

Als nächstes geben wir eine statistische Interpretation der Entropie. Seiµ eine Wahrscheinlich-

keitsverteilung auf einer abzählbaren MengeS. Die Wahrscheinlichkeit einer Folge von Ausgän-

genx1, . . . , xn bei Entnehmen einer Stichprobe ausn unabhängigen Zufallsgrößen mit Verteilung

µ beträgt

pn(x1, ..., xn) =

n∏

i=1

µ(xi).

Der gemittelte Informationszuwachs durch Auswertung der Wertex1, . . . , xn ist also

−1

n
log pn(x1, ..., xn).

Mithilfe des Gesetzes der großen Zahlen können wir die Asymptotik dieser Größen fürn → ∞
untersuchen:

Satz 6.4(Entropie als asymptotische Informationszuwachsrate). SeienX1, X2, . . . : Ω → S

unterP unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungµ. Dann giltP -fast sicher :

−1

n
log pn(X1, . . . , Xn) −→ H(µ) für n→ ∞.
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Beweis.Mit Wahrscheinlichkeit1 gilt 0 < µ(Xi) ≤ 1, also− logµ(Xi) ∈ [0,∞) für allei. Nach

Korollar 4.11 folgt fast sicher

−1

n
log pn(X1, . . . , Xn) = −1

n

n∑

i=1

logµ(Xi)
n→∞−→ −

∫
log µ dµ = H(µ).

In der zu Beginn dieses Kapitels eingeführten Notation zur Äquivalenz auf der exponentiellen

Skala besagt die Aussage des Satzes, dass fast sicher

pn(X1, . . . , Xn) ≃ e−nH(µ) gilt.

6.2.2 Relative Entropie und statistische Unterscheidbarkeit

Die Entropie ist nur für diskrete Wahrscheinlichkeitsmaßedefiniert. Eine Übertragung der Defi-

nition auf absolutstetige Wahrscheinlichkeitsmaße aufRd ist möglich, indem man

H(µ) = −
∫

Rd

f log f dx mit f = dµ/dx

setzt. Allerdings kann die so definierte Entropie sowohl positive als auch negative Werte anneh-

men. Wir führen jetzt den allgemeineren Begriff derrelativen Entropiezweier Wahrscheinlich-

keitsmaße auf einem beliebigen meßbaren Raum(S,S) ein:

Definition (Relative Entropie zweier Wahrscheinlichkeitsmaße). Seienµ undν Wahrschein-

lichkeitsmaße auf(S,S). Die durch

H(µ | ν) :=

{ ∫
logw dµ =

∫
w logw dν falls µ ≪ ν mit Dichtew,

∞ sonst.
(6.2.3)

definierte GrößeH(µ | ν) ∈ [0,∞] heißtrelative Entropie(oderKullback-Leibler Information)

vonµ bzgl.ν.

Um eine anschauliche Interpretation der relativen Entropie zu geben, nehmen wir an, dassµ

und ν Wahrscheinlichkeitsmaße aufS = Rd oder einem diskreten Raum mit Dichten (bzw.

Massenfunktionen)f, g > 0 sind. Die relative Dichtew vonµ bzgl.ν ist dann

w(x) =
dµ

dν
(x) =

f(x)

g(x)
für ν-fast allex ∈ S,

und

H(µ | ν) =

∫
log

f

g
dµ =

∫
(− log g(x)− (− log f(x))) µ(dx).
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Wir können− log g(x) und− log f(x) als Maß für die Überraschung (den Informationsgewinn)

bei Eintreten vonx interpretieren, fallsν bzw. µ das zugrundeliegende Modell ist. Wenn wir

alsoν als Modell annehmen, aber tatsächlichµ die zugrundeliegende Verteilung ist, dann erhöht

sich die Überraschung (der Informationszuwachs) bei Ziehen einer Stichprobe im Vergleich zum

korrekten Modell im Mittel umH(µ | ν).

Bemerkung (Entropie als Spezialfall der relativen Entropie). Ist ν das Zählmaß auf einer

abzählbaren MengeS, dann gilt

H(µ | ν) =
∑

µ(x)6=0

µ(x) logµ(x) = −H(µ). (6.2.4)

IstS endlich, undν die Gleichverteilung (also das normierte Zählmaß) aufS, dann folgt entspre-

chend

H(µ | ν) =
∑

µ(x)6=0

µ(x) log(µ(x) · |S|) = log |S| −H(µ).

Aussagen über die relative Entropie liefern also als Spezialfall entsprechende Aussagen für die

Entropie (wobei sich aber das Vorzeichen umkehrt!)

Das folgende Lemma fasst elementare Eigenschaften der relativen Entropie zusammen:

Lemma 6.5(Eigenschaften der relativen Entropie).

(1). Es giltH(µ | ν) ≥ 0 mit Gleichheit genau dann, wennµ = ν.

(2). H(µ1 ⊗ . . .⊗ µn | ν1 ⊗ . . .⊗ νn) =
n∑

i=1

H(µi | νi).

Beweis.Seiµ ≪ ν mit relativer Dichtew. Wegenx log x ≥ x− 1 folgt

H(µ | ν) =

∫
w logw dν ≥

∫
(w − 1) dν =

∫
w dν − 1 = 0.

Gleichheit gilt genau dann, wennw ν-fast sicher gleich1, alsoµ = ν ist.

Der Beweis der zweiten Aussage ist eine Übungsaufgabe.

Beispiele(Relative Entropie von Bernoulli- und Binomialverteilungen).

(1). Für die Bernoulli-Verteilungen mitνp(1) = p undνp(0) = 1− p gilt:

H(νa | νp) = a log

(
a

p

)
+ (1− a) log

(
1− a

1− p

)
für allea, p ∈ (0, 1).
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(2). Für Normalverteilungen mit Mittelwertenm, m̃ ∈ R und Varianzenv, ṽ > 0 gilt

H(N(m̃, ṽ) |N(m, v)) =
1

2

(
log
(v
ṽ

)
+
ṽ

v
− 1 +

(m̃−m)2

v

)
, also insbesondere

H(N(m̃, v) |N(m, v)) =
(m̃−m)2

2v
.

Die Beipiele zeigen, dass die relative Entropie im Allgemeinennicht symmetrischist.

Minima der relativen Entropie unter Nebenbedingungen.

Nach Lemma 6.5 istH(µ|ν) minimal, wennµ = ν gilt. Als Minimierer der relativen Entropie

unter Nebenbedingungen anµ ergeben sich Verteilungen aus exponentiellen Familien:

Seiν ein festes Wahrscheinlichkeitsmaß auf(S,S) undU : S → R eine meßbare Funktion mit

endlicher momentenerzeugender FunktionZ(t) =
∫
exp(tU) dν, t ∈ R.

Satz 6.6(Exponentielle Familien als Minimierer der relativen Entropie). Für jedes feste

t ≥ 0 minimiert das Maß

µt(dx) =
1

Z(t)
exp (tU(x)) ν(dx)

die relative Entropie bzgl.ν unter allen Wahrscheinlichkeitsmaßenµ mit
∫
U dµ ≥ m(t), wobei

m(t) =
∫
U dµt der Erwartungswert vonU bzgl.µt ist. Genauer gilt:

H(µt | ν) = t ·m(t)− logZ(t) ≤ H(µ | ν) (6.2.5)

für jedes Wahrscheinlichkeitsmaßµ auf (S,S) mit
∫
U dµ ≥ m(t).

Beweis.Seiµ ein Wahrscheinlichkeitsmaß mitH(µ | ν) < ∞ und
∫
U dµ ≥ m(t). Dann gilt

µ ≪ ν und

H(µ | ν) =

∫
log

dµ

dν
dµ =

∫
log

dµ

dµt

dµ+

∫
log

dµt

dν
dµ

= H(µ | µt) +

(
t

∫
U dµ− logZ(t)

)

≥ tm(t)− logZ(t).

Fürµ = µt ergibt sich Gleichheit.

Bemerkung (Variationsproblem). Seiw = dµ/dν die relative Dichte vonµ bzgl. ν. Das im

Satz betrachtete Variationsproblem hat dann die Form

H(µ | ν) =

∫
w logw dν

!
= min
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unter der Nebenbedingung

∫
U dµ =

∫
Uw dν ≥ m(t),

und kann auch formal durch klassische Variationsrechnung gelöst werden.

Wir geben nun eine statistische Interpretation der relativen Entropie. Dazu nehmen wir wieder

an, dassµ undν Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufS = Rd oder einem diskreten Raum mit

Dichten (bzw. Massenfunktionen)f, g > 0, und relativer Dichtew = f/g sind. Die Dichte bzw.

Massenfunktion

Ln(ν; x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

g(xi)

der Verteilungn unabhängiger StichprobenX1, . . . , Xn von ν bezeichnet man in der Statistik

auch alsLikelihood der Verteilungν bzgl. der Daten(x1, . . . , xn).

Wie kann man anhand von unabhängigen Stichproben erkennen,welche der beiden Verteilungen

ν undµ in einem Zufallsexperiment vorliegt? Dazu betrachten wir denLikelihood-Quotienten

wn(x1, . . . , xn) :=
Ln(µ; x1, . . . , xn)

Ln(ν; x1, . . . , xn)
=

∏n
i=1 f(xi)∏n
i=1 g(xi)

=
n∏

i=1

w(xi).

Analog zu Satz 6.4 erhalten wir die folgende (allgemeinere)Aussage:

Satz 6.7(Relative Entropie als statistische Unterscheidbarkeit; Shannon-McMillan ). Seien

X1, X2, . . . : Ω → S unabhängige Zufallsvariablen unterPν bzw.Pµ mit Verteilungν bzw.µ.

Dann gilt fürn→ ∞:

1

n
logwn(X1, . . . , Xn) −→ H(µ | ν) Pµ-fast sicher, und (6.2.6)

1

n
logwn(X1, . . . , Xn) −→ −H(ν | µ) Pν-fast sicher. (6.2.7)

Beweis. (1). Fürn→ ∞ gilt nach dem Gesetz der großen Zahlen

1

n
logwn(X1, . . . , Xn) =

1

n

n∑

i=1

logw(Xi) −→
∫

logw dµ Pµ-fast sicher.

Das Gesetz der großen Zahlen ist anwendbar, da

∫
(logw)− dµ =

∫
(w logw)− dν ≤ 1

e
< ∞.

Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Andreas Eberle



6.2. ENTROPIE UND RELATIVE ENTROPIE 229

(2). Daν absolutstetig bzgl.µ mit Dichte1/w ist, gilt entsprechend

1

n
logwn(X1, . . . , Xn) = −1

n

n∑

i=1

log
1

w(Xi)

GGZ−→ −
∫

log
1

w
dν = −H(ν | µ) Pν-fast sicher.

Der Satz von Shannon-Mc Millan zeigt, dass sich die Produktdichte (der Likelihood-Quotient)

asymptotisch auf der exponentiellen Skala (d.h. unter Vernachlässigung subexponentiell wach-

sender Faktoren) folgendermaßen verhält:

wn(X1, . . . , Xn) ≃




enH(µ | ν) Pµ-fast sicher,

e−nH(ν | µ) Pν-fast sicher.

Damit erhalten wir eine statistische Interpretation der relativen Entropie als natürlichen(nicht-

symmetrischen!)Abstandsbegriff für Wahrscheinlichkeitsmaße. Wir werdendiese statistische In-

terpretation in Satz 6.9 noch weiter präzisieren.

6.2.3 Entropie von Markovketten

Sei p(x, y) (x, y ∈ S) eine stochastische Matrix auf einer endlichen MengeS mit Gleichge-

wichtsverteilungν ∈ WV (S), d.h. für alley ∈ S gelte

∑

x∈S
ν(x) p(x, y) = ν(y). (6.2.8)

Der folgende wichtige Satz zeigt, dass die relative EntropieH(µpn|ν) der Verteilung zur Zeitn

einer Markovkette mit Startverteilungµ und Übergangsmatrixp bezüglich des Gleichgewichtsν

monoton fällt:

Satz 6.8(Abfall der relativen Entropie ). Ist p eine stochastische Matrix aufS undν ein Gleich-

gewicht vonp, dann gilt für jede Wahrscheinlichkeitsverteilungµ aufS:

H(µp|ν) ≥ H(µ|ν) . (6.2.9)

Insbesondere istn 7→ H(µpn|ν) stets monoton fallend.
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Beweis.Ist µ nicht absolutstetig bezüglichν, dann ist die Aussage (6.2.9) automatisch erfüllt.

Andernfalls seiw eine Version der relativen Dichtedµ/dν. Dann gilt

(µp)(y) =
∑

x∈S
µ(x) p(x, y) =

∑

x∈S
w(x) ν(x) p(x, y). (6.2.10)

Aus der Gleichgewichtsbedingung (6.2.8) folgtν(x)p(x, y) ≤ ν(y) für alle x, y ∈ S. Also ist

auchµp absolutstetig bzgl.ν, mit relativer Dichte

(µp)(y)

ν(y)
=
∑

x∈S
w(x)

ν(x) p(x, y)

ν(y)
. (6.2.11)

Aus der Gleichgewichtsbedingung folgt auch, dassx 7→ ν(x)p(x, y)/ν(y) die Massenfunktion

einer Wahrscheinlichkeitsverteilung aufS ist. Darum können wir die Jensensche Ungleichung

auf die konvexe Funktionu(x) = x log+ x anwenden, und erhalten

u

(
∑

x∈S
w(x)

ν(x) p(x, y)

ν(y)

)
≤

∑

x∈S
u(w(x))

ν(x) p(x, y)

ν(y)
.

Zusammen mit (6.2.11) ergibt sich

H(µp|ν) =
∑

y:ν(y)6=0

u

(
∑

x∈S
w(x) ν(x) p(x, y)/ν(y)

)
ν(y)

≤
∑

y∈S

∑

x∈S
u(w(x)) ν(x) p(x, y)

=
∑

x∈S
u(w(x)) ν(x) = H(µ|ν).

Bemerkung (Zunahme der Entropie; thermodynamische Irreversibilität). Als Spezialfall

ergibt sich wegenH(µ) = log |S| − H(µ|ν) die Aussage, dass die EntropieH(µpn) der Ver-

teilung einer Markovkette zur Zeitn monoton wächst, falls der Zustandsraum endlich und die

Gleichverteilungν ein Gleichgewicht ist. In der Interpretation der statistischen Physik geht die

zeitliche Entwicklung auf makroskopischer Ebene (Thermodynamik) von einem geordneten hin

zu einem ungeordneten Zustand mit (lokal) maximaler Entropie (»thermodynamische Irrever-

sibilität«). Trotzdem ist auf mikroskopischer Ebene die Dynamik rekurrent, d.h. jeder Zustand

x ∈ S wird von der Markovkette mit Wahrscheinlichkeit1 unendlich oft besucht – dies dauert

nur eventuell astronomisch lange. Die Einführung eines Markov-Modells durch die österreichi-

schen Physiker Tatjana und Paul Ehrenfest konnte eine entsprechende Kontroverse von Zermelo

(„Dynamik kehrt immer wieder zurück“) und Boltzmann („sollsolange warten“) lösen.
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Beispiel (Irrfahrten ). Ist p die Übergangsmatrix eines symmetrischen Random Walks auf dem

diskreten KreisZk = Z/(kZ), der symmetrischen GruppeSn („Mischen eines Kartenspiels“),

oder dem diskreten Hyperwürfel{0, 1}n („Ehrenfest-Modell“), dann ist die Gleichverteilung ein

Gleichgewicht, und die Entropie wächst monoton.

6.3 Untere Schranken durch Maßwechsel

Wir zeigen nun, dass die relative Entropie eine untere Schranken für die exponentielle Abfallrate

der Größe typischer Mengen unter einem Wahrscheinlichkeitsmaß bei Übergang zu einem ande-

ren Wahrscheinlichkeitsmaß liefert. Als Konsequenzen hieraus ergeben sich neben der Aussage

des Satzes von Cramér unter anderem auch eine untere Schranke für große Abweichungen von

empirischen Verteilungen (Satz von Sanov) sowie der Quellenkodierungssatz von Shannon.

6.3.1 Eine allgemeine untere Schranke

SeienX1, X2, . . . unterPν bzw.Pµ unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungν bzw.µ.

Definition (Wesentliche Mengen in Produktmodellen). Eine Folge von MengenBn ⊆ Sn (n ∈
N) heißtwesentlichbzgl.µ, falls

Pµ[(X1, . . . , Xn) ∈ Bn] = µn[Bn] −→ 1 für n→ ∞.

Wie wahrscheinlich muss eine bzgl.µ wesentliche Folge von Mengen unterν mindestens sein ?

Der folgende Satz beantwortet diese Frage auf der exponentiellen Skala:

Satz 6.9(Shannon-Mc Millan II ). (1). Für jedesε > 0 ist die Folge

Bn,ε := {(x1, . . . , xn) : en(H(µ | ν)−ε) ≤ wn(x1, . . . , xn) ≤ en(H(µ | ν)+ε)} ⊆ Sn

wesentlich bzgl.µ, und

νn[Bn,ε] ≤ e−n(H(µ | ν)−ε) für alle n ∈ N. (6.3.1)

(2). Für beliebige messbare MengenAn ⊆ Sn mit

lim inf µn[An] > 0 (6.3.2)

gilt

lim inf
1

n
log νn[An] ≥ −H(µ | ν). (6.3.3)
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Beweis. (1). Die MengenBn,ε, n ∈ N, sind wesentlich bzgl.µ nach Satz 6.7. Zudem gilt:

1 ≥ µn[Bn,ε] =

∫

Bn,ε

wn dν
n ≥ νn[Bn,ε] · en(H(µ | ν)−ε).

(2). Aus

νn[An] =

∫

An

1

wn
dµn ≥ e−n(H(µ | ν)+ε)µn[An ∩ Bn,ε]

folgt

lim inf
1

n
log νn[An] ≥ −(H(µ | ν) + ε) + lim inf

1

n
log µn[An ∩ Bn,ε]

= −(H(µ | ν) + ε),

da lim inf µn[An ∩ Bn,ε] = lim inf µn[An] > 0 nach (1) gilt. Die Behauptung folgt für

ε → 0.

Die zweite Aussage der Satzes können wir als eine allgemeineuntere Schranke für große Abwei-

chungen interpretieren: IstAn ⊆ Sn eine Folge von Ereignissen, deren Wahrscheinlichkeit bzgl.

νn gegen0 geht, dann liefert uns (6.3.3) für jede Wahrscheinlichkeitsverteilungµmit (6.3.2) eine

asymptotische untere Schranke für die Wahrscheinlichkeiten

Pν [(X1, . . . , Xn) ∈ An] = νn[An]

auf der exponentiellen Skala. Wir werden dies im Folgenden verwenden, um verschiedene Sätze

über große Abweichungen zu beweisen.

Beispiel (Cramér revisited). Als erste Anwendung betrachten wir nochmal die Situation aus

dem Satz von Cramér (Satz 6.2): Seiν ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf einem meßbaren Raum

(S,S),U : S → R eine meßbare Funktion mit endlicher momentenerzeugender FunktionZ(t) =
∫
etU dν, t ∈ R, und sei

a > m =

∫
U dν.

Um aus (6.3.3) eine bestmögliche asymptotische untere Schranke für die Wahrscheinlichkeiten

νn[An] der großen Abweichungen

An =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Sn :

1

n

n∑

i=1

U(xi) ≥ a

}

zu erhalten, müssen wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ finden, die die relative Entropie

H(µ | ν) unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungenµ mit (6.3.2) minimiert. Die Bedingung
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(6.3.2) ist aber genau dann erfüllt, wenn
∫
U dµ ≥ a gilt, denn aus dem Gesetz der großen

Zahlen und dem zentralen Grenzwertsatz folgt:

lim
n→∞

µn

[
1

n

n∑

i=1

U(xi) ≥ a

]
=





1 für a <
∫
U dµ,

1/2 für a =
∫
U dµ,

0 für a >
∫
U dµ.

(6.3.4)

Das sich ergebende Variationsproblem

H(µ | ν) =
!
= min unter der Nebenbedingung

∫
U dµ ≥ a

wird nach Satz 6.6 durch das Wahrscheinlichkeitsmaßµt∗ aus der exponentiellen Familie zuµ

undU zum eindeutigen Schwellenwertt∗ mit
∫
U dµt∗ = a gelöst. Wählt manµ = µt∗ , dann gilt

lim µn
t∗ [An] = 1/2 nach (6.3.4). Damit erhalten wir nach Satz 6.9 (2) die asymptotische untere

Schranke

lim inf
1

n
log νn[An] ≥ −H(µt∗ | ν) = t∗ · a− logZ(t∗) ≥ −I(a),

wobeiI(a) = supt∈R(ta− logZ(t)) die Ratenfunktion aus Satz dem Chernoff ist. Da nach dem

Satz von Chernoff auch−I(a) ≥ 1
n
log νn[An] gilt, folgt

νn[An] ≃ exp(−nI(a)), und I(a) = H(µt∗|ν).

Das beschriebene Vorgehen liefert nicht nur die untere Schranke im Satz von Cramér. Es de-

monstriert auch, dass der Maßwechsel über die exponentielle Familie asymptotisch optimal ist,

weil µt∗ die relative Entropie unter allen Wahrscheinlichkeitsmaßen minimiert, bezüglich derer

die EreignisseAn asymptotisch relevant sind.

6.3.2 Große Abweichungen für empirische Verteilungen

Mithilfe von Satz 6.9 können wir noch eine stärkere Form der unteren Schranke für große Ab-

weichungen vom Gesetz der großen Zahlen herleiten. Sei dazuν ein Wahrscheinlichkeitsmaß

auf einem metrischen RaumS mit Borelscherσ-AlgebraS. Wir nehmen an, dassS separabel ist,

also eine abzählbare dichte Teilmenge besitzt. Seien

ν̂n(ω) =
1

n

n∑

i=1

δXi(ω), n ∈ N,

die empirischen Verteilungen einer Folge(Xi)i∈N unabhängiger Zufallsvariablen mit Verteilungν

bzgl.Pν . Aus dem Gesetz der großen Zahlen folgt, dass die Erwartungswerte einer integrierbaren
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234 KAPITEL 6. ENTROPIE UND GROSSE ABWEICHUNGEN

FunktionU ∈ L1(ν) bezüglich der zufälligen Maßêνn(ω) für fast alleω gegen die Erwartungs-

werte bzgl.ν konvergieren:

∫
U dν̂n(ω) =

1

n

n∑

i=1

U(Xi(ω)) −→
∫
U dν für Pν-fast alleω. (6.3.5)

Die Ausnahmemenge kann dabei aber von der FunktionU abhängen. Da der Raum der stetigen

beschränkten FunktionenU : S → R im Allgemeinen nicht mehr separabel ist, ist die folgende

Erweiterung des Gesetzes der großen Zahlen nicht offensichtlich:

Satz 6.10(GGZ für empirische Verteilungen; Varadarajan ). Ist S separabel, dann konver-

gieren die empirischen Verteilungen fast sicher schwach gegenν:

ν̂n(ω)
w−→ ν für Pν-fast alleω. (6.3.6)

Beweisskizze.Wir bezeichnen mitCb,L(S) den Raum aller beschränkten, Lipschitz-stetigen Funk-

tionenU : S → R. Nach Satz 5.1 genügt es zu zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1
∫
U dν̂n(ω) −→

∫
U dν für alleU ∈ Cb,L(S) (6.3.7)

gilt. Man kann beweisen, dass im RaumCb,L(S) einebezüglich der Supremums-Normdichte,

abzählbare Teilmenge{Uk : k ∈ N} existiert, wennS separabel ist, siehe z.B. [DUDLEY: REAL

ANALYSIS AND PROBABILITY ]. Aus (6.3.5) können wir schließen, dass (6.3.7) außerhalbeiner

Pν-NullmengeN für die FunktionenUk, k ∈ N, simultan gilt. Hieraus folgt aber, dass (6.3.7) für

ω 6∈ N sogar für alle beschränkten Lipschitz-stetigen Funktionen wahr ist: IstU ∈ Cb,L(S), dann

existiert zu jedemε > 0 eink ∈ N mit sup |U − Uk| ≤ ε, und damit gilt

lim sup
n→∞

∣∣∣∣
∫
U dν̂n(ω)−

∫
U dν

∣∣∣∣ ≤ lim sup
n→∞

∣∣∣∣
∫
Uk dν̂n(ω)−

∫
Uk dν

∣∣∣∣ + 2ε ≤ 2ε

für alleω 6∈ N undε > 0.

Nach dem Satz konvergiert die WahrscheinlichkeitPν [ν̂n 6∈ U ] für jede UmgebungU des Wahr-

scheinlichkeitsmaßesν bzgl. der Topologie der schwachen Konvergenz gegen0. Hierbei ist eine

MengeU von Wahrscheinlichkeitsmaßenoffen, wenn ihr KomplementA = WV (S) \ U abge-

schlossen ist, also alle schwachen Limiten von Folgen inA enthält.

Die Konvergenzgeschwindigkeit auf der exponentiellen Skala lässt sich durch ein Prinzip der

großen Abweichungen auf dem Raum WV(S) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf(S,S)
mit der Topologie der schwachen Konvergenz beschreiben:
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Satz 6.11(Sanov). Die empirischen Verteilungen̂νn = 1
n

n∑
i=1

δXi
erfüllen das folgende Prinzip

der großen Abweichungen:

(1). Obere Schranke: Für jede abgeschlossene MengeA ⊆WV(S) gilt:

lim sup
n→∞

1

n
logPν [ν̂n ∈ A] ≤ − inf

µ∈A
H(µ | ν).

(2). Untere Schranke: Für jede offene MengeO ⊆WV(S) gilt:

lim inf
n→∞

1

n
logPν [ν̂n ∈ O] ≥ − inf

µ∈O
H(µ | ν).

Beweis. (2). Zum Beweis der unteren Schranke wechseln wir wieder daszugrundeliegende

Maß, und wenden Satz 6.9 an. SeiO ⊆ WV(S) offen undµ ∈ O. Nach (6.3.6) ist dann die

Folge

An =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Sn :

1

n

n∑

i=1

δxi
∈ O

}

wesentlich bzgl.µ, denn

µn[An] = Pµ[ν̂n ∈ O] −→ 1

für n→ ∞. Daher folgt nach Korollar 6.9(2):

lim inf
n→∞

1

n
logPν [ν̂n ∈ O] = lim inf

n→∞

1

n
log νn[An] ≥ −H(µ | ν).

Die Behauptung ergibt sich, da dies für alleµ ∈ O gilt.

(1). Die obere Schranke beweisen wir hier nur für endliche ZustandsräumeS, s. z.B. [DEMBO,

ZEITOUNI: LARGE DEVIATIONS] für den Beweis im allgemeinen Fall. IstS endlich, und

µ eine bzgl.ν absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Dichtew = dµ/dν, dann

gilt für alle (x1, . . . , xn) ∈ Sn mit empirischer Verteilung1
n

∑n
i=1 δxi

= µ:

dµn

dνn
(x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

dµ

dν
(xi) = exp

(
n∑

i=1

log

(
dµ

dν
(xi)

))

= exp

(
n

∫
log

(
dµ

dν

)
dµ

)
= exp(nH(µ | ν)).

Damit folgt

Pν [ν̂n = µ] = νn

[{
(x1, . . . , xn) :

1

n

n∑

i=1

δxi
= µ

}]

= e−nH(µ | ν) · µn

[{
(x1, . . . , xn) :

1

n

n∑

i=1

δxi
= µ

}]
(6.3.8)

≤ e−nH(µ | ν).
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Jeder empirischen Verteilung vonn Elementenx1, . . . , xn ∈ S entspricht ein Histogramm
~h = (ha)a∈S ∈ {0, 1, . . . , n}S. Für die Anzahl der möglichen empirischen Verteilungen

gilt daher ∣∣∣∣∣

{
1

n

n∑

i=1

δxi
: (x1, . . . , xn) ∈ Sn

}∣∣∣∣∣ ≤ (n + 1)|S|.

Nach (6.3.8) erhalten wir nun für eine beliebige MengeA ⊆ WV(S) die (nicht-asympto-

tische) Abschätzung

Pν [ν̂n ∈ A] =
∑

µ∈A
Pν [ν̂n = µ] ≤ (n+ 1)|S| · exp

(
−n inf

µ∈A
H(µ | ν)

)
,

aus der die asymptotische obere Schranke wegen|S| <∞ folgt.

Bemerkung. Wie der Beweis schon andeutet, gilt auch die obere Schranke in diesem Fall nur

noch asymptotisch und modulo subexponentiell wachsender Faktoren. Der Übergang von endli-

chen zu allgemeinen Zustandsräumen ist bei der oberen Schranke nicht trivial, s. [DEMBO,ZEITOUNI:

LARGE DEVIATIONS].

Den Satz von Sanov bezeichnet man gelegentlich auch als ein „Prinzip der großen Abweichungen

auf Level II“, d.h. für die empirischen Verteilungen. Wir bemerken abschließend, dass sich eine

Version des Satzes von Cramér, d.h. ein „Prinzip der großen Abweichungen auf Level I“ als

Spezialfall ergibt:

Für eine stetige beschränkte FunktionU : S → R und eine offene MengeB ⊆ R gilt nach dem

Satz von Sanov:

Pν

[
1

n

n∑

i=1

U(Xi) ∈ B

]
= Pν [ν̂n ∈ O] � exp

(
− inf

µ∈O
H(µ | ν)

)

mit O = {µ ∈ WV(S) :
∫
U dµ ∈ B}. Entsprechend ergibt sich eine analoge obere Schranke,

fallsB abgeschlossen ist.

6.3.3 Entropie und Kodierung

Als Spezialfall der Aussagen (1) und (2) in Satz 6.9 erhaltenwir, wennS endlich undν die

Gleichverteilung ist, zwei bekannte Aussagen aus der Informationstheorie: die „asymptotische

Gleichverteilungseigenschaft” und den Quellenkodierungssatz von Shannon:

Wir betrachten diemöglichst effiziente Beschreibung/Kodierung einer Zufallsfolge.Eine unbe-

kannte Signalfolge mit Werten in einer endlichen MengeS (dem zugrundeliegenden „Alphabet“)
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beschreibt man im einfachsten A-Priori-Modell durch unabhängige ZufallsvariablenX1, X2, ...

mit Verteilungµ, wobeiµ(x) die relative Häufigkeit des Buchstabensx in der verwendeten Spra-

che ist. Eine „perfekte“ Kodierung ordnet jedem Wort mit einer vorgegebenen Anzahln von

Buchstaben, also jedem Element des ProduktraumsSn, eine Binärfolge zu. Will man alle Wörter

mit n Buchstaben perfekt kodieren, werdenn · log2 |S| Bits benötigt. Wir betrachten stattdes-

sen „effiziente“ Kodierungen, die nur den „meisten“ Wörternmit n Buchstaben eindeutig eine

Binärfolge zuordnen.

1− 1
{0, 1}k

Sn

Abbildung 6.2: Perfekte Kodierung

irgendwie

1− 1
{0, 1}k

Sn

Bn

Abbildung 6.3: Effiziente Kodierung bzgl. einer Folge von wesentlichen MengenBn.

Sei pn(x1, . . . , xn) =
∏n

i=1 µ(xi) die A-Priori-Wahrscheinlichkeit von(x1, . . . , xn) unter dem

Produktmaßµn. Wählen wir fürν die Gleichverteilung aufS, dann gilt

|An| = νn[An] · |S|n für alle MengenAn ⊆ Sn, n ∈ N.

Damit können wir die Aussage von Satz 6.9 (1) folgendermaßenumformulieren:

Korollar 6.12 (Asymptotische Gleichverteilungseigenschaft). Für jedesε > 0 ist die Folge

Bn,ε :=
{
(x1, ...xn) ∈ Sn : e−n(H(µ)+ε) ≤ pn(x1, ..., xn) ≤ e−n(H(µ)−ε)

}
, n ∈ N,
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wesentlich bzgl.µ, und es gilt

|Bn,ε| ≤ en(H(µ)+ε) für alle n ∈ N.

Beweis.Die Aussage folgt aus Satz 6.9 (1) wegenH(µ|ν) = log |S| − H(µ) unddµn/dνn =

|S|n · pn.

Die asymptotische Gleichverteilungseigenschaft zeigt, dass Folgen von wesentlichen Mengen

existieren, deren Mächtigkeit auf der exponentiellen Skala nicht viel schneller alsexp(n ·H(µ))

wächst.

Wieviele Elemente enthalten wesentliche Mengen mindestens ? Fürp ∈ (0, 1) sei

K(n, p) = inf {|An| : An ⊆ Sn mit P [(X1, ..., Xn) ∈ An] ≥ p}

die mindestens benötigte Anzahl von Wörtern, um den Text(X1, ..., Xn) mit Wahrscheinlich-

keit ≥ p korrekt zu erfassen. Dann istlog2K(n, p) die für eine korrekte binäre Kodierung von

(X1, ..., Xn) mit Wahrscheinlichkeit≥ p mindestens benötigte Anzahl von Bits. Aus dem zwei-

ten Teil von Satz 6.9 ergibt sich:

Korollar 6.13 (Quellenkodierungssatz von Shannon). Für alle p ∈ (0, 1) gilt:

lim
n→∞

1

n
logK(n, p) = H(µ), bzw.

lim
n→∞

1

n
log2K(n, p) = H2(µ) := −

∑

x:µ(x)6=0

µ(x) log2 µ(x).

Insbesondere gilt: IstAn (n ∈ N) wesentlich bzgl.µ, so ist |An| � exp(nH(µ)).

Die Größe1
n
log2K(n, p) kann als die für eine mit Wahrscheinlichkeit≥ p korrekte Kodierung

benötigte Zahl von Bits pro gesendetem Buchstaben interpretiert werden.

Bemerkung. Der Quellenkodierungssatz zeigt, dass es keine Folge von wesentlichen Mengen

gibt, die auf der exponentiellen Skala deutlich langsamer wächst als die in Korollar 6.12 angege-

benen FolgenBn,ε (n ∈ N).

Beweis.Die Aussage ergibt sich wieder als Spezialfall von Satz 6.9 wenn wirν = US setzen:

Obere Schranke: lim sup 1
n
logK(n, p) ≤ H(µ) :

Seiε > 0. Nach Korollar 6.12 erfüllt die dort konstruierte FolgeBn,ε (n ∈ N) die Bedingung

lim
n→∞

P [(X1, ..., Xn) ∈ Bn,ε] = 1 > p,
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und es gilt1
n
log |Bn,ε| ≤ H(µ) + ε. Damit folgt

lim sup
n→∞

1

n
logK(n, p) ≤ lim sup

n→∞

1

n
log |Bn,ε| ≤ H(µ) + ε.

Die Behauptung ergibt sich fürε→ 0.

Untere Schranke: lim inf 1
n
logK(n, p) ≥ H(µ) :

Für MengenAn ⊆ Sn mit P [(X1, ..., Xn) ∈ An] ≥ p gilt nach Satz 6.9 (2):

lim inf
n→∞

1

n
log |An| = lim inf

n→∞

1

n
log (νn(An) · Sn) ≥ log |S| −H(µ|ν) = H(µ).

6.4 Likelihood

Praktisch unterscheidet man Wahrscheinlichkeitsverteilungen in der Schätz- und Testtheorie durch

Likelihood-basierte statistische Verfahren. Der Zusammenhang von relativer Entropie und statis-

tischer Unterscheidbarkeit kann genutzt werden, um die Qualität dieser Verfahren asymptotisch

zu beurteilen.

6.4.1 Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schätzern

Sei(νθ)θ∈Θ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufS = Rd (oder einem diskreten

Raum) mit Dichten (bzw. Massenfunktionen)fθ wobeiθ ein unbekannter Parameter ist. Ferner

sei

Ln(θ; x1, ..., xn) =
n∏

i=1

fθ(xi), θ ∈ Θ,

die Likelihoodfunktion zun unabhängigen Stichprobenx1, ..., xn vonνθ. Ein wichtiges Ad-hoc-

Verfahren zur Konstruktion eines Schätzers fürθ ist das

Maximum-Likelihood-Prinzip : Wähleθ̂(x1, ..., xn) als den Parameterwertθ, für den die Like-

lihood der beobachteten Wertex1, . . . , xn maximal ist.

Definition. (1). Eine Zufallsvariable vom Typ̂θ(X1, . . . , Xn), θ̂ : Sn → Θ messbar, heißt

Statistik der DatenX1, . . . , Xn.

(2). Die Statistik heißtMaximum-Likelihood-Schätzer (MLE)für den Parameterθ, falls

Ln(θ̂(x1, ..., xn); x1, ..., xn) = max
θ∈Θ

Ln(θ; x1, ..., xn) für alle x1, . . . , xn ∈ S gilt.
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Um einen Maximum-Likelihood-Schätzer zu berechnen, ist esoft günstig, dielog-Likelihood

θ 7→ logLn(θ; x1, ..., xn) =

n∑

i=1

log fθ(xi) zu maximieren.

Beispiel. (1). Gaußmodell: Θ = {(m, v) |m ∈ R, v > 0}, νm,v = N(m, v).

Ln(m, v;X1, ..., Xn) =

n∏

i=1

1√
2πv

e−
(Xi−m)2

2v

ist maximal fürm̂(X) = Xn, v̂(X) = 1
n

∑n
i=1 (Xi −Xn)

2. Dieser Maximum-Likelihood-

Schätzer istnicht erwartungstreu, da die Stichprobenvarianz mit dem Faktor1
n

statt 1
n−1

gebildet wird.

(2). Doppelexponentialverteilung: Θ = R, fθ(Xi) =
1
2
e−|Xi−θ|.

logLn(θ;X1, ..., Xn) = −n log 2−
n∑

i=1

|Xi − θ|

ist maximal, fallsθ̂ ein Median vonX1, ..., Xn ist.

(3). Zufallszahlen aus[0, θ], θ > 0 unbekannt.

fθ(Xi) =
1

θ
I[0,θ](Xi),

Ln(θ;X1, ..., Xn) =
1

θn
I[0,θ](max

1≤i≤n
Xi).

Der Maximum-Likelihood-Schätzer ist̂θ(X1, ..., Xn) = max1≤i≤nXi. Dieser Schätzer ist

sicher nicht optimal, da mit Wahrscheinlichkeit 1θ > θ̂(X1, . . . , Xn) gilt !

Wie das letzte Beispiel zeigt, sind Maximum-Likelihood-Schätzer für ein festesn nicht immer

optimal. Unter bestimmten Voraussetzungen haben sie aber gute asymptotische Eigenschaften

für n→ ∞. Sei etwaνθ (θ ∈ Θ) eine einparametrige (d.h.Θ ⊆ R) Familie von Wahrscheinlich-

keitsverteilungen mit Dichten bzw. Massenfunktionenfθ. Es gelte:

Annahme (Unimodalität): Für allen ∈ N undx ∈ Sn existiert einθ̂n(x1, ..., xn), sodass

θ 7→ Ln(θ; x1, ..., xn)





ist monoton wachsend fürθ ≤ θ̂n(x1, ..., xn).

ist monoton fallend fürθ ≥ θ̂n(x1, ..., xn).

Bemerkung. (1). Die Annahme ist z.B. erfüllt, fallsθ 7→ log fθ(x) für jedesx konkav ist -

denn dann ist auchlogLn(θ, x1, ..., xn) =
∑n

i=1 log fθ(xi) konkav inθ.
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(2). θ̂n(X1, ..., Xn) ist im unimodalen Fall eindeutiger Maximum-Likelihood-Schätzer fürθ.

Satz 6.14.Es gelte die Annahme, sowieνθ 6= νθ̃ für θ 6= θ̃. Dann istθ̂n(X1, . . . , Xn) (n ∈ N)

einekonsistenteFolge von Schätzern fürθ, d.h. für jedesε > 0 gilt:

Pθ[|θ̂n(X1, ..., Xn)− θ| < ε] → 1 für n→ ∞.

Beweis.Wegen der Unimodalität gilt̂θn(x1, ..., xn) ∈ (θ − ε, θ + ε) falls

Ln(θ; x1, ..., xn) > Ln(θ ± ε; x1, ..., xn).

Also:

Pθ[|θ̂n(X1, ..., Xn)− θ| < ε] ≥ Pθ

[
Ln(θ;X1, ..., Xn)

Ln(θ ± ε;X1, ..., Xn)
> 1

]
.

Die rechte Seite konvergiert aber fürn→ ∞ nach Satz 6.7 für jedesθ gegen1.

Bemerkung (Asymptotische Normalität von Maximum-Likelihood-Schätzern). Unter geeig-

neten Regularitätsvoraussetzungen an die Dichtenfθ gilt für die Maximum-Likelihood-Schätzer

neben der Konsistenz (also dem Gesetz der großen Zahlen) auch ein zentraler Grenzwertsatz:

Satz (Fisher, Wilkes, Wold). Unter geeigneten Voraussetzungen gilt:

√
n(θ̂n(X1, ..., Xn)− θ)

D−→ N

(
0,

1

I(θ)

)
,

wobei

I(θ) =

∫ ∣∣∣∣
∂

∂θ
log fθ(x)

∣∣∣∣
2

νθ(dx) = lim
ε→0

2

ε2
H(νθ+ε| νθ)

dieFisher-Information des statistischen Modells ist.

Da man andererseits unter geeigneten Regularitätsbedingungen zeigen kann, daß die Varianz

eines erwartungstreuen Schätzers fürθ basierend aufn unabhängigen Stichproben stets größer als
1

nI(θ)
ist (Informationsungleichung von Cramér-Rao), folgt, daß Maximum-Likelihood-Schätzer

in gewisser Hinsicht asymptotisch optimal sind.
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6.4.2 Asymptotische Macht von Likelihoodquotiententests

Angenommen, wir habenn unabhängige StichprobenX1, ..., Xn von einer unbekannten Vertei-

lung vorliegen und wir gehen davon aus, daß die zugrundeliegende Verteilung aus einer Familie

µθ (θ ∈ Θ) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt. SeiΘ0 eine Teilmenge des Parameter-

bereichs. Wir wollen entscheiden zwischen der

NullhypotheseH0: »θ ∈ Θ0«

und der

AlternativeH1: »θ 6∈ Θ0«

Ein Hypothesentestfür ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbare TeilmengeC ⊆
Sn (denVerwerfungsbereich) mit zugehöriger Entscheidungsregel:

akzeptiereH0 ⇐⇒ (X1, ..., Xn) /∈ C.

Beispiel (t-Test). SeienX1, X2, . . . , Xn unabhängige Stichproben von einer Normalverteilung

mit unbekanntem Parameter(m, v) ∈ Θ = R × R+. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der

Verteilung einen bestimmten Wertm0 hat:

NullhypotheseH0: »m = m0« , Θ0 = {m0} × R+ .

Ein solches Problem tritt z.B.in der Qualitätskontrolle auf, wenn man überprüfen möchte, ob

ein Sollwertm0 angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleich zweier Verfahren,

wobeiXi die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen Messwerte ist. Die Nullhypothese

mit m0 = 0 besagt hier, daß kein signifikanter Unterschied zwischen den Verfahren besteht.

Im t–Testfür obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptiert,falls der Betrag derStudent-

schen t-Statistikunterhalb einer angemessen zu wählenden Konstantenc liegt, bzw. verworfen,

falls

|Tn−1| =

∣∣∣∣
√
n · (Xn −m0)√

Vn

∣∣∣∣ > c

gilt.

Seien nun allgemeinX1, X2, . . . unterPθ unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungνθ. Bei

einem Hypothesentest können zwei Arten von Fehlern auftreten:

Fehler 1. Art: H0 wird verworfen, obwohl wahr. Wahrscheinlichkeit:

Pθ[(X1, ..., Xn) ∈ C] = µn
θ (C) , θ ∈ Θ0.
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Fehler 2. Art: H0 wird akzeptiert, obwohl falsch. Wahrscheinlichkeit:

Pθ[(X1, ..., Xn) /∈ C] = µn
θ (C

C) , θ ∈ Θ \Θ0.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetrisch inH0 undH1 ist, interpretiert man

beide Fehler i.a. unterschiedlich. Die Nullhypothese beschreibt in der Regel den Normalfall, die

Alternative eine Abweichung oder einen zu beobachtenden Effekt. Da ein Test Kritiker überzeu-

gen soll, sollte die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 1. Art (Effekt prognostiziert, obgleich nicht

vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen (kleinen) Schrankeα liegen. Die Wahrscheinlichkeit

µn
θ (C) , θ ∈ Θ \Θ0 ,

daß kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraussetzung möglichst groß sein.

Definition. Die Funktion

G(θ) = Pθ[(X1, ..., Xn) ∈ C] = µn
θ (C)

heißtGütefunktiondes Tests. Der Test hatNiveauα, falls

G(θ) ≤ α für alle θ ∈ Θ0

gilt. Die FunktionG(θ) mit θ ∈ Θ1 heißtMacht des Tests.

Beispiel. Der Studentsche t-Test hat Niveauα falls c ein (1 − α
2
)-Quantil der Studentschen t-

Verteilung mitn− 1 Freiheitsgraden ist.

Ein Ziel bei der Konstruktion eines Testverfahrens sollte es sein, die Machtfunktion bei vor-

gegebenem Niveau zu maximieren. Dies ist im Allgemeinen nicht simultan für alle Parameter

θ ∈ Θ \Θ0 möglich. Eine Ausnahme bildet der Fall einer einfachen Hypothese und Alternative,

in dem ein optimaler Test existiert:

a) Einfache Hypothese und Alternative

Angenommen, wir wissen, daß die Stichproben von einer der beiden Verteilungenµ0 := ν und

µ1 := µ stammen und wir wollen entscheiden zwischen der

NullhypotheseH0: »Xi ∼ ν«

und der
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AlternativeH1: »Xi ∼ µ«.

Ein solches Problem tritt in Anwendungen zwar selten auf, bildet aber einen ersten Schritt zum

Verständnis allgemeinerer Testprobleme. Sei

̺n(x1, . . . , xn) =
Ln(µ; x1, ..., xn)

Ln(ν; x1, ..., xn)
=

n∏

i=1

f(xi)

g(xi)

der Quotient der Likelihoods der Stichprobenx1, . . . , xn im Produktmodell. Hierbei sindf und

g die Dichte bzw. Massenfunktion der Verteilungenµ undν.

Definition. Ein Test mit Entscheidungsregel

AkzeptiereH0 ⇐⇒ ̺n(X1, ..., Xn) ≤ c,

c ∈ (0,∞), heißtLikelihoodquotiententest.

Der Verwerfungsbereich eines Likelihoodquotiententestsist alsoC = {̺n > c}, die Wahrschein-

lichkeit für den Fehler 1. Art beträgt

α := νn(̺n > c).

Satz 6.15(Neyman-Pearson-Lemma). Der Likelihoodquotiententest mit Parameterc ist der

beste Test zum Niveauα, d.h. jeder Test mit

Wahrscheinlichkeit (Fehler 1.Art)≤ α

hat eine kleinere Macht (d.h. eine höhere Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2. Art).

Beweis.SeiA ⊆ Sn der Verwerfungsbereich eines Tests mitνn(A) ≤ α, und sei

χ = IC − IA = IAC − ICC .

Zu zeigen ist:

0 ≤ µn(AC)− µn(CC) =

∫
χ dµn.

Offensichtlich giltχ ≥ 0 aufC = {̺n > c} undχ ≤ 0 aufCC = {̺n ≤ c}, alsoχ ·(̺n−c) ≥ 0.

Durch Integration erhalten wir:

0 ≤
∫
χ · (̺n − c) dνn =

∫
χ dµn − c ·

∫
χ dνn ≤

∫
χ dµn,

da
∫
χ dνn = νn(C)− νn(A) ≥ 0.
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Wie gut ist der Likelihoodquotiententest (also der beste Test zur Unterscheidung vonν und

µ) asymptotisch für großen? Wir betrachten ein festes Niveauα ∈ (0, 1), und wählencn ∈
(0,∞) (n ∈ N) mit

νn(̺n > cn) ≤ α ≤ νn(̺n ≥ cn) (6.4.1)

Satz 6.16(Asymptotische Macht des Likelihoodquotiententests). Es gilt:

(i)
1

n
log cn −→ −H(ν|µ) für n→ ∞.

(ii)
1

n
logµn(̺n ≤ cn) −→ −H(ν|µ) für n→ ∞,

d.h. die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2. Art fällt exponentiell mit RateH(ν|µ).

Beweis. (i) Sei ε > 0. Für großen gilt nach dem Satz von Shannon-McMillan:

νn
(
̺n > e−n(H(ν|µ)+ε)

)
> α

6.4.1
≥ νn(̺n > cn).

Es folgt e−n(H(ν|µ)+ε) < cn. Analog zeigt mane−n(H(ν|µ)−ε) > cn. Die Behauptung folgt

dann fürε→ 0.

(ii) a) Untere Schranke:Wegen

νn(̺n ≤ cn) ≥ 1− α > 0 ∀ n ∈ N

folgt nach Korollar 6.9:

lim
1

n
log µn(̺n ≤ cn) ≥ −H(ν|µ).

Obere Schranke:Wegen

µn(̺n ≤ cn) =

∫

̺n≤cn

̺n dν
n ≤ cn

folgt nach (i)

lim
1

n
logµn(̺n ≤ cn) ≤ lim

1

n
log cn = −H(ν|µ).

Der Satz demonstriert erneut, daß die relative Entropie eingutes Maß für die Unterscheidbarkeit

zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist.
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b) Zusammengesetzte Hypothesen und/oder Alternativen

WennΘ0 und/oderΘ1 aus mehr als einem Element bestehen, kann man denverallgemeinerten

Likelihoodquotienten

¯̺n(x1, . . . , xn) =
supθ∈Θ1

Ln(θ; x1, ..., xn)

supθ∈Θ0
Ln(θ; x1, ..., xn)

=
max. Lik. vonx, fallsH1 wahr
max. Lik. vonx, fallsH0 wahr

betrachten. Der entsprechende Likelihoodquotiententestist ähnlich wie der Maximum-Likelihood-

Schätzer ein häufig verwendetes ad hoc Verfahren. Im Gegensatz zum Fall einer einfachen Hy-

pothese und Alternative ist der verallgemeinerte Likelihoodquotiententest allerdings nicht immer

optimal.

Beispiel. Im Beispiel von oben ist dert-Test der Likelihoodquotiententest. Mit einem Neyman-

Pearson-Argument kann man zeigen, daß er im Gaußschen Produktmodell der beste unverfälschte

Test zu einem vorgegebenen Niveauα ist, d.h. der mächtigste Test mit

G(θ) ≤ α ∀ θ ∈ Θ0 und G(θ) ≥ α ∀ θ ∈ Θ1.

Auch in nicht-Gaußschen Modellen wird häufig dert-Test eingesetzt – eine partielle Rechtferti-

gung dafür liefert der zentrale Grenzwertsatz.

Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Andreas Eberle
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