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1. (Konvergenz des Newton-Verfahrens)

a) Diskutieren Sie die Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir die Funktion

flx) = we™®
fiir alle (zuléssigen) positiven Startwerte .

b) Sei nun f : R — R eine beliebige dreimal stetig differenzierbare Funktion mit
einfacher Nullstelle z*. Zeigen Sie, dass das Newton-Verfahren fiir alle Startwerte
aus einer Umgebung von x* quadratisch gegen z* konvergiert. Zeigen Sie weiter,
dass das Iterationsverfahren

S (@n) S (yn)

Yn = Tp — f/(xn)’ Tnt1 = Yn — f/($n)

lokal gegen x* konvergiert, und mindestens die Konvergenzordnung 3 besitzt.

2. (Diskretisierung eines Randwertproblems)

Seien p und w hinreichend glatte Funktionen auf dem Intervall [a, b]. Prézisieren Sie die
Aussage

r— By(x — — r—nh PRSI P vt BVl
%(P(x)%uw)) ple = 3)ulz = h) - [u 2)+£’2< +2)}()+P(+2)(+h)’

und geben Sie eine Diskretisierung des linearen Randwertproblems
—(pu') +qu = f auf (a,b), u(a) = u(b) =0,

all.



3. (Numerische Quadratur)
Zur naherungsweisen Berechnung des Integrals

1) = / () do

einer Funktion f auf einem "kleinen” Intervall [a, ] kann man u.a. die Trapezregel

b—a

Taglf] = ——- (fl@) + f()

oder die Simpsonregel

b—a

Sualf] = "5+ (@ +1£("57) + 1))

verwenden. Integrale {iber grofiere Intervalle berechnet man dann ndherungsweise, indem
man das Intervall zunéchst in n Teilintervalle zerlegt und auf jedem der Teilintervalle die
Trapez- bzw. Simpsonregel anwendet. Dies fiithrt zur Approximation von I[f] durch die
Trapezsumme

L) = & (@) 420+ 42 f(wa) + 0)
mit 2, = a+ih fiir i = 0,...,n und h = =2 bzw. die Simpsonsumme
Sulf] = 5 (F(@) 44 (00) 2 f(2) + 4 7(ms) + o 42 f(an) 4 f(2n) + 1))
mit 2; = a+ih fir i =0,...,2n und h = &2, Zeigen Sie:

a) Die Trapezregel liefert fiir jedes Polynom 1. Grades den korrekten Wert des Integrals,
die Simpsonregel sogar fiir jedes Polynom vom Grad < 3.

b) Fiir die Trapez- bzw. Simpsonsumme gilt T,,[f] = I[f] fiir jede Funktion f, die auf
jedem der n Teilintervalle [a +i/n,a + (i + 1)/n] linear ist, und S,[f] = I[f] fir
jede Funktion f, die auf jedem der n Teilintervalle ein Polynom vom Grad < 3 ist.

c¢) Sei f zweimal stetig differenzierbar und C' € (0, 00) mit | f”(z)| < C fiir alle x € [a, b].
Leiten Sie eine Abschétzung fiir den Approximationsfehler |Tn[ f1-1] f]| her.
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