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1. (Heron—Verfahren)

Zur Berechnung der Quadratwurzel von positiven Zahlen benutzten wohl schon die Ba-
bylonier, spatestens aber der Alexandriner Heron (etwa 1. Jh. n. Chr.), das folgende
Verfahren: Fiir beliebige reelle Startwerte (9 > 0 und reelles a > 0 setze

1 a
(n+l) _ = (.M 4 &
T =3 (x + x(")) )

a) Zeigen Sie, dass die Folge 2™ fiir () > \/a monoton fallend und durch /a nach
unten beschrénkt ist. Folgern Sie daf die Folge in diesem Fall gegen +/a konvergiert.
Was passiert fiir Startwerte 2% € (0, \/a) ?

b) Zeigen Sie weiter, dass das Heron Verfahren sogar quadratisch konvergiert, d.h. es
existiert eine Konstante C' € (0, 00) mit

£+ = Vel < 0o - val

c¢) Fiihren Sie vier Iterationsschritte zur Berechnung von V2 aus. Wihlen Sie dazu
(@ =2, und stellen Sie erst z* als Dezimalzahl dar. Schétzen Sie den Fehler ab.

2. (Fixpunktiteration mit Rundungsfehlern)

Sei ¢ : R? — R? eine Abbildung, welche die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunkt-
satzes mit einer Kontraktionskonstanten L < 1 erfiille. Bei der numerischen Implementa-
tion fithren in der Regel Rundungsfehler dazu, dass die Fixpunktiteration z(*) = ¢(z*~1)
nicht exakt ausgewertet werden kann. Statt ¢(z) betrachten wir daher den gestorten Funk-
tionswert ¢(z) + r(z), wobei eine positive Konstante § existiere mit |r(z)| < J Vo € RY.
Zeigen Sie, dass fiir die durch

70) — SL’(O), _ ¢< (k— 1)) (j(k—1)>
definierte gestorte Folge gilt:

) 0
\:Z-(’“)—x*| < ﬁjLLk (|x(0)_x*|_ﬁ) fiir alle £ > 0,

wobei z* der eindeutige Fixpunkt von ¢ ist.



3. (Matrixnormen)
Die (¢,,¢,)-Matrixnorm einer Matrix A € R¥? ist fiir p € [1, 00| gegeben durch

4l = sup 120l

w20 (0]l
Zeigen Sie die folgenden Aussagen :
a) Al = maxjzr,a iy layl,
b) Al = maxizi,..a >y layl;

) [[Allz < VIAlllAlls,
d) [All: < [|Alr < Vd| Al .

4. (Monte Carlo Schitzer)

Ein System besteht aus 20 unabhéngigen Komponenten. Die i-te Komponente funktioniert
mit Wahrscheinlichkeit % + 510. Sei X die Anzahl der funktionsfihigen Komponenten.

a) Entwickeln Sie ein Monte-Carlo Verfahren, um die Wahrscheinlichkeit
p:= P[X <5
effektiv abzuschétzen.

b) Leiten Sie eine obere Schranke fiir die Varianz des von Thnen verwendeten Monte-
Carlo-Schétzers her. Wieviele Stichproben bendtigen Sie, um mit 95 % Wahrschein-
lichkeit einen relativen Fehler < 10% garantieren zu konnen?



