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1. (Zeitumkehr einer Markovkette)

Sei Xy, ..., X, eine Markovkette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten p(z,y), die in einer
Gleichgewichtsverteilung p gestartet wird. Weiter sei Yy := X,,, ..., Y, = X,.
Zeigen Sie, dass Yy, ..., Y, eine Markovkette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten
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und invarianter Verteilung p ist. Wann gilt p(x, y) = p(x, y)?

2. (Coupon Sammler)

Aus einer Urne mit n Kugeln werden mit Zuriicklegen Kugeln gezogen, und zwar so lange,
bis jede Kugel einmal gegriffen wurde. Sei T' die Anzahl der nétigen Ziige. Zeigen Sie:
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ET) =n|{l+4=+=-+...4—— | = O(nlogn).
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Hinweis: Betrachten Sie dazu die Zufallsvariablen 1 =T, < Ty < --- < T, = T, die
L, Erfolgsmomente”, zu denen eine vorher noch nicht gegriffene, neue Kugel gezogen wird.
Was ist die Verteilung und der Erwartungswert von T;. 1 —T;? Wie bestimmt sich folglich
der Erwartungswert von T ?

P. (Simulation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen; Aufgabe zihlt doppelt)
a) Direktes Verfahren:

Definieren Sie eine Mathematica-Funktion sampleBin[n,p], die eine Stichprobe von
der Binomialverteilung mit Parametern n und p ausgehend von einer Zufallszahl aus
(0,1) mithilfe des direkten Verfahrens simuliert.

Ermitteln Sie mithilfe der Mathematica-Funktion Timing[ ] den Zeitaufwand fiir
die Simulation von 1000 Stichproben mithilfe Ihres Verfahrens fiir p = 1/2 und
verschiedene Werte von n (z.B. n = 10,100,1000, . ..). Uberlegen Sie sich, wie Sie
das direkte Verfahren geschickt anwenden konnen, um auch fiir grofle n bessere
Ergebnisse zu erzielen.



b)

Seien a,b € Z, a < b, und p € (0,1). Uberlegen Sie sich: Ist U eine auf (0, 1)
gleichverteilte Zufallsvariable, dann ist

X =a+|(b—a+1)-U]
auf {a,a+ 1,...,b} gleichverteilt und

X = [loglfp Ul = [- 10%1/(1713) Ul

geometrisch verteilt mit Parameter p. Hierbei bezeichnet [x] den oberen ganzzahli-
gen Anteil von z. Definieren Sie eine Mathematica-Funktion sampleqla,b, ], die
auf effiziente Weise eine Stichprobe von der Wahrscheinlichkeitsverteilung @), 5 » auf
Z mit Gewichten

1/Z, fira<k<b

q(k) = qe M0 /7, fir k>0
e_’\(“_k)/Z, fiir k < a.

erzeugt. Hierbei ist A > 0 und

Z =b—a+1+
er —1
die Normierungskonstante, die ¢ zur Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung normiert.

Acceptance—Rejection—Verfahren:

Die Hauptschwierigkeit bei der Konstruktion eines effizienten AR-Verfahrens zur
Simulation der Binomialverteilung ist das Auffinden einer leicht zu simulierenden
Referenzverteilung, durch die sich die Binomialverteilung ohne zu grofie Verluste
abschétzen 148t. Dazu verwenden wir die oberen Schranken
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Pnp(k) < und  p,(k) < o 2k=np)*/n. k=0,...,n,

2mnp(1 — p)
fiir die Gewichte der Binomialverteilung. Die erste Abschétzung folgt aus der Stir-
lingschen Formel. Uberlegen Sie sich, dafl die zweite Abschitzung aus der Bernstein-
Ungleichung folgt.

Definieren Sie eine Mathematica-Funktion arsampleBin[n,p], die eine Stichprobe
von der Binomialverteilung mit Parametern n und p mithilfe eines Acceptance-
Rejection-Verfahrens mit Referenzverteilung Q5 \ erzeugt.

Waéahlen Sie hierbei
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a = {np—§\/nlognJ und b = [np—i—é\/nlogn—‘.

Bestimmen Sie einen geeigneten Wert von A, sodass sich eine Abschéitzung der Mas-
senfunktionen mit einer Konstanten ergibt, die nur langsam in n wéchst.

Untersuchen Sie den Zeitaufwand in Abhéngigkeit von n experimentell und theore-
tisch, und vergleichen Sie mit Aufgabenteil a).



