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1. (Pflanzenzucht)

Ein Pflanzen-Gen besitze die beiden Allele A und a. Ein klassisches Verfahren zur Ziichtung
von Pflanzen vom Genotyp AA bzw. aa ist die Selbstbefruchtung. Begriinde, dass die
Ubergangswahrscheinlichkeiten

p(r,y) = P[Genotyp y in Generation n + 1| Genotyp x in Generation n]

durch p(Aa, AA) = p(Aa,aa) = 1/4, p(Aa, Aa) = 1/2 und p(aa,aa) = p(AA, AA) =1
gegeben sind. Berechne fiir beliebiges n die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit

p"(Aa, Aa) = P[Aa in Generation n | Aa am Anfang].

2. (Polyas Urnenmodell)

Eine Urne enthélt zur Zeit n = 0 je eine rote und eine schwarze Kugel. Vor jedem Zeitpunkt
n=1,2,3,... wird eine zuféllig ausgewahlte Kugel entnommen und zusammen mit einer
neuen Kugel derselben Farbe in die Urne zuriickgelegt. Sei R, (w) die Anzahl der roten
Kugeln zur Zeit n. Berechne die Wahrscheinlichkeiten

Pnr ‘= P[anr]v 1§T§n+17
a) fir die Falle n = 1,2 und 3,

b) fiir den allgemeinen Fall.

3. (Tom Bayes in Bandrika)

Tom Bayes befindet sich auf seiner Bandrika-Reise genau in der Situation, wie Sie in
Aufgabe 4 vom 3. Ubungsblatt. Im Gegensatz zu Ihnen geht er jedoch davon aus, dass die
Antwort Osten mit Wahrscheinlichkeit € korrekt ist. Zeigen Sie:

a) Egal welche Antwort Tom auf seine erste Frage bekommt, glaubt er weiterhin, dass
die Antwort Osten mit Wahrscheinlichkeit ¢ richtig ist.

b) Sind die ersten beiden Antworten identisch (OO oder WW), so glaubt Tom immer
noch, dass die Antwort Osten mit Wahrscheinlichkeit € richtig ist.



¢) Nach drei gleichen Antworten beurteilt Tom die Situation folgendermaflen:

9¢ 1lle

P[ Osten ist korrekt| 000 | = TR P[ Osten ist korrekt | WWW | = 912

4. (Ballot Theorem)
a) Betrachte einen Random Walk auf Z, der in a = 0 startet. Fiir A € Z sei

Ty(w) = min{n € N | S,(w) = A}

Insbesondere ist Ty die erste Riickkehrzeit zum Startpunkt. Zeigen Sie fiir A > 0:

PlTo >nund S, =\ = P[T\=n| = iP[Sn:)\}.

n
(Die Aussagen von Aufgabe 3 vom 3. Ubungsblatt diirfen vorausgesetzt werden.)

b) Bei einer Wahl erhiilt Kandidat A o Stimmen und Kandidat B # Stimmen, § < a.
Angenommen, die Stimmen werden in ,,v6llig zufélliger” Reihenfolge ausgezéihlt.
Zeigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit, dass A wiahrend der Stimmenauszidhlung stets

in Fiihrung liegt, betragt z—jrg

5. (Zufallspermutationen)
a) Eine aufsteigende Teilfolge einer Permutation w € S, ist durch eine Sequenz

w(i) < wlia) < ... < w(iy)

mit 1 <4y < ... <1, <ngegeben. Sei N(w) die Anzahl der aufsteigenden Teilfolgen
der Permutation w. Zeigen Sie, dass fiir eine (gleichverteilte) Zufallspermutation aus

Sy gilt:

E[N] = Zn:%('g)

k=1

b) Geben Sie einen Algorithmus an, der eine Zufallspermutation aus S, erzeugt.



