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Teil |

Diskrete Stochastik



~Stochastik” ist ein Oberbegriff fur die Bereiche ,Wahrgohlichkeitstheorie” und ,Statistik”.
Inhalt dieses Teils der Vorlesung ist eine erste Einfuhriargrundlegende Strukturen und Aus-
sagen der Stochastik, wobei wir uns zunéchst auf Zufalksviem mitdiskretemd.h. endlichem
oder abzéhlbar unendlichem Wertebereich beschrankeior Bervdie Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitstheorie einfuhren, wollen wir kurz dartibachdenken, wie Methoden der Sto-
chastik bei der mathematischen Modellierung von Anwendpraplemen eingesetzt werden.
Dabei wird sich zeigen, dass stochastische Modelle hauély dann sinnvoll eingesetzt werden
konnen, wenn das zu beschreibende Phdnomen gar nichigigtll

Zufall und mathematische Modelle

Beschaftigt man sich mit Grundlagen der Stochastik, daimnkbeinem vermutlich die Frage
~Was ist Zufall ?” in den Sinn. Diese Frage konnen und wollenhier nattrlich nicht beantwor-
ten. Wir kbnnen aus ihr aber eine andere, viel konkretergd-ableiten: ,Welche Objekte, Pha-
nomene oder Vorgange kénnen wir sinnvoll unter VerwenduwgMethoden der Wahrschein-
lichkeitstheorie untersuchen ?”. Hier fallen uns auf Abh&ne ganze Reihe entsprechender
»Zufallsvorgénge” ein, die aber gar nicht immer wirklichfaliig sind:

ZUFALLSZAHLENGENERATOR. Ein Zufallszahlengenerator ist ein Algorithmus, der dhodge
ug, U1, Us, ... von Pseudozufallszahlem Intervall [0, 1] erzeugt. Beispielsweise generiert der
von Marsaglia 1972 eingefuihrte lineare Kongruenzgenegitgirzahlen zwischen 0 und 1 mit
32 Nachkommastellen auf folgende Weise: Wir setzen= 232 und wahlen einen Startwert
(“seed”)zy € {0,...,m — 1}. Dann wird eine Folge, 21, x5, . . . von ganzen Zahlen zwischen
0 undm — 1 induktiv durch die folgende Rekursion definiert:

Tpy1 = (69069 x,, + 1) mod m,

und man setzt schlieBlich, := z, - 2732. Offensichtlich ist sowohl die Folgér,,),cy von
Zahlen zwischerd und 2%2, als auch die Folgéu,,),cy Von Pseudozufallszahlen zwischen
und 1 rein deterministisch. Trotzdem verhalt si¢h, ),cy in vielerlei Hinsicht wie eine echte
Zufallsfolge: Durch eine ganze Reihe statistischer Testsknman die Folgéu,,) nicht von einer
echten Zufallsfolge unterscheiden, und in den meisten @imnen erhalt man bei Verwendung
von (u, ) Ergebnisse, die denen fir eine echte Zufallsfolge nahetapecthen.

WURFELSEQUENZ Eine Folge von Augenzahlen beim Wiirfeln ist ein Standasgie einer
Zufallsfolge. Tatsachlich ist diese Folge aber auch nidhitheh zuféllig, denn die Endposition
des Wirfels kénnte man im Prinzip aus den Gesetzen der &td&s1 Mechanik berechnen, wenn
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man die Bewegung der Hand des Spielers genau beschreibaetek@®a diese Bewegung zu
kompliziert ist, verwendet man ein elementares stochastsModell, das in der Regel die Folge
der Augenzahlen sehr gut beschreibt.

BEWEGUNG VON GASMOLEKULEN. Lasst man quantenmechanische Effekte aul3er acht, dann
bewegen sich auch die Molekile in einem Gas bei einer gewissmperatur nach einem de-
terministischen Bewegungsgesetz. Da schon ein Mol meht(dtsMolekiile enthalt, ist eine
deterministische Modellierung auf der mikroskopischeeifighfir viele Zwecke zu aufwandig.

In der statistischen Physik beschreibt man daher die Zdstdar Molekile durch Zufallsvaria-
blen, und leitet daraus die Gesetze der Thermodynamik her.

In den bisher genannten Beispielen setzt man ein stocblassisviodell an, da eine determinis-
tische Beschreibung zu aufwéndig ist. In den meisten welkén Situationen fehlen uns auch
einfach Informationen tber das zu beschreibende Objekt:

UNBEKANNTES OBJEKT. Wenn wir eine bestimmte Grol3e, eine Beobachtungsseqaeren
Text oder ein Bild, einen Stammbaum etc. nicht genau kersmrgern nur indirekte Informa-
tionen vorliegen haben (z.B. aus einem verrauschten Sageal einer DNA-Analyse), dann ist
eine stochastische Modellierung des gesuchten Objekigtsngemessen. Das gewéhlte Modell
oder zumindest die Modellparameter h&ngen dabei von derariiegenden Information ab !

AKTIENKURS. Beider Modellierung eines Aktienkurses kommen mehrerddfer genannten
Aspekte zusammen: Es gibt sehr viele Einflussfaktoren, dgrnundeliegenden Mechanismus
kennen wir nicht (oder nur einen sehr begrenzten Teil dawamj das gewéhlte stochastische
Modell héngt stark von unserem Vorwissen ab.

o

B(u.))
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BEOBACHTUNGSVORGANG IN DERQUANTENPHYSIK. In der Quantenmechanik sind die Zu-
stande nicht mehr deterministisch, sondern werden dumé Blahrscheinlichkeitsdichte be-
schrieben. Der beobachtete Wert eines Zustands ist ddftemégallig. Unter www.randomnumbers.info
kann man eine Liste mit Zufallszahlen herunterladen, digiifé von quantenphysikalischen Ef-
fekten erzeugt worden sind.

Wie wir sehen, werden stochastische Modelle nicht nur beht@m Zufall” eingesetzt, son-

dern immer dann, wenwiele Einflussfaktorebeteiligt sind odeunzureichende Informationen

Uber das zugrunde liegende System vorhanden sind. Fir dielMoung ist es nicht unbedingt

notig zu wissen, ob tatséachlich Zufall im Spiel ist. Ob eintihheeatisches Modell ein Anwen-

dungsproblem angemessen beschreibt, kann nur empirissthesden werden. Dabei geht man
folgendermal3en vor:

e Aus dem Anwendungsproblem gewinnt man durch Abstraktiosh lglealisierungen ein
stochastisches Modell, das in der Sprache der Wahrsattaeitstheorie formuliert ist.

¢ Istdas Modell festgelegt, dann kbnnen mit den mathemadisbhethoden der Wahrschein-
lichkeitstheorie Folgerungen aus den Grundannahmen leésgjeverden.

e Diese Folgerungen liefern dann Vorhersagen fur das Anwagsjuroblem.

e Schlie3lich Gberpruft man, ob die Vorhersagen mit den ¢higéhen Beobachtungen uber-
einstimmen. Falls nicht, versucht man ggf. das Modell zuiggaren.

In dieser Vorlesung beschranken wir uns meist auf den zweighritt, in einigen einfachen
Situationen werden wir aber auch kurz auf den ersten Sakirigehen. Wichtig ist, dass die
Folgerungen im zweiten Schritreng logisctaus den Grundannahmen hergeleitet werden. Das
Anwendungsproblem liefert zwar haufig sehr nutzliahteition fir mégliche Aussagen oder so-
gar Beweisverfahren. Der Beweis selbst erfolgt aber inagmematisch unter ausschliel3licher
Verwendung der formal klar spezifizierten Modellannahnigie! Anwendungsebene und heuris-
tische Argumentationen sollten wir nicht verdrangen, aseist wichtig, dass wir klar zwischen
Intuition bzw. Heuristik und formalen Beweisen trennen.

Die Idealisierung im mathematischen Modell erméglicht Beschreibung einer Vielzahl ganz
unterschiedlicher Anwendungssituationen mit &hnlicheth@matischen Methoden und Model-
len. Beispielsweise hat sich die Theorie der stochastis€hiezesse in den letzten 100 Jahren
ausgehend von Problemen der Physik und der Finanzmatteguwatie innermathematischen
Fragestellungen rasant entwickelt. Heute spielen sttiskbhe Prozesse eine zentrale Rolle in
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diesen Bereichen, aber auch in vielen anderen GebietenBaispiel in der mathematischen
Biologie oder in der Informatik. Das oben beschriebene Behder stochastischen Modellie-
rung wird manchmal sogar bei rein mathematischen Problemeder Verteilung von Primzah-
len verwendet.

Wir wollen uns abschlielRend Aspekte des beschriebenen IModagsprozesses noch einmal
in einem Beispiel ansehen. In diesem Fall ist das matheohatislodell vorgegeben, und es soll
untersucht werden, welcher von mehreren Datensatzen asni@sdem Modell passt.

Beispiel (0-1 Zufallsfolgen) Wir betrachten fiinf Datensétze, die jeweils aus 120 Nulleero

Einsen bestehen:
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Eine dieser 0-1 Folgen wurde mit einem modernen Zufall&rajdnerator erzeugt und ist prak-
tisch nicht von echten Zufallszahlen zu unterscheiden. ddideren Folgen wurden von ver-
schiedenen Personen von Hand erzeugt, die gebeten wurderméglichst zufallige 0-1 Fol-
gewxy,xa,...,T19 ZU erstellen. Das Ubliche mathematische Modell fur einehsoFZufallsfolge
sieht folgendermalien aus:

Die Wertezx,, x5, . .. sind Realisierungen einer Folgg, Xs, ... (0.0.1)
von unabhangigen, agf), 1} gleichverteilten Zufallsvariablen.
Obwohl Vokabeln wie ,Zufallsvariable” oder ,unabhangiggrdAnschauung entlehnt sind, haben

diese Begriffe eine eindeutig spezifizierte mathemati®daeutung, siehe unten. Daher kdnnen
wir nun mathematische Folgerungen dus (0.0.1) herleiten.
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Wenn wir uns die Zahlenfolgen genauer ansehen, stellenesir flass diese sich zum Teil sehr
deutlich in den Langen der auftretenden Blécke von aufelagnlgenden Nullen bzw. Einsen
unterscheiden. Einen solchen Block nennt man efRem” . Jede 0-1 Folge lasst sich eindeu-
tig in Runs maximaler Lange zerlegen. S&j die Lange desi-ten Runs in der Zufallsfolge
X1, X, .... Mit Wahrscheinlichkeitl /2 folgt auf eine Null eine Eins bzw. umgekehrt, das heif3t
der Run endet im nachsten Schritt. Daraus folgt, dal3 die & &ygeines Runs mit Wahrschein-
lichkeit 1/2 gleich 1, mit Wahrscheinlichkeit /4 = (1/2)? gleich2, und allgemein mit Wahr-
scheinlichkei~™ gleichn ist. Zudem kann man beweisen, dass die ZufallsvariaBleik,, . . .
wieder unabhéangig sind. Die durchschnittliche Lange elwss ist2. Daher erwarten wir bei
120 Zeichen ca. 60 Runs, darunter ca. 30 Runs der L&nge 30 Runs der Lange 2, ca. 15
Runs der Lange> 3, ca. 7,5 Runs der Lange 4, ca. 3,75 Runs der Lange 5, ca. 1,875 Runs
der Lange> 6, und ca. 0,9375 Runs der Lange7.

Tatsachlich finden sich in den Datensatzen tb und fa nur jsweiei Runs mit LaAnge und kein
einziger Run mit LAnge> 5. Daher wirden wir nicht erwarten, dass diese Folgen vomeine
guten Zufallszahlengenerator erzeugt worden sind, obywohtipiell ein solcher Ausgang na-
ttrlich moglich ist. In der Tat kann man beweisen, dass im 8ig.0.1) die Wahrscheinlichkeit
daflr, dass es keinen Run der Langé gibt, sehr klein ist. Umgekehrt finden sich im Datensatz
pa Runs mit Langem3 und15. Erneut ist die Wahrscheinlichkeit daftr aul3erst geringnmvwir
das Modell[(0.0.1) annehmen.

Zusammenfassend i$t (0.D.1) kein geeignetes mathemeadisébdell zur Beschreibung der Da-

tensatze tb,fa und pa. Fir die Datensétze pb und insbesotadiegen die Anzahlen der Runs

verschiedener Lange naher bei den im Mittel erwarteten &legodasd (0.0.1) ein geeignetes
Modell zur Beschreibung dieser Folgen sein kdnnte. Moglialeise zeigen aber auch noch wei-
tergehende Tests, dass das Modell doch nicht geeignetatséidhlich stammt nur die Folge ta

von einem Zufallszahlengenerator, und die anderen Folgedem von Hand erzeugt.

AbschlielRend sei noch bemerkt, dass die UnbrauchbarkeMdeells [0.0.11) fiir die Folgen tb,

fa und pa eine stochastische Modellierung natirlich niaksehliel3t. Zum Beispiel kdnnte man
versuchen die Datensétze tb und fa durch eine Folge vonlZwdalkblen mit negativen Korrela-

tionen, und den Datensatz pa durch eine Folge von Zufalisan mit positiven Korrelationen

zu beschreiben.
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Kapitel 1
Diskrete Zufallsvariablen

Grundlegende Objekte im axiomatischen Aufbau der Wahistbtlekeitstheorie nach Kolmo-
gorov sind die Mengé der in einem Modell in Betracht gezogengdlle w, die Kollektion.A
der betrachteteBreignisse A, sowie dieWahrscheinlichkeitsverteilung P, die jedem Ereignis

A eine WahrscheinlichkeiP[A] zwischen0 und 1 zuordnet. Dabei sind Ereignisse Teilmengen
von (2, und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine Abbilgwon.4 nach|0, 1]. Zudem sind
Zufallsvariablen X von zentralem Interesse, die jedem kakinen WertX (w) zuweisen. Zur
lllustration betrachten wir drei elementare Beispieledvewir die genannten Objekte formal
definieren.

Beispiel(Wurfeln und Minzwdurfe)

a) EENMAL WURFELN:
Die Menge der moglicheRéalleist Q2 = {1,2,3,4,5,6}. Die Elementev € ) bezeichnet
man auch al€lementarereignissand identifiziert sie mit den einelementigen Mengen
{w}. AllgemeineEreignissewverden durch Teilmengen vahbeschrieben, zum Beispiel:

»Augenzahl ist 3« {3}

»Augenzahl ist gerade« {2,4,6}
»Augenzahl ishicht gerade« {1,3,5} = {2,4,6}¢
»Augenzahl ist groRer als 3« {4,5,6}

»Augenzahl ist geradend groRer als 3« {4,6} = {2,4,6} N {4,5,6}
»Augenzahl geradeder grof3er als 3« {2,4,5,6} = {2,4,6} U {4,5,6}

12



13

Hierbei schreiben wird® fir das Komplemenf2 \ A der MengeA in der vorgegebenen
Grundmengé&?. Fur die Wahrscheinlichkeiten sollte im Falle eines »fak®Virfels gelten:

1

P[»3dq = i
Anzahl gunstige Félle 1{2,4,6} 3 1

P[»Augenzahl gerad : = = _ =
»Aug g Ge Anzahl mogliche Falle [{1,2,3,4,5,6}] 6 2’

4 2
P[»Augenzahl gerade oder groRer al$ 3«6 =3

Beispiele furZufallsvariablersind

X(w) = w, »Augenzahl des Wurfs«  oder

1 fallsw € {1,2,3,4,5}, , o ) .
Gw) = »Gewinn bei einem fairen Spiel.

-5 fallsw =6,

In einem anderen (detaillierteren) Modell hatte man die ded auch anders wahlen
kénnen, z.B. konnté&) alle moglichen stabilen Anordnungen des Wirfels auf derohrTis
beinhalten. Wir werden spéter sehen, dass die konkrete &éaVenge) oft gar nicht
wesentlich ist - wichtig sind vielmehr die Wahrscheinlieften, mit denen die relevanten
Zufallsvariablen Werte in bestimmten Bereichen annehmen.

b) ENDLICH VIELE FAIRE MUNZWURFE:
Es ist naheliegend, als Menge der moéglichen Féalle

Q= {w=(x1,...,2,) | 2; € {0,1}} = {0,1}"

zu betrachten, wobei die Anzahl der Minzwirfe ist, un@fir »Kopf« sowiel fur »Zahl«
steht. Alle Ausgéange sind genau dann gleich wahrscheinkennP[{w}] = 27" fir alle
w € Q gilt. Dies wird im folgenden angenommen. Zufallsvariablem Interesse sind
beispielsweise das Ergebnis dagen Wurfs

Xi(w) = z,

oder die Haufigkeit

von Zahl bein MUnzwurfen. Das Ereignisister Wurf ist Kopf« wird durch die Menge

A = {weQ| Xi(w) =0} = X;(0)

Universitat Bonn Sommersemester 2013



14 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN
beschrieben. Diese Menge bezeichnen wir in intuitiver Katation auch mif.X; = 0}.
Es gilt

1
P[X;=0] := P{X;=0}] = P[A;] = 3
Das Ereignis »genakrmal Zahl« wird entsprechend durch die Menge
A ={weQ|Sw) =k} = {Su=k}
beschrieben und hat die Wahrscheinlichkeit
n
P[S, =k = 27"
s, =41 = ()
¢) UNENDLICH VIELE MUNZWURFE:

Hier kann man als Menge der mdglichen Félle den Raum
Q = {w=(z,2,...) |2, € {0,1}} = {0, 1}"

aller binaren Folgen ansetzen. Diese Menge ist Uberakeélda die durch die Dualdar-
stellung reeller Zahlen definierte Abbildung

(.Tl,ﬂfg, .. ) — ZJZ‘Z . 271’
=1
von (2 nach|0, 1] surjektiv ist. Dies hat zur Folge, dass es nicht moglichjésterTeilmenge

von €2 in konsistenter Weise eine Wahrscheinlichkeit zuzuordbea formale Definition
von Ereignissen und Wahrscheinlichkeiten ist daher inestieBall aufwéandiger, und wird

erst in der Vorlesung »Einfiihrung in die Wahrscheinlickdtbieorie« systematisch behan-

delt.

1.1 Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

Wir werden nun die Kolmogorovsche Definition eines Wahrsdiehkeitsraums motivieren und

formulieren, erste einfache Folgerungen daraus ableitet,elementare Beispiele betrachten.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einer nichtite&tenge(?, die bis auf weiteres fest

gewabhlt sei, einer Kollektiod von Teilmengen vori2 (den Ereignissen) und einer Abbildung

P : Q) — [0, 1], die bestimmte Axiome erfullen.

Algorithmische Mathematik Il

Prof. Andreas Eberle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 15

Ereignisse als Mengen

SeienA, B, und A;, © € I, Ereignisse, d.h. Teilmengen vdéh Hierbei ist/ eine beliebige
Indexmenge. Anschaulich stellen wir uns vor, dass ein Elemes ) zufallig ausgewéhlt wird,
und das Ereignis! eintritt, fallsw in A enthalten ist. ,Zufallig” bedeutet dabei nicht unbedingt,
dass alle Falle gleich wahrschinlich sind ! Wir werden manahauch die folgenden Notationen
fur die MengeA verwenden:

A={we|we A} ={we A} = { »Atrittein« }.

Da Ereignisse durch Mengen beschrieben werden, kdnnen evigemtheoretische Operationen
benutzen, um mehrere Ereignisse zu kombinieren. Wir wallfeniiberlegen, was Ereignisse wie
AC, AU B, Nig;
maoglichen Fally und untersucht, wann dieser eintritt. Beispielsweise gilt

A; usw. anschaulich bedeuten. Um dies herauszufinden, bettahn einen

w€eAUB & w € A oderw € B,
also in anschaulicher Sprechweise:
»A U B tritt ein« & »A tritt ein oderB tritt ein«.
Entsprechend gilt

wel JA & es gibt eini € I mitw € A;,

also
»U A, tritt ein« & »mindestens eines der Ereignissdritt ein«.
el
Auf analoge Weise uberlegen wir uns die Bedeutungen deeralgn Mengenoperationen:

ANB »A und B treten eing,

Nicr Ai »jedes der; tritt ein,

A =Q\ A » A tritt nicht ein,

A=10 »unmogliches Ereignis« (tritt nie ein),
A=0Q »sicheres Ereignis« (tritt immer ein),

A ={w} »Elementarereignis« (tritt nur im Fall ein).

Die Kollektion A aller im Modell zugelassenen bzw. in Betracht gezogeneigiisse besteht
aus Teilmengen vof?, d.h A ist eine Teilmenge ddPotenzmenge

PQ) = {A]ACQ)

Universitat Bonn Sommersemester 2013



16 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Die Kollektion A sollte unter den oben betrachteten Mengenoperationeri(gungen, Durch-
schnitte, Komplementbildung) abgeschlossen sein. Geratgern wir die Abgeschlossenheit
nur unter abzéhlbaren Vereinigungen und Durchschnittand dindernfalls immer gleich der
Potenzmenge sein muisste sobald alle einelementigen Mengjgaiten sind. Eine effiziente For-
mulierung der Abgeschlossenheit unter abzéhlbaren Meampgeationen fuhrt auf die folgende
Definition:

Definition. Eine Kollektion4 C P(£2) von Teilmengen voft heil3to-Algebra, falls gilt:
(i) Qe A,
(i) Furalle A € Agilt: A e A,
(i) Fur Ay, As, ... € Agilt: U2, 4 € A

Bemerkung. Aus der Definition folgt bereits, dass eineAlgebra.A unter allen oben betrachte-
ten endlichen und abzahlbar unendlichen Mengenoperatiabgeschlossen ist, denn:

(@) NacH (i) und(ii) isth) = Q¢ € A.

(b) SindA;, A,, ... € A, dann folgt nach () unf (ii)): N2, A = (U2, AY)C € A.
(c) SindA, B € A, dann folgt nach (i) unf(@): AUB=AUBUQUQU...<c A.
(d) Entsprechend folg N B € A aud (b) und (i).

Beispiele. a) POTENZMENGE
Die Potenzmengel = P((2) ist stets einer-Algebra. In diskreten Modellen, in denéh
abzahlbar ist, werden wir dieseAlgebra haufig verwenden. Bei nichtdiskreten Modellen
kann man dagegemcht jede Wahrscheinlichkeitsverteilurig auf einero-Algebra A C
P(92) zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung &o2) erweitern, siehe Beispiglc).

b) PARTIELLE INFORMATION.
Wir betrachten das Modell fitx Mlnzwrfe mit

Q= {w = (xla--wxn) | x; € {071}} = {Ovl}n
Seik < n. Dann ist die KollektionF;, aller MengenA C (2, die sich in der Form

A= {(xy,...,2,) €Q| (21,...,21) € B} = Bx{0,1}"*

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 17

mit B C {0, 1}* darstellen lassen, eine-Algebra. Die Ereignisse in der-Algebra F;
sind genau diejenigen, von denen wir schon wissen ob sies@ntoder nicht, wenn wir
nur den Ausgang der ersténMinzwirfe kennen. Die-Algebra F;, beschreibt also die
Information aus den erstelaMinzwirfen

c) BORELSCHE 0-ALGEBRA. Man kann zeigen, dass es auf der Potenzmenge des reellen
IntervallsQ2 = [0, 1] keine Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt, die jedem Teilintervall
(a,b) die Lange als Wahrscheinlichkeit zuordnet. Andererseit$ es eine kleinster-
Algebras, die alle Teilintervalle enthélt. Auf der-Algebral3 existiert einekontinuierliche
Gleichverteilungnit der gerade beschriebenen Eigenschatft, siehe Analls&é enthalt
zwar alle offenen und alle abgeschlossenen TeilmengeriOvah ist aber echt kleiner als
die Potenzmeng® (|0, 1]).

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei (2 eine nichtleere Menge und C P(f2) einec-Algebra. Wir wollen nun die Abbildung”
einfihren, die jedem Ereignis$ € A eine WahrscheinlichkeiP[A] zuordnet. Welche Bedin-
gungen (Axiome) sollten wir vor® fordern ? SindA, B € A Ereignisse, dann istt U B ein
Ereignis, welches genau dann eintritt, wefieintritt oder B eintritt. Angenommen, die beiden
EreignisseA und B treten nicht gleichzeitig eird.h. die Mengem und B sinddisjunkt. Dann
sollte die Wahrscheinlichkeit voAU B die Summe der Wahrscheinlichkeiten varund B sein:

ANB=10 = P[AUB] = P[A]+ P[B],

d.h. die AbbildungP ist additiv. Wir fordern etwas mehr, namlich dass eine entsprechende Ei
genschaft sogar flabzahlbarunendliche Vereinigungen von disjunkten Mengen gilt. Digsl

sich als wichtig erweisen, um zu einer leistungsfahigenofieezu gelangen, die zum Beispiel
Konvergenzaussagen fur Folgen von Zufallsvariablenriefe

Definition (Axiome von Kolmogorov) Eine AbbildungP : A — [0,00], A — P|A], heil3t
Wahrscheinlichkeitsverteilunguf (€2, .A), falls gilt:

() P ist»normiert« d.h.

(i) P ist»o-additive d.h. fir Ereignissed;, Ay, ... € Amit A, N A; = 0 fiiri # j gilt:

P[UAZ-} = ZP[AZ-].
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18 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Ein Wahrscheinlichkeitsraum(€2, A, P) besteht aus einer nichtleeren Merfgeeiners-Algebra
A C P(Q), und einer Wahrscheinlichkeitsverteilufgauf (2, A).

Bemerkung (MafRe) Gilt nur Eigenschaft (ii) undP[)] = 0, dann hei3tP ein MaR. Eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung ist ein normiertes Mafyj wird daher auch aquivalent algahr-
scheinlichkeitsmafezeichnet. Mal3e spielen auch in der Analysis eine grofle,Riold werden
in der Vorlesung Analysis 11l systematisch behandelt.

Man kann sich fragen, weshalb wir die Additivitat nicht fieliebige Vereinigungen fordern.
Wirden wir dies tun, dann gabe es nicht viele interessantedtaeinlichkeitsverteilungen auf
kontinuierlichen R&umen. Beispielsweise sollte unteiGleichverteilung auf dem Intervdl, 1]
jede Menge, die nur aus einem Punkt besteht, die Wahrsdtdéialt 0 haben, da sie in belie-
big kleinen Intervallen enthalten ist. Wirde Additivitét foeliebige Vereinigungen gelten, dann
musste auch das ganze Intenjalll] Wahrscheinlichkeif haben, da es die Vereinigung seiner
einelementigen Teilmengen ist. Die Forderunga&dditivitat liefert also einen angemessenen
Kompromiss, der gentigend viele interessante Modelle gulisd es gleichzeitig erméglicht,
sehr weitreichende Aussagen herzuleiten.

Der folgende Satz zeigt, dass Wahrscheinlichkeitsverigién einige elementare Eigenschaften
besitzen, die wir von der Anschauung her erwarten wirden:

Satz 1.1(Elementare Eigenschaften und erste Rechenregeln)
Ist (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gelten die folgendessagen:

(i) P[0] =0,
(i) Fiir A, Be AmitAn B =0 gilt

P[AUB] = P|A] + P|B] »endliche Additivitat«

(i) Fur A, B € AmitA C B gilt:
P[B] = P[A]+ P[B\A].

Insbesondere folgt

P[A] < PI|B], »Monotonieg
P[A] = 1 - P|A], »Gegenereignisg
PlA] < 1.
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1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 19

(iv) Far beliebige Ereignissél, B € A gilt

P[AUB] = P|A] + P|B] — P[ANB] < P[A] + P|B).

Beweis. (i) Wegen dew-Additivitat von P gilt

1 =P[Q = PQUOUDU...| = i@+£{@+P[®]+...,

und damitP[()] = 0.
(i) Far disjunkte Ereignissel, B € A folgt aus deir-Additivitat und mit/ (i}

P[AUB| = PIAUBUDUOU.. ]
= P[A|+ P[B]+ P[]+ P[] + ...
= P[A] + P[B].
(ii) Gilt A C B,dannistB = AU (B\A). Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt mit {ii)
P[B] = P[A]+ P[B\A] > P[A].
Insbesondere ist= P[] = P[A] + P[A], und somitP[A] < 1.
(iv) Fur beliebige Ereignissd, B € A gilt nach(iil) gilt:

P[AUB] = P[A]+ P[(AUB)\4]
= P[A]+ P[B\(AN B)]
= P[A]+ P|B] — P[AN B].

O

Aussagé (i) des Satzes lasst sich fur endlich viele Eresgnverallgemeinern. Beispielsweise
folgt durch mehrfache Anwendung vpn (iv) fur die Vereinigwon drei Ereignissen

P[AUBUC] = P[AUB]+ P[C] - P[(AU B)N (]
= P[AUB]+ P[C] - P[(ANnC)U(BNC)]
= P[A]+ P[B]+ P|[C] — P[ANB] - P[AnC]—-P[BNC]+ P[ANnBNC(].

Mit vollstandiger Induktion ergibt sich eine Formel fur di¢dahrscheinlichkeit der Vereinigung
einer beliebigen endlichen Anzahl von Ereignissen:
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20 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Korollar (Einschluss-/Ausschlussprinzigyir n € N und Ereignissed, ..., A, € Agilt:

PAUAU. UA)] =Y (-1 Y Pl A, NA,N...NA4, ]

»eines derA; tritt ein« k=1 lsir<...<ip=n »A; , Aiy, ... Und A;, treten ein«

Das Einschluss-/Ausschlussprinzip werden wir auf eingagleere Weise am Ende dieses Kapi-
tels beweisen (siehe Safz11.8).

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Ein ganz einfaches Beispiel fur eine diskrete Wahrschahkitsverteilung ist das Grundmodell
fur einen Munzwurf oder ein allgemeineres 0-1-ExperimeittErfolgswahrscheinlichkeip €
[0, 1]. HieristQ2 = {0,1}, A = P(Q) = {0, {0}, {1}, 2}, und P ist gegeben durch

P[{1}] = p, P[] = 0,
P{0}] = 1—p, P[] =1.

Die VerteilungP nennt man auch eingeinstufige) Bernoulliverteilung mit Parametep.

Auf analoge Weise erhalten wir Wahrscheinlichkeitsvéutegen auf endlichen oder abzahlbar
unendlichen Mengef. In diesem Fall kénnen wir die Potenzmergg?] als o-Algebra ver-
wenden, und Wahrscheinlichkeiten von beliebigen Ereggmnsaus den Wahrscheinlichkeiten der
Elementarereignisse berechnen.

Satz1.2. (i) Sei0 < p(w) <1, > .o r(w) = 1, eine Gewichtung der moglichen Falle. Dann
ist durch

Pl =Y pw),  (ACQ),

weA
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung g@f, P(£2)) definiert.

(i) Umgekehrt ist jede Wahrscheinlichkeitsverteilunguf (€2, P(£2)) von dieser Form mit

pw) = PHw}]  (we).

Definition. Die Funktionp: Q — [0, 1] heilitMassenfunktion(»probability mass function«) der
diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilufg

FUr den Beweis des Satzes brauchen wir einige Vorbereitungie bemerken zunéchst, dass fur
eine abzahlbare Mengédie Summe der Gewichtgw) Uberw € A definiert ist durch

D_pw) = D pw), (1.1.1)

wEA
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1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 21

wobeiw, wo, . . . eine beliebige Abzahlung voA ist. Da die Gewichte nichtnegativ sind, exis-
tiert die Summe auf der rechten Seite (wobei der Wexd zugelassen ist). Der erste Teil des
folgenden Lemmas zeigt, dass die Summe iber A durch [I.1.11) wohldefiniert ist:

Lemma 1.3. (i) Unabhangig von der gewéhlten Abzé&hlung gilt

D pw) = sup > pw) (1.1.2)

weA FCA weF
|F|<oo

Insbesondere hangt die Summenotonvon A ab, d.h. firA C B gilt

> pw) <D pw). (1.1.3)

w€eA weB

(i) Ist A =J;2, A; eine disjunkte Zerlegung, dann gilt:

dopw) = > > pw)

weA i=1 weA;

Beweis. (i) Seiws,ws, ... eine beliebige Abzahlung voA. Aus p(w;) > 0 fur alle: € N
folgt, dass die Folge der Partialsummi}_, p(w;) monoton wachsend ist. Somit gilt

Zp (wi) = SUPZP (ws).

nEN

Falls die Folge der Partialsummen von oben beschranktdistiert dieses Supremum in
[0, 00). Andernfalls divergiert die Folge der Partialsummen mestt gegent-oo. Zu zeigen
bleibt

suprwl = sup Zp

neN ~ FCA
|F%&m

Wir zeigen zunéchstsi«, und anschlieBend>x:

»<«: Furallen € N gilt:

da das Supremum auch Ubér= {w, . ..,w,} gebildet wird. Damit folgt x«.

»>«: IstF eine endliche Teilmenge vof, dann gibtes ein € N, sodasd” C {wy,...,w,}.
Daher gilt

Zp(w prz < suprcuZ

W F nGN
und es folgt »«.
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22 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

(i) Falls A endlich ist, dann gilt4; # () nur fur endlich viele; € N und alle A; sind endlich.
Die Behauptung folgt dann aus dem Kommutativ- und dem Assisgesetz. Wir nehmen
nun an, dass! abzahlbar unendlich ist. In diesem Fall kénnen wir die Agssaus der
Aussage fur endlichel unter Verwendung vop (i) herleiten. Wir zeigen ernegiound
»>« Separat:

»<«: IstF eine endliche Teilmenge vof, so istF' = | J;-,(F N A;). Da diese Vereinigung
wieder disjunkt ist, folgt mit-Additivitat und Gleichung[{1.113):

o) =3 Y pw) £ 33 pw)

weF i=1 weFNA; i=1 weA;
Also folgt nactj (i) auch:

> pw) = sup Zp <) D pw)

w€eA Fca i=1 weA;
\F|<oo

»>«. SeienkF; C A; endlich. Da dieF; wieder disjunkt sind, folgt mit-Additivitat und
Gleichung[(1.1.B) fur alle. € N:
NN pw) = Y pw) < 3 pw)
=1 weF; WGU?:I F; weA
Nach[(i) folgt dann auch
D) pw) <) pw)
i=1 weA; weA

und damit die Behauptung fir — oo.

L
Beweis von Safz 1.2. (i) Nach Voraussetzung gilP[A] > 0 fur alle A € Q und P[?] =
> weq P(w) = 1. Seien nurd; (i € N) disjunkt. Dann folgt aus LemniaJ[-3.ii):
PlUA] = 3 pw) =YY pw) = Y PlA]
i=1 welJ A; i=1 weA; i=1
also dies-Additivitat von P.
(i) Umgekehrt folgt aus der-Additivitat von P fur A C (2 sofort
PlA] = P[|J{w}] = D Pl{w}l.
weA wEA
N——
disjunkt
L
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Gleichverteilungen (Laplace-Modelle)

Ist 2 endlich, dann existiert aull = P((2) eine eindeutige WahrscheinlichkeitsverteiluRgnit
konstanter Massenfunktion

1
plw) = 9] fur allew € Q.

Als Wahrscheinlichkeit eines EreignissésC 2 ergibt sich

1 A Anzahl »ginstiger« Falle
PlA] = Z@ _ A gunstg . (1.1.4)

|2 Anzahl aller Falle
Die VerteilungP heil3tGleichverteilung auf 2 und wird auch mitUnif ({2) bezeichnet. Laplace

(1814) benutztd (1.1.4) als Definition von Wahrscheinlatén. Dabei ist zu beachten, dass die
Gleichverteilung nicht erhalten bleibt, wenn man zum Bielsmehrere Félle zu einem zusam-

menfasst. Der Laplacesche Ansatz setzt also voraus, daseim&aZerlegung in gleich wahr-
scheinliche Félle finden kann.

Beispiele. a) n FAIRE MUNZWURFE:
Die GleichverteilundJnif(©2) aufQ = {0, 1}" hat die Massenfunktion
1
= o
Die gleich wahrscheinlichen Félle sind hier diemdglichen Minzwurfsequenzen.

p(w)

b) ZUFALLIGE PERMUTATIONEN:
Sei(2 = §, die Menge aller Bijektionew: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Der1 kdnnen
n verschiedene Zahlen zugeordnet geordnet werdert, dex verbleibendem — 1, usw.
Somit gibtes insgesamt =n-(n—1)-(n—2)---- 1 dieser Permutationen. Bezliglich
der Gleichverteilung aus$,, gilt also

P[A] = 1A firalleA C S,.

Anschauliche Beispiele fur zufallige Permutationen sired&hordnung eines gemischten
Kartenspiels, oder das zuféllige Vertauschen woHuten oder Schlisseln. In letzterem
Beispiel gilt:

P|[»derk-te Schlissel passt auf Schlags= P[{w € S,, |w(i) = k}| = - =—.

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass einer der Scklissfort passt? Das Ereignis
»Schlissel passt« wird beschrieben durch die Menge

A, = {w|w(i) =i} = {»iistFixpunkt vonu« }.
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24 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis »ein Schlissekpa#isst sich dann nach dem
Einschluss-/Ausschlussprinzip (Satz]1.8) berechnen:

P[»es gibt mindestens einen Fixpunkt« P[A; U Ay U...UA,]

n

_ Z(_l)k-i-l Z P[A21 N Aiz Nn...N Azk]

k=1 1< <2< <1 <n
_ - k+1 (n —k)!
=2 (1) 2. o
k=1 1< <i2<... <1 <n
=S (MR s B
k n! k!
k=1 k=1
Hierbei haben wir benutzt, dass @3 = ﬁlk), k-elementige Teilmengefiy, ..., i}
von{l,...,n} gibt. Fir das Gegenereignis erhalten wir:

P[»kein Schlissel passt«= 1 — P[»mindestens ein FixpunKt«

- H;(m) :Z(k:!)'

k=0

Die letzte Summe konvergiert fiir — oo gegene~!. Der Grenzwert existiert also und ist
weder0 noch 1! Somit hangt die Wahrscheinlichkeit, dass keiner der Sddlipasst, fur
grof3en nur wenig vonn ab.

Empirische Verteilungen

Seixy, xs, . .. € 2 eine Liste von Beobachtungsdaten oder Merkmalsauspréguagm Beispiel
das Alter aller Einwohner von Bonn. Fiire N ist

Ni[A] = {ie{1,...,k}|z; € A}| die Haufigkeit der Werte i unterzy, . .., zy, und
Pp[A] := Ni[A]/k, die entsprechende relative Haufigkeit von Werterdin

Fur jedes festé ist P, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aui, P(£2)), deren Massenfunktion

Nel{w
oy = 2L
durch die relativen Haufigkeit der moglichen Merkmalsaédgpngen untet, .. ., x; gegeben
ist. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung, heil3tempirische Verteilung der Wertez., . .., ;.

In der beschreibenden Statistik analysiert man empiriseneeilungen mithilfe verschiedener
Kenngrolen.
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Beispiele. a) ABZAHLUNG ALLER MOGLICHEN FALLE:
Seixy,...,x; eine Abzahlung der Elemente §h Dann stimmt die empirische Verteilung
P, mit der Gleichverteilung au® tGberein.

b) EMPIRISCHE VERTEILUNG VONn ZUFALLSZAHLEN AUS {1,2,3,4,5,6}:

x=RandomChoice[{1,2,3,4,5,6},n];

ListPlot [BinCounts[x[[1 ;; n], {1, 7, 1}]/n,
Filling —> Axis, PlotRange —> {0, 0.3},
PlotStyle —> PointSize[Large]], {n, 1, 100, 1}

n = 100 0 1 2 3 [ 5 [ n = 10000 ) 1 2 3 4 5 6

Dasempirische Gesetz der grof3en Zahlebesagt, dass sich die empirischen Verteilungen
fur k — oo der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilim@ier der Gleichver-
teilung auf{1,2,...,6}) annahern:

PulA] = H{ie{l,....k} |z, € A} R

’ P[A] fir k — oo.

Diese Aussage wird auch als frequentistische ,Definitioa Wahrscheinlichkeit vonl

in den empirischen Wissenschaften verwendet. Wir werderkdnvergenz der empiri-
schen Verteilungen von unabh&ngigen, identisch venteditgallsvariablen unten aus den
Kolmogorovschen Axiomen herleiten.

C) EMPIRISCHE VERTEILUNG DER BUCHSTABEN »A« BIS »Z« IN DEM WORT »EISEN-
BAHNSCHRANKENWAERTERHAEUSCHEN UND IN EINEM ENGLISCHEN WORTERBUCH

freq = StringCount["eisenbahnschrankenwaerterhaeuschen", #] & /@
CharacterRange["a", "z"];

relfreq = freq/Total[freq];

ListPlot[relfreq, Filling —> Axis, PlotStyle —> PointSize[Large]]

freq = Length[DictionaryLookup[# ~~ ___]] & /@
CharacterRange["a", "z"];

relfreq = freq/Total[freq]; ListPlot[relfreq , Filling —> Axis,
PlotStyle —> PointSize[Large]]
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d) BENFORDSCHESGESETZ
Das Benfordsche Gesetz beschreibt eine GesetzmaRiglkst ierteilung der Anfangs-
ziffern von Zahlen in empirischen Datenséatzen. Es lasst stova in Datensatzen uber
Einwohnerzahlen von Stadten, Geldbetrage in der BuchigltNaturkonstanten etc. be-
obachten. Ist die erste Ziffer einer Dezimalzahl, so tritt sie nach demfBedschen Gesetz
in empirischen Datensatzen naherungsweise mit folgeredativen Haufigkeitep(d) auf:

1
p(d) = log,g (1 + g) = IOglo(d +1) — logy, d.

In der Grafik untenQuel | e: »Wolfram Demonstrations Project«) werden die relativen
Haufigkeiten der Anfangszifferh bis 9 in den Anzahlen der Telefonanschlisse in allen
Landern der Erde mit den nach dem Benfordschen Gesetz stigjeden relativen Hau-
figkeiten verglichen. Das Benfordsche Gesetz lasst sichilfisides empirischen Gesetzes
der grof3en Zahlen herleiten, wenn man annimmt, dass dien[Reelisierungen unab-
hangiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit &ufl) gleichverteilten logarithmierten
Mantissen sind.

0.30 |-

0.05]- I
0.00L T
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1.2 Diskrete Zufallsvariablen und inre Verteilung

Sei (2, A, P) ein gegebener Wahrscheinlichkeitsraum. Meistens ist nielrt Bo sehr an den
Elementenv € () selbst interessiert, sondern an den Wetkgw), die bestimmte vo (also
vom Zufall) abhdngende Grofl3en annehmen. Entsprechende Abbildunger+s X (w) nennt
man Zufallsvariablen, wenn die Ereignisse

{XeB} = {we:X(w)e B} = X (B)

fur hinreichend viele Teilmenge® des Wertebereichs voX in der zugrundeliegendem-
Algebra.A enthalten sind. Wir beschrénken uns zunachst auf Zufaitdslan mit abzéahlbarem
Wertebereich.

Zufallsvariablen, Verteilung und Massenfunktion
Definition. (i) Einediskrete Zufallsvariablast eine Abbildung
X: Q=5 S abzahlbar,
so dass fur alles € S qilt:
X 1a) = {weQ| X(w)=a} € A (1.2.1)
Fur die MengeX ~!(a) schreiben wir im folgenden kufzX = a}.

(i) Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariabl®& : () — S ist die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ux auf S mit Gewichten

px(a) = P{X =a}]  (a€S).
StattP[{X = a}| schreiben wir auch kur?[X = q.
Bemerkung. a) Man verifiziert leicht, dasgx tatséchlich die Massenfunktion einer Wahr-

scheinlichkeitsverteilung y auf S ist. In der Tat giltpx (a) > 0 fur allea € S. Da die
Ereignisse{ X = a} disjunkt sind, folgt zudem:

Y px(a) = Y PX=d = P[|J{X=a}] = PlO] = 1.

acs acsS acsS
Fur eine beliebige TeilmengB C S des Wertebereichs vaK ist {X € B} wieder ein
Ereignis in deww-AlgebraA, denn

{XeB} = {weQ:Xw)eB} = [ J{X=a} € A

X-1(B) By
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nach der Definition einer-Algebra. Wegen der-Additivitat von P gilt

PIX€B] = Y PIX=d = Y px(a) = ux|B]
a€eB acEB
Die Verteilungux gibt also an, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die Zufaltsable X
Werte in bestimmten Teilmengen des Wertebereicsnimmit.

b) Ist() selbst abz&hlbar und = P(£2), dann ist jede Abbildung : 2 — S eine Zufallsva-
riable.

c) Einereellwertige Zufallsvariable ist eine AbbildungX : €2 — R, so dass die Mengen
{X < ¢} = XY ((~o0,]) fur allec € R in dero-Algebra.A enthalten sind. Man ber-
zeugt sich leicht, dass diese Definition mit der Definitioreiotkonsistent ist, wenn der
Wertebereicht eine abzahlbare Teilmenge vénist.

Wir beginnen mit einem elementaren Beispiel:
Beispiel (Zweimal wirfeln) Sei P = Unif(Q2) die Gleichverteilung auf der Menge
Q= {w=(x1,22) : m; €{l,...,6}}.
Die Augenzahl desten Wurfs ¢ = 1, 2) wird durch X;(w) := z; beschrieben. Die Abbildung
X;:Q— 5:={1,2,3,4,5,6}

ist eine diskrete Zufallsvariable. Die Verteilupg, hat die Massenfunktion

6 1
px;(a) = P[X;=ad] = rr il fur allea € S,

d.h.ux, ist die Gleichverteilung au$.

Die Summe der Augenzahlen bei beiden Wurfen wird durch dialBvariable
Y(w) == Xi(w) + Xo(w)

beschrieben. Die Gewichte der Verteilung vorsind

& fallsa € {2,12},
py(a) = PY =a] = {2 fallsa€ {3,11},.
usw.

Die ZufallsvariableY” ist also nicht mehr gleichverteilt !
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Das folgende Beispiel verallgemeinert die Situation aus tzten Beispiel:

Beispiel. Sei P die Gleichverteilung auf einer endlichen Menge= {wy,...,w,} mit n Ele-
menten, und seX : 2 — S eine beliebige Abbildung in eine Menge Setzen wirz; := X (w;),
dann istX eine Zufallsvariable mit Massenfunktion
HweQ: X(w)=a} HI<i<n : z;=all

jo! n '

Die Verteilungu x von X unter der Gleichverteilung ist also die empirische Veutajj der Werte

P[X =a] =

T1y.e.y Ty

Binomialverteilungen

Wir wollen nun zeigen, wie man von der Gleichverteilung zdenen fundamentalen Verteilun-
gen der Wahrscheinlichkeitstheorie gelangt. Dazu beteachir zunachst eine endliche Menge
(Grundgesamtheit, Zustandsraum, Populati®nin Anwendungen kénnen die Elemente v®n
alles mdgliche beschreiben, zum Beispiel die Kugeln inreumme, die Einwohner von Bonn,
oder die Fledermause im Kottenforst. Wir wollen nun die #ig& Entnahme vom Einzelstich-
proben auss mit Zurticklegen modellieren. Dazu setzen wir

Q=5"={w=(v1,...,2,) : 1 € S}

Wir nehmen an, dass alle kombinierten Stichproben gleidirscueinlich sind, d.h. die zugrun-
deliegende WahrscheinlichkeitsverteiluRgsei die Gleichverteilung auf dem Produktragim
Erste relevante Zufallsvariablen sind die Stichprobetsv&r(w) = z;, ¢ = 1,...,n. Wie im
ersten Beispiel oben gilt

(Ki=a) St 1
PIX; = a] = - S
Xi=ad 5] S 9

d.h. die ZufallsvariablerX; sind gleichverteilt aufs. Sei nunE' C S eine Teilmenge des Zu-

furallea € S,

standsraums, die fir eine bestimmte Merkmalsauspragun§tadprobe steht (zum Beispiel
Ziehen einer roten Kugel oder Beobachtung einer bestimiledermausart). Die Ereignisse
{X; € E}, dass diese Merkmalsauspragung beiem Einzelstichprobe vorliegt, haben die
Wahrscheinlichkeit

PIX, € E] = ux,[E] = |E|/IS].

Wir betrachten nun die Haufigkeit vaii in der gesamten Stichprol&(,, . .., X,,). Diese wird
durch die Zufallsvariablev : @ — {0,1,2,...,n},

Nw) = {1<i<n : X;(w) € E}
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beschrieben. Ist = |E|/|S| die relative Haufigkeit des Merkmals in der Populatiors, dann
erhalten wir:

Lemma 1.4.Fir k € {0,1,...,n} gilt:

Beweis.Es gilt
wen N =8l = () 181 Is\Br,

Hierbei gibt(}) die Anzahl der Mdglichkeiten ark; Indizes aus(1, ..., n} auszuwéhlen (die-
E|¥ ist die Anzahl der Maglichkeiten fir
die nun festgelegteh Stichproben Werte aug' zu wahlen, undS\ E["** ist die Anzahl der
Mdoglichkeiten fur die verbleibendem — & Stichproben Werte auS \ F zu wéahlen. DaP die
Gleichverteilung aub™ ist, folgt

v < BRI () (2 (50 - (oo

O

jenigen, fur die die Merkmalsauspraguigvorliegt),

Definition. Sein € N undp € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung afif), 1, ..., n} mit
Massenfunktion

bnp(k) = (Z) pr(1—p)*

heiRtBinomialverteilung mit Parameterm und p (kurz: Bin(n, p)).

Bemerkung. Dassb,, , die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilistg kann man
mit der allgemeinen binomischen Formel nachrechnen. Bteder gar nicht notwendig, da sich
diese Eigenschaft bereits aus Lenima 1.4 ergibt !

Wir haben gesehen, wie sich die Binomialverteilung aus deicGverteilung auf einer endlichen

Produktmenge ableiten Iasst. Binomialverteilungen trateer noch allgemeiner auf, ndmlich als
Verteilung der Haufigkeit des Eintretens unabhangigergaisse mit gleichen Wahrscheinlich-
keiten. Ereignissé’y, . . ., £, heillenunabhangig, falls

P[E,NE,N...NE;,] = P|E;|-P|E,] - P|E;]

furallek < nundl <i; <iy < ... < i, < n gilt. Wir werden Unabhangigkeit systematisch in
Abschnit{2.8 diskutieren. Im Vorgriff darauf erwahnen wahon die folgende wichtige Aussage:
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SindEy, ..., E, unabhéngige Ereignisse mit Wahrscheinlichd&iE/;] = p, dann gilt
P[»genauk der E; treten eink = (Z) P (1 —p)"*,

d.h. die Anzahl der Ereignisse, die eintreten, ist binovagkilt.
Der Beweis folgt in Abschnift 2]3.

Poissonverteilungen und Poissonscher Grenzwertsatz

Aus der Binomialverteilung lasst sich eine weitere Wahesaichkeitsverteilung ableiten, die die
Haufigkeit von seltenen Ereignissen beschreibt. Bevor air entsprechenden mathematischen
Grenzwertsatz formulieren und beweisen, sehen wir, wie isicliversen Anwendungssituatio-
nen aus einigen wenigen Grundannahmen dasselbe mathameddsdell ergibt, wenn man die
Anzahl der Ereignisse, die in einem bestimmten Zeitintéeratreten, beschreiben mochte.

Beispiel (Seltene Ereignisse in stetiger ZeiVir betrachten eine Folge von Ereignissen, die
zu zufélligen Zeitpunkten eintreten. Dies kbnnen zum Belsgingehende Schadensfalle bei ei-
ner Versicherung, ankommende Anrufe in einer Telefonaémtoder radioaktive Zerfélle sein.
Wir sind hier auf der Anwendungsebene - mit ,Ereignisseninae wir also im Moment kei-
ne mathematischen Objekte. Uns interessiert die Anaaler Ereignisse, die in einem festen
Zeitintervall der Lange eintreten. Der Einfachheit halber und ohne wesentlichelBésnkung
der Allgemeinheit setzen wir= 1. Wir treffen nun einige Grundannahmen, die ndherungsweise
erfillt sein sollten. Diese Grundannahmen sind zunachstigviauf der Anwendungsebene, und
werden erst spater durch Annahmen an das mathematischél lgiddesiert. Wir formulieren die
Annahmen fir die radioaktiven Zerfalle - entsprechendeakimmen gelten aber ndherungsweise
auch in vielen anderen Situationen.

Annahme 1»Die Zerfélle passieren ,unabhangig” voneinander zu fhgiEn” Zeitpunkten.

Um die Verteilung der Anzahl der Zerfalle pro Zeiteinheiheéungsweise bestimmen zu kdnnen,
unterteilen wir das Zeitinterva(D, 1] in dien Teilintervalle((k — 1)/n, k/n], k =1,2,...,n:

l l l |
I I |
1 2

0 = =

Sl —4—
B
L

BN

Annahme 2»Wennn sehr groB ist, dann passiert in einer Zeitspanne der Langgst immer”
hdchstens ein Zerfall.

In einem stochastischen Modell reprasentigrelas Ereignis, dass im Zeitintervéﬂ;—l, %] min-
destens ein radioaktiver Zerfall stattfindet. Die Wahrsgdiehkeit von E; sei unabhéngig von
und naherungsweise proportional gualso:
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Annahme 3»Es gilt P[E;] ~ A/n mit einer Konstanten € (0, co) (der Intensitat bzw. Zerfalls-
rate).«

Wir gehen weiter davon aus, dass sich die erste Annahme daguézisieren lasst, dass wir
Unabhéngigkeit der Ereignisdg,, . .., E, fordern. Das ist nicht ganz offensichtlich, Iasst sich
aber in einem anspruchsvolleren mathematischen Model§ di@ Zeitpunkte aller Zerfalle be-
schreibt, rechtfertigen. Unter den Annahmen 1, 2 und 3esdlit das Ereignis, dass genau
radioaktive Zerfélle im ZeitintervalD, 1] stattfinden, dann nédherungsweise gelten, dass

PN = k] =~ P[»genauk der E; treten eink= b,  (k),

wobeib, 1 (k) das Gewicht voit: unter der Binomialverteilung mit Parameternind2 ist. Diese
Naheruna sollte zudewiflir grof3en immer genauer werden®aher sollten wir die Anzahl der
Zerfalle pro Zeiteinheit bei Intensitatdurch eine Zufallsvariable mit nichtnegativen ganzzahli-
gen Werten beschreiben, deren Verteilung die Massenfumkti

pa(k) = lim b a(k)

n—oo ‘n

hat. Der folgende Satz zeigt, dgssin der Tat die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung ist, ndmlich der Poissonverteilung mit Paramnkgt

Satz 1.5(Poissonapproximation der Binomialverteilun®ei) € (0, co). Dann gilt:

k
lim b, (k) = )\—e_’\, furallek =0,1,2,....
n—oo n k!

Beweis.Furk € {0,1,2,...} undn — oo gilt

i~ s () )

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung a{f, 1, 2, . . .} mit Massenfunktion

DU
p)\(k):ye ) k=0,1,2,...,

heil3tPoissonverteilung mit Parameter (Intensita).
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Aufgrund des Satzes verwendet man die Poissonverteilung&herungsweisen Modellierung
derHaufigkeit seltener Ereignisgeum Beispiel Rechtschreibfehler in einer Zeitung, Progra
fehler in einer Software, Lottogewinne, Unfélle oder N&aiastrophen, Zusammenbriiche von
Mobilfunknetzen, usw.), und damit zur »Approximation« \Bimomialverteilungen mit kleinen
Erfolgswahrscheinlichkeiten

Fur haufigere Ereignisse (zum Beispiel wenn die Erfolgssaieinlichkeip unabhangig vom
ist) verwendet man hingegen besser eine Normalverteilung@herungsweisen Modellierung
der (geeignet reskalierten) relativen Héufigl(fletﬂes Ereignisses flr grofae Definition und Ei-
genschaften von Normalverteilungen werden wir spater &elennen.

Die folgenden (mit »Mathematica« erstellten) Graphikegee die Poisson- und Normalappro-
ximation (Poissonverteilung griin, reskalierte Dichte dermalverteilung rot) der Binomialver-
teilung Bin(n,p) (blau) fir unterschiedliche Parameterwerte:

n =100, p = 0,02 n =100, p=0,35

Hypergeometrische Verteilungen

Abschliel3end zeigen wir, wie sich eine weitere Klasse vohrdéheinlichkeitsverteilungen, die
hypergeometrischen Verteilungen, aus Gleichverteiloraggeiten lasst. Diese Verteilungen tre-
ten bei der Entnahme von Stichproben ohne Zuriicklegen aas @esamtpopulation auf.

Beispiel (Stichproben ohne ZuricklegenyVir betrachten eine Populatiost mit insgesamtn
Objekten, z.B. die Kugeln in einer Urne, die Wahler in eineon8esland, oder die Baume in
einem Waldsttick. Unter den Objekten seienm, die eine gewisse Eigenschaft/ Merkmalsauspra-
gung besitzen (z.B. Wahler einer bestimmten Partei), mné r, die diese Eigenschaft nicht
besitzen. Wir wollen die Entnahme einer Zufallsstichprgbe n Objekten aus der Population
beschreiben, wobei < min(r,m — r) gelte. Dazu betrachten wir den Grundratinder aus
allen Teilmengen (Stichprobew)C S der Kardinalitat: besteht. Die Meng@ enthalt(f) Ele-
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mente. Gehen wir davon aus, dass alle Stichproben gleichsaladinlich sind, dann wahlen wir
als zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilungisemem Modell die Gleichverteilung

P = Unif(Q).

Sei nunN (w) die Anzahl der Objekte in der Stichprobe die die Merkmalsauspragung haben.
Fur die Wahrscheinlichkeit, dass genadern Objekte in der Stichprobe die Merkmalsauspra-
gung haben, ergibt sich

{we: Nw =k _ ()G
€2 (7)

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung a{, 1, 2, . .., n} mit Massenfunktion

i = (1) (0 20) /()

wird hypergeometrische Verteilung mit Parametern, » und n genannt.

PIN=#k =

Ist die zugrundeliegende Population im Verhaltnis zurtfirobe grol3, dann sollte sich kein
wesentlicher Unterschied bei Ziehen mit und ohne Zuriadegrgeben, da nur sehr selten das-
selbe Objekt zweimal gezogen wird. Dies lasst sich mathsotatum Beispiel folgendermal3en
prazisieren: Fur ein festesc N undm, r — oo mit p = r/m fest gilt

(k) — (Z) p* (1 —p)",

d.h. die hypergeometrische Verteilung mit Parametermm undn néhert sich der Binomial-
verteilung Bir(n, p) an. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. Die folgenden (métbmatica«
erstellten) Graphiken zeigen die Gewichte der Binomiaéikmg Bin(»,p) (blau) und der hyper-
geometrischen Verteilung Hyp(,pm,n) (gran) fir unterschiedliche Parameterwerte:

n =100, p = 0,02, m = 300 n =100, p = 0,02, m = 3000
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1.3 Erwartungswert

Eine erste wichtige Kenngrol3e reellwertiger Zufallsvalea ist ihr Erwartungswert. Wir be-
trachten eine Zufallsvariabl& : Q@ — S auf einem Wahrscheinlichkeitsrau(ft, A, P), deren

Wertebereicht eine abzéhlbare Teilmenge der reellen Zahlen ist. In didsshkdnnen wir den

Erwartungswert (Mittelwert) votX' bzgl. der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsvenejl

P als gewichtetes Mittel der Werte vox definieren:

Definition. Der Erwartungswertvon X bzgl. P ist gegeben durch

E[X] = Za-P[X:a] = Za-px(a),

acsS a€es

sofern die Summe auf der rechten Seite wohldefiniert ist.

Nimmt die ZufallsvariableX nur nichtnegative Wert& (w) > 0 an, dann sind alle Summanden
der Reihe nichtnegativ, und der Erwartungswéfk | ist wohldefiniert in[0, oc]. Weiterhin ist
E[X] wohldefiniert und endlich, falls die Reihe absolut konvergiAllgemeiner kdnnen wir den
Erwartungswert immer dann definieren, wenn

Z la| - P[X =a] < o0 gilt.

a€S,a<0

Der ErwartungswerE[X| wird haufig alsPrognosewertfir X (w) verwendet, wenn keine wei-
tere Information vorliegt.

Bemerkung. Nach der Definitiorh&ngt der Erwartungswert nur von der Verteilupg der Zu-
fallsvariablenX ab! Wir bezeichnenF[X] daher auch alErwartungswert der Wahrschein-
lichkeitsverteilung px aufRR.

Beispiel (Gleichverteilte Zufallsvariablen)ist X gleichverteilt auf einer endlichen Teilmenge
S ={ai,...,a,} vonR mit a; # a; flr i # j, dann ist der Erwartungswef[X | das arithmeti-
sche Mittel der Werte vorx :
1 n
X) =~ ; a

Beispiel (Poissonverteilung)Fir eine mit Parameter Poisson-verteilte Zufallsvariabl€ gilt
0 k 0 /\kfl > )\k

> A
E[N]=Y kP[N=kl=) kZze?=2) ———e?=1) e =\
k=0 k=0 k! k=1 (k 1)' k=0 k!

BeschreibtV die Haufigkeit eines Ereignisses (pro Zeiteinheit), danmieim wir den Parameter
A dementsprechend atsittlere HaufigkeibderIntensitatinterpretieren.
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Beispiel (Erwartungswerte von Indikatorfunktionen)ie Indikatorfunktion eines Ereignisses
A € Aistdie durch

o) 1 fallsw e A,
AlWw) =
0 fallsw e A%,

definierte Zufallsvariable. Fir den Erwartungswert gilt
E[I4] = 1-P[X=1]4+0-P[X =0] = P[A].

Betragt beispielsweise die Leistung in einem elementaeggitherungskontrakt

¢ fallsw e A, »Schadensfall«
Y(w) =
0 sonst
dann gilty =¢- 14, und
E[Y] = ¢- P[A]

Transformationssatz

Sei X : Q — S eine Zufallsvariable mit Werten in einer beliebigen abbahén MengeS' (die
nicht notwendig aus reellen Zahlen besteht). Dann kbnnefEwyartungswerte von Zufallsva-
riablen der Form

mit einer Funktiory: S — R berechnen. Anstatt dabei Uber die Werte yoX ) zu summieren,
kénnen wir den Erwartungswert auch direkt aus der Vertgikon X erhalten.

Satz 1.6(Transformationssatz}-ur jede reellwertige Funktiog : S — R ist
g(X)=goX: Q—=g(S)CR
eine diskrete Zufallsvariable. Es gilt

Elg(X)] = ) g(a)- PIX =],

a€sS

falls die Summe wohldefiniert ist (also zum Beispiel falichtnegativ ist, oder die Reihe absolut
konvergiert).
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Beweis.Wegen{g(X) = b} = U,c,-1){X = a} € Aftralleb € g(5) ist g(X) wieder eine
Zufallsvariable. Da die Vereinigung disjunkt ist, erhalteir unter Verwendung der-Additivitat:

POl = 30 0Pl = = 3 b 3. PIX=d

beg(s beg(S)  acg=(b)
- Z Z g(a) - [X:a]:Zg(a)-P[X:a].
beg(S) ag(a)=b acs

O

Beispiele.Sei X : 2 — S C R eine reellwertige Zufallsvariable mit abzahlbarem Wegtekch
S.

a) Fur den Erwartungswert voX'| ergibt sich

E[IX]]=) la- PIX

a€sS

Ist E[| X|] endlich, dann konvergief[X] = > a - P[X = a] absolut.

b) DieVarianz einer reellwertigen ZufallsvariablE mit F[| X|] < oo ist definiert als mittlere
quadratische Abweichung vom Erwartungswert, d.h.,

Var [X] = E[(X — E[X])*].
Kennen wirE[X |, dann berechnet sich die Varianz als

Var[X] = Y (a— E[X])’ P[X = a] € [0,0].

a€esS

Ebenso wie der Erwartungswert hangt auch die Varianz nudeoiVerteilungu xy ab.

c) Ist2 selbst abzahlbar, dann kénnen wir den Erwartungswert asdewichtetes Mittel
Uberw € ) darstellen. In der Tat folgt fuK : 2 — R durch Anwenden des Transformati-
onssatzes:

E[X] = E[Xoidg] = > X(w)- P{w}],

we
wobeiidg(w) = w die identische Abbildung au® bezeichnet. IsP die Gleichverteilung
auf(, so ist der Erwartungswert dasithmetische Mittel

“ial TP

weN
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Beispiel (Sankt-Petersburg-Paradoxoiyir betrachten ein Glucksspiel mit fairen Minzwurfen
X1, X5, ..., wobei sich der Gewinn in jeder Runde verdoppelt bis zunearbtal »Kopf« fallt.
Danach ist das Spiel beendet, und der Spieler erhalt denMf@ewisbezahlt.Wie hoch wére eine
faire Teilnahmegebuhr fur dieses Spiel?

Wir kénnen den Gewinn beschreiben durch die Zufallsvagiabl
Gw) = 2T, mit T(w) = min{n € N : X, (w) = 0}.

Hierbei beschreibf” die Wartezeit auf den ersten »Kopf«. Als Erwartungswert @Ges/inns
erhalten wir nach dem Transformationssatz

EG)=) 2"P[T=k=) 2"*PX;=- =X =1, X;, =0 =) 227" =00,
k=1 k=1 k=1

Das Spiel sollte also auf den ersten Blick bei beliebig hafeinahmegebuhr attraktiv sein —
dennoch wére wohl kaum jemand bereit, einen sehr hohentginsaahlen.

Eine angemessenere Beschreibung — vom Blickwinkel dede$piaus betrachtet — erhalt man,
wenn man eine (Ublicherweise als monoton wachsend und kordtausgesetzte) Nutzenfunk-
tion u(x) einfuhrt, die den Nutzen beschreibt, den der Spieler vomtilp hat. Fir kleiner
kdnnte etwau(z) = x gelten, aber fir grof3e ware plausiblen:(x) < x. Dann istc ein fairer
Einsatz aus Sicht des Spielers, werin) = E[u(G)] gilt.

Linearitat und Monotonie des Erwartungswertes

Eine fundamentale Eigenschaft des Erwartungswerts is$, di@ser linear von der Zufallsvaria-
ble abhangt. Dies kann haufig ausgenutzt werden, um Erwgsiverte zu berechnen, siehe dazu
die Beispiele unten.

Satz 1.7(Linearitat des ErwartungswertspeienX : 2 — Sxy C RundY : Q —» Sy C R
diskrete reellwertige Zufallsvariablen ayf, .4, P), fur die £[|X|] und E[]Y’|] endlich sind.
Dann gilt:

ENX +uY]=AE[X]+pE[Y] firalle) ueR.
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Beweis. Wir betrachten die durch(z,y) = Az + py definierte Abbildungy: Sx x Sy — R.
Nach dem Transformationssatz igtX,Y) = A X + Y eine Zufallsvariable mit Werten in
Sx x Sy und Erwartungswert

EAX +pY] = E[g(X,Y)] = > gla,b) P[(X,Y) = (a,D)] (1.3.1)
(a,b)eSx XSy
=Y ) (Na+ub)PX =aY =1
a€Sx beSy
=AY ad PX=aY=b+p Y b> PX=aY=}
a€Sx beSy beSy a€eSx
=AY aP[X=a+u > bPY =10
a€Sx beSy
= \NE[X] + pu E[Y].

Hierbei haben wir benutzt, dass die Reihelin (1.3.1) absminvergiert, da nach einer analogen
Rechnung

S Ma+pbPIX =aY =b] < |\ Y |a| P[X =a]+ || Y |b| P[Y =]

acSx beSy a€ESx beSy

= E[X]] + [ul E[Y]]
gilt. Die rechte Seite ist nach Voraussetzung endlich. O
Beispiel (Varianz) Fur die Varianz einer reellwertigen Zufallsvariabfemit E[| X |] < oo gilt
Var[X] = FE[(X - E[X])?’] = F[X?-2X E[X]+ E[X]?]
= F [XQ] — B[X]*.

Aus der Linearitat folgt auch, dass der Erwartungswert nammeon der Zufallsvariablen ab-
hangt:

Korollar (Monotonie des Erwartungswertsyeien die Voraussetzungen von $atr 1.7 erfillt. Ist
X(w) <Y (w) furallew € Q, dann gilt

E[X] < E]Y].

Beweis.Nach Voraussetzung gift” — X )(w) > 0 fur allew € €2, weshalb der Erwartungswert
E[Y — X] nichtnegativ ist. Aufgrund der Linearitat des Erwartungsw folgt

0 < E[Y — X] = E[Y] - E[X].

O
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Die folgenden Beispiele demonstrieren, wie die Lineati@fig ausgenutzt werden kann, um
Erwartungswerte auf einfache Weise zu berechnen:

Beispiel (Unabhangig®-1-Experimente, Erwartungswert der Binomialverteilung)
SeienAy, A,, ..., A, € A unabhangige Ereignisse mit Wahrscheinlichkeitind seiX; = 1,4,
die Indikatorfunktion des Ereignisses. Die ZufallsvariablenX; sind Bernoulli-verteilt mit
Parameter p, d.h. es gilt

¥ 1 mit Wahrscheinlichkeip,
Z 0 mit Wahrscheinlichkeit — p.

Damit erhalten wir
EX;] = E[IAi] = P[A] =p Vi=0,1,...n.

Die Anzahl
Sp=X1+Xo -+ X,

der Ereignisse, die eintreten, ist binomialverteilt mitdPaetern. undp, d.h.

P[S, =k] = (Z) pr(1—p)" "

Den Erwartungswert kann man daher folgendermalf3en benechne

E[S,] = Zk~P[Sn:k] = Zk(g)pk(l—p)”_k = ... = np.

Einfacher benutzt man aber die Linearitat des Erwartungsywend erhalt direkt

ZX] = ZE[XZ-] = np.

Dies gilt sogar wenn die Ereignissh, . .., A,, nicht unabhéangigind !

ElS,) = E

Beispiel (Abh&angige)-1-Experimente, Erwartungswert der hypergeometrischeteNeng)
Wir betrachten eine Population ausObjekten, darunter, die eine gewisse Eigenschatft besit-
zen. Aus der Population wird eine Zufallsstichprobe a@bjekten ohne Zuriicklegen entnom-
men, wobein < min(r, m — r) gelte. Seid; das Ereignis, dass dase Objekt in der Stichprobe
die Eigenschaft besitzt, und s&i, = I4,. Dann beschreibt die hypergeometrisch verteilte Zu-
fallsvariable

Sp=X1+--+ X,
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die Anzahl der Objekte in der Stichprobe mit der EigensciAdét Erwartungswert der Verteilung
Hyp(m, r,n) erhalten wir daher analog zum letzten Beispiel:

E[S,] = ZE[XZ-] - ZP[Ai] :n%.

Auch im nachsten Beispiel wird eine &hnliche Methode benuta den Erwartungswert zu be-
rechnen:

Beispiel (Inversionen von Zufallspermutationen und Sortieren dueinfiigen) Seien P die
Gleichverteilung auf der Mende = S, aller Bijektionenw: {1,...,n} — {1,...,n}, und

N(w) =[{(i,j) i <jundw(i) > w(j)},
die Anzahl der Inversionen einer Permutatior S,,. Dann gilt
N= > I, wobei A;={wes, w()>uw(j}
1<i<j<n

das Ereignis ist, dass eine Inversion vamd ; auftritt. Damit erhalten wir

E[N] = ZE[]Ai,j] = ZP[{w €S, w(i)>w(y)}] = Z% - % (Z) - w

i<j i<j 1<j
ANWENDUNG: Beim Sortieren durch Einfiigen (»Insertion Sort«) werdenWlerte einer Liste
{w(1),w(2),...,w(n)} der Reihe nach an der richtigen Stelle eingefiigt. Dabei d&dWert
w(i) fur ¢ < j beim Einflgen vonw(j) genau dann verschoben, wenfy) < w(i) gilt. Ist die
Anfangsanordnung eine zufallige Permutation der korrel&aordnung, dann ist die mittlere
Anzahl der Verschiebungen, die der Algorithmus vornimispleichn (n — 1) /4.

Einschluss-/Ausschlussprinzip

Auch das schon oben erwéahnte Einschluss-/Ausschlusgplésst sich mithilfe von Indikator-
funktionen elegant beweisen. Dazu verwenden wir die el¢éanen Identitaten

Tang =14 15 und ]ACZI—IA.

Satz 1.8(Einschluss-/Ausschlussprinzigiir n € N und Ereignissed,, ..., A, € A gilt:

PlAJUA U UA]=) (D" Y P[A, NA,N...NA4].

k=1 1<i1 <. <ip<n
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42 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Beweis.Wir betrachten zunachst das Gegenereignis, und druckeWalescheinlichkeiten als
Erwartungswerte von Indikatorfunktionen aus. Unter Ausang der Linearitat des Erwartungs-
werts erhalten wir:

P[(AU---UA)Y] = PIATN---NAY] = Ellyon.nac]

n

= E[ﬁ]Aic] = E[J](1 - 14)]

i=1

k=0 1<i1<..<ip<n

=> (1" > B[l nena,]
k=0 1<i1<..<ip<n
k=0 1<i1<..<ip<n

Damit folgt
PlAjU---UA,]=1-P[(AU---UA,)"]

=> (=D > PlA N4, N NA,

k=1 1<i1<...<ix<n
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Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

Um den Zusammenhang zwischen mehreren Ereignissen odalis¥afiablen zu beschreiben
sind bedingte Wahrscheinlichkeiten von zentraler Bedagitln diesem Kapitel werden bedingte
Wabhrscheinlichkeiten eingefiihrt, und mehrstufige Modwsiithilfe bedingter Wahrscheinlich-

keiten konstruiert. Anschlie3end werden wir den Begriff dmabh&ngigkeit von Ereignissen
und Zufallsvariablen systematisch einfiihren, und ersthtige Aussagen unter Unabh&ngig-
keitsannahmen herleiten.

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei (2, A, P) ein fester Wahrscheinlichkeitsraum, und sele® < A Ereignisse. Angenommen,
wir wissen bereits, dass das Ereighiseintritt, und wir wollen die Wahrscheinlichkeit vas
unter dieser Pramisse angeben. Dann sollten wir nur nochéaiew € B in Betracht ziehen,
und fir diese tritt das Ereignis ein, wesanin AN B enthalten ist. Damit ist die folgende Definition
naheliegend:

Definition. SeiA, B € Amit P[B] # 0. Dann heif3t

P[AN B]

PIAB) = —pp

die bedingte Wahrscheinlichkeit vom gegebenB.

Eine weitere Motivation fur die Definition liefern relativgdufigkeiten: IstP eine empirische
Verteilung, dann sind’[A N B] und P[B] die relativen Haufigkeiten vod N B und B, und
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44 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

P[A|B]ist damit die relative Haufigkeit voA N B unter Elementen au8. Die Definition ist also
auch konsistent mit einer frequentistischen Interpraetatier Wahrscheinlichkeit als Grenzwert
von relativen Haufigkeiten.

Bemerkung. a) Der FallP[B] # 0 muss ausgeschlossen werden, da sonst sowohl Zahler als
auch Nenner in dem Bruch in der Definition gleiecind. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
gegeben Nullmengen sind im Allgemeinen nicht wohldefiniert

b) Ist P[B] # 0, dann ist durch die Abbildung
P[e|B]: A— P[A|B]

wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung d(X .A) gegeben, didedingte Verteilung
unter P gegebenB . Der Erwartungswert

E[X|B] = Y a-P[X =a|B]

einer diskreten Zufallsvariabl& : 2 — S bzgl. der bedingten Verteilung heiBedingte
Erwartung von X gegebenB.

Beispiel (Gleichverteilung) Ist P die Gleichverteilung auf einer endlichen Meri@gedann gilt:

|AN Bl|/|Q| |AN B .
P[A|B] B/ B firalle A, B C Q

Erste Anwendungsbeispiele

Bei der mathematischen Modellierung von Anwendungsprobleunter Verwendung beding-
ter Wahrscheinlichkeiten kdnnen leicht Fehler auftretem.dieser Stelle sollte man also sehr
sorgfaltig argumentieren, und ggf. zur Kontrolle versdeige Modellvarianten verwenden. Wir
betrachten einige bekannte Beispiele.

Beispiel (Zwei-Madchen-Problem)Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Familie
mit zwei Kindern beide Kinder Madchen sind, wenn mindestinss der Kinder ein Madchen
ist ? Hier kbnnen wir als Wahrscheinlichkeitsraum

S = {JJ,JM,MJ, MM}

ansetzen. Wir nehmen vereinfachend an, dal} alle Fallenghgbrscheinlich sind. Dann gilt:

, , , MM 1
P]»beide Madchenk»mindestens ein Madchen«= |{MJ|\j/, JM,}J|\4J}| =3
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Wir modifizieren die Fragestellung nun etwas. AngenomnmmarNachbarhaus ist heute eine neue
Familie eingezogen. Alles, was wir wissen, ist, dal3 die farmwei Kinder hat. Nun sehen wir
am Fenster ein Madchen winken, und gehen davon aus, dafdrtesgder beiden Kinder ist. Wie
hoch ist nun die Wahrscheinlichkeit, dal3 beide Kinder M&acsind ?

Die naheliegende Antwort/3 ist in diesem Fall nicht richtig. Dadurch, dass eines derdém
winkt, sind die Kinder fur uns nicht mehr ununterscheidlfae Wahrscheinlichkeit, dass das
zweite, nicht winkende Kind, ein Madchen ist betrég?, und wir erhalten

P[»beide Madchenk»das erste ist Madcheh«= % = %

Haben wir noch Zweifel an der Richtigkeit dieser Aussagerién wir ein praziseres Modell
aufstellen. Beispielsweise konnten wir das Geschlechéilfesen und des jliingeren Kindes durch
ZufallsvariablenX;, X, : Q@ — {M, J}, und die Auswahl des winkenden Kindes durch eine
weitere Zufallsvariables : Q@ — {1,2} beschreiben, wobek = 1,2 bedeutet, dass das al-
tere bzw. jingere Kind winkt. Nehmen wir an, ddss,, X», K) gleichverteilt auf der Menge
{M, J}* x {1, 2} ist, dann ergibt sich

P[»beide Madchenk»Madchen winkti = PXn—0 18 2

Beispiel (Ziegenproblem) In einer leicht abgewandelten Version der Spielshow “Letake a
deal” steht hinter einer von vier Turen ein Auto, und hintendlrei anderen Tiren eine Ziege.
Der Kandidat wahlt zunachst eine der Turen aus (Tur 1). Arefdbdnd 6ffnet der Moderator eine
der verbleibenden Turen (Tur 2, 3 oder 4), wobei nie die Tirdam Auto gedffnet wird. Nun
hat der Kandidat die Moglichkeit, die Tur nochmal zu wechseter bei seiner urspringlichen
Wahl zu bleiben. Was ist die glinstigere Strategie um das 2ugewinnen ?

Sie A die Nummer Tar mit dem Auto. Bleibt der Kandidat bei seinespuiinglichen Wahl, dann
betragt die Gewinnwahrscheinlichkeit offensichtlicht, da er bei zufélliger Position des Autos
zu Beginn mit Wahrscheinlichkeit/4 die richtige Tur gewahlt hat. Die Situation beim Wechseln
konnen wir uns durch das folgende Baumdiagramm klarmachen:
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46 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

/0 Gewinn
/4 A=1T/____
/ | kein Gewinn
Gewinn
3/4 T AAl—

1/2 kein Gewinn

Steht das Auto hinter Tur 1, dann gewinnt der Spieler beimhaeln nie. Steht das Auto dage-
gen hinter einer anderen Tur, dann offnet der Moderator wigigere Tur. Damit bleiben beim
Wechseln nur noch zwei Turen zur Auswahl, und der Spieleirggvin diesem Fall mit Wahr-
scheinlichkeitl /2. Insgesamt betragt die Gewinnwahrscheinlichkeit mit Veetihalso

S PO DS

4 4 2 8’

d.h. Wechseln ist fir den Kandidaten vorteilhaft.
Formal kdnnten wir die Situation durch Zufallsvariablén)M : Q0 — {1,2,3,4} beschreiben,
die die Nummer der Tir mit dem Auto und der vom Moderator gegifin Tir angeben. Es ist
dann naheliegend anzusetzen, dasgeichverteilt ist, wahrend/ gegebem bedingt gleichver-
teilt auf{2,3,4} \ Aist, d.h.P[M = k|A=1] = 1/3furk # 1, P[M = k|A = 2] = 1/2 fur
k = 3,4 und= 0 sonst, usw. Prifen Sie selbst nach, dass sich in diesem Model

P[A=kM#k = 3/8 fiurk=234

ergibt, d.h. bei Wechseln zu einer Tkir+# 1, die der Moderator nicht getffnet hat, betragt die
Gewinnwahrscheinlichkeit/s.
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Beispiel(Minzwirfe mit partieller Information)Bei 20 fairen Minzwdurfen fallt 15-mal »Zahl«.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten 5 Wsiffehl« ergeben haben ? Seidie
Gleichverteilung auf

Q= {w=(21,...29) | z; €{0,1}},

und seiX;(w) = x; der Ausgang desten Wurfs. Dann gilt:

20 20
PlXi=...=X;=1 ;X = 15] _ Plx= -..;[X?i:l;:rf%f:ﬂi = 10]
27 1514 1n 1
9-20 (?g) 20-19 - - - - - 16 5
DagegenisP[X; =...= X5 = 1] = 1/32.

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten durch Falluntersche&lung

Wir zeigen nun wie man unbedingte Wahrscheinlichkeitenmdingten berechnet. S@i =
|J H; eine disjunkte Zerlegung van in abzahlbar viele Teilmengefi; , i € I. Die MengenH;
beschreiben unterschiedliche Falle (oder auch »Hypotkéasestatistischen Anwendungen).

Satz 2.1(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeif). Fir alle A € A gilt:

P[A] = ) PIA|H]- P[H]] (2.1.1)
Pl

Beweis.Es istA = AN (U,e; Hi) = Ui, (AN H;) eine disjunkte Vereinigung, also folgt aus
dero-Additivitat und wegenP[A N H;] < P[H,]:

P[A] = Y P[AnH] = Y P[AnH] = ) P[AH]-P[H).
iel iel, iel,
P[H;]#0 P[H;]#0

O

Beispiel. Urne 1 enthalte rote und3 schwarze Kugeln, Urne 2 enthalieote und4 schwarze
Kugeln. Wir legen eine Kugek’; von Urne 1 in Urne 2 und ziehen eine Kugeé} aus Urne 2.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit isk’s rot?

Durch Bedingen auf die Farbe der ersten Kugel erhalten vein SatZ 2.1

P[K;yrot] = P[K;rot| K rof] - P[K; rot] + P[K; rot| K; schwarz- P[K; schwarz
3 3 17

42+ B
8 5 8 5 40
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Ein interessanter Effekt ist, dass bei Wechsel der zugtiegnden Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung die unbedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisseglbst dann abnehmen kann, wenn
alle bedingten Wahrscheinlichkeiten In_(2]11.1) zunehmen:

Beispiel (Simpson-ParadoxonDie folgende (im wesentlichen auf Originaldaten basieegnd
Tabelle zeigt die Zahl der Bewerber und der aufgenommenedieenden an der Universitat
Berkeley in einem bestimmten Jahr:

BEWERBUNGEN INBERKELEY

Statistik 1: | Manner angenommenj Frauen angenommen)
2083 996 1067 349

EMPINSChe| oy ~ 0,48 PIAIF] ~ 0,33

Verteilung:

GENAUERE ANALYSE DURCH UNTERTEILUNG IN 4 FACHBEREICHE
Statistik 2: | Manner angenommemj Frauen angenommen)
Bereich 1 825 511 62% 108 89 82%
Bereich 2 560 353 63% 25 17 68%
Bereich 3 325 110 34% 593 219 37%
Bereich 4 373 22 6% 341 24 7%

Sei Pp[A] = P[A|F] die relative Haufigkeit der angenommenen Bewerber untarefraund
Py [A] = P[A|M] die entsprechende Annahmequote unter Mannern. Hierlygi Bt&ir die zu-
grundeliegende empirische Verteilung, ufdsowie P); sind dementsprechend die empirischen
Verteilungen in den Unterpopulationen der weiblichen urichnmichen Bewerber. Die vollstan-
dige Aufgliederung nach Fachbereichen ergibt folgendéegang in Hypothesen:

Py[Al =" PylA|H;] Py[H)),  PrlA]=_ Py[A|H;| Pr[H,).

i=1 i=1
Im Beispiel istPr[A|H;] > Py|[A|H,] fur alle ¢, aberdennochPr[A] < Py[A]. Obwohl die
Annahmequoten unter mannlichen Bewerbern insgesamt Isiiitrschneiden also die Frauen
in jedem der Fachbereiche besser ab.
Die Gesamtstatistik im Beispiel vermischt verschiedenguRadionen und legt deshalb eventuell
eine falsche Schlussfolgerung nahe. Bei statistischeersinthungen ist es daher wichtig, die
Population zunachst in mdglichst homogene Unterpopulaetia@ufzuspalten.
Das Simpson-Paradox tritt auch an vielen anderen Stelleaispielsweise kann bei der Steu-
erprogression der Steueranteil insgesamt steigen obwoBitduersatz in jeder Einkommensklas-
se sinkt, weil Personen in hohere Einkommensklassen aydste
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Bayessche Regel

Eine direkte Konsequenz des Satzes von der totalen Walmchkeit ist die Bayessche Regel.
Wir betrachten erneut eine disjunkte Zerlegung ¥oim Teilmengen (Hypotheserj;.

Wie wahrscheinlich sind die Hypotheséf ? Ohne zusétzliche Information iB{H;| die Wahr-
scheinlichkeit vonH;. In der Bayesschen Statistik interpretiert maif;| als unsere subjektive
Einschatzung (aufgrund von vorhandenem oder nicht vordyagm Vorwissen) tber die vorlie-
gende Situation (»a priori degree of belief«).

Angenommen, wir wissen nun zusatzlich, dass ein Ereignis A mit P[A] # 0 eintritt, und

wir kennen die bedingte Wahrscheinlichkeit (»likelihopdA| H;] fur das Eintreten vod unter

der Hypothesd; fur jedesi € I mit P[H,] # 0. Wie sieht dann unsere neue Einschatzung der
Wahrscheinlichkeiten def; (»a posteriori degree of belief«) aus?

Korollar (Bayessche Regelfir A € A mit P[A] # 0 ist

B P[A|H;] - P[H}] y . :
P[H;|A] = S~ DA, P, furalle: € I mit P[H;] # 0,
kel
P[H]#0

d.h. es qilt die Proportionalitat
P[H;|A] = c¢- P[H;] - P[A|H}],
wobei ¢ eine vom unabhangige Konstante ist.

Beweis.Nach Satz 2]1 erhalten wir

P[AN H;] PIA[H,] - P[H,]
PH;|A] = P[A] - > P[A|Hy] - P[Hy]
P[H]#0

O

Die Bayessche Regel besagt, dass die A-posteriori-WatirddhkeitenP[H;|A] als Funktion
von ¢ proportional zum Produkt der A-priori-Wahrscheinlichiesi P[H;] und der Likelihood-
Funktioni — P[A|H,] sind. In dieser und ahnlichen Formen bildet sie das Fundaohen
Bayesschen Statistik.

Beispiel (Medizinische Tests)Von 10.000 Personen eines Alters habe einer die Kranktieit
Ein Test sei positiv-{) bei 96% der Kranken und bei 0,1% der Gesunden. Liegen kegitergn
Informationen vor (z.B. Uber Risikofaktoren), dann ergitch fur die A-priori-und A-Posteriori-
Wahrscheinlichkeiten fiir die Krankheif vor und nach einem positiven Test:
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50 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

A priori: P[K] = —10(1)00. P[K¢] = —3095)090.
Likelihood: P[+|K] = 0,96. P[+|K°] = 0,001.
. P[+|K] - P[K]

A posteriori: PIK =
posterior! K+ = BrRT PR 3 P K9] PIRC
0,96-10*4 1

— ~

0,96-10~%+10-3-0,9999 ~ 11°

Daraus folgtinsbesonderB{K“|+] ~ 12, d.h. ohne zusatzliche Informationen (z.B. durch einen

weiteren Test) muss man davon ausgehen, ﬁaser positiv getesteten Personen in Wirklichkeit
gesund sind!

2.2 Mehrstufige Modelle

Wir betrachten nun eim-stufiges Zufallsexperiment. Der Ausgang degen Teilexperiments
(k = 1,...,n) werde durch eine Zufallsvariabl§;, : Q@ — S, auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum(§2, A, P) beschrieben, wobei wir wieder voraussetzen, dass der bi¢eeiehS; abzahlbar

ist. Wir nehmen an, dass folgendes gegeben ist:

e Die Verteilung bzw. Massenfunktion voR:

P[X) = z] = pi(aq) fur allex; € 54, sowie (2.2.1)

¢ diebedingten Verteilungen/Massenfunktionen ygrngegebenX, ..., X;_1:
P[Xk = Tk | X1 =Ty, Xk—l = xk—l] = pk(xk | T1,y... ,:L‘k_l) (222)
fur k = 2,...n und a”eﬂfl € Sl,...,ZCk € S mItP[X1 = .I‘l,...,Xk,1 = .I‘kfl] # 0.

Zwei wichtige Spezialfélle sin®roduktmodellgin denen die bedingten Massenfunktionen
pr(e|z1, ..., xx_1) nichtvon den vorherigen Werten, . . ., z;_; abhangen, sowidlarkovketten
bei denerpy(e|zy, ..., z;_1) nur vom letzten Zustand, , abhangt.

Das kanonische Modell

ZufallsvariablenXs, . .., X, die (2.2.1) und(2.212) erflllen, kann man zu gegebenersétas
funktionen auf unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiisngn realisieren. Im ,kanonischen Mo-
dell” realisiert man die Zufallsvariablen als Koordinabbildungen

Xk(w) = Wk, /{Z:L...,n,
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m(a) pa(bla) ab —_

m(e) plale) e =——

p3(b|ca)
pa(b|c) cb W -
p3lbjc

Abbildung 2.1: Dreistufiges Modell mi§; = {a, b, ¢} undSy = S3 = {a, b}.

ba

auf dem mit der-AlgebraA = P(2) versehenen Produktraum
Q=5 x...x8, = {(w,...,wn) |w; € S;}.

Satz 2.2(Kanonisches Mehrstufenmodellpeienp; und pi( e | z1,...,2,_1) fur jedesk =
2,...,nundx; € S,...,x,_1 € S,_1 Massenfunktionen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf Si.. Dann existiert genau eine Wahrscheinlichkeitsvertejlirauf dem Produktraurn(t?, A)

mit (Z.2.1)und (2.2.2) Diese ist bestimmt durch die Massenfunktion

p(ﬂfl, SR SUn) = p1($1)p2($€2 \ 561)2?3(563 \ 5517372) o 'pn(ﬂfn \ {3 P l’nq)-

Beweis. EINDEUTIGKEIT: Wir zeigen durch Induktion, dass fur eine VerteiluRgmit (2.2.1)
und (2.2.2) und: = 1,...n gilt:

PXi=z1,..., Xk =xx] = p1(x1) - palxe | 1) pr(zp | 21, ..., Tp_1). (2.2.3)
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52 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

Nach [2.2.11) ist dies fik = 1 der Fall. Zudem folgt au§ (2.2.3) fisr— 1 nach [2.2.2):

P[Xlsz‘l,...,Xk:l‘k] :P[Xlsz‘l,...,Xk_lzl‘k_l]
'P[Xlz.’lj‘l,...,XkI.I‘k‘Xlle,...,kalz.I‘k,l]
=p1(r1) - pawa | 21) - peor(Th—1 | 1,0 T2)

pk(xk | L1y ,l‘k_l),

also die Behauptung (2.2.3) fii, falls P[X; = z1,..., Xx_1 = 2x_1] # 0. Andernfalls ver-
schwinden beide Seiten in_(2.2.3) und die Behauptung isaterweise erfillt. Fik = n erhal-
ten wir die Massenfunktion voR:

PXi=z1,.... X =x,] = pi(x1) - pulxn | 21, s 1) = pla1, ..., 2,).

ExisTENZ: Die Funktionp ist Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilunguf €2,

denn die Gewichtg(zy, .. ., x,) sind nach Voraussetzung nichtnegativ mit
ST panw) = Y piln) > para | @) D> palw |z, 2)
z1€51 Tn€Sn r1€51 x2€S2 E‘nesn P
1
= 1.
Hierbei haben wir benutzt, dass die Funktiopg®|z;, . . ., x;_1) Massenfunktionen von Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen adi, sind. Fir die Wahrscheinlichkeitsverteilufauf €2 gilt

PXi=uz,.. X =a5] = Z ...Zp(a:l,...,xn)

Tht1€Sk+1 Tn€Sn

= pi(x1) pa(@e | 1) - Pk | 21, - o Tpo1)

fur k = 1,..., n. Hieraus folgt, das® die Bedingungeri(2.2.1) und(2.2.2) erfllt. O

Beispiel (Skat) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Skat jedeel&pgenau einen
der vier Buben erhalt ? Wir beschreiben die Anzahl der Bulezrdcei Spieler durch die Zufalls-
variablenX;(w) = w;, i = 1,2, 3, auf dem Produktraum

Q= {(wl,wQ,wy,) T w; € {0,1,2,3,4}}
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Da es insgesamt 32 Karten gibt, von denen jeder Spieler Eiesind die bedingten Verteilun-
gen der ZufallvariablerX;, X, und X3 gegeben durch die hypergeometrischen Verteilungen

(1) 4 28 32
€T =
pri® 2 ) \10 = 4 10)
4 — 18 22 .
po(za | 21) = o Tt falls 71 + x5 < 4, 0 sonst, sowie
i) 10 — i) 10

4—x — 18 12
pg(l‘g | X, IL’Q) = < o ZEQ) < tot ZEQ) /( ) falls 2 <x1+ a9 +123 < 4, 0 sonst.
x3 10 — z3 10

Damit erhalten wir fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

Produktmodelle

Hangt der Ausgang dégen Teilexperiments nicht vany, ..., z;_; ab, dann gilt

pz‘(%‘ | 951,---,901‘—1) = pi(%)

mit einer vonzy, . . ., r;_; unabhangigen Massenfunktipneiner Wahrscheinlichkeitsverteilung
P; auf S;. Sind alle Teilexperimente voneinander unabhangig, danile Wahrscheinlichkeits-
verteilungP eines kanonischem-stufigen Modells die Massenfunktion

n

plzy,...,x,) = Hpi(:cl-), r €S X-XS,. (2.2.4)

=1
Definition. SeienP;, i = 1,...n, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf abzahlbaren Mange
mit Massenfunktionep;. Die durch die Massenfunktid2.2.4) bestimmte Wahrscheinlichkeits-
verteilungP = P, ®...® P, aufQQ =5 x ... x S, hei3tProduktvon P, ..., P,.

Beispiel (n-dimensionale Bernoulli-VerteilungWir betrachtem unabh&ngige-1-Experimente
mit Erfolgswahrscheinlichkejt, und setzen entsprechend

Seik = Y !, z; die Anzahl der Einsen in einem-Tupelz € Q = {0,1}". Dann hat die
Verteilung im Produktmodell die Massenfunktion

p(xlv---axn) = le(xl) = pk (1_p)n_k7
i=1

und wird alsn-dimensionale Bernoulli-Verteilung bezeichnet.
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Beispiel (Produkt von Gleichverteilungenyind die Mengerb;,: = 1,.. ., n, endlich, und ist’,
die Gleichverteilung auf;, dannistP;, ® - -- ® P, die Gleichverteilung auf dem Produktraum
Sp X ... xS,.

Die Multiplikativitat gilt in Produktmodellen nicht nur fidie Massenfunktionen, sondern all-
gemeiner fur die Wahrscheinlichkeiten, dass in den Te@expenten bestimmte Ereignisde,
..., A, eintreten:

Satz 2.3.Bezuglich des Produki8 = P, ® --- ® P, gilt fir beliebige Ereignissel; C S;,i =
1,...,n:

P[X, € Ay,.... X, €A = []PIX:i€ 4 (2.2.5)

I
PlA x ... x A ] PIA]

Beweis.Wegen (X, ..., X,)(w) = (w1,...,w,) = wist (Xy,...,X,) die identische Abbil-
dung auf dem Produktraum, und es gilt

P[XleAl,,XnEAn] = P[(X1,7Xn)€A1XXAn] = P[A1><><An]

S 1

TEAI XX An T1€EA] Tn€An 1=1
n n

“ IS st = [[PlAL
i=1 z;€A; i=1

Insbesondere folgt
PX;€eA] = PIXi€85,...,Xi01 €81, X € Ai, Xijq € Sia,..., X € S,] = PBJA]
fur jedesi € {1,...n}, und damit die Behauptung. O

Bemerkung (Unabhangigkeit) Satz 2.8 besagt, dass die Koordinatenabbildunggn) = w;
im Produktmodelunabhéngige Zufallsvariablensind, siehe Abschnitt 2.4.

Markovketten

Zur Modellierung einer zufalligen zeitlichen Entwicklungt abz&hlbarem Zustandsraurbe-
trachten wir den Stichprobenraum

Q= S"" = {(xo,21,...,2,) : 7; €S}
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Oft ist es naheliegend anzunehmen, dass die Weiterentwigkles Systems nur vom gegenwar-
tigen Zustand, aber nicht vom vorherigen Verlauf abhankgiwGedachtnis«), d.h. es ist

pr(xk | oy ..o k1) = pr(Tp_1, Tr), (2.2.6)
wobei das »Bewegungsgesefz« S x S — [0, 1] folgende Bedingungen erfillt:
() pr(x,y) >0 furallex,y € S,

(i) > espr(r,y) =1 farallex € S.

Die Bedingungef (j) und (ii) besagen, dagéz, e) fur jedesz € S undk € {1,...n} die Mas-
senfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung &uist. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung
beschreibt di&Jbergangswahrscheinlichkeitervon einem Zustang zum nachsten Zustand im
k-ten Schritt. Die Ubergangswahrscheinlichkeitgfw, i), =,y € S, kann man in einer Matrix
pr € R¥® zusammenfassen.

Definition. Eine Matrixp(z,y) (x,y € S) mit[(i))und[(ii) heiltstochastische Matriauf S.

Als Massenfunktion des mehrstufigen Modells ergibt sich@ieschung(2.2.6):

p(l’mﬂfb sy SUn) = po(SUo)M(SCO, 551)]?2(5617372) . 'pn(xnfhxn) far xo, ..., Ty €5,

wobeip, die Massenfunktion der Verteilung voy, also deiStartverteilung der zufélligen Ent-
wicklung ist. Eine FolgeX,, X1, Xs, ..., X,, von Zufallsvariablen, deren gemeinsame Verteilung
durch das beschriebene mehrstufige Modell gegeben istt memeineMarkovkette mit Uber-
gangsmatrizep,, k = 1,...,n. Den Fall, in dem der Ubergangsmechanismuys, y) = p(z, y)
unabhéngig voik ist, bezeichnet man akitlich homogen

In Kapitel[3 werden wir Markovketten systematischer untehen. An dieser Stelle betrachten
wir noch einige grundlegende Beispiele von Markovketter berechnen die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten fur mehrere Schritte.

Beispiele. a) PRODUKTMODELL: Produktmodelle sind spezielle Markovketten mit Uber-
gangswahrscheinlichkeiten(z, y) = px(y), die nicht vonz abhéngen.

b) ABHANGIGE MUNZWURFE: Ein einfaches Modell fir abhangige Minzwurfe ist eine Mar-
kovkette mit Zustandsrauri = {0, 1} und den folgenden Ubergangswahrscheinlichkei-
ten:
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Hierbei iste € [— %, %] ein Parameter, der die Abhangigkeit des nachsten Miinzwanfs

Ausgang des vorherigen Wurfs bestimmt. Die Ubergangsriatri
- <% +e€ - 5)
p =17 -
5 — 3 +¢€

C) SELBSTBEFRUCHTUNG VONPFLANZEN: Die Selbstbefruchtung ist ein klassisches Ver-

N[

N[

fahren zur Ztichtung von Pflanzen vom Genotyp AA bzw. aa, wahaid a zwei mogliche
Allele des Pflanzen-Gens sind. Die Ubergangswahrschikditen zwischen den mégli-
chen Genotypen AA, Aa und aa sind durch

.
L0 OOt

gegeben, und die Ubergangsmatrix einer entsprechendekoikatte ist

100
— |1 1 1
P= 11 2 1

001

d) RANDOM WALK AUF Z?, d € N: Der klassische Random Walk (Irrfahrt) asif= Z¢ ist
die Markovkette, die sich in jedem Schritt zu einem zufalgteichverteilt) ausgewahlten
Nachbarpunkt des gegenwartigen Zustands weiterbewegt:

[
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Da in d Dimensionen jeder GitterpunkiZ Nachbarpunkte hat, sind die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten durch

- falls|z —y| =1,

p(z,y) =
0 sonst.
gegeben. In Dimensiah= 1 ist die Ubergangsmatrix eine unendliche (mit Z indizier-
te) Tridiagonalmatrix, die neben der Diagonale die Eirgra®, und auf der Diagonalen

die Eintrage) hat.

URNENMODELL VON P. UND T. EHRENFEST Das Ehrenfestsche Urnenmodell ist ein
einfaches Modell, dass den Austausch von Gasmolekilerckemszwei Behéltern be-
schreibt, ohne die raumliche Struktur zu bertcksichtignModell ist eine feste Anzahl
n von Kugeln (Molekilen) auf zwei Urnen (Behalter) verteilypischerweise ist. sehr
groR, z.B.n = 10%. Zu jedem Zeitpunkt € N wechselt eine zufallig ausgewahlte Kugel
die Urne.

Wir kénnen diesen Vorgang auf zwei ganz verschiedene ArtenhdMarkovketten be-
schreiben.

MAKROSKOPISCHEBESCHREIBUNG Wir betrachten nur die Anzahl der Kugeln in der
ersten Urne. Der Zustandsraum ist dann

S={0,1,2,...,n},

und die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind durch

- falsy =z — 1,
plz,y) = =2 fallsy=x+1,
0 sonst,

gegeben, da in jedem Schritt mit Wahrscheinlichkgit eine Kugel aus der ersten Urne
gezogen wird, wenn sich Kugeln dort befinden.
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MIKROSKOPISCHEBESCHREIBUNG Ein detaillierteres Modell ergibt sich, wenn wir far
jede einzelne Kugel notieren, ob sich diese in ersten Urfiadet. Der Zustandsraum ist
dann

S ={0,1}"={(01,...,00) : 0, €{0,1} Vi},

wobeio; = 1 dafur steht, dass sich dige Kugel in der ersten Urne befindet. Man beachte,
dass dieser Konfigurationsraum enorm viele Elemente erfthBl 2!°**). Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten sind nun durch

falls ™7  |ov —ai] =1,

1
plo,g) = ¢"
0 sonst,

gegeben. Die resultierende Markov-Kette ist ein Randonk\&af dem (in der Regel sehr
hochdimensionalen) diskreten Hyperwdurfél 1}, d.h. sie springt in jedem Schritt von
einer Ecke des Hyperwiirfels zu einer zuféllig ausgewaldtrachbarten Ecke.

Berechnung von Mehr-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkéen

Wir berechnen nun die Ubergangswahrscheinlichkeiterr ditagkovkette bei mehreren Schrit-
ten. Es stellt sich heraus, dass sich diese durch Matrizkiptikation der Ubergangsmatrizen
ergeben:

Satz 2.4(Markov-Eigenschaft und Ubergangswahrscheinlichkgit&ir alle 0 < k < [ < n
undzg, ..., € Smit P[Xy = o, ..., X} = xx] # 0 gilt
P[Xlle‘XOISC(],...,XkISCk] = P[Xl:$l|Xk:.’Ek]
= (Pr+1Prr2 ) (ks 1),

wobei

(pa)(z,y) = > p,2)q(z )

z€S
das Produkt der Matrizep undq an der Stell€zx, y) bezeichnet.
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Bemerkung. a) MARKOV-EIGENSCHAFT. Der Satz zeigt, dass die Weiterentwicklung einer
Markovkette auch flir mehrere Schritte jeweils nur vom gegetigen Zustand, abhangt,
und nicht vom vorherigen Verlaufy, =+, . .., z;_1.

b) n-SCHRITT-UBERGANGSWAHRSCHEINLICHKEITEN Die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten nachn Schritten sind nach dem Satz gegeben durch

PiXp=y|Xo=12] = (p1p2---pn)(2,y)-

Im zeitlich homogenen Fald.h. p; = p unabhangig von) ist die n-Schritt-Ubergangs-
wahrscheinlichkeit vor nachy gleichp™(x, y).

Beweis.Fur o, . .., z; wie im Satz vorausgesetzt gilt

P[Xo=z0,..., Xk = x5, X; = 1]
P[Xo=zo,..., X = x]
Zxkﬂ ..... Ti_1 po(w0) p1(zo, 1) - - pr(T1-1, 1)
po(xo) p1(wo, x1) -+ - pr(@h—1, T)

= Z e Zpkﬂ(fck, Tig1) Prr2(Tha1, Tog2) - pr(Ti—1, 11)

Tr+1 Tp—1

= (pk+1 Pi+y2 - 'pl)(xka 901)-

P[Xl:l‘l|X0:ZL‘Q,...,Xk:ZL‘k] =

Entsprechend erhalten wir

P[Xk = Tk, Xl = {L‘l]

P[Xl:$l|Xk:l‘k] =

.....

-----

= (pk—H P2 - 'pl)(ﬂfk, !Ez)-

O

Wir untersuchen abschlie3end ein einfaches Beispiel wiasshon jetzt weitgehend vollstandig
analysieren kdnnen:

Beispiel (Explizite Berechnung fur Zustandsraum mit zwei Element&vir betrachten eine all-
gemeine zeithomogene Markovkette mit Zustandsr&um {0, 1}. Die Ubergangswahrschein-
lichkeiten sind durch

2 \ 7 \\
//7 4 \\ o » i \'/7 3
o 0 A U B B
3 ) e\ /v
\\ // '3 % ///
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gegeben, wobei wir annehmen, dass «, 5 < 1 gilt. Firn € N erhalten wir durch Bedingen
auf den Wert zur Zeit, — 1:
p"(0,0) = p"71(0,0)-p(0,0) +p"(0,1) - p(1,0)
= p"(0,0)- (1 —a)+ (1 —p"7'(0,0)) - 8
= (L-a=p)-p"7(0,0) + 5.

Daraus folgt mit Induktion

n 6 o _ _ n
p"(0,0) a+6+a+5(1 a— /)", und
P01 = 1-p(0.0) = - s af)

Analoge Formeln erhalt man figf(1,0) undp™(1, 1) durch Vertauschen von und 3. Fir die
n-Schritt-Ubergangsmatrix ergibt sich also

B _a o —a
no__ at+fB a+p o o n | at+B a+p
Pt o= < ; ) +  (I-a-p5) (_ﬁ 5 )

[0
atB  at+B atB  atp

J

Gleiche Zeilen —>Y) exponentiell schnell,
fallsa < 1 oders < 1

Insbesondere gift" (0, -) ~ p"(1,-) fur groBen € N. Die Kette »vergisst« also ihren Startwert
X, exponentiell schnell (»Exponentieller Gedachtnisvedysund die Verteilung vorX,, ndhert
sich firn — oo rasch der Wahrscheinlichkeitsverteilupgmit Gewichteny(0) = a% und
p(l) = =17 an (»Konvergenz ins Gleichgewicht«) !.

2.3 Unabhangige Ereignisse

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Hangen zwei Ereignids®& < A nicht voneinan-
der ab, dann sollte gelten:

P[A|B]
P[B|A]

= PI[A] falls P[B] # 0, sowie

= P[B] falls P[A] # 0.

Beide Aussagen sind aquivalent zu der Bedingung

P[AN B] = P[A]- P[B], (2.3.2)

die im Fall P[A] = 0 oder P[B] = 0 automatisch erfullt ist. Allgemeiner definieren wir fiir
beliebige (endliche, abzahlbare oder tiberabzahlbard¢lkmnen von Ereignissen:

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



2.3. UNABHANGIGE EREIGNISSE 61

Definition. Eine KollektionA;, i € I, von Ereignissen aud heil3tunabhangig(bzgl. P), falls

k=1

fur alle n € N und alle paarweise verschiedenagn. . . i, € I gilt.

Beispiele. a) FallsP[A] € {0,1} gilt, dann istA unabhéngig vorB fir alle B € A. Deter-
ministische Ereignisse sind also von allen anderen Ergsgni unabhangig.

b) Wir betrachten das kanonische Modell fir zwei faire Muade, d.h.P ist die Gleichver-
teilung aufQ2 = {0, 1}*. Die drei Ereignisse

A = {(1,0),(1,1)} »erster Wurf Zahlg
Ay ={(0,1),(1,1)} »zweiter Wurf Zahl
Az ={(0,0),(1,1)} »beide Wirfe gleich«

sindpaarweise unabhéngigdenn es gilt:

mmm&p:izpmyﬂ&] fiir alle # ;.

Trotzdem ist die Kollektiord,, A,, A; aller drei Ereignisseicht unabhéangig, denn

Hmm@ﬂ&p:i¢é:PMﬂP%yﬂ@}

Stabilitat von Unabhangigkeit unter Komplementbildung
Sind A und B unabhéngige Ereignisse, so authind B¢, denn es gilt

P[ANBY] = P[A] - P[AnB] = P[A]- (1 - P[B]) = P[A]- P[BY].
Allgemeiner folgt:

Lemma 2.5. Sind die Ereignissél,, ..., A,, € A unabhangig, und gilB; = A; oderB; = Af
furallej =1,...,n, dann sind auch die Ereignisg®, . . ., B, unabhangig.

Beweis.Da wir zum Nachweis der Unabhangigkeit beliebige Untegddlbnenvon{ B, . .. B, }
betrachten missen, ist zu zeigen, dass

P[Cin...NnC,] = P[Cy]----- P[C,)

gilt, falls die Ereignisse€’; jeweils gleichA;, A oder( sind. Sei ohne Beschréankung der Allge-
meinheitC; = A; furi <k, C; = AS furk < i <[, undC; = Qfurk > Imit0 < k < < n.
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Dann folgt unter Verwendung der Linearitat des Erwarturgyssvund der Unabhangigkeit von
Al, RN An:
P[CiN...NC,] = P[AIN...NANAL,  N...NA]]
= F []Al o ']Ak ’ (1 - IAk-H) T (1 - ‘[Al)]

= E[la Lo, - Y (=D"]]14)]

JC{k+1,..,1} jeJ
= Y ()PAN..nA4N[)A)]
JC{k+1,...1} jed
= Y (=)YIP[AY] - PIA] - T] PIA)]
JC{k+1,...,l} jeJ
= P[Ai]--- P[Ay] - (1 = P[Agpa]) -~ (1 = P[A)])
— P[Cy]---PCy).

Verteilungen flr unabhangige Ereignisse

SeienA,, A,,... € A unabhangige Ereignisse (bzd?) mit P[A;] = p € [0,1]. Diese be-
schreiben zum Beispiel unabhéangige Wiederholungen einéslZexperiments. Die Existenz
von unendlich vielen unabhéngigen Ereignissen auf einesiggeten Wahrscheinlichkeitsraum
setzen wir hier voraus — ein Beweis wird erst in der VorlessBmfuhrung in die Wahrschein-
lichkeitstheorie« gegeben.

Geometrische Verteilung

Die »Wartezeit«auf das erste Eintreten eines der Ereignisse ist durch
T(w) = inf{neN : weA,}

gegeben, wobei wir hiemin ) := oo setzen. Mit Lemma_2l5 kdnnen wir die Verteilung der
Zufallsvariablel : Q@ — N U {co} berechnen. Fir € N erhalten wir

P[T =n] = P[ASNAN...NnAY  nA,
n—1
= P4, T] PLa?
=1

=p-(1-p" "
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Definition. Seip € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungauf N U {oo} mit Massenfunktion
pn)=p-(1—p)"! furn e N
heil3tgeometrische Verteilung zum Parametgyund wird kurz milGeon(p) bezeichnet.
Bemerkung. a) Furn € N gilt
P[T>n] = P[AYn...NAS] = (1-p)™

Ist p # 0, dann folgt insbesonde®[T = ~] = 0, d.h. die geometrische Verteilung ist
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den natirlichemlgn. Firp = 0 gilt dagegen
PIT =o00] = 1.

b) Wegenl' = 3" I;r-n) ergibt sich als Erwartungswert der geometrischen Vertgilu

BT = S PT>n] = ﬁ _ ]—1).

Binomialverteilung

Die Anzahlder Ereignisse untet,, ..., A, die eintreten, ist durch die Zufallsvariable
Solw) = {1<i<ntwe A} =) In(w)
=1

gegeben. Mithilfe von Lemma 2.5 kdnnen wir auch die Vertaglwvon S,, berechnen. Fip <
k <nqgilt

PiS.=k = > P|An () 47 = > JIPIAI-]] PIAY]
IC{1,..,n} el ie{l,...n}\I IC{1,..,n} i€l i€l
1=k 1=k
C
= > Jlr- JI-p» = > p"-@a-p"!
IC{1,...,n} i€l ielC IC{1,...n}
1=k 1=k

- ()rra-or

d.h. S, ist binomialverteilt mit Parametern undp.
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Ein erstes Gesetz der grof3en Zahlen

Das empirische Gesetz der gro3en Zahlen (GGZ) besagt, idhdies relative Haufigkeif,, /n
fur das Eintreten der unabhangigen Ereignidse. . ., A, fur n — oo der Erfolgswahrschein-
lichkeit p annahert. Wir kdbnnen diese Aussage nun mathematisch igrérisund aus den Kol-
mogorovschen Axiomen herleiten. Je nach Prazisierung desdfgenzbegriffs unterscheidet
man zwischen dem schwachen und dem starken Gesetz der gtallen.

Satz 2.6(Bernstein-Ungleichung, Schwaches GGZ fir unabhangiggkisse)
Fir allee > 0 undn € N gilt

Sh 2 Sh 9.2
P[—Zers] < e Em und P{—<p—5] < e Em,
n

d

d.h. die Wahrscheinlichkeit fur eine Abweichung der releti HaufigkeitS,, /n von der Wahr-

Insbesondere ist

S
— —p
n

> 5} < 26’252",

scheinlichkeip um mehr alg féallt exponentiell schnell im ab.

Bemerkung. a) Der Satz liefert eine nachtragliche Rechtfertigung degudentistischen In-
terpretation der Wahrscheinlichkeit als asymptotischaive Haufigkeit.

b) Die Aussage kann man zum empirisct&rhatzen der Wahrscheinlichkgiverwenden:
Fur gro3en gilt

p ~ S = relative Haufigkeit des Ereignisses eunabhéngigen Stichproben.
n

Simuliert man die Stichproben kinstlich auf dem Computanrdergibt sich eitMonte-
Carlo-Verfahrerzur ndherungsweisen Berechnung woDer Satz liefert eine recht prazise
Fehlerabschétzung fir den Schéatz- bzw. Approximatiohsieh

c) Bemerkenswert ist, dass die Abschétzung aus der BanAdtagleichung nicht nur asymp-
totisch furn — oo, sondern fir jedes feste gilt. Solche prazisemicht-asymptotischen
Abschatzungesind fur Anwendungen sehr wichtig, und oft nicht einfachzigiten.

Beweis.Der Beweis von Satz 2.6 besteht aus zwei Teilen: Wir leitemizhst exponentielle
Abschatzungen fiur die Wahrscheinlichkeiten her, welchreeinem Parameter > 0 abhangen.
Anschliel3end optimieren wir die erhaltene Abschatzunghiuvahl von\.
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Wir setzeny := 1 — p. WegenS,, ~ Bin(n, p) gilt fur A > 0:

Pis,zarel = X (})rte

k>np+ne

n
< Mk k n—k _—X(np+ne)
= E </{:> e p g €
k>np+ne

< Z (Z) (p eA)k qn—k e—)\np 6—)\718

k=0
— (p e)\ + q)” e—)\np e—)\na

= (p M+ g e_’\p)n e e,
Wir werden unten zeigen, dass fur ale> 0 die Abschéatzung
peqqe P < N3 (2.3.2)

gilt. Damit erhalten wir dann

P[S,>n(p+e)] < en (5 =),

Der Exponent auf der rechten Seite ist minimal Xii= 4=. Mit dieser Wahl von\ folgt schliel3-
lich

P[S, >n(p+e)] < e
Die Abschatzung fuP[S,, < n (p — )| zeigt man analog, und erhélt so die Aussage des Satzes.

Nachzutragen bleibt nur noch der Beweis der AbschatZu@gR Sei dazu

F(A) :=log (pe* +qe™") =log (7" (pe* +q)) = —Ap+log (pe* +q) .

Zu zeigen istf(\) < A\%/8flr alle A > 0. Es gilt f(0) = 0,
A

pe p

'\ = _p+pe)‘+q = —p+ma f(0) =0,
-

oy = —L2f < 1

(p+qge ) — 4
Hierbei haben wir im letzten Schritt die elementare Undjlaity

(a+b)? = a®>+b*+2ab > 4ab

benutzt. Damit folgt fur\ > 0 wie behauptet

o = [ s@ar = [ [ roae < [T
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66 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

Zur lllustration des Satzes simulieren wir den Verlauf vonund Sy, /k fir £ < nundp = 0.7
mehrfach (z-mal), und plotten die Massenfunktionen véj

VERLAUF VON S, FUR Kk <n

m = 30; nmax = 1000; p = 0.7;
(Wir erzeugenn x nmax Bernoulli-Stichproben mit Wahrscheinlichkeit p)
x = RandomChoice[{1- p, p} — {0, 1}, {nmax, m}]; s = Accumulate[x];

Das Feld s enthalt m Verlaufeven) =21 +... +x,,n=1,...,nmax
Manipulate [Show|
ListLinePlot[Transpose[s[[1 ;; n]]l],

ListLinePlot[p«xRange[n], PlotStyle —> {Black, Thick}]]
, {{n, 50}, 1, nmax, 1}]
(Vergleich derm Verlaufe vons,, mit np)

n = 50:

40!
30!
20|

10

250 |
200 [
150 |

100 |

100 200 300 400 500
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VERLAUF VON S;/k FURk <n

mean = sRange[nmax];
(Das Feld mean enthalt m Verlaufe der Werte von
Manipulate [Show|
ListLinePlot[Transpose[mean|[1
ListLinePlot[ConstantArray|[p,
50}, 1, 1}]

o nllll,

nmax,

n],PlotStyle —> {Black,

Thick}] 1, {{n,

n = 50:
1.0f

0.9}

S

|

i

AR

08F

W\
““““~ ‘\‘

<>
>

0.6 i >

QO
S

05F

"'z:w

0.4}

T
SIS SR SIS
S
PRSI 2

‘W‘.‘:‘\! I
i

0.70 ¢

|
\
0.65 |
\

i

' ‘ y“”';‘:’\a\l‘ : ' o

“ 'l‘m‘i ‘A"!l\vﬁwvm .

i
Il H‘ ‘ v‘

i

‘\

W :“ A
NG
it
i

l

| /n g

[ Hl‘l!’

i

\ I 'x"ﬁ""""'

™
|0

. 'W' | h,,l\,nl ‘

kil 200
VERTEILUNG VON S,
Manipulate[
ListPlot[Table[{k, PDF[BinomialDistribution[n, p], k]}, {k, 0, n}],

PlotRange —> All ,
L] {{nl 50}1 1|

Filling —> Axis]
1}

nmax,
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0.06 | .
0.04 |

0.02 |

003
0.02

0.01

100 200 300 400 500

Abschlie3end zeigen wir, dass aus der Bernstein-Unglaghuch ein starkes Gesetz der grof3en
Zahlen fur die relativen Haufigkeiten folgt. Dieses besdgss die Zufallsfolgé),, /n mit Wahr-
scheinlichkeitl fur n — oo gegenp konvergiert. Wir bemerken zunéchst, dgisn S, /n = p}

ein Ereignis in der-AlgebraA ist, denn es gilt

1
limM:p@VkeNHnoeNVnZnoz "(w)—plg—,
n—oo n n k’
und damit
lim == = = gl < = . 2.3.3
e e AU R B 233)

k=1no=1n=ng
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2.4. UNABHANGIGE ZUFALLSVARIABLEN UND RANDOM WALK 69

Korollar (Starkes GGZ fir unabhéngige Ereignisge$ gilt

P{lim%:p} = 1.

n—oo n

Beweis. Wir zeigen mithilfe der Bernstein-Ungleichung, dass dagébereignis{S,,/n /4 p}
Wahrscheinlichkeit Null hat. Nach(Z.3.3) gilt

{hm; ;ép} = kszlAk mit AL = m U {

Es genlgt alsa’[A;] = 0 fiir jedesk € N zu zeigen. Sei dazi € N fest gewahlt. Aus der

Bernstein-Ungleichung folgt fit, € N:

o0

U

n=ng

PlA] < P

Sn 1 - —2n/k?

n=ng

Fir no — oo konvergieren die Partialsummen auf der rechten Seite gblgdin Also folgt
P[A;] = 0, und damit die Behauptung. O

2.4 Unabhéangige Zufallsvariablen und Random Walk

Wir erweitern den Begriff der Unabhangigkeit nun von Erésgen auf Zufallsvariablen. Als
Anwendung untersuchen wir eindimensionale Irrfahrtea,sich als Summen unabhéngiger In-
kremente darstellen lassen.

Unabhangigkeit von diskreten Zufallsvariablen
Sei (12, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, uriceine beliebige Menge.

Definition. Eine FamilieX; : 2 — S; (< € I) von diskreten Zufallsvariablen a(f, A, P) heif3t
unabhangig falls die Ereignissd X; = a;} (i € I), fur alle a; € S; unabhéngig sind.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass die Zufallsvéien X; (i € ) genau dann unabhéngig
sind, wenn jede endliche Teilkollektion unabhangig isth®abeschranken wir uns im folgenden
auf den Falll = {1,...,n} mitn € N. SindX; : Q@ —» S5, ..., X, : Q — 5, diskrete

Zufallsvariablen, dann ist audhXy, ..., X,,) eine Zufallsvariable mit Werten im Produktraum
Sy X oo xS,

Definition. Die Verteilunguy, . x, des Zufallsvektor6Xy, ..., X,,) unter P heildstgemeinsame
Verteilung der ZufallsvariablenXy, ..., X,,.

Universitat Bonn Sommersemester 2013



70 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

Die Massenfunktion der gemeinsamen Verteilung ist durch
le ..... Xn(ah"'aa'n) - P[Xlza'l)"')Xn:a'n]

gegeben. Die gemeinsame Verteilung enthalt Informatidrest den Zusammenhang zwischen
den ZufallsgrolRerx;;.

Satz 2.7.Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(i) Xy,...,X, sind unabhangig.

(i) px,..x.(a1,...,an) = [, px,(a;) fUrallea; € S;,1=1,...,n.
(i) px, .  x,= ®?=1 mx;-

(iv) Die Ereignisse{X; € A}, ..., {X, € A, } sind unabhangig fur beliebige Mengey C
SZ‘,Z.: ]_,...,TL.

Beweis [(i)] = [(i)] Sind die ZufallsvariablernXy, . .., X,, unabhangig, dann gilt

PXi=ay,...,X,=a,] = HP[Xi = a;].
i=1
(] < [(ii)lgilt nach Definition des Produkt&)?_, 1.x, der Wahrscheinlichkeitsverteilungen, .
[(i)] = Seien4; € S; (1 =1,...,n)und1 < i3 < iy < ... < ip < n. Um die
Produkteigenschaft fur die Ereignisse mit Indizgs. . , ¢,,, ZU zeigen, setzen wiB;, := A;, fur
allekundB; := S; furi ¢ {iy,...,4,}. Mit[iii)folgt dann nach Satz Z2]2:

P[Xil eAi17~~~7Xim GAZ‘m] = P[XleBl,...,XnEBn]

= P[(Xl,...,Xn)Ele...XBn] Uxy,... Xn[le---XBn]

n

- [T = TTrwe ) = [T ric a0

1=1 1=1 i=1
= [(i)]folgt durch Wahl vonA4; = {a;}. O

Als Konsequenz aus Sdiz P.7 ergibt sich insbesondere:

Korollar 2.8. SindX; : 2 — S;, 1 < i < n, diskrete Zufallsvariablen, und hat die gemeinsame
Massenfunktion eine Darstellung

Pxi,..., Xn(al,...,an) = cHgl(az) V(al,...,an)eslx...xsn
i=1

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle
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in Produktform mit einer Konstanten € R, und Funktionery; : S; — [0,00), dann sind
X1, ..., X, unabhangig mit Massenfunktion

) = gi(a:)
pele) =
a€S;
Beweis.Die Werte (@)
T (a _ gi\a;
S SPT0)

a€S;
sind die Gewichte eine Wahrscheinlichkeitsverteilunguf S;. Nach Voraussetzung gilt

a; € SZ‘,

pxyox{at xooox{and] = pxox (@ an)
= ¢ [[Axl{a})  Viar,...,a,) € Six...x §2.4.1)

mit einer reellen Konstani@ Da auf beiden Seiten von (2.4.1) bis auf den Faktdie Massen-
funktionen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen stelggibhc = 1, und damit

n
pxoxe = Qi
i=1

Also sind dieX; unabhéngig mit Verteilung;, d.h. mit Massenfunktiop;. O

Beispiel(Zwei Wirfel). SeienX,Y : Q — {1,2,3,4,5, 6} gleichverteilte Zufallsvariablen. Fur
die Gewichte der gemeinsamen Verteilung vbrund Y gibt es dann beispielsweise folgende
Maoglichkeiten:

(1). X, Y unabhéngig.

Y
64— ————e0———0——-0-——9
| | | | | |
| | | | | |
54 -4 ——¢-——4-——¢-—— ¢ ——¢
| | | | | |
7 IS S D S QR SR
| | | | | |
| | | | | |
3f--4-——¢-——4——¢-——4-—%
| | | | | |
| | | | | |
225 M et St Sebil S S 1
| | | | | |
| | | | | |
lt-——9-—-0--0-——0-—0 -9
| | | | | |
% % % % % %
1 2 3 4 5 66X

Abbildung 2.2:X, Y unabhangigj.x y = pux ® py. Gewichte der Punkte sind jewe'tj§
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72 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

(2). X,Y deterministisch korreliert, z.B. = (X 4+ 1) mod 6.

Y
64 _________________ +__'|
| | | | | |
| | | | | |
54--1-—-r--q---¢-----——1
| | | | | |
| | | | | |
4 4+-—d———F—— - —— b —— - ——1
| | | | | |
| | | | | |
34 -—q-——¢-—q-——f——7--—1
| | | | | |
| | | | | |
2 N i | N |
| | | | | |
| | | | | |
1 SR S L A —
| | | | | |
| | | | | |
! ! ! ! ! !
1 2 3 4 5 66X

Abbildung 2.3 = (X + 1) mod 6. Das Gewicht eines einzelnen Punktesiist

(3). Y = (X + Z) mod 6, Z unabhéngig vorX, Z = 0, £1 mit Wahrscheinlichkei%.

Y
6+-——®———r——a———+—— - ——o
| | | | | |
| | | | | |
R e S
| | | | | |
| | | | | |
/T S S S
| | | | | |
| | | | | |
T30 R S S R
| | | | | |
| | | | | |
o R SR
| | | | | |
A S
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
1 2 3 4 5 66X

Abbildung2.4Y = (X+Z) mod 6; Z ~ unif{—1,0, 1}. Das Gewicht eines einzelnen Punktes
ist L
18
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Der Random Walk auf Z

SeienX, X, ... unabhangige identisch verteilte (»i.i.d.« — independeadtidentically distribu-
ted) Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsra@imA, P) mit

P[X; =+1] =p, PlX;=—-1]=1—p, pe€(0,1).

Die Existenz von unendlich vielen unabhangigen identisatevten Zufallsvariablen auf einem
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (unendliches Proadiell) wird in der Vorlesung »Ein-
fuhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie« gezeigt.(5eiZ ein fester Startwert. Wir betrachten
die durch

Soza,

SnJrl = Sn + Xn+17

definierte zuféallige Bewegung (»Irrfahrt« oder »Random k&pbufZ. Als Position zur Zeit
ergibt sich

Sp=a+ X1 +Xo+ -+ X,
Irrfahrten werden unter anderem in primitiven Modellendig Kapitalentwicklung beim Glucks-

spiel oder an der Borse (Aktienkurs), sowie die BrownschéelMdarbewegung (im Skalierungs-
limes Schrittweite— 0) eingesetzt.

Beispiel (Symmetrischer Random Walk, = 1). Die folgende Mathematica-Routine simuliert
10.000 Schritte eines Random Walks ffir= % und plottet den Verlauf der erstemaz Schritte.

zufall = RandomChoice[{1, 1}, 10000];

randomwalk = FoldList[Plus, 0, zufall];

Manipulate[

ListLinePlot[randomwalk[[1 ;; nmax]]], {nmax, 10, 1000010}]
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e nmax = 50:

e nmax = 500:

30 -
20 -

10

10

20

30

e nmax = 5000:

100 |

80

60

40

20

1000

2000

3000

4000

5000
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Wir wollen nun die Verteilung von verschiedenen, durch dandm Walk gegebenen, Zufalls-
variablen berechnen. Die Verteilung v6R selbst ist eine verzerrte Bimomialverteilung:

Lemma 2.9(Verteilung vons,,). Fur k € Z qilt

0 falls n + k ungerade odefk| > n,
P[S,=a+k] =

n+k

(%) p™ (1—p)"s sonst,
Beweis. Es gilt

X;=1 genau’t* mal,
S,=a+k < X+ --+X,=k &
X;=-1 genau’;* mal

Beispiel (Ruckkehrwahrscheinlichkeit zum Startpunkithilfe der Stirlingschen Formel

n n
| ~ — U
n! 27?71(6) fur n — oo.
folgt fir n — oc:
P[Sy, = a] = (n)p (1-p)" = (2P (1-p)
Viarn (2n/e)*"

pr(l—-p) = \/% (4p(1—p))",

wobei zwei Folgeru,, undb,, asymptotisch aquivalentheiRen(a,, ~ b,), falls lim,, ‘;—” =
gilt. Damit ergeben sich zwei unterschiedliche Falle figrAsymptotik der Riickkehrwahrschein-

lichkeiten zum Startpunkt nacn Schritten:

e Im symmetrischen Fafh = 1 gilt PS5, = a] ~ \/% Die Riickkehrwahrscheinlichkeiten

konvergieren also nur langsam geg@en
e Im nicht-symmetrischen Fafl #  gilt dagegent p (1 —p) < 1, und die FolgeP[S,,, = d
konvergiert firn — oo exponentiell schnell gegen

Symmetrischer Random Walk und Reflektionsprinzip

Ab jetzt betrachten wir nur noch die symmetrische Irrfahittpn= 1. Sei) € Z. Wir wollen die
Verteilung der Zufallsvariable

Ty(w) := min{n e N : S,(w) = A}
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76 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGGKEIT

bestimmen, wobei wir wiedanin () := oo setzen. FU\ # a ist T) die ersteTrefferzeit von

A, fur A = a ist es hingegen die erstickkehrzeit nach a. Beschreibt der Random Walk
beispielsweise die Kapitalentwicklung in einem Gliickesmlann kann may als Ruinzeitpunkt
interpretieren. Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit

isi = A}]

fir n € N berechnen. Da das Ereigri$, < n} von mehrerenPositionen des Random Walks

abhangt( S, S, ..., S,), bendtigen wir digemeinsam¥erteilung dieser Zufallsvariablen. Sei
also

Som(w) = (So(w), S1(w), ..., Sp(w))
derBewegungsverlauf bis zur Zeit. Dann istS;., eine Zufallsvariable mit Werten im Raum
@én) = {(So, S1y ..., Sn) 1Sy =a,s; € Z mit |Si — Si71| = 1flralle: {1, R ,n}}
der moglichen Verlaufe (Pfade) der Irrfahrt. $gidie Verteilung vonSy.,, unter P.
Lemma 2.10. 11, ist die Gleichverteilung auf dem Pfadraupy” C z»+1.
Beweis.Fursy, ..., s, € Zqilt
Ma[{(s()? sy Sn)}] - P[SO =3S80,---, Sp = Sn]
= P[SOZS()aXIZSI_507"'7Xn:8n_5n—1]
0 falls so # a oder|s; — s;_1| # 1fureini € {1,...,n},

2-"  sonst, d.h. fall§so, .. ., s,) € Q.
L

Das Lemma ermdglicht es uns, Wahrscheinlichkeiten furyhersetrische Irrfahrt durch Abzah-
len zu berechnen. Dazu zeigen wir eine nttzliche Invarigerschaft beztglich der Reflektion
der Pfade beim ersten Erreichen eines LevelBen Beweis des folgenden Satzes macht man
sich am besten zunachst anhand von Abbildung 2.4 Kklar.

Satz 2.11(Reflektionsprinzip) Seien\,b € Z. Es gelte entwedefa < A undb < \), oder
(a > Aundb > \). Dann folgt

P[T\ <n,S, =0 = P[S, ="V,

wobeib* := A 4+ (A — b) = 2\ — b die Spiegelung vohan \ ist.
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Abbildung 2.5: Reflektionsprinzip

Beweis.Es gilt

A

sp=0,8;, = Afureini € {1,...,n}}],

PIT\<n,S,=b = ul{(s0,.--,8n) :
PS, =0T = pal{(so,....sn) + s =0"}].

A

-~

=:B
Die im Bild dargestellte Transformation (Reflektion desd@snach Treffen voR) definiert eine
Bijektion von A nachB. Also gilt |A| = | B|. Dau, die Gleichverteilung aufy” ist, folgt
|A] |B]

aA: = :aB.
mld] = o = o = el

O

Mithilfe des Reflektionsprinzips kénnen wir nun die Vertgigy der ersten Trefferzeiten explizit
aus den uns schon bekannten Verteilungen der Zufallsvanah berechnen.

Korollar (Verteilung der Trefferzeiten)Fir A € Z undn € N gilt:
(i)
P[S, > A+ P[S, > )] falls\ > q,
P[S, <A+ P[S, < )] falls\ < a.
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(ii)

Beweis.Wir beweisen die Aussagen fiir> a, der andere Fall wird jeweils analog gezeigt.

(i) Ist S, > X, dann gilt stetd), < n. Daher folgt nach Safz 2.11:

Py<n] = 3 PB<nS=8 =3 P[S.=t+) PlS,=V]
beZ e b>A b<A
= P[S, = b] firb > )\, ey
= P[S, = b]furb < \.

= P[S, > A+ P[S, > Al.

(i) Aus|[(i)|folgt

Wegen
P[A] — P|B] = P[A\B] + P|[An B] — P[B\A] — P[BnN A] = P[A\B] — P[B\4]
erhalten wir flr den ersten Term:

| = P[SnZ)\,Sn,1<)\]—P[Sn,12)\,sn<)\]
— P[Sy = A—1,8 =N = P[Su1 = A Sy = A—1]
1

1

Hierbei haben wir benutzt, dass

{(0,...,80) € QM 5,1 =A—1}
= H{(soy---,8n) @ Sn_1 =A—1lunds, = A\}|
+[{(s0,.--y8n) : Sn_1 =A—1lunds, =\ — 2}

— 2-‘{(80’...,(9”):Snilz)\—l’snzk}
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gilt. Mit einer analogen Berechnung fur den zweiten Ternakem wir insgesamt:

PTh\=n] = 141
_ % (P[Su = A—1] — P[Sy1 =
+P[Sp1=(A+1)—1] = P[S,-1 = A+1])
_ % (P[Sh 1 = A—1] = P[Sy 1 = A+ 1]).

O

Aus der Verteilung der Trefferzeiten, ergibt sich auch unmittelbar die Verteilung des Maxi-
mums

Mn = maX(SO, Sl, N Sn)

des Random Walks bis zur Zeit

Korollar (Verteilung des Maximums)Fur A > a gilt

P[M, >\ = P[Ty<n] = P[S, > A+ P[S, > .
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Kapitel 3

Konvergenzsatze fur Zufallsvariablen und
Ihre Verteillungen

In diesem Kapitel beweisen wir zwei ganz unterschiedlicbauergenzaussagen fur Folgen von
Zufallsvariablen bzw. deren Verteilungen: Ein (schwagl®&easetz der grol3en Zahlen fur Mit-
telwerte von unkorrelierten Zufallsvariablen mit besctkt&n Varianzen, sowie die Konvergenz
ins Gleichgewicht der Verteilungen irreduzibler, apeisatier Markovketten mit endlichem Zu-
standsraum. Beide Aussagen lassen sich auch zu einem @esefml3en Zahlen fur Markov-
ketten kombinieren. Der Beweis dieses »Ergodensatzes ilkkdwketten« wird aber erst in der
Vorlesung »Stochastische Prozesse« gegeben.

3.1 Varianz und Kovarianz

Wir fuhren zunachst die Begriffe der Varianz und Standandabthung, sowie Kovarianz und
Korrelation fur reellwertige Zufallsvariablen ein.

Varianz und Standardabweichung

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und : Q@ — S C R eine reellwertige Zufallsva-
riable auf(Q2, A, P) mit abzéhlbarem Wertebereich Wir setzen voraus, dads||X|] endlich
ISt.

Definition. Die Varianz von X ist definiert als mittlere quadratische Abweichung vom Erwa
tungswert, d.h.
Var[X] = E [(X — E[X])?] € [0,00].

80



3.1. VARIANZ UND KOVARIANZ 81

Die GroBes[X] = /Var[X] heiBtStandardabweichungon X .

Die Varianz bzw. Standardabweichung kann als Kennzahli@&do3e der Fluktuationen (Streu-
ung) der ZufallsvariableX um den Erwartungsweft| X | und damit als MaR fur das Risiko bei
Prognose des Ausgang§w) durch E[X| interpretiert werden.

Bemerkung (Eigenschaften der Varianz) (a) Die Varianz einer Zufallsvariable h&ngt nur von
ihrer Verteilung ab. Es gilt

Var[X] = Z(a —m)?px(a),

a€esS

wobeim := E[X] =) _<apx(a)der Erwartungswert voX ist.
(b) Aus der Linearitat des Erwartungswerts folgt
Var[X] = E[X*-2X - E[X]+ E[X])] = E[X? - E[X]*.
Insbesondere ist die Varianz véhgenau dann endlich, werfi X %] endlich ist.
(c) Entsprechend folgt aus der Linearitat des Erwartungswe

Var[aX +b] = Var[aX] = a® Var[X] fur allea,b € R.

(d) Die Varianz vonX ist genau dann gleich, wennX deterministischst, d.h. falls
P[X =FE[X]] = 1.

Beispiele. a) VARIANZ VON BERNOULLI-VERTEILUNGEN: Sei X = 1 mit Wahrschein-
lichkeit p, und X = 0 mit Wahrscheinlichkeit — p. Dann gilt £ [X?] = E[X] = p, und
damit

Var[X] = p—p® = p(1—p).

b) VARIANZ VON GEOMETRISCHENVERTEILUNGEN: SeiT geometrisch verteilt mit Para-
meterp € (0, 1]. Durch zweimaliges Differenzieren der Identitat

> 1
Y a-pF ==
k=0 p
erhalten wir
- d 1 1
ET] = k(l—plitp = —p—= = =, sowie
7= >k0 - i1
S k—1 S k—2 d’ 1 2
E(T+1)T) =Y (k+1)k(1—p)"'p = > k(k—=1)(1-p)*’p = Paiy =
k=1 =2
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Damit ergibt sich&[T?] = = — 7, und somit

Var[T] = E [T?] - E[T)? = — —

Kovarianz und Korrelation

Seip € [1,00). Im folgenden bezeichnen wir mit?(2, .4, P) den Raum aller (diskreten) Zu-
fallsvariablenX : 2 — R mit £ [| X |?] < cc. Die Zufallsvariablen aug!((2, A, P) haben einen
endlichen Erwartungswert. GiX¥ € £2(Q, A, P), dann ist die Varianz voX endlich.

Lemma 3.1(Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

(i) Fur X,Y € £2(Q, A, P) gilt X - Y € L1(Q, A, P) und
EX-YP? < E[|X-Y|)? < E[X? E[YY.
(i) Der Raum/L?(9, A, P) ist ein Vektorraum, und dag? Skalarprodukt
(X,Y) == E[X-Y], XY € L*(Q, A, P),
ist eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform.

Insbesondere gilt also fir eine Zufallsvariablec £?(Q2, A, P) auch

E(|IX]] < VEXYVE[?] < oo,
d.h. der RaunC?(9, A, P) istin £1(£2, A, P) enthalten.

Beweis. (i) Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fir Summen gilt

ExvP = (Y lab PIX b])2

aeX(Q)
beY ()

= (ZW VP[X =a,Y =b] b \/P[chuY:b])
<Zap b]ZbQP[X:a,Y:b]

:Za P[X Zzﬁ

=E[X*]|E[Y?].
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(i) SeienX,Y € L2 unda € R. Dann istaX + Y eine Zufallsvariable, fur die wegen der
Monotonie und Linearitat des Erwartungswerts gilt:

E(aX +Y)’] = E[a’X?+2aX Y +Y?] <20°E [X?] +2F [Y?] < oo.

Die Abbildung(X,Y"): = E[X Y] ist bilinear, daF[ e | linear und symmetrisch ist, und
positiv semidefinit wegenX, X) . = F'[X?] > 0 fur alle X € £
U

Definition. SeienX undY Zufallsvariablen inZ?(Q, A, P).

(i) Die Kovarianzvon X undY ist definiert als
Cov[X,Y] = E[(X — F[X]) (Y — E]Y])] = E[XY] - E[X]E[Y].

(i) Gilt o(X),o(Y) # 0, so heit

Cov[X,Y]

XY = SR

Korrelationskoeffizientvon X undY’.
(iii) Die ZufallsvariablenX undY heiRenunkorreliert, falls Cov[X, Y] = 0, d.h.
E[XY] = E[X]- E[Y].
Gilt Cov[X, Y] > 0 bzw.< 0, dann heiBerX undY positivbzw.negativ korreliert

Bemerkung (Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir KovarianDie Kovarianz ist eine symmetri-
sche Bilinearform auf:? x £2 mit

Cov[X,X] = Var[X] > 0 furalleX € L2

Deshalb, oder nach LemrmaB.1, gilt die Cauchy-Schwarz-&iciging

ICov[X,Y]| < /Var[X]-/Var[Y] = o[X]-o[Y].

Aus der Ungleichung folgt, dass der Korrelationskoeffiziglk', Y] stets Werte zwischen 1
und1 annimmt.

Beispiel (Empirischer Korrelationskoeffizent). Wenn die gemeinsame Verteilung véhund
Y eine empirische Verteilung von Datén;, y;) € R?,i = 1,...n, ist, d.h. wenn

(X,Y) = (@i, v:) mit Wahrscheinlichkeit /n
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fur 1 < ¢ < n gilt, dann sind die Erwartungswerte und die Kovarianz gegeturch

EX] = =) z; = Ty, ElY] = 1y,,
n
i=1
1 & _ N 1 [ <& o
Cov[X,Y] = " (x; = Tn)(yi — U,) = " Z:pzyz — TnT,,-
=1 i=1

Der entsprechendampirische Korrelationskoeffizientder Datenx;, y;), 1 <1i < n, ist

Cov[X, Y] (= T) i~ 7)

LT e (S )

=1 o=—1
2
Abbildung 3.1: Korrelationskoeffizienten verschiedenatdhsatze

Unabhéangigkeit und Unkorreliertheit

Aus der Unabhangigkeit reellwertiger ZufallsvariablerCihfolgt deren Unkorreliertheit. Allge-

meiner gilt sogar:
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Satz 3.2(Zusammenhang von Unabhangigkeit und Unkorrelierth&8ienX : Q@ — S und
Y: Q — T diskrete Zufallsvariablen auf?, A, P). Dann sind aquivalent:

() X undY sind unabhangig.

(i) f(X)undg(Y) sind unkorreliert fur beliebige Funktionef: S — R undg: 7" — R mit
f(X),9(Y) € L2

Bemerkung. Nach Satz 2]7 ist Bedingung (i) aquivalent zu
P[X € A)Y € B = P[X € A]P[Y € B] flralle A, B € A.
Entsprechend ist Bedingung (ii) genau dann erfullt, wenn
E[f(X)g(Y)] = E[f(X)| E[g(Y)]  furallef,g:S >R  mitf(X),g(Y) € L2
Beweis [N [(iN] Sind X undY unabhéangig, und(X), g(Y) € £2, dann folgt

E[f(X)g(Y)] = > > fa)g(b) PIX = a,Y = 1]

= S f@) PX =] S g) PY = 8] = E[f(X)] Elg(¥)].

Durch Wahl vonf = Iya} undg = I;b} folgt au fira € Sundb € T
{ {

PIX =a,Y =b] = Ell(X) I (Y)]
= Bl (X)] B[y (Y)] = PIX = a] P[Y =],

O

Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass allein aus dkotseliertheit zweier Zufallsvariablen
X undY nicht deren Unabhangigkeit folgt.

Beispiel (Unkorreliertheit ohne Unabhéangigkeitpei X = +1, 0, bzw. —1, jeweils mit Wahr-
scheinlichkeitl /3, und seiY = X?2. Dann sindX undY nicht unabhangig, aber unkorreliert,
denn

P[X=0,Y=0 = 1/3 # 1/9 = P[X =0] P[Y = 0],
E[XY] = 0 = E[X]E[Y].
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3.2 Das schwache Gesetz der grof3en Zahlen

SeienXy, X, ... : Q — R Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrsclobikdits-
raum (2, A, P) definiert sind (z.B. wiederholte Ausfiihrungen desselbefalBexperiments),
und sei

Sp(w) = Xi(w)+-+ Xp(w).

Wir betrachten die empirischen Mittelwerte

Spw) Xi(w)+... 4+ Xp(w)
n N n ’
d.h. die arithmetischen Mittel der ersterBeobachtungswert&’; (w), ..., X,(w). Gesetze der

grof3en Zahlen besagen, dass sich unter geeigneten Varmausgen die zufalligen ,Fluktuatio-
nen“ derX; fur grol3en wegmitteln, d.h. in einem noch zu prazisierenden Sinn gilt
M ~ FE {&} fur grof3en,
n n

bzw.

Sn_ ElS] =% 0. (3.2.1)

n n
Ist insbesonder&[X;] = m fur alle i, dann sollten die empirischen Mittelwertg /n gegenm

konvergieren. Das folgende einfache Beispiel zeigt, das®lne weitere Voraussetzungen an
die ZufallsvariablenX; kein Gesetz der grol3en Zahlen erwarten konnen.

Beispiel. Sind die ZufallsvariablerX; alle gleich, d.hX; = X5, = ..., so gilt— = X; fur alle
n
n. Es gibt also kein Wegmitteln des Zufalls, somit kein Gegetf3er Zahlen.

Andererseits erwartet man ein Wegmitteln des Zufallsinaibhangigewiederholungen dessel-
ben Zufallsexperiments. Wir werden nun zeigen, dass sagddréorreliertheit und beschrankte
Varianzen der Zufallsvariablek; gentigen, um ein Gesetz der grof3en Zahlen zu erhalten. Dazu
berechnen wir die Varianzen der Mittelwe§g/n, und schatzen anschlielend die Wahrschein-
lichkeiten, dass die zentrierten Mittelwerte in (312.1)ex Wert gro3er als annehmen, durch

die Varianzen ab.

Varianz von Summen

Lemma 3.3. Fur ZufallsvariablenX, . . ., X,, € £? gilt:

Var[Xy + -+ X,] = ) Var[X;] + 2> Cov[X;, X}].
i=1 i,j=1
i<
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Falls X1, ..., X,, unkorreliert sind, folgt insbesondere:
Var[Xj + -+ X,] = ) Var[X].
=1
Beweis. Aufgrund der Bilinearitat und Symmetrie der Kovarianz gilt

Var[Xi + -+ X,] = Cov [Y X;,) X;] = ) Cov[X;, X}
i=1 j=1

ij=1

= ZVar[Xi] + 2 Z Cov[X;, Xj].
i=1 ij=1
i<j

O

Beispiel (Varianz der Binomialverteilung)Eine mit Parametern und p binomialverteilte Zu-
fallsvariable ist gegeben durc}), = > | X; mit unabhéangigen, Bernoullp)-verteilten Zu-
fallsvariablenX;, d.h.

" 1 mit Wahrscheinlichkeip,
0 mit Wahrscheinlichkeit — p.

Mit Lemmal3.3 erhalten wir fir die Varianz der Binomialveiteg:
Var[S,| = ZVar[Xi] = np(l—p).
i=1

Insbesondere ist die Standardabweichung einer binonnialiten Zufallsvariable von der Ord-

nungO(y/n).

éebyéev-UngIeichung und Beweis des GGZ

FUr den Beweis des Gesetzes der gro3en Zahlen nehmen wiassi d X, . .. diskrete Zu-
fallsvariablen aug?(Q, A, P) sind, die folgende Voraussetzungen erflllen:
ANNAHMEN:

(i) Die Zufallsvariablen sind unkorreliert:

Cov[X;, X;] =0 fur allei # j.

(i) Die Varianzen sind beschréankt:

v := sup Var(X;) < oo.
ieN
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Es wirdkeine Unabhangigkeit vorausgeset#t

Satz 3.4(Schwaches Gesetz der grol3en Zahlémter den Voraussetzungen (i) und(ii) gilt fur
allee > 0undn € N:
7|

Ist insbesonderd’[X;] = m fur alle i € N, dannkonvergierendie Mittelwertestochastisch

S, E[S.]
n n

>el < —.
eZn

gegen den Erwartungswert, d.h.
S, B[S,

n n

lim P{

n—o0

> 5} =0 fur jedess > 0.

Zum Beweis bendtigen wir die folgende wichtige Ungleichung

Lemma 3.5(Cebysev-Ungleichung)Fir X € £2 undc > 0 gilt:

Beweis.Es gilt

1
Iyx_px)se < E(X—E[X])z,

denn der Term auf der rechten Seite ist nichtnegativ &ndl auf {| X — E[X]| > ¢}. Durch
Bilden des Erwartungswerts folgt
1
PI|IX - E[X]| > d = E [Ijx_pxzq] < El5(X - EX)? = 5B [(X - EIX]))?].

c2 C

Der Beweis des Gesetzes der groRen Zahlen ergibt sich nuitteibiar aus Lemma3.3 und 3.5:

Beweis von Safz3.MNach derCebysev-Ungleichung und den Annahrenh (i) (i) gilt

S, E[S,] 1 S, 1 z
P [ T > 5} < 8—2Var {;] = o Var[; X = 82 Z\/ar < @
far allee > 0 undn € N. O

Bemerkung (Starkes Gesetz der gro3en Zahleim) der Vorlesung »Einflihrung in die Wahr-
scheinlichkeitstheorie« wird gezeigt, dass unter densatzungen von Saiz B.4 sogarstar-
kes Gesetz der grof3en Zahlegilt, d.h.

Sp(w)

n

— m  mit Wahrscheinlichkeit.

BIS HIER UBERARBEITET
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3.3 Gleichgewichte von Markov-Ketten

Sei S eine abzahlbare Menge eine Wahrscheinlichkeitsverteilung atif undp(x,y), (z,y €
S), einestochastische Matrixbzw. Ubergangsmatrix, d.h.p(z, y) erfullt die folgenden Bedin-
gungen:

() p(z,y) >0 furallex,y € S,

(i) 3 ,cop(z,y) =1 furalles € S.

Hier und im folgenden bezeichnen wir diskrete Wahrschetkieitsverteilungen und die entspre-
chenden Massenfunktionen mit demselben Buchstaben,@:h:= v({z}).

Definition. Eine FolgeXy, X1, ...:  — S von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum(, A, P) heiRtzeitlich homogene Markov-Kettmit Startverteilung und Ubergangsma-
trix p, falls die folgenden Bedingungen erfullt sind:

(i) Foralle xq € S qilt:
P[XO = SC(]] = V(.To)

(i) Furallen € Nundx,...,z,1 € Smit P[Xy = o, ..., X, = x,] # 0gilt:

P[Xnﬂ = Tn+t1 | Xo=1g,...,Xn = SCn] = p(ﬂfn, l’n+1)-

Bemerkung. Die Bedingungeh (i) und (ii) sind aquivalent zu:

P[Xo=z0,..., X, = x,] = v(xo) p(xo, x1) - - p(Xp_1, Tp) furallen e N,z; € S.

Gleichgewichte und Stationaritat

Fur eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgmit Massenfunktion:(x) = u({z}) und eine stochas-
tische Matrixp auf S setzen wir

(up)(y) =Y _p@)plz,y),  (YES),

€S

d.h.u pist der Zeilenvektor, den wir erhalten, wenn wir den Zeilektor (1.(x)).cs von links an
die Matrix p multiplizieren.

Lemma 3.6. i) Die Verteilung zur Zeit einer Markov-Kette mit Startverteilungund Uber-
gangsmatrixp ist v p™.
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i) Gilt vp = v, dannfolgtX, ~ v fur allen € N. (»Stationaritatq

Beweis. i) Wie im Beweis von Satz 214 erhalten wir
furallen € Nundz,y € S mit P[X, = z| # 0, und damit:

PlX,=y|= Z P[X, =y | Xo = x| P[Xo = 7]

zeSs
P[Xo=z]#0

= > Py vix) = @p)©).

€S
v(x)#0

i) Ausvp = v folgtvp™ = v firallen € N.

O
Definition. i) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S heil3t Gleichgewichtsverteilung
(oderstationare Verteilung der Ubergangsmatriy, falls .p = , d.h. falls:
> @) pla,y) = ply)  firaley e S.
z€eS
i) p erfullt die Detailed Balance-Bedingundpzgl. der Ubergangsmatrix, falls gilt:
w(@) p(z,y) = p(y) ply, )  firalex,y € S (3.3.1)

Satz 3.7.Erfullt i die Detailed Balance-Bedingurf@.3.1) dann istu eine Gleichgewichtsver-
teilung vonp.

Beweis.Aus der Detailed Balance-Bedingung folgt:

> @) plzy) = uly) ply. x) = uly).

zeSs zeSs

Bemerkung. Bei Startverteilung: gilt:

w(x) p(z,y) = PXo =z, X1 =y, »Fluss vonr nachy«.
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DETAILED BALANCE: w(z) p(x,y) = w(y) ply, x)
»Fluss von: nachy« =  »Fluss vony nachx«
GLEICHGEWICHT: Y, con(@)plz,y) =  Y,esnly)ply,)
»Gesamter Fluss nagh »Gesamter Fluss vajk.

Beispiele. a) MARKOV-KETTE AUF S = {0, 1}:

Seiena, 5 € [0, 1] und
p_(l—a a )
B 1-8)

# - 7 £
i AN (0 N
r / A.’/ \\‘ —_— > If / \\‘ \\,‘
l-a |\ I\ O | ‘\ 1 ' I11-P
. ) o\ Jw
g // B \\\ //

Dann ist die Gleichgewichtsbedingupg = 1 aquivalent zu den folgenden Gleichungen:
#(0) = p(0) (1 — @) + (1) B,
p(1) = p(0) a+p(1) (1= 5).
Da . eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, sind beide Glaingen aquivalent zu
B (1= u(0)) =au).
Die letzte Gleichung ist Aquivalent zur Detailed BalanestBgung((3.3]1). Falls+3 > 0

gilt, ist u = (ﬁ, ﬁ) die eindeutige Gleichgewichtsverteilung und erfillt diet&iled

Balance-Bedingung. Falls = 5 = 0 qilt, ist jede Wahrscheinlichkeitsverteilungeine
Gleichgewichtsverteilung mit Detailed Balance-Bedingun

b) ZvykLISCHER RANDOM WALK: SeiS = Z/nZ ein diskreter Kreis, und
p(k,k+1)=p,  plkk—1)=1-p.

Die Gleichverteilung:(x) = % ist ein Gleichgewicht. Die Detailed Balance-Bedingung ist
dagegen nur fup = % d.h. im symmetrischen Fall, erfullt.

¢c) EHRENFESFMODELL:

SeiS ={0,1,...,n},
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Man kann erwarten, dass sich im Gleichgewicht jede Kugel\/ldaihrscheinlichkei% in
jeder der beiden Urnen befindet. Tatsachlich erfiillt dieoBifalverteilungu (k) = () 27"
mit Parametep = ; die Detailed Balance-Bedingung:

plk — 1) p(k—1,k) = p(k) p(k, k —1) k=1,...,n

ist Aquivalent zu

n! n—(k-1) __, n! k B
DG w2 RmoRin T

2711

d) RANDOM WALKS AUF GRAPHEN:
Sei(V, E) ein endlicher Graph§ = V' die Menge der Knoten.

e Sei

@ fa”S {:L’,y} € E,

0 sonst.

p(x,y) =
Die Detailed Balance-Bedingung lautet in diesem Fall:

w(z) p(z,y) = u(y) ply, ).

Sie ist erfullt, falls

p(x) = c deg(z)
gilt, wobeic eine Konstante ist. Damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, muss
¢ SO gewahlt werden, dass gilt:

Zdeg(:c) =2|E]|.

z€eB

Somit ist die Gleichgewichtsverteilung:

 deg(x)
e SeiA = max,cy deg(x),
1 falls {z,y} € E,
p(z,y) = 4
1— %@ sonst,

Es giltp(z,y) = p(y, ) und somit ist die Gleichverteilung alf die stationare Ver-
teilung.
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Ist deg(z) konstant, dann stimmen die Random Walks in beiden Beigpi@berein, und
die Gleichverteilung ist ein Gleichgewicht.

Im nachsten Abschnitt zeigen wir:

Satz(Konvergenzsatz fir Markov-Kettenlst .S endlich, ung eine irreduzible und aperiodische
stochastische Matrix mit Gleichgewicht dann gilt fur alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
aufs:

lim (vp")(x) = p(x) furallex € S.

n—o0

Aufgrund des Konvergenzsatzes kénnen wir Stichproben vier &V/ahrscheinlichkeitsvertei-
lung 1 n&herungsweise erzeugen, indem wir eine Markov-K&ttemit Gleichgewichtu simu-
lieren, und fur grof3es auswerten. Wie findet man eine Markov-Kette mit einer voedpamen
stationaren Verteilung?

3.4 Konvergenz ins Gleichgewicht

SeiS = {x,...,z,} eine endliche Menge, und

WV(S) = {u = (u(z1), ..., plzm)) | pl(zi) =0, Zu(xi) =1} CR"

die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen 8uGeometrisch istVV (.S) ein Simplex im
R™. Wir fuhren nun einen Abstandsbegriff aafV(.S) ein:

Definition. Die Variationsdistanzzweier Wahrscheinlichkeitsverteilungeynv auf S ist:

drv () = glln = vl = 5 3 () — v(a)].

zeS

Bemerkung. a) Fur alley, v € WV/(9) gilt:

oy () < 5 3 (nle) + () = 1.

zeSs

b) Seienu, v Wahrscheinlichkeitsverteilungen und:= {z € S | u(z) > v(x)}. Dann gilt:

dry (p,v) = ) (n(z) = v(z)) = max |u(A4) — v(A)).

ACS
€A

Der Beweis dieser Aussage ist eine Ubungsaufgabe.
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Wir betrachten im folgenden eine stochastische Maifix y), (z,y € 5), mit Gleichgewicht
. Die Verteilung einer Markov-Kette mit Startverteilungind Ubergangsmatrix zur Zeitn ist
v p™. Um Konvergenz ins Gleichgewicht zu zeigen, verwenden wifalgende Annahme:
MINORISIERUNGSBEDINGUNG  Esgibteind € (0, 1] und einr € N, so dass furalle,y € S
gilt:

p(x,y) >0 pu(y). (3.4.1)

Satz 3.8.Gilt die Minorisierungsbedingun@B.4.1) dann konvergiert p" fiir jede Startvertei-
lung v exponentiell schnell gegen Genauer gilt fur allen € Nundv € WV(.5):

dry(vp™, p) < (1 —0)"/),

Bemerkung. Insbesondere igt daseindeutige Gleichgewicht: Betrachte eine beliebige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mit v p = v. Dann folgt firn — oo:

dry (v, u) = dry(vp", u) — 0,
alsodry (p, v) = 0, und somity = v.
Beweis. 1. Durch die Zerlegung
P, y) = o p(y) + (1 —6)q(z,y)

der r-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten wird eBtechastischeMatrix ¢ definiert,
denn

(i) Aus der Minorisierungsbedingunig (3.4.1) folgte,y) > 0 fur allex,y € S.

(i) Aus > op"(z,y) =1, conuly) = 1folgt > o q(z,y) = 1furallex € S.

Wir setzen im folgenden := 1 — 4. Dann gilt fr aller € WV (S):

vp =(1=ANpu+Avg. (3.4.2)

2. Wir wollen mit vollstandiger Induktion zeigen:

vp" =1 =X+ Nevgt furallek >0, ve WV(S). (3.4.3)
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Firk = 0 ist die Aussage offensichtlich wahr. Gili (3.4.3) fur &ir> 0, dann erhalten wir
durch Anwenden von Gleichung(3.4.2) auf” mit v = v ¢*:

(k+1)r _ Vpk:r pr

(( ) vq')p

= (1= pup" +(1 =) Nep+ N ughg

=p

vp

— (1 o )\lc—i—l)M+ )\k-i-lqu—f—l.

3. Firne N,n=Fkr+i, (k€ N0<i<r),folgt:
vp" =vpp' = (1= \) pp’ X vy,
also

vpt — =N (vg"p — p) furaller € WV/(5),

und damit
1 _
dry(vp", 1) = 5 llvp" = pll = Nedpy (v gF phyp) < AP

nach der letzten Bemerkung.

Welche Ubergangsmatrizen erfiillen die Minorisierungsatgahg?

Definition. i) Die stochastische Matriy heil3tirreduzibel falls es fur allex,y € S ein
n € N gibt, so das9"(z,y) > 0 gilt.

i) Die Periodevonzx € S ist definiert als

Periode(z) := ggT({n € N | p"(z,z) > 0}).

S

~~

=:R(z)

Lemma 3.9. i) Falls pirreduzibel ist, giltPeriode(x) = Periode(y) fur alle z,y € S.

ii) Falls p irreduzibel und aperiodisch (d.Reriode(z) = 1 flr alle x € S) ist, gibt es ein
r > 0,sodasy’(z,y) > 0furallez,y € S qilt.

Beweis.Seienz,y € S.
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1) Seip irreduzibel. Dann gibt es eifiund eint € N, so dass gilt:
p’(z,y) >0 und  p'(y,z) > 0.
Fira := s + t folgt:

o p*(z,z) > p*(z,y) p'(y,x) > 0, alsoa € R(z).

o p"t(x,x) > pi(x,y) p"(y,y) p(y,x) > 0firallen € R(y), alson + a € R(z) fur
allen € R(y).

Periode(x) ist ein gemeinsamer Teiler vai(z), somit Teiler vona undn + a, also auch
vonn fur allen € R(y). Daher istPeriode(z) ein gemeinsamer Teiler vaR(y) und somit

gilt:
Periode(z) < Periode(y).

»>« wird analog gezeigt. Es folgt:

Periode(z) = Periode(y).

i) R(x)istabgeschlossen unter Addition, denn falls € R(z) ist, gilt:
p*(x, ) > p*(z, ) p'(z,2) > 0,

und somits + ¢ € R(z). Dap aperiodisch ist, folgggT(R(x)) = 1 fur allex € S. Nach
einem Satz der Zahlentheorie gilt:

Da R(z) additiv abgeschlossen, gibt es fur alleein r(z) € N mit n € R(x) fur alle
n > r(x).

n € R(z) impliziert p"(x,z) > 0. Dap irreduzibel ist, folgt, dass es fur alle y ein
r(z,y) € N gibt, so dass gilt:

p"(x,y) >0 furallen > r(z,y).

Furr > max, ,es7(z, y) folgt dannp” (z,y) > 0 furallez,y € S.

O

Satz 3.10(Konvergenzsatz fuendliche Markov-Ketten) Ist p irreduzibel und aperiodisch mit
Gleichgewichi, dann gilt:

lim dry(vp™, ) =0 furallevr € WV(S).
n—oo

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



3.4. KONVERGENZ INS GLEICHGEWICHT 97

Beweis.Dap irreduzibel und aperiodisch ist, gibt es eire N mit:
p(z,y) >0 furallez,y € S.
Daher gibt es eim € N und eind > 0, so dass gilt:
p(z,y) > 0 p(y) furallex,y € S,

(z.B.d :=min, 4e5p"(x,y)). Mit Satz[3.8 folgt die Behauptung. O
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Kapitel 4

Stochastische Simulation und
Monte-Carlo-Verfahren

4.1 Pseudozufallszahlen

Ein (Pseudo-) Zufallszahlengeneratorist ein Algorithmus, der eine deterministische Folge
von ganzen Zahlen,, z-, x3, . ..mit Werten zwische und einem Maximalwertn — 1 erzeugt,
welche durch eine vorgegebene Klasse statistischer Tettsvon einer Folge von Stichpro-
ben unabhangiger, afif, 1,2, ..., m — 1} gleichverteilter Zufallsgré3en unterscheidbar ist. Ein
Zufallszahlengenerator erzeugt also nicht wirklich zZigél Zahlen. Die von »guten« Zufalls-
zahlengeneratoren erzeugten Zahlen haben aber stéteskEsgenschaften, die denen von echten
Zufallszahlen in vielerlei (aber nicht in jeder) Hinsiclets &hnlich sind.

Zufallszahlengeneratoren

Konkret werden Pseudozufallszahlen Uiblicherweise Ulperdgterministische Rekurrenzrelation
vom Typ

Tnt1 :f(xnfk+laxnfk+27"'7xn)7 n:k7k+17k+277

ausSaatwertenzy, z», . . ., ) €rzeugt. In vielen Féallen hangt die Funktimur von der letzten
erzeugten Zufallszahl,, ab. Wir betrachten einige Beispiele:
Lineare Kongruenzgeneratoren (LCG)
Bei linearen Kongruenzgeneratoren ist die Rekurrenzoglatom Typ
Tni1 = (ax, + ¢) mod m, n=0,1,2,....
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Hierbei sinda, c undm geeignet zu wahlende positive ganze Zahlen, zum Beispiel:

ZX81-Generator m=2%+1 a="75, c=0.
RANDU, IBM 360/370: m = 23!, a = 65539, c=0
Marsaglia-Generatar  m = 232, a = 69069, c=1

Langlands-Generator —m = 24, a = 142412240584757, ¢ = 11.

Um einen ersten Eindruck zu erhalten, wie die Qualitat dezwgten Pseudozufallszahlen vwgn
c undm abhangt, implementieren wir die Generatoren mit »Matheraat

f[x_] := Mod[a x + c, m]

Beispiel. Wir beginnen zur Demonstration mit dem Beispiel eines gahieshten LCG:

a =11; ¢c = 0; m = 63; pseudorandomdata NestList[f, 1, 300];
ListPlot [pseudorandomdata]

60 -

?.................................................
50;
40;
30;

:..................................................
| 00000000000000000000000000000000000000000000000000

10 :..................................................

000 00000000000000000000000000000000000000000000000

000000000 00000000000000000000000000000000000000009

50 100 150 200 250 300

Die Folge von Zufallszahlen ist in diesem Fall periodisch emer Periode, die viel kleiner ist
als die maximal mdglichesg). Dies rechnet man auch leicht nach.

Periodizitat mit Periode kleiner als m kann man leicht anksBen. Es gilt namlich:
Satz (Knuth). Die Periode eines LCG ist gleieh genau dann, wenn
i) cundm teilerfremd sind,

i) jeder Primfaktor vonm ein Teiler voru — 1 ist, und

Algorithmische Mathematik Il Prof. Andreas Eberle



4.1. PSEUDOZUFALLSZAHLEN 101

iii) falls 4 ein Teiler vonm ist, dann auch voa — 1.
Beweis.sieheD. Knut h: »The art of computer programming, Vol. 2.« O

Beispiel (ZX 81-Generator) Hier ergibt sich ein besseres Bild, solange wir nur die \eng
der einzelnen Zufallszahlen betrachten:

a =75, c=0; m= 2716 + 1; pseudorandomdataN=estList[f, 1, 30000];
ListPlot [pseudorandomdata]

5000 10000 15000 20000 25000 30 00C

Fassen wir jedoch Paafe;, x;.;) von aufeinanderfolgenden Pseudozufallszahlen als Koardi
ten eines zweidimensionalen Pseudozufallsvektors adfbatrachten die empirische Verteilung
dieser Vektoren, so ergibt sich keine besonders gute Appedion einer zweidimensionalen
Gleichverteilung:

blocks = Partition [pseudorandomdata , 2]ListPlot[blocks]

|

10000 20000 30000 40000 50000 60000

fo

Beispiel (RANDU). Hier scheinen sowohl die einzelnen Pseudozufallszahlesds auch die
Vektoren(z;, x;,1) ndherungsweise gleichverteilt zu sein:
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a = 65539; ¢ = 0; m = 2731; pseudorandomdataNestList[f, 1, 30000];
ListPlot [pseudorandomdata]

2.0x10°§
1.5x%10°
1.0x10° &8

5.0x% 108 §

500 10000 15000 20000 25000 30000

blocks = Partition [pseudorandomdata, 2]ListPlot[blocks]

PR AR LN g ¢ -
5.0% 108 1.0x10° 1.5x% 10° 2.0x10

Fassen wir aber jeweils drei aufeinanderfolgende Psetatszahlen als Koordinaten eines Vek-
tors (z;, r41, Ti12) im Z3 auf, dann ist die empirische Verteilung dieser Pseudolsufittoren
keine Gleichverteilung mehr, sondern konzentriert sidmau15 zweidimensionalen Hyperebe-
nen:

blocks3 = Partition [pseudorandomdata, 3]; ListPointPlot3D[blocks3]
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Beispiel (Marsaglia-Generator)Der von Marsaglia 1972 vorgeschlagene LCG besteht dagegen
alle obigen Tests (und einige weitere):

a = 60069; c = 1; m = 2732; pseudorandomdataNestList[f, 1, 30000];
ListPlot [pseudorandomdata]

5000 10 000 1 000 20000 25 00 A 3 00C

blocks = Partition [pseudorandomdata , 2]ListPlot[blocks]
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blocks3 = Partition [pseudorandomdata, 3]; ListPointPlot3D[blocks3]

Dies bedeutet natirlich nicht, dal3 die vom Marsaglia-Gaoererzeugte Folge eine fialle
Zwecke akzeptable Approximation einer Folge von unablgagStichproben von der Gleich-
verteilung ist. Da die Folge in Wirklichkeit determinigtisist, kann man einen Test konstruieren,
der sie von einer echten Zufallsfolge unterscheidet.

Shift-Register-Generatoren

Bei Shift-Register-Generatoren interpretiert man einblZzac {0,1,... 2% — 1} zunachst als
Binarzahl bzw. als Vektor auf), 1}*, und wendet dann eine gegebene Maffigarauf an, um
Zny1 ZU erhalten:

Tni1 = Txp, n=20,1,2,....
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Kombination von Zufallszahlengeneratoren

Zufallszahlengeneratoren lassen sich kombinieren, zuispi® indem man die von mehreren
Zufallszahlengeneratoren erzeugten Folgen von Pseusltsazhlen aug0,1,...m — 1} mo-
dulom addiert. Auf diese Weise erhalt man sehr leistungsfahidellBaahlengeneratoren, zum
Beispiel den Kiss-Generator von Marsaglia, der einen LC&awei Shift-Register-Generatoren
kombiniert, Period@” hat, und umfangreiche statistische Tests besteht.

Simulation von Gleichverteilungen
Zufallszahlen aus [0,1)

Ein Zufallszahlengenerator kann natirlich nicht wirkligkelle Pseudozufallszahlen erzeugen,
die die Gleichverteilung auf dem Intervadl, 1] simulieren, denn dazu wurden unendlich vie-
le »zufallige« Nachkommastellen bendétigt. Stattdessedevetiblicherweise (pseudo-)zuféllige

Dezimalzahlen vom Typ

Tn
n— n € 0717"'7 _17
u - x, € { m— 1}

erzeugt, wobein vorgegeben ist (zum Beispiel Darstellungsgenauigkeiteaputers), und,
eine Folge ganzzahliger Pseudozufallszahlen{@ud, ..., m - 3 ist. In »Mathematica« kann
man mit

RandomReaﬁspecWorking Precision— k} ‘

pseudozufallige Dezimalzahlen mit einer beliebigen vgelpenen Anzaht von Nachkommas-
tellen erzeugen.

Zufallspermutationen

Der folgende Algorithmus erzeugt eine (pseudo-)zufalkgemutation aus,, :

Algorithmus 4.1 (RPERM)

rperm[n_] :=
Module[{x = Range[n], k, a}, BeginnmitlListel,2,...,n
Do[
k = Randominteger[{i, n}];
a = x[[i]]; x[[i]] = x[[k]]; x[[k]] = a; (Vertausche z[[¢]] undz[[k]])
, {i, n — 1}]; (Schleife,ilauftvonl bisn — 1)
X (Ausgabe vorx) ]
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rperm[17] {12, 5, 13, 8, 17, 9, 10, 6, 1, 7, 16, 15, 14, 4, 2, 3,}11

UBUNG:
SeiQ, ={1,2,...,n} x{2,3,...,n} x--- x{n—1,n}.

a) Zeigen Sie, daf3 die Abbildung(w) = 7,14, , © - © T2, © T1, €ine Bijektion vort2,
nachs,, ist (r; ; bezeichnet die Transposition von i und j).

b) Folgern Sie, dal’ der Algorithmus oben tatsachlich einghtobe einer gleichverteilten
Zufallspermutation aus,, simuliert.

4.2 Simulationsverfahren

Die Simulation von Stichproben allgemeinerer Wahrschaikkitsverteilungen geht von der
Existenz einer Folge von aif, 1] gleichverteilten Zufallszahlen aus. In Wirklichkeit sifsut
ein Zufallszahlengenerator natirlich nur gifm="' |k =0,1,...,m — 1} gleichverteilte Zu-
fallszahlen, wobein~! die Darstellungsgenauigkeit des Computers ist. AuRerdemirie Folge
von Pseudozufallszahlen eigentlich gar nicht zufalligydern deterministisch. Diese Aspekte
werden im folgenden ignoriert.

Um Simulationsverfahren zu analysieren, bendétigen wihraen Begriff einer aufo, 1] gleich-
verteilten reellwertigen Zufallsvariablen. Die Existesaicher Zufallsvariablen auf einem geeig-
neten Wahrscheinlichkeitsraum wird hier vorausgesetirt kann erst in der Vorlesung »Analysis
lll« bzw. in der »Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstinie« gezeigt werden.

Definition. Sei((2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, ugé: 2 — [0, 1] eine Abbildung.
(i) U ist einereellwertige Zufallsvariablefalls gilt:

{we|Uw)<yte A firalley € R.

(i) Eine reellwertige Zufallsvariablé/ : 2 — [0, 1] ist gleichverteilt auf0, 1], falls
PlU<y]l=y furalley € [0, 1].
Wir notieren dies im folgenden al&” ~ Unif[0, 1]).

(i) Reellwertige Zufallsvariable/;: 2 — R, ¢ € I, heillenunabhangig falls die Ereignisse
{U; < wy;},1 € 1, fur alley; € R unabhéngig sind.
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Ein Zufallszahlengenerator simuliert Stichproben= U, (w), us = Usz(w), ...von auf[0, 1]
gleichverteilten unabhéangigen Zufallsvariablen. Wieeegt man daraus Stichproben von dis-
kreten Verteilungen ?

Das direkte Verfahren

SeiS = {ay, as, ...} endlich oder abzahlbar unendlich, yndine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf S mit Gewichtery; = p(a;). Wir setzen

Sn =Y iy n €N, »kumulative Verteilungsfunktion«
=1

SeiU: Q2 — [0, 1) eine gleichverteilte Zufallsvariable. Wir setzen
X(w) := ay, fallss;-1 < U(w) < sy, i€ N.
Lemma 4.2. Falls U ~ Unif[0, 1), gilt X ~ pu.

Beweis.Fur alle; € N gilt:

P[X:Cli]:P[Sz;l<U§Si]:P[USSZ‘]—P[USSZ‘,l]:Si—Siflzpi.

Algorithmus 4.3 (Direkte Simulation einer diskreten Verteilung)
INPUT: Gewichtepy, po, . ..,

OuTPUT: Pseudozufallsstichprobevon .
n:=1
S =D
erzeuge Zufallszahl ~ Unif[0, 1)
while v > s do

n:=n-+1
S =S+ pn
end while

return z :=a,

Bemerkung. a) Die mittlere Anzahl von Schritten des Algorithmus ist

Z np, = Erwartungswert von Wahrscheinlichkeitsverteilupg) auf N.
n=1

b) Fur groRe Zustandsraunseist das direkte Verfahren oft nicht praktikabel, siehe Upun
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Das Acceptance-Rejection-Verfahren

Sei S eine endliche oder abzahlbare Mengeeine Wahrscheinlichkeitsverteilung adf mit
Massenfunktion(x), undr eine Wahrscheinlichkeitsverteilung atiimit Massenfunktior(x).
Angenommen, wir kénnen unabhangige Stichproben wanzeugen. Wie kénnen wir daraus
Stichproben von erhalten?
IDEE:  Erzeuge Stichprobe von v, akzeptiere diese mit Wahrscheinlichkeit proportional zu
%, sonst verwerfe die Stichprobe und wiederhole.
ANNAHME:
es gibteinc € [1,00) : p(z) < cq(x) furallex € S.

Aus der Annahme folgt:

p(z)

cq(x)

d.h. wir k('jnnencpq% als Akzeptanzwahrscheinlichkeitwéhlen.

Algorithmus 4.4 (Acceptance-Rejection-Verfahren)
INPUT: Gewichtep(y), q(y), € (y€9),
OuTPUT: Stichprober von .

repeat

<1 furallex € S,

erzeuge Stichprobe ~ v

erzeuge Stichprobe ~ Unif][0, 1]
until Cpq(g) > u {akzeptiere mit Wahrscheinlichkeﬁ(%}
return z

ANALYSE DES ALGORITHMUS
Flr die verwendeten Zufallsvariablen gilt:

X, Xo,...~v, (Vorschlage,
Ul, UQ, A Umf[O, 1]

Es gilt Unabhangigkeit, d.h.
PXi=ai,..., Xy =0, Uy <1, . Up < qu) = [[PIXi = ai] - [[ PIU: < v

furallen € N, a; € S undy; € R.

Seien

T = min {n eN \ % > Un} die »Akzeptanzzeit«, und

Xr(w) = Xpw)(w) die ausgegebene Stichprobe.
des Acceptance-Rejection-Verfahrens. Wir erhalten:
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Satz 4.5. (i) T istgeometrisch verteilinit Parameterl /c,
(i) X7~ p.
Bemerkung. Insbesondere ist die mittlere Anzahl von Schritten bis Akaez:

E[T] =c.

A= { B0y 2 0

Aus der Unabhangigkeit der Zufallsvariablén, U;, X5, U,, . .. folgt, dass auch die Er-

Beweis. i) Sei

eignissed;, A,, . .. unabhangig sind. Dies wird in der Vorlesung »Einfihrungien\Wahr-
scheinlichkeitstheorie« bewiesen. Zudem gilt wegen dexdbéngigkeit vorX,, undU,,:

PlA] =Y P HUn < P } n{x, = a}}

ca(a
ol 1Y) e

ey L
—;cqm) w4 =

Also ist
T(w)=min{n e N|w € A,}

geometrisch verteilt mit Parametefc.
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4.3 Metropolis-Algorithmus und Gibbs-Sampler

Haufig sind direkte oder Acceptance-Rejection-Verfahr@nSimulation von Stichproben einer
Wahrscheinlichkeitsverteilungnicht praktikabel. Eine Alternative ist die Simulation errMar-
kovkette( X,,) mit Gleichgewicht.. Konvergiert die Markovkette ins Gleichgewicht, dann ist d
Verteilung vonX,, fur hinreichend grol3e ungefahr gleich.. Eine Stichprober, von X, ist
daher auch eine Naherung einer Stichprobeddm eine Markovkette mit Gleichgewicptzu
finden, benutzt man in der Regel die hinreichende Detailgldize-Bedingung. Die zwei wich-
tigsten Verfahren, die sich auf diese Weise ergeben, sindld&opolis-Hastings-Algorithmus
und der Gibbs Sampler.

Metropolis-Hastings-Algorithmus

Seig(z,y) eine symmetrische stochastische Matrix, dux:,y) = ¢(y,z) fur alle z,y € S.
Dann erflllt die Gleichverteilung die Detailed-Balanceelihgung [(3.3]1). Sei nun eine be-
liebige Wahrscheinlichkeitsverteilung asifmit x(z) > 0 fur allez € S. Wie kénnen wir die
Ubergangsmatriy so modifizieren, dass die Detailed-Balance-Bedingung. hzeifillt ist?

Algorithmus 4.6 (Metropolis-Algorithmus (Update — y)).  schlage Ubergang — y mit
Wabhrscheinlichkeit(z, y) vor
akzeptiere Ubergang mit Wahrscheinlichkeit:, y) € [0, 1]
sonst verwerfe Vorschlag und bleibe bei

UBERGANGSMATRIX:
a(z,y) q(z,y) flry # =,
p(x,y) = )
L= (@ y)q(z,y) flury ==z
Die Detailed Balance-Bedingung lautet:
p(z) oz, y) = wly) aly,z)  furallez,y € 5.

Sie ist &quivalent dazu, dass

b(x,y) == p(x) oz, y)
symmetrisch inc undy ist. Was ist die groRtmogliche Wahl vét, y)?
Ausa(z,y) < 1 folgen

b(z,y) < p(z),
b(z,y) = by, z) < pu(y),
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und somit

b(x, y) < min(p(x), p(y))-

Der gro3tmogliche Weri(z, y) = min(u(z), u(y)) entspricht gerade

Definition. Die Markov-Kette mit Ubergangsmatrix

p(z,y) = min (1, %) ~q(z,y) fry # o

heiRtMetropolis-Kettemit Vorschlagsverteilung(z, y) und Gleichgewichg.
Satz 4.7. erfullt die Detailed Balance-Bedingung bzgl.
Beweis.siehe oben. O

Die Konvergenz ins Gleichgewicht der Metropolis-Kettegtohuf endlichen Zustandsraumen
unter schwachen Voraussetzungen aus dem Konvergenzsattafidovketten. IstS endlich,
p(x) > 0 fur allex € S und nicht konstant, und(z, y) irreduzibel, dann isp(z,y) irredu-
zibel und aperiodisch. Somit erhalten wir Konvergenz insi€lgewicht nach Saiz 3]10. Diese
asymptotische Aussage l6st aber noch nicht die praktisehainleme, denn die Konvergenz ins
Gleichgewicht kann sehr langsam erfolgen ! Wichtig sindastakbschatzungen der Konvergenz-
geschwindigkeit und explizite Fehlerschranken. Diesd sirder Regel stark problemabhéngig,
und in anwendungsrelevanten Fallen meist nicht leichtiiertzn.

Gibbs-Sampler

SeiS = S; x -+ - x Sy ein endlicher Produktraum(z4, . . ., x4) eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung aufS und

M(xla cee ,l’d)
sy Li—15 25 Tit 1, - - -axd)

pili | 1, T, Ty, -, Ta) =
ZZESi /j’(x17
die bedingte Verteilung derten Komponente gegeben die Gibrigen Komponenten.

Algorithmus 4.8 (Gibbs-Sampler (Update — y)). vy :==x
fori:=1,...ddo
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updatey; ~ 1;( ® | Y1, ... Yie1, Yit1, - - - Yd)
end for

return vy

UBERGANGSMATRIXZ
P =DdPd-1"" D1,

wobei

Mz(yz | Yiy ooy Yim1, Yit1, - - - 7yd) falls Y = T fur alle k 7& Z.a
0 sonst.

Satz 4.9. i) p erfullt die Detailed Balance-Bedingung bzg) furallei =1, ..., d.
i) p ist ein Gleichgewicht vop.
Beweis. i) Der Beweis der ersten Aussage ist eine Ubungsaufgabe.

i) Nach der ersten Aussage jstein Gleichgewicht vom; fir allei. Also gilt auch

WP = UPaPd—1--'P1 = K.
[l

Bemerkung. Zur Simulation vonY,,, n > 0, genugt es, die Massenfunktipniz) bis auf eine
multiplikative Konstante zu kennen:
ausu(x) = C f(X) folgt

a(z,y) = min (1, ;—) unabhé&ngig void’.

Simulated Annealing
Beispiel (Rucksackproblem)Gegeben:

wi,...,wg € R, »Gewichte«
v1,...,0q € R, »Werte«

Rucksack mit maximalem Gewicht> 0, packe soviel Wert wie mdglich ein.

S ={0,1}¢, alle Konfigurationen
Sy ={(z1,...,24) €5 Zfil z;w; < b}, zulassige Konfigurationen
z; = 1 : i-ter Gegenstand im Rucksack

RUCKSACKPROBLEM
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maximierel/(z) = Zle z; v; unter Nebenbedingunge S,.

Das Rucksackproblem idtP-vollstandig, insbesondere ist keine Losungdr{d*) Schritten fur
eink € N bekannt.

STOCHASTISCHERZUGANG: SIMULATED ANNEALING
Fur 5 > 0 betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

ZLB PV firz e Sh,

0 fur 2 € S\Sp,

pp(z) =

aufS, wobeiZz = 3, ¢ €’V(® eine Konstante ist, dig zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
normiert. Flrs = 0 ist pg die Gleichverteilung au$,. Fur 3 — oo konvergiertiz gegen die
Gleichverteilung auf der Menge der globalen Maxima ¥grdenn:

eBV(2) 1 0 falls V(z) # maxV,

ps(z) = = - —
7 BVH—V() .
g 2oyes, W TV )=max V]|

falls V(z) = max V.

IDEE:  Simuliere Stichprobe von p fiir 5 grol3 (3 — o0). Dann istV (z) wahrscheinlich
nahe dem Maximalwert.

METROPOLISALGORITHMUS:  Seiz™ := max(x,0) der Positivteil vonz. Wir wahlen als
Vorschlagsmatrix die Ubergangsmatrix

falls z; # w; fur genau ein € {1, ..., d},
q(z,w) :=

S Al

sonst

des Random Walks ayf), 1}¢. Fir die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ergibt sich

ug(w)) e AVE=VW)  fir 2z, w € Sy,

ag(z,w) = min <1,
1a(2) 0 fr z € Sy, w ¢ 5.

Der Vorschlage wir also mit Wahrscheinlichkeit akzeptiert, weniv’ (w) > V' (z) gilt — andern-
falls wird der Vorschlag nur mit Wahrscheinlichkeitp —5 (V' (z) — V(w)) akzeptiert.

Algorithmus 4.10 (Simulation einer Markov-Kette mit Gleichgewichg). initialisierez(® ¢
Sp
forn=1,2,...do
2 = qp = (D)

erzeuge ~ Unif{l,...,d}
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w; =1 —w;
if w e S, then
erzeugey ~ Unif(0, 1)
if u < ag(z,w) then
20 =
end if
end if
end for

Algorithmus 4.11 (Simulated Annealing)Wie Algorithmud4.10D aber mit = 5(n) — oo fur

n — Q.

Bemerkung. @) PHYSIKALISCHE INTERPRETATIONEN
g ist die Verteilung im thermodynamischen Gleichgewichdigé Energiefunktion? (z) =
—V (z) bei der Temperatuf = 1/3. Der Grenzwerfi — oo entsprichtl’ — 0 (»simulier-
tes Abkuhlen).

b) Die beim Simulated Annealing-Verfahren simulierte leghitinhomogene Markov-Kette
findet im allgemeinen nicht das globale Maximum Jdnsondern kann in lokalen Maxi-
ma »steckenbleiben«. Man kann zeigen, dass die Verteilanyyldrkov-Kette zur Zeit
gegen die Gleichverteilung auf den Maximalstellen konietgfalls 5(n) nur sehr lang-
sam (logarithmisch) gegenoo geht. In praktischen Anwendungen wird der Algorithmus
aber in der Regel mit einem schnelleren »Cooling scheddleg verwendet. Das Auf-
finden eines globalen Maximums ist dann nicht garantierbtztiem erhalt man ein oft
natzlichesheuristischesVerfahren.

4.4 Monte-Carlo-Verfahren

Sei . eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer abzahibdvkenge S. Wir bezeichnen im
folgenden die Massenfunktion ebenfalls mijtd.h. u(z) = u[{z}]. Seif: S — R eine re-

ellwertige Zufallsvariable mit, [f?] = Y°, ¢ f(z)? u(z) < co. Angenommen, wir wollen den
Erwartungswert

0 = EJf] = D f@)pul)

zeSs
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berechnen, aber die Menggist zu grol3, um die Summe direkt auszufuhren. In eifdéomte-
Carlo-Verfahrensimuliert man eine grof3e Anzahl unabhangiger Stichprobgw), ..., X, (w)
von u, und approximiert den Erwartungswérdurch derMonte-Carlo-Schéatze

() = 5 D7 X))

Wir wollen nun verschiedene Abschatzungen fir den Appraxiiumsfehletté\n — 0| vergleichen.
Nach dem Transformationssatz (SaiZ 1.6) und der LineadsErwartungswerts gilt:

B = + > EUO) = 5 Y Bl = Bl = 6,

d.h. 0, ist ein erwartungstreuer Schatzerfur 6. Der mittlere quadratische Fehler (»MSE« =
Mean Squared Error) des Schatzers ist daher durch die ‘iaﬂthufaIIsvariabl@n gegeben:

MSE [6,] = E{@n—eﬂ — Var [0

Fehlerschranken fur Monte-Carlo-Schatzer

Explizite Abschatzungen fur den Approximationsfehleradtdn wir mit denselben Methoden
wie beim Beweis von Gesetzen der grof3en Zahlen. SEielX,, . .. auf (2, A, P) unabh&ngi-
ge Zufallsvariablen mit Verteilung, und seif),, = L3 f(X;) fur n € N. Eine einfache
Fehlerschranke ergibt sich aus der @ebySev-Ungleichung:

Satz 4.12(Ceby3ev-Schrankeur ¢ > 0 undn € N gilt

1

P[ é\n—ﬁﬂ = — Var,[f].

_ 1
en—elzg} < gE{

Insbesondere is&n einekonsistente Schatzfolgkir 0, d.h. fur jedeg > 0 gilt

P

0An—9’ 25] — 0 furn — oo.
Beweis.Da die ZufallsvariableX; unabhangig sind, sinfl( X;), : € N, unkorreliert. Zudem gilt

E[f(X)] =) f(x)u(z) = E,[f] =0,  und

z€S
Var[f(X:)] = ) _(f(x) = 6)* u(x) = Var,[f] < o0
x€S
nach Voraussetzung. Die Behauptung folgt nun aus[Satz 3.4. O

1Als Schétzer bezeichnet man in der Statistik eine Funktion der gegeb@&wen (hier Stichproben von
X1,...,X,), die zum Schéatzen eines unbekannten Parameters verwendliet
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Bemerkung. Insbesondere gilt

16, — 0l = \/E[f, — 6]2) = O(1/Vn).

Beispiel(Monte Carlo-Schatzung von Wahrscheinlichkeitedfmgenommen, wir wollen die Wahr-
scheinlichkeit

p = plBl = Eu[l]

eines EreignisseB C S ndherungsweise berechnen. Ein Monte Carlo-Schatzerigir
I T _
Po = — > Ip(X)), X, unabhangig mit Verteilung.
n =1

FEHLERKONTROLLE:

e Mithilfe der Ceby&ev-Ungleichung ergibt sich:

R 1 R 1
PHpn _p| > 5] < 6_2 Val"(pn) = TL—€2 VarM(IB) =
Gilt beispielsweise: > 6% dann erhalten wir:
Plp & (pn — €,bn +€)] < 5%, unabhangig vom,

d.h. das zuféallige Intervallp,, — ¢, p,, + ¢) ist ein95%-Konfidenzintervall fir den gesuch-
ten Wertp.

e Mithilfe der Bernstein-Ungleichung (Chernoff-Abschatr) erhalten wir firy > 0 und
Sy 1= Z?:l Ip(X;):

log(2/6)

2e2

Plp¢ (bn—e,pn+¢)] = PH%Sn —p| >e] <27 <5, fallsn >

Fur kleined ist die erhaltene Bedingung anwvesentlich schwéacher als eine entsprechende
Bedingung, die man durch Anwenden d@ebysev-Ungleichung erhalt. Fiir dexlativen
Schatzfehler(p,, — p)/p ergibt sich:

log(2/9)
252]?2 ’

Pl|p, — p| > ep] < 2e2P° < 6, fallsn >

Die bendtigte Anzahl von Stichproben fur eifxed)-Approximation vory ist also polyno-
miellin ,log(1/9) und1/p. Mit einer etwas modifizierten Abschéatzung kann man statt de
OrdnungO(.;) sogarO(;) erhalten, sieh/ t zenmacher und Upf al : »Probability
and Computing«.
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Beispiel. Wie viele Stichproben sind noétig, damit dedative Fehler mit 95% Wahrscheinlich-
keit unterhalb vor10% liegt? Mithilfe derCeby&ev-Ungleichung ergibt sich:

p=p) 1000 =0 o5 fallsy > 2200 =p)
n(0,1p)? np p

So sind zum Beispiel flip = 1075 ungefahrn ~ 2 - 108 Stichproben ausreichend. Dies ist
nur eine obere Schranke, aber man kann zeigen, dass diehtatk&enotigte Stichprobenzahl
immer noch sehr grol3 ist. Fur solch kleine Wahrscheinlitkkast das einfache Monte Carlo-
Verfahren ineffektiv, da die meisten Summanden @pniann gleich) sind. Wir brauchen daher

Pllpn —pl 2 0,1p] <

ein alternatives Schatzverfahren mit geringerer Varianz.

Beispiel (Monte-Carlo-Schéatzung vah= f[O 1 f(x) dx).
Das mehrdimensionale Integral ist folgendermal3en definier

1 1
f(z)dx ::/ / flzy, ... xq)day ... dxy.
[0,1]¢ 0 0

Der Wert vor¥ kann mit dem folgenden Algorithmus geschétzt werden.

erzeuge Pseudozufallszahlen us, . . ., u,q € (0,1)
oW = (uy, ..., uq)

2@ = (ugy1,. . ., Ugq)

SC(n) : (u(nfl)dJrl’ c. 7und>

0, =1 3" | f(z®) ist Schatzwert fu.

Varianzreduktion durch Importance Sampling

Seiv eine weitere Wahrscheinlichkeitsverteilung &umit Massenfunktion/(z) = v({z}). Es
gelter(z) > 0 fur allexz € S. Dann kdnnen wir den gesuchten Weiuch als Erwartungswert
bzgl. v ausdriicken:

0= B = X f(a) i) = X f0) 450 0ta) = E17 )

X
€S €S

wobei (@)

_p
der Quotient der beiden Massenfunktionen ist. Ein altereaiMonte Carlo-Schatzer fi# ist
daher

=13 ro 0,
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Abbildung 4.1: kleiner Beispielgraph fuir Perkolation

wobei dieY; unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilungsind. Auchgn ist erwartungstreu:

E 0, = E,[f o = 6.
Flr die Varianz erhalten wir:

Vary(gn) = —Vary (fo)= Zf (x) — 82)

z€eS

Bei geeigneter Wahl von kann die Varianz vo#,, deutlich kleiner sein als die des Schatzgys
Faustregel fur eine gute Wahl von: v(x) sollte grof3 sein, wenjy (z)| grof ist.
»Importance Sampling«: Mehr Gewicht fir die wichtigen

Beispiel(Zuverlassigkeit von Netzwerken; Perkolatioegeben sei ein endlicher Grafih F),
wobeiV die Menge der Knoten unfl die Menge der Kanten bezeichnet. Wir nehmen an, dass
die Kanten unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlichke& 1 ausfallen. Seiem,w € FE
vorgegebene Knoten. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit

p = P[»v nicht verbunden mity durch intakte Kanterj«
approximativ berechnen. Sei
S ={0,1}" = {(2¢)eer | ze € {0,1}}

die Menge der Konfigurationen von intaktérn = 0) bzw. defektenz; = 1) Kanten undu die
Wahrscheinlichkeitsverteilung agf mit Massenfunktion

p(x) = PO (1 — g)lFI7k@) k(x) = er.

ecE
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Sei
A = {x € S| v,w nicht verbunden durch Kantemmit z. = 0}.

Dann ist
b= M(A) = EM[IA]'

Der »klassische Monte Carlo-Schatzer« st
1 & N .
= — Z I4(X;), X, unabh&ngig mit Verteilung.
n “

Fordern wir nun zum Beispiel

-~ pl—p) L p
— < =
7 (Pn) n — 10’
dann bendtigen wir eine Stichprobenanzahl
100(1 —p)

n > )

p
um diese Bedingung zu erfillen. Die Grol3enordnungvéir das in der obigen Graphik darge-

stellte Netzwerk mit = 1% lasst sich wie folgt abschéatzen:

1070 = p(»eq, €9, e3 versagenk < p < p(»mindestens 3 Kanten versagen«
22
= <3) 1075~ 1,5-1073.

Es sind also eventuell mehrere Millionen Stichproben noétig
Um die bendotigte Stichprobenanzahl zu reduzieren, wendregimimportance Sampling-Verfahren
an. Sei

v(z) = tH (1= )lF=@ k@) = ",

die Verteilung bei Ausfallwahrscheinlichkeit= 2. Da unter im Schnitt 3 Kanten defekt sind,
ist der Ausfall der Verbindung bzgk. nicht mehr selten. Fir den Schéatzer

T Z]A(Yi)“(yi), Y; unabhangig mit Verteilung,
n v(Y;)

erhalten wir im Beispiel von oben:

Var pn — ZIA 2[[,6(37)

xeS

—Z <|E|> < ) <( 1__?2)Ek < 0,003 2.

Diese Abschatzung ist etwa um den Faktor 200 besser als dgefueinfachen Monte Carlo-

Schétzer erhaltene Abschéatzung der Varianz.
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Markov Chain Monte Carlo

Seip e WV(9), f: S = R.
GESUCHT.

GIEu[f]a

MARKOV-CHAIN-MONTE CARLO-SCHATZER:

b+n

é\n,b = % Z f(Xk)u

k=b+1

wobeib € N eine feste Konstante (»burn-in-Zeit«) ufly ).y irreduzible Markov-Ketten mit
Gleichgewichtu sind.

Satz (Ergodensatz / Gesetz der grol3en Zahlen flr Markov-KetteR)ir alle b € N gilt:

lim ?mb =6 mit Wahrscheinlichkeit,

n—o0

Beweis.siehe Vorlesung »Stochastische Prozessex. 0

Die Analyse des Schatzfehlers ist im Allgemeinen diffizil!
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Kapitel 5
lterationsverfahren

Beispiel. GESUCHT.  numerische Lésung® € (0, 3) vontan(z) — 2z = 0.
1. ANSATZ:
1 . ,
tan(z) —2x =0 & T=3 tan(z) =: ¢(z) ~Fixpunktgleichung”.

I TERATIONSVERFAHREN
2D = (2)

Konvergiert das Iterationsverfahren?

o falls z(¥ < 2* konvergiertz(™ gegeno.

o falls z(® > z* ist 2(® monoton wachsend big™ > T, danach konvergiert()

2’

gegen).

2. ANSATZ:

tan(z) —2x =0 & x = arctan(2z) =: ¢(x)

=™ konvergiert gegen* fur allez° € R*.
3. ANSATZ: NEWTON-VERFAHREN
f(y) = tan(y) — 2y = 0.
IDEE: Lineare Approximation vorf (durch Tangente):
fly) = flx)+ (y — ) f'(2).

Die rechte Seite verschwindet fur
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Es gilt:
fa)=0 & @) =a".

Dies motiviert dieFixpunktiteration :
20 = ¢ (M) |

o fallsz® € (2%, %) oderz® € (¢! (%) ,2*) konvergiertz(™ sehr schnell gegert,

o falls 2 < ¢! (%) konvergiertz(™ nicht gegen:*.

Das Beispiel zeigt, dass nicht jede Fixpunktiteration lkagiert. Die Konvergenz kann (abhangig
vom Startwert) gegen verschiedene Fixpunkte erfolgenvi&menz und Konvergenzgeschwin-
digkeit hAngen wesentlich von der Art der Darstellung ei@&ichung als Fixpunktgleichung
ab.

5.1 Konvergenz von Fixpunktiterationen

Banachscher Fixpunktsatz

ALLGEMEINER RAHMEN: (X, d) ein metrischer Raung: X — X.

FIXPUNKTITERATION:
2D = (2)

Satz 5.1(Banachscher Fixpunktsatzlst (X, d) vollstandig undy eine Kontraktion , d.h. es
existiert eine Konstanté € (0, 1) mit

d(o(x),o(y)) < L-d(z,y) furallez,y € X, (5.1.2)
dann gilt:
1. ¢ hat genau einen Fixpunkt € X.

2. Die Fixpunktiteration:"*!) = ¢ (z()) konvergiert fir jeden Startwert®) € X gegen
z*, und fur allen € N qilt:

d(z™,2*) < Ld(z"V, %) ,Monotonie” (5.1.2)
d (z™,2*) < - TL d (z1,2) A priori-Schranke” (5.1.3)
d (2™, 2*) < % d (z™, 2" 1) A posteriori-Schranke” (5.1.4)
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Beweis. i) Aus (5.1.1) folgt durch Induktion:
d (:E(”+1), x(")) <L"d (x(l), IE(O)) fur allen > 0,
(5.1.5)

also nach Dreiecksungleichung

Ln

= 1) .(0)
l_Ld(:E T )

m—1 m—1
d (@™, ™) <3 d (@D, 20) < 3 Ld (20, 20) <
(5.1.6)

fur allem > n > 0. WegenL < 1 ist 2™ eine Cauchy-Folge, also existiert wegen der
vorausgesetzten \Vollstandigkeit

2% = lim 2.
n—o0

Zudem gilt wegen der Stetigkeit vanund Gleichung[(5.115):
d(z*, ¢ (%) = lim d (:c(”),gzﬁ (az("))) — lim d (x(n)’x(n-i-l)) —0,

n—o0 n—oo

d.h.z* ist Fixpunkt. Isty* ein weiterer Fixpunkt, dann gilt:

d(z",y") =d(¢ ("), (y") < Ld(z",y"),

alsod (z*,y*) = 0, d.h.z* = y* undz* ist eindeutiger Fixpunkt.

i) 1. Esqilt:
d (:E(”), ZE*) =d (gb (x(”_l)) , O (x*)) < Ld (x("_l),x*) )
2.
d (x("), z*) = Agréod (x("), x(m)) < 1% d (x(l), x(o)) :

3. Analog zul(5.16) ergibt sich:
d (SC(m) x(")) < L d (:C(”) x(”’l)) furallem >n > 0.
R ’ ==

Die Behauptung folgt fim — oo.

NOTATION:  D¢(x) bezeichnet die Jacobi-Matrix.
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Satz 5.2.SeiC' C R" abgeschlossen und konvex undC' — C' einmal stetig differenzierbar.
= Do) W)
I )\v
L:=sup | Do(x)], = sup sup ‘o2
2€C~—~— z€C veR"\{0} vl

[2-Matrixnorm

dann hatp genau einen Fixpunkt* undz(™ konvergiert gegen*.

<1

Y

Beweis.Furz,y € C gilt [z,y] C C, also mity(t) := (1 —t)x + ty:
lo(y) — o(@)|l, = lo(v(1)) — (7(0))][,
| Geteya

2

< / 1D6(/(1) (' (1))l dt
< / LIV M, = Llly — ]l

d.h.¢ ist eine Kontraktion bzgld(x, y) = ||y — z||,. O

Bemerkung (Lokale Konvergenz)Ist D C R" offen, ¢ € C'(D, D) mit Fixpunktz* und gilt
|do (z*) ||, < 1, dann existiert eim > 0 mit:

|Do(z)||, < L <1 fur allex € B. (z*).

Nach dem Korollar konvergiert also™ gegenz* fir alle (@ mit ||2(® — 2%, < ¢ (,lokale
Konvergenz”).

Beispiele. a) GLEICHUNG VON OBEN:
tan(z) — 2z = 0.
1. ¢(z) = 3 tan(z). Dann ist

<1 forx <7,

¢'(z) = 5 (1 + (tan(x))?) =

| —

L .
> 1 furz<x<§.

o fiir t < T ist ¢ eine Kontraktion aufo, ¢| undz™ konvergiert gegen.
e ¢ ist keine Kontraktion aufZ, 5 ).
2. ¢(z) = arctan(2z). Dann gilt:

~ 2

)= —— <1 1.
o' (x) 1+x2< & x>
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o flrallees > 0 ist &5 eine Kontraktion aufl + ¢, co) und 2™ konvergiert gegen
x* € [1,00).

b) NICHTLINEARES GLEICHUNGSSYSTEM Seic € R eine feste Konstante.

x1 = ¢ cos(z1) — ¢ sin(xq),
xo = ¢ cos(x1) — 2¢ sin(xq),
o) = ¢ ( cos(x1) — sin(xo) ) ’

cos(zy) — 2sin(xg)

sin(zy)  cos(zs) ) .

sin(zy) 2 cos(xq)

D¢(x) = —c <

Es gilt:

1D6(@)lly = [e] /2 sin®(21) + 5 cos2(x) < VT el

Damit folgt:

D8] — sup 2D, IDOIOIs ol o < 7o

w0 ol 00 0]l
Somit konvergiert die Fixpunktiteration fiie] < 1/+/7 mit L = /7 |¢|.

Zum Beispiel ergibt sich fie = 0, 4 mit Startwertz® = (0,0):
ZIEL:  Fur den Approximationsfehler soll gelten:

!
Ep = Hx(") — 2%, <5- 1072 =: 4.
e A PRIORFABSCHATZUNG:

en <

!
< Ja — 2O, <6

Die Ungleichung ist erfillt, falls gilt:

2 — 20,

~ 153, 6.
1-1)o ’

n > log; 1

e A POSTERIORtABSCHATZUNG.

L
1-L

!
|l — 2|, < 6.

Die Ungleichung ist schon fiix = 39 erfullt!
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c) GLEICHGEWICHTE VON MARKOV-KETTEN:
SeiS endlich, undb(z,y), (z,y € S) eine stochastische Matrix. Ein Gleichgewighion
p ist ein Fixpunkt der Abbildung

é: WV(S) = WV(S),
¢(p) = pp.
Die MengeWV (S) ist ein Simplex imR!®!, also kompakt. Existiert eifh € (0, 1) mit
dry(pup,vp) < L-dpy(p,v) fur alle u, v € WV(5), (5.1.7)

dann existiert nach dem Banachschen Fixpunkisaiz 5.1 ggnasleichgewichj: von p,
und es gilt:

L L

' < " .
T7 dry(p,v) < T7 fur alle u, v € WV(S)

dry(pp"™,v) <

In vielen Fallen gilt Gleichund (5.11.7) jedoch nur niit= 1!

Konvergenzordnung

Definition (Konvergenzordnung)Eine Nullfolges;, nicht-negativer reeller Zahlen konvergiert
(i) linear, falls es ein. € (0, 1) und einn € N gibt, so dass gilt:

Epp1 < L-gg fur alle k > n.

(i) superlinear, falls es eine Nullfolgé., gibt, so dass gilt:
Epr1 < Ly - € fur alle k € N.
(iii) superlinear mit Ordnungp > 1, falls es einC' € (0, o), n € N gibt, so dass gilt:
Epp1 < C -} fur alle k > n.
Beispiele. a) ¢, = e~**, a > 0. Aufgrund von

—Q
Ek+1 — € &g

konvergierts,, linear.
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b) e, = ¢ **. Aufgrund von

—(k+1)? _ e~ 2k—1

€k+1 = € €k

konvergierts;, superlinear, aber nicht mit Ordnupg> 1.
c) e, = e *". Aufgrund von
Erp1 =€ PP = ()P
konvergierts;, superlinear mit Ordnung.

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert Konvergenz mit OrdninDer folgende Satz gibt ein
Kriterium fur Konvergenz mit hoherer Ordnung:

Satz 5.3(Konvergenz mit hoherer OrdnungdeiU C R¢ offen undp € C?(U, R?) fur einp > 2.
Ist z* ein Fixpunkt vony, und gilt

(D*¢)(z*) = 0  furallek=1,...,p—1,

dann existiert eine Konstante > 0, so dass die Iterationsfolge™ mit 2"+ = ¢(z™) fir
jeden Startwert®) ¢ B.(z*) (mindestens) mit Ordnunggegen:* konvergiert.

Der Beweis basiert auf der Taylorentwicklung wan der Stellec*, siehe Vorlesung.

Ist die Funktiony vorgegeben, kann man in der Regel nicht erwarten, dass dim@eng aus
dem letzten Satz erfillt ist. Andererseits kann man sich abeinem gegebenen Fixpunkt Ite-
rationsabbildungem® konstruieren, so dass die Konvergenz mit hoherer OrdnuiodgerEin
wichtiges Beispiel liefert das Newton-Verfahren.

5.2 Das Newton-Verfahren

Linearisierung von Gleichungssystemen

Sei D C R¢ offen, f : D — R? einmal stetig differenzierbar.
Gesuchtist* € D mit:
f(z*)=0.
Letztes Gleichungssystem hatGleichungen mit/ Unbekannten und ist im Allgemeinen nicht
linear.
ANSATZ: LINEARISIERUNG
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e |0sel(x) =0,

e Losungz liefert Naherung fur Nullstelle vorf,

e Iteration.
Es gilt:
I(z)=0 &  DfaO)(z—-29)=—f2®), lineares Gleichungssystem

Falls D f(z()) invertierbar ist, gilt ferner:
l(z) =0 & =29 — Df(x@)71 f(2O).
Dies motiviert das Iterationsverfahren:
gD = &) _ D f(z®) 1 (2P,

EINDIMENSIONALER FALL:

(k)
2D — (k) f(@™) .

z*+1) ist in diesem Fall der Schnittpunkt der Tangentefam z*) mit der z-Achse. Fallsf
konvex und streng monoton wachsend ist, liegt die Tangertexr dem Graphen vof. In diesem
Fall konvergiert die Newton-Iteration monoton fiff) > z*.

Beispiel (Iterationsverfahren zur Berechnung deten Wurzel)
f(z) =a" — a, n € N\{1}, a € R,

Die Nullstellen vonf entsprechen demten Wurzeln voru.
NEWTON-VERFAHREN

fl(x) =na™
(R)\™ _
T a n-—1 a -n
— k) _ (=) = 2k 4 2 (xac))l .
n (x(k)) n n

L)

Algorithmus 5.4 (Newton-Verfahren)
INPUT:  f: D — R% Anfangsniherung®) € D, Fehlertoleranz > 0.
OuTPUT: lterationsfolger™®, k =0,1,2, ...
k:=0
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repeat
berechne Lésung € R™ des linearen Gleichungssystemg (z())h = — f(z*))
2B+ — k) g,
if z(-+1) ¢ D then
error (,overflow”)
end if
k=k+1
until || f(z®)] <e

Im folgenden wollen wir die Konvergenz des Newton-Verfatsrentersuchen.

Lokal quadratische Konvergenz

Im eindimensionalen Fall zeigt Saizb.3, dass das Newtéatvem lokal quadratisch konvergiert.
Ist beispielsweis¢ € C%(R,R) mit f/ > 0 und f(z*) = 0, dann gilt fur die Iterationsabbildung
¢(x) =z — f(x)/f'(x) des Newton-Verfahrens:
S f@)f @)

f@)  fi@)?

also¢’(z*) = 0. Nach Satz 5]3 folgt lokale Konvergenz mit Ordnung

§(2) = 1

Der folgende Satz liefert eine quantitative Abschatzungrighrdimensionalen Fall. Séi- ||y
eine Norm aufR?, und|| - ||, eine vertragliche Matrixnorm.

Satz 5.5(Lokal quadratische Konvergenz des Newton-Verfahre®e)D C R?undf : D — R¢
einmal stetig differenzierbar, und sei € D mit f(z*) = 0. Existiert eine nichtleere Umgebung
U={zeR: ||z -2y < e} vonz* mitU C D, und existiert einL € (0,0), mit den
Eigenschaften

D f(x) istinvertierbar fur allex € U, und

) (5.2.1)
IDf(x)"(Df(y) = Df (@)l < Lz —yly  firallez,y e,

dann gilt

k+1)

* L *
|25 = ally < S (|2 = 2715

fur alle k¥ > 0 mit z*) € U. Insbesondere konvergiejt:'’*) — 2*||y, dann fur allez® mit
|2©® — 2%y < min(2/L, £) quadratisch gegen.

Bemerkung. a) Global giltim allgemeinen keine Konvergenz (siehe Bieispnten).
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b) Bedingung[(5.2]1) ist invariant unter linearen Transfationen
fx)— f(z):=Af(x),  AecR™ nicht-singular
c) Falls D f(z*) invertierbar undD f Lipschitz-stetig in einer Umgebung vatf ist, gibt es
eine geeignete Umgebungund Konstantd., so dass Bedingunf (5.2.1) erfiillt ist.
Beweis.Fiirk > 0 mit 2 € U gilt:
2D — gt = oW — g — D) T (f(aW) = fa)) (5.2.2)
= Df(@") (f(a*) = f(z®) = Df(aW) (@ —2)).

Sei nun

v(t) = (1 —t)z® +tz* € U, 0<t<1,

die Verbindungsstrecke vart*) nachz*. Es gilt:

v(t) =z —a®,

Damit folgt:

P = 160) = 1) - 1) = [ Srnar= [ proo)e - a)a
0

AulRerdem gilt:
Df(x®)(z* — 2* /Df (k) k)Y dt.

Mit Bedingung [(5.2.11) folgt:

o~y = | [ DA [P160) - D) 7 o)

\%4

/ 1D ®) " [DF((1)) — DF@®)] lar lle* — 2Py de
< / () = 2®y dt " — 2]y
0

1
=1L / tz* — x(k)Hv dt ||z* — x(k)Hv
0

L *
= 2z — 2[R,
Angenommeng®) € U, [|[z® — z*||,, < § fureind € (0, 2). Dann gilt:

k+1) L * (|2 5 L

|25 =y < S [l =27} < = 2% = 2"y < 2 — 2"y

Somit istz*+1) ¢ U und ||z*+) — 2*||y < 4. Durch Induktion folgt die Behauptung fir alle
k> 0falls2® € Umit§:= ||z — 2*||y, < 2. O
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Beispiel. d = 1, f(x) = arctan(x). * = 0 16st f(z) = 0.
NEWTON-VERFAHREN

g® D = 28 (1 4 2®)? arctan 2.

Ist

t (0) R D R
arc an(|x D > |;p(0)|2’

dann divergiert:(*) bestimmt gegeno. Das Newton-Verfahren konvergiert also nicht global.

Andere lterationsverfahren im eindimensionalen Fall

Seif : [a,b] — R stetig. Gilt f(a) - f(b) < 0, dann existiert nach dem Zwischenwertsatz
einz* € [a,b] mit f(z*) = 0. Das Newton-Verfahren konvergiert fiif” nahez* quadratisch
gegenz*, konvergiert aber im allgemeinen nicht global. AuRerdemdiigt es die Existenz und
Berechnung der Ableitung’. Daher werden haufig auch andere Verfahren mit einer kieiner
Konvergenzordnung verwendet:

a) BISEKTIONSVERFAHREN
Seif € C([a,b]) mit f(a) - f(b) < 0 (Vorzeichenwechsel im Intervdlt, b]).

Algorithmus 5.6 (Bisektionsverfahren)
a(o) =a
b0 =
for k=0,1,...do

if f(a®)- f(z®) <0 then

ak D) = (k)
k1) .— (k)
else
ak+1) = (k)
plk+1) . p(k)
end if
end for
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Das Bisektionsverfahren liefert Intervall@®, 5*)] mit b)) — o*)| = 2% |b — a|, deren
Durchschnitt eine Nullstelle* von f enthélt.
FEHLERABSCHATZUNG

1
|z®) — 2%| < §||b(k) —a®| <27F b —al.

Das Bisektionsverfahren konvergiert global, die Konvemjist im Allgemeinen nicht mo-
noton und die Konvergenzgeschwindigkeit entspricht iaeKonvergenzordnung.

b) SEKANTENVERFAHREN:
Das Sekantenverfahren funktioniert wie das Newton-Vegahwobei man statt der Tan-

gente die Sekante durch die letzten zwei Iterationswenbenti

2 = q, z® =p,

k) _ pke=1)
 f(@®) — fat-D)
Der letzte Bruch ist der Kehrwert der Sekantensteigung. &#santenverfahren bendtigt
keine Berechnung der Ableitung, konvergiert jedoch imeatginen nicht global. Im Falle
lokaler Konvergenz ist die Ordnurig++/5) /2 (siehe z.BHanke- Bour geoi s:,Grund-
lagen der numerischen Mathematik”).

pEHD) _ (k) f@®y  furallek > 1.

€c) REGULA FALSI-VERFAHREN
ANNAHME:

fla)- f(b) <0.
Das Regula Falsi-Verfahern funktioniert wie das Sekaregafren, aber anstelle vaft—1)
wird z(® mit
I =max{i < k| f(z@)- f(2™) < 0}
verwendet. Das Regula Falsi-Verfahren hat lineare Korarezgrdnung. Es konvergiert
global: die Nullstelle befindet sich zwischef undz*).

d) KOMBINIERTE VERFAHREN
Zum Beispiel Bisektionsverfahren fur Anfangsnaherungcafiel3end Newton-Verfahren

fur schnelle genaue Approximation ven.

Modifikationen des Newton-Verfahrens im mehrdimensionala Fall

Nachteile des Newton-Verfahrens sind die Notwendigkeit Berechnung der Jacobi-Matrix
Df(x™®)), sowie die fehlende globale Konvergenz. In héheren Dinueresi ist die Berechnung
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von D f oft aufwéndig, und in vielen Féllen nur naherungsweise mtiglAus diesen Grinden
verwendet man unter anderem die folgenden Varianten desaNeverfahrens:

a)

b)

d)

VEREINFACHTESNEWTON-VERFAHREN

Hier wird die AbleitungD f(z*)) nicht in jedem Iterationsschritt, sondern nur gelegehtlic
berechnet. Dazwischen wird jeweils der zuletzt berechwéte D f (x(V), | < k, anstelle
von D f(z*)) benutzt.

APPROXIMATION DERJACOBI-MATRIX:

Die Ableitung D f(z®)) wird in geeigneter Weise mithilfe von Differenzenquotiemiap-
proximiert. Ein Beispiel im eindimensionalen Fall ist d&&a betrachtete Sekantenverfah-
ren, bei demy’(=(*)) durch den Differenzenquotientéfi- ) ="« ") ersetzt wird.

GEDAMPFTESNEWTON-VERFAHREN

Hier setzt man
Ces e O BN (OO}

Dabei istp®) wie im Newton-Verfahren die Losung des linearen Gleichsggtems

der Vektorp® wird aber mit einer Schrittweita®) < (0, 1] multipliziert. Die Schritt-
weite bestimmt man beispielsweise mit eingsrwerfungsverfahrerMan setzt zunéachst
A®) .= 1, und berechnet den entsprechenden Wertcftir. Ist || f(z&+1)| /|| £ (=™)]|
hinreichend klein, dann wird der erhaltene Wert£{fit?) akzeptiert - andernfalls halbiert
man die Schrittweite, und fuhrt den letzten Schritt ernewtd. Eine Taylor-Entwicklung
zeigt, dass eine Akzeptanzbedingung der Form

1F @D/ ) < 1= 26A")

mit u € (0,1) jeweils nach endlich vielen Schritten erfiillt ist, fallsediorm von einem
Skalarprodukt induziert ist.

HOMOTOPIEVERFAHREN

Es werden ein zuséatzlicher Parameter [0, 1] eingefuhrt, und Funktionefi(z) betrach-
tet, fur die fi(z) = f(z) gilt, wahrend das Gleichungssystéiixz) = 0 leicht I6sbar ist.
Man fuhrt dann ein Newton-Verfahren fur die Funktigndurch, wobei der Wert vohim
Verlauf des Verfahrens schrittweise voauf 1 erhoht wird.
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5.3 Differenzengleichungen

Viele praktisch relevante Gleichungssysteme entsteheshdiie Diskretisierung von Differen-
tialgleichungen. Im einfachsten Fall verwendet man damu~@ite-Differenzen-Verfahren, bei
dem Ableitungen durch Differenzenquotienten ersetzt emrd

Approximation von Ableitungen durch Differenzenquotienten

Die Taylor-Entwicklung 3. Ordnung einer Funktiane C*(R) liefert

wx+h) = u(z)+ hd(x)+ ;UH(ZE) + %32/”(:15) + O(hY), (5.3.1)
wlx —h) = wu(z)—hu'(z)+ %u"(w) - %u”’(x) + O(RY). (5.3.2)

Hieraus ergibt sich zunachst ei@éh)-Approximation der ersten Ableitung durdMorwarts- und
Ruckwarts-Differenzenquotienten
u(x + h) —u(x)

u'(z) = - + O(h) =

u(x) —u(x — h)
h

+ O(h).

Subtrahiert man die Gleichungén (5]3.1) und (5.3.2), dagibiesich die Approximation

x+h)—ulx—h)
2h

W) = U + O(h?)

durch dereentrierten Differenzenquotienterit verbesserter Ordnun@(h?).

Entsprechend erhalten wir durch Addition der GleichungeB.q) und[(5.312) ein®(h?) Ap-
proximation der zweiten Ableitung:

oy = WD) < ) —ula =)
_u(z+h) —2u(z) +u(zr —h) 9
_ = + O(h?). (5.3.3)

Beispiel. Wir betrachten das lineare Randwertproblem
—u"(z) + Mz)u(z) = g(z) furz € (0,1), u(0) =u(l) =0,

wobei \, g : [0,1] — R vorgegebene stetige Funktionen sind. Gesucht ist einengiguc
C?((0,1)) N C([0,1]). Um die Losung naherungsweise zu berechnen, wahlem varN, set-
zenh := 1/(n + 1), und betrachten die Funktionswerte an den Gitterpunkter= jh, j =
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0,1,...,n+ 1. Setzen wir\; = A(z;) undg; = g(z;), dann kdnnen wir die Werte(x;) durch
u; approximieren, wobei = (uy, ..., u,) das folgende lineare Gleichungssystem lost:

—Uj1 + 2u5 — Uy

h2

+ Nu; = g, (j=1,...,n),
Uy = Upy1 = 0,

FEHLERBETRACHTUNG Setzt man voraus, dass die Funktionswertewaur bis auf einen Run-
dungsfehlee > 0 korrekt dargestellt sind, dann ist der Differenzenqudtesveiter Ordnung nur
bis auf einen Rundungsfehler von der Ordnahg? korrekt dargestellt. Zusammen mit dem Dis-
kretisierungsfehler der Ordnurigy(/?) ergibt sich ein Gesamtfehler, der sich duteth =2 + ch?
mit einer Konstante abschatzen lasst. Der Fehler ist minimal fijjg; = (4¢/c)'/4, und wéchst
fur kleinereh rasch an ! Es macht also keinen Sinn, zu fein zu diskretisidBeispielsweise ist
fur e = 107? die in diesem Sinn optimale Maschenwditg, von der GréRenordnuni) 2.

LR-Zerlegung fur Bandmatrizen

Die Matrix A in dem oben betrachteten linearen Gleichungssystem isfletiagonalmatrix ,
d.h. neben der Diagonale sind nur noch die Nachbarreihemaninull verschiedenen Eintréagen
besetzt. Solche Matrizen treten allgemein bei der Diskierting vongewdhnlicherDifferenti-
algleichungen zweiter Ordnung auf. Fur Tridiagonalmatmigibt es eine LR-Zerlegung, bei der
L und R eine untere bzw. obere Dreiecksmatrix ist, in der neben dmgdhale nur noch jeweils
eine Reihe besetzt ist. Eine entsprechende Zerlegungsiékdeicht explizit mit Aufwand)(n)
berechnen, siehe Vorlesung.

Allgemeiner kann man eine Zerlegung einer Bandmatrix, leeiaberhalb bzw. unterhalb der
Diagonalen noctp bzw. ¢ Nachbarreihen nichtverschwindende Eintrage haben, miwéad
O(pgn) berechnen.

Diskretiserung der Poissongleichung

Wir betrachten nun eine Finite-Differenzen-Diskretigigg eines mehrdimensionalen Randwert-
problems. SeiD C R? offen und beschrankt, ung € C(D). Gesucht ist eine Funktion €
C%*(D) N C(D), die das Dirichletproblem

Au = g aufD, u=0 aufoD,
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lost. Im FallD = (0, 1) diskretisieren witD bzw. D durch das Gitter

Dy = {(ih,jh):i,5=1,...,n} bzw.

Dy = {(ih,jh) 14,7 =0,...,n+1}
mith = 1/(n+ 1), n € N. Approximiert manAu = 2% + 2 entsprechend z{(5.3.3) durch
den Differenzenquotienten

w(x + h,y) +u(z,y + h) — du(z,y) + u(x — h,y) +u(z,y — h)
h2 ’

Ahu<x7y) =
dann ergibt sich die diskretisierte Gleichung

Ahu(xvy) = g(:t,y) far (l‘,y) € Dy,
a(r,y) = 0  fur(x,y) € Dy \ Dy.

Ordnet man die Werte voman den Gitterpunkten lexikographisch in dem Vektor
i@ = (u(h,h),u(h,2h),...,u(h,nh),u(2h, h),u(2h,2h),...,u(nh,nh))"

an, dann ergibt sich fii ein lineares Gleichungssystem mit eif&ock-Tridiagonalmatrix A

der Dimensionn?, die auf dem: x n-Blocken auf der Diagonalen Tridiagonalmatrizen stehen
hat, und auf den benachbartenx n-Blécken negative Einheitsmatrizen, wéahrend die anderen
n x n-Blécke nur Nullen enthalten. Die MatriA ist diinn besetzt da in jeder Zeile nub von 0
verschiedene Eintrage stehen - iB@ndbreite 2n + 1 wachst aber im Gegensatz zum eindimen-
sionalen Fall linear im, und damitinx~!. Der Aufwand der LR-Zerlegung ist dementsprechend
mit O(n - n-n?) = O(h™) sehr hoch !

Fur die Finite-Differenzen-Diskretisierung der Poissenthung in Dimensioa > 2 verschlech-
tert sich die Situation weiter: Hier ist die Dimension de®iGhungssystems von der Ordnung
O(h~9), die Bandbreite von der Ordnurdg(~'~%), und der Aufwand einer LR-Zerlegung damit
von der Ordnung)(h?~34). Eine Zerlegung ist also fur lineare Gleichungssystenebei der
Diskretisierung partieller Differentialgleichungen aeten, im Allgemeinen nicht praktikabel.
Aus diesem Grund werden wir im néachsten Abschnitt Iteratienfahren zur Losung grol3er li-
nearer Gleichungssysteme betrachten. Im Gegensatz zdetlBgung liefern diese in der Regel
nur eine Naherung der Lésung.

Eigenwerte, Matrixnormen und Kondition
Eine Matrixnorm|| - ||, aufR¥*4 heiBtvertraglich mit einer Norm|| - ||;- aufR?, falls

|Av]ly < |Ally - vy furalle A € R undv € R
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Wichtigstes Beispiel einer vertraglichen Matrixnorm ist durch

Av V4
Ml = sup 2 g o)y
w0 [vllv lolly =1

definierte, von|| - ||y- induzierteOperatornorm. Im folgenden schreiben wir kurzA||, statt
| Allv.v. Wir verwenden vor allem die von dép-Normen induzierten Matrixnormen

[Allp = [[Allerer,  p €L 00
Es qgilt

..........

siehe Ubung. Dig¢?-Operatornorm kann man durch déeobenius-Norm abschatzen:

d 1/2
d A < [|All: < [[Alle,  [[AllF = (Z a?,j> :

i,j=1
Diese Abschatzung ist jedoch nicht scharf. Um@i®©peratornorm exakt zu berechnen, betrach-
ten wir die Eigenwerte vor bzw. AT A:

Definition. Der Spektralradiuseiner MatrixT" ¢ R ist
o(T) := max{|A| | X € C Eigenwert vori'}.
Lemma 5.7 (Spektralradius und Operatornormen)
a) Ist]| - ||, eine Norm aulk¢, und| - ||, eine vertragliche Matrixnorm auk**?, dann gilt

o(A) < |4, furalle A e R

b) Fir die/2-Operatornorm gilt
[All, = Vo(ATA).
Ist A symmetrisch, dann gilt
[All; = o(A).

Beweis.a) Ist\ ein Eigenwert vorY” undv ein normierter Eigenvektor, dann folgt:
Al =lIxvlly = 1T vlly < ITMa vl = 171

b) Flrv € R? gilt
JAv]Z = (Av, Av) = (v, AT Av).
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Hieraus folgt
|Al3 = sup (v, ATAv) = o(ATA).

[lvll=1
Ist A symmetrisch, dann sind alle Eigenwerte reell, und die Bigate vonA” A = A? sind die
Quadrate der Eigenwerte voh Also gilt o( AT A) = o(A)>. O

Die /P-Matrixnormen kdnnen wir verwenden, um die Stabilitét silieearen Gleichungssystems
Ax = b zu untersuchen. Di@-Kondition einer invertierbared x d-Matrix A ist gegeben durch

rp(A) = Al 1A,

siehe Algorithmische Mathematik 1. Insbesondere folgt

Amaz (AT A)

r2(A) = Vo(ATA)o((A)TAT) = Ao (ATA)

wobei \,q. (AT A) bzw. X\, (AT A) den groRten bzw. kleinsten Eigenwert der symmetrischen,
positiv definiten MatrixA” A bezeichnet. Istt symmetrisch, dann gilt entsprechend

_ max{|)\| : A Eigenwert vonA}
~ min{|\| : A EigenwertvonA}

Beispiel (Newton-Verfahren)Hier ist das lineare Gleichungssystem
(Df)(x(k) (x(kJrl) _ x(k)) - —f(:p(k))

zu lésen. Dig’2-Kondition ist

Ky = \/ Amaz (D f)T(D f)(x®)

Amin (Df)T (D f)(z9)

Das Gleichungssystem ist dementsprechend schlecht kamidit, wenn eine Richtung € R?
mit ||v]| = 1 und(Df)(x™)v =~ 0 existiert.

Beispiel (Diskretisierung der Poissongleichung 40f1)?). Die Eigenwerte des diskretisierten
Laplace-Operatord, auf D, C (0, 1)? kann man explizit berechnen. Es gilt

_Ahek,l = )\k7lek,l far ]{], = 1, ...n
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mit ey ;(z,y) = sin(k7rz) sin(lry) und
4 kmh ITh
Ao = 7 (sin2 (%) + sin? <7T7)) )

maxy ; >\k 1 >\n n SiHQ(g — %h) _9
—A = 2 2 —= 2 = = O h .
52( h) minm )\k,l )\1’1 sinQ(gh) ( )

Damit folgt

Fur kleine Maschenweiténist die Finite-Differenzen-Diskretisierung der Poisslenchung also
schlecht konditioniert.

5.4 lterationsverfahren fir lineare Gleichungssysteme
Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem
Az =b, mit b € R? und invertierbarer Matrixd € R

Gesucht ist die Losung* € R<.
Typisch in Anwendungen ist auRerdem, ddssehr grof3ist undl ,dinn besetzt” ist, d.h. dass
nur wenige Eintrage einer Zeile vohungleich0 sind.

Beispiel (Poissongleichung)Gesucht ist; € C(D) N C?*(D) mit:

Au(z) := z”: a2u(:10) = g(x) furallex € D,

i=1 Oz

u(r)=0  furallez € D\D.
DISKRETE VERSION

D C Z" endlich
D:={rcZ"|esgibteiy € D: ||z —yl, <1},

9= (9z)zep € RV,

Gesucht ist in diesem Fall = (u,),.p mit:

n

Z [(Ugte, — Usz) — (U — Up—e,)] = Ga furallex € D,

i=1

u, =0  furallex € D\D.
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Wir erhalten ein lineares Gleichungssystem
Au=1>
mit hoher Dimensior = |D| und duinn besetzter Matrix:
Ay #0  nurfalls |z —yl, < 1.

In Anwendungen wie dieser sind die klassischen Eliminatienfahren meist zu aufwandig
(O(d?)), stattdessen verwendet man Fixpunktiterationen.
ALLGEMEINES ITERATIONSVERFAHREN

A=P—N, P,N € R™¢,

wobei P eine invertierbare Matrix, deren Inverses ,leicht” bermabar ist.P wird Prakonditio-
nierer genannt. Es qilt:

Az =5b & Pr=Nx+b & r=Tax+ f=:¢(x), wobei
T:=P'N=P'(P-A)=1-P'A, f:=P'b.

LINEARE FIXPUNKTITERATION:
2D —pg®) 4o

RESIDUENDARSTELLUNG

gFHD) = &) _ p=l (A" _p).
Der Ausdruck(A z*) — b) wird alsResiduum vonz*) bezeichnet.
Bemerkung. Die Berechnung von*+1 erfordert Inversion vorP!
Im folgenden wollen wir untersuchen, wann die Fixpunkétem konvergiert.
Satz5.8. 1. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(i) Die lterationsfolgezr*) konvergiert fiir jeden Startwert® € R? gegen die Losung
r*vonAx =b.

(i) T* konvergiert gegen (d.h.(T*); ; konvergiert gegen fur alle i, 5).

(iii) o(T) < 1.
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2. Hinreichende Bedingung:
Ist]| - ||, eine Norm aulR? und|| - ||,, eine vertragliche Matrixnorm mi{7’||,, < 1, dann

gilt:
|x® T — 2|, < |7, l2™ — 2%,  furalek € N,

d.h.z*) konvergiert bzgl|| - |,, monoton gegen*.
Beweis. i) e [(i)]< [(ii)} Wegen
Az =b & = ¢(z")
gilt
x(lc—f—l) ot = ¢(x(k)) . ¢(x*) _ T(ZL‘(k) o {L‘*),
fur allek € N, und somit:
a® — g = TR — 2.
z®) konvergiert also genau dann fiir allg € R? gegenz*, wennT"* gegerd konver-
giert.
e [(i)] = [(i)}] Angenommeny(7T) > 1. Dann gibt es einen Eigenwekt € C mit
|A| > 1 mit Eigenvektorn € C4\{0} vonT"
Tv=Av.
Daher konvergierf™* v = \* v nicht geger. Somit konvergierf™ nicht geger) im
Widerspruch z{ (ii).

e [(ii)] = [(i)} Wir beweisen diese Richtung fur den symmetrischen @al= 7*). Da
T symmetrisch ist, gibt es eine orthogonale Matixc R?*?, so dass gilt:

A oo 0
T=0DO"  wobei D=dag\,...,\q) =] : :
0 - Ny
die Diagonalmatrix aus Eigenwerten vorist. WegenO? = O~! gilt:
T =(0Dp0 ™)' =0D"OT.

Aus o(T) < 1 folgt nun fur alle Eigenwert&\;| < 1. Also konvergiertD* und somit
auchT* gegen.

Den allgemeinen Fall zeigt man via Jordanscher Normalferehe z.B. ,Hammer-
lin/Hoffmann:Numerische Mathematik, Satz 8.1".
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i) Es qgilt:
lo(x) — oWl = T« = Tylly < Tl lle =yl

Wegen||T||,, < 1ist¢ eine Kontraktion bzgl|| - ||,,. Mit dem Banachschen Fixpunktsatz
folgt die Behauptung.
U

Klassische Iterationsverfahren

Keine Préakonditionierung

Dann lautet die Residuendarstellung:
g® D = &) (A p), und T =1-A
Beztiglich Konvergenz gilt:
A ist genau dann Eigenwert von4, wenn1 — X\ Eigenwert von T ist.
Also ist der Spektralradius
o(T) = max{|1 — A| | A Eigenwert vonA}.

Beispiel. Ist A symmetrisch und positiv definit (,s.p.d.”), dann sind dig&awerte vorA reell
und positiv. Also gilt

o(T) = max{|1 — A| | A Eigenwert vonA} < 1 & Amax(A) < 2.
Die Bedingung an die Eigenwerte ist bei diesem Verfahreregtriktiv!
Jacobi-Verfahren / Gesamtschrittverfahren
Es gilt:
d
Arx=0b = Zaijxj:bi 1=1,...,n
j=1

= aiixi:bi— E Qjj Tj.
J#i
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Algorithmus 5.9.
INPUT: Matrix A € R4 mit a;; # 0 fur allei < d, b € R¢, Startwertz(¥) € R?,

OuTPUT: lIterationsfolger®) e R,
for k:=0,1,...do
fori:=1,...ddo

1
(k+1)  _ (k)
JFi
end for
end for

EINORDNUNG IN ALLGEMEINEN RAHMEN:
Die Matrix A wird in drei MatrizenL, D und R zerlegt:

A=—-L+D-R, mi

0O --- .- 0 aj; o - 0 0 app -+  aug
L=—|™ . D=  R=—
Ad—1,d
agm - agg-1 0 0 - - ag 0 --v .- 0

Fir das lineare Gleichungssystem gilt mit dieser Zerlegung
Az =b & Drx=(L+R)x+b & r=D'L+R)xz+ Db

Als Iteration setzen wir:
g* ) = DY(L + R)2®™ + Db,

Also qilt:
P=D und T=D"'(L+R).

GauR-Seidel-Verfahren / Einzelschrittverfahren

IDEE: Verwende bereits berechnete Komponentenx/éh!) sofort.

Algorithmus 5.10. Wie Algorithmud 5.9, aber statt Gleichurig (5]4.1) mit derdtion

w Y= L (b = > _ai Y~ PR z;”) (5.4.2)

au
© j<i g>i
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In Matrixform:
Da® ) =p 4 L) 4 Ra® o (D —L)a% Y = Ra® 1p,
Einordnung in allgemeinen Rahmen
P=D-1L, T=(D-L)'R.
Satz 5.11.Ist A strikt diagonaldominant d.h.

|az‘z‘|>Z|aZ‘j|, 1=1,....,d,

j#i
dann konvergieren das Jacobi- und das Gaul3-Seidel-Venfaimonoton bzgl. der Maximums-
norm| - ||, aufR<.

Beweis. Wir zeigen:

17| = max Z Iti;] < 1.

Da| - ||, die von der Maximumsnorm auf Vektoren induzierte Matrixnost, folgt die Behaup-
tung dann aus Safz 5.8.

1. ACOBI-VERFAHREN

—29 - flr j # i,
TI D—l (L+R), tij — [e2 7] j #
0 firj = 1.

Damit folgt:
1T < gg%m Z Jaij| =
Weil A strikt diagonaldominant ist, folgt < 1.
2. GAUSS-SEIDEL-VERFAHREN
T=(D-L)'R
Seic wie oben definiert, wir behaupten:

IT), <e<t.

Dazu ist zu zeigen:
T x|, <c-|z| fur allex € R™.
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Seiy := T z. Nach Algorithmu§5.70 ist

E :azy Yj — E :aw x]
aZZ

Jj<i 7>

Wir zeigen durch vollstandige Induktion nacHie Aussage:
lyil < ezl

Fari = 1 gilt:
|y1|_| |Z|au| 7] < el

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt:

lyil < | Zw |yl + Z |ais| [5)

Jj=i+1

< |a (D laglelall + Z laij 1]l0)
%3

J#i J=i+l

1 . .
< o] > laglllzll < cllall,  furallei=1,....d.
g

Somit gilt:
1Tz = Iyl < cllzll

O

Man kann nicht allgemein sagen, welches Verfahren ,besserFir bestimmte Klassen von
Matrizen kann man zeigen, dalRdas Gaul3-Seidel-VerfahtemeBer konvergiert. Wir werden
nun zeigen, dalldas Gaul3-Seidel-Verfahren fir symmegrigohitiv definite Matrizemd stets
konvergiert.

Sei (v, w) = 3%, v; w; das euklidische Skalarprodukt iRf. Die von einer symmetrisch positiv
definiten Matrix induzierte quadratische Form

(@,9)a = (z,Ay) = (Az,y),  (z,y €eR")
nennt man aucknergieskalarprodukt, die entsprechende Norm

][4 =1/ (2, 2) 4

heil3t auctEnergienorm.
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Beispiel(Diskreter Laplace-Operatorpei D C R" offen und beschrankt, und, = DN (hZ)"
die Diskretisierung vo durch ein Gitter der Maschenwete> 0. Weiter seiu = (u()) e (nz)
eine Funktion auf dem Gitter mit(z) = 0 fur alle x € D¢ (Dirichlet-Randbedingungen). Ist
A = —A,, mit der oben betrachteten Diskretisierung des Laplaceddpes, dann gilt

(Au)(z) = —(Apu)(z) = —h~ Z u(z + he;) — u(x)) — (u(z) — u(z — hey))].

Damit erhalten wir fir dieA-Energienorm von:

lully = (u. Au)y = Y~ u(@) (Au)(@) = Y ulz) (Au)(z)

z€Dy, xe(hZ)™

=h Z (Zu(z) (u(z) —u(zr — he;)) — Zu(x) (u(x + he;) — u(x)))

T

=h" Z Z u(@ + he;) (u(x + he;) — u(x)) = Y ul@) (w(z + he;) — u(z)))

xT

DI N E L IR Sy AT
ze(hZ)™

=1 - ze(hZ)™
dlskrete Richtungs- ~ ~ -
ableitungd; u(x) Energie voru

wobei
Viu(z) = b (u(z + her) —u(z), ..., u(z + he,) — u(z)).

Es folgt, dal3 die lineare Abbildung = —A,, auf
V = {u= (u(®))senzy : u(z) = 0furaller € DJ} = RIP
symmetrisch und positiv definit ist, mit Energienorm

laly = > IVau(a)|.

xze(hZ)™

KONTINUIERLICHES ANALOGON:
—/ uAu :/ V2 fallsu = 0 aufoD (siehe ,Analysis I11”)
D D

Satz 5.12.1st A symmetrisch und positiv definit, dann hat: = b eine eindeutige Losung'
und das Gaul3-Seidel-Verfahren konvergiert monoton fzdls gegenz*, d.h. es gibt einl < 1
mit:

||5E(n+1) - x*HA <L ||5E(n) - x*HA'
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Bemerkung. Sei A symmetrisch positiv definit, dann gilt
a; = (e;,Ae;)) >0 fur alle.
Beweis.Zu zeigen ist:
ITLy = max [T x]la < 1 (5.4.3)
Die Behauptung folgt dann aus Shiz|5.8
1. Es genugt zu zeigen:

T z||, <1 fur allex € R" mit ||z|| , = 1, (5.4.4)

da{z € R" } |z|| , = 1} kompakt und die Abbildung — ||z|| , stetig ist und somit in
Gleichung[(5.4.8) das Maximum angenommen wird.

2. SeiT = I — P~! A, und P der Prakonditionierer, dann gilt:

(Tx,Tx)y= (Tx,ATz) = (x,ATz) — (P ' Ax, AT 2)
= (z,Ta)s— (x, AL (P AT z)
= (2,Tx)a— (z, (P AT 2)4
= (z,2)a — (2, Z2) 4 < (v,2)a4,
wobei
Z=P ' A+ (PYtA—(PHY AP A

=+ PHY'P-(P)YTAPTA
=(P)y ' (P'+P—-A)P A

3. Zu zeigen bleibt:
(x,Zx)s >0 fur allez € R™\{0}.

Es gilt:

(2, Z2)4 = (2, A(P)y" " (P' + P - A) P~ Ax)
= (P 1Az, (P'+P—-A) P 'Az).

Im Gaul3-Seidel-Verfahren gilt:

P=D-1L, P'=D-L'=D—R,
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da A symmetrisch ist. Es folgt:
PP+ P-A=(D-L)+(D-R)—(D—-L—-R)=D istpositiv definit

Also folgt
(¢, Zx)a >0  firallez € R"\{0}.

L
Bemerkung. Im Beweis haben wir benutzt, ddymmetrisch positiv definit un& + P* — A

positiv definit ist!

Relaxationsverfahren
ALLGEMEINES ITERATIONSVERFAHREN
) = 7% 4 f) T=1I-P A, f=P'b.

IDEE: erzwinge Konvergenz durch Dampfungsparameter (0, 1]:
RELAXATIONSVERFAHREN:

g* ) = o (T 2™ + £) + (1 = w) 2.

Bemerkung. @) x ist genau dann Fixpunkt, wenn= w (T'z + f) + (1 — w) z gilt. Falls
w # 0 istdies aquivalent zut = T’z + f bzw. Az = b.

b) Die Iterationsmatrix ist
T,=wT+(1—-w)I=1I-wP A,
d.h. das Relaxationsverfahren ist ein lterationsverfahrg Prékonditionierer

P,=—P.

!
w
ZIEL: Wahlew so, dafs(T,,) moglichst klein ist.

Relaxiertes Jacobi-Verfahren (Jacobi over-relaxation — ,JOR”)

JACOBI-VERFAHREN
x(kJrl) — D*l (b+ (L + R) x(k))
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JOR-VERFAHREN

g* ) =D b+ (L+R)zW) + (1 —w)z®, d.h.
:Egkﬂ) = i(bi — Zaij :Egk)) +(1—-w) xz(k).
i i
PRAKONDITIONIERER:
1
P,=—P.
w

Satz 5.13.Ist A eine symmetrisch positiv definite Matrix, dann konvergias JOR-Verfahren
furallew € (0,2/0(D7! A)).

Beweis.
T,=I—-wD 1A,

also gilt:
)\ ist genau dann Eigenwert vonD ! A, wenn1 — w X\ Eigenwert von T, ist. (5.4.5)

Ist A symmetrisch positiv definit, so audh—2 A Dz, d.h. alle Eigenwerte vod~2 AD~2 sind
reell und positiv. DaD~! A &hnlich zuD~3 AD~3 ist, hat auchD—1 A nur reelle und positive Ei-
genwerte. Es folgt, dass das JOR-Verfahren genau dannigpestewenn fir den Spektralradius
vonT, gilt:

o(T,,) = max{|1 —w A| | A EigenwertvonD ™' A} < 1.

Dies ist aquivalent dazu, dass\ < 2 fur alle Eigenwerte vorD~! A gilt, und daD~! A nur
reelle und positive Eigenwerte hat, ist dies aquivalent zu

wo(D™A) < 2.

Sukzessives Relaxationsverfahren (Successive over-peéion — ,SOR”)

Modifiziere JOR-Verfahren a la GauRR-Seidel-Verfahren:

i—1 n
(k+1) _ W (k+1) (k) (k)
z; _a_ii<bi_.zlaijxj - Zaijxj >+(1—w)xi :
]:

j=it1

In Matrixform:

g* ) = o Db+ La®™) + Ra®) + (1 — w) 2™,
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Dies ist &quivalent zu:

1 1—
(=D—1L) 2% = (R+-—=D) 2® 4.
w w g
=P,, Prakonditionierer ]?/Z

Satz 5.14.Ist A symmetrisch positiv definit, dann konvergiert d&3R-Verfahren fir allew €
(0,2) monoton bzgl|| - || ,.

Beweis. Verfahre wie bei Satz 5.12:

1 1
P,=-D-L,  P'=—D-R,  A=D-L-R
w w
Dann ist
&+ﬁ—A:<3—QD
w
positiv definit fur allew < 2. Damit folgt die Behauptung. O

5.5 Abstiegsverfahren (optional)

Sei A € R™? symmetrisch und positiv definib, ¢ RY. Wir betrachten wieder das lineare Glei-
chungssystem

Az =b. (5.5.1)

Wie zuvor wollen wir die eindeutige Losung = A~' b numerisch berechnen.Dieses Problem
l&sst sich in eiMinimierungsproblem der folgenden Funktion umformulieren:

1
Lemma 5.15. Die Losungz* = A~'b des linearen Gleichungssystems ist das eindeutige Mini-

mum vory, und fur allez € R? gilt:

* 1 *
o) — o(a*) = 5 o — 2[5
Beweis. Mit quadratischer Ergdnzung sieht man, dass die Funktion

1 _ 1 . Lo,
6(@) = 5w 2)a — (5, 470 = Slle — 23 = S 12" 13

minimal ist firz = z*. Das Minimum ist dann

1

8(a") = —5 " 1%

O
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ALLGEMEINES ITERATIONSVERFAHREN ZURMINIMIERUNG VON ¢ : R? — R (LINE SEARCH):

Hierbei bezeichnen
p@ pM e RY die ,Suchrichtungen”,

g, aq, ... €R, die ,Schrittweiten’

Fur die eben betrachtete Funktigrwahlt man die Schrittweiten, so, dass
* 1 *
P(a*HD) = ¢(a*) + Qllx(’“” — "%
minimal unter allen:®) + o p*), o € R, ist. Dies ist der Fall fiir

2+ — A-orthogonale Projektion von* auf Gerade:*) + span(p*))

(k) (k)

M4 ) 4 1PM4”
d.h.
oo _ (@ =2 p®),  (Aa® — Aa® p®)
T TR M, (R, Ap)
Es gilt also:

opt <r(k) ) p(k)>

ALY ARG ' i k) —p— Ar®
o = 0 Ao mit Residuum  r b— Az™.

Wir betrachten nun zwei spezielle Abstiegsverfahren.

Gradientenverfahren

Sei
p™ = -Ve(z™),  die Richtung des steilsten Abstiegs

In unserem Fall gilt:

¢z) = 5{x, Az) — (2, b), A symmetrisch
p® = —Voa®) =b— Azk) =" ,Residuum von:*"
(r®r®) W2
W, Ay T g

Universitat Bonn Sommersemester 2013



152 KAPITEL 5. ITERATIONSVERFAHREN

Das Residuum lasst sich rekursiv berechnen:

) = — At = — Ax® —q Ar®)

=) — oy Ar®),
Damit erhalten wir folgenden Algorithmus:

Algorithmus 5.16 (Steepest Descent)
INPUT: A € R4 symmetrisch positiv definit, € R?, (9 € R?,
OUuTPUT. lterationsfolgen:®) € R4, r®) ¢ R,
@ =p— Az
for k:=0,1,...do

(r®) ()
(r®), Ar®)
rFED =) gy Ar®)

end for

Bemerkung. Die Iterationsmatrix imk-ten Schritt des Gradientenverfahrens ist
T® =T — oy A, (keine Prakonditionierung!)

Das Gradientenverfahren ist also ainht-stationares(d.h. die Iterationsmatrix h&ngt vadnab),
nicht prakonditioniertes Verfahren mit Relaxationsparameter .

Satz 5.17.Ist A symmetrisch positiv definit, dann konvergiert das Gragiewerfahren fur jeden
Startwertz(®) monoton bzgl. der Energienorin || 4, und es gilt:
k+1) _ *

Ky(A) —1
( < 22V T 7 k)
o — < 2T I =,
wobeiK,(A) = [|All2 - ||A7Y|, die?-Kondition der MatrixA ist.
Wir zeigen zunachst:

Lemma 5.18. Ist A symmetrisch positiv definit mit Eigenwert@ér: \; < A\, < ... < A4, dann
gilt:

Al = max 4] = A = o(A).
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A~"ist symmetrisch positiv definit mit Eigenwertgn> - > --- > £ > 0 und es gilt:
1 >‘d
Ky(A) = [|A]]2- [A ]2 = N

Beweis.Da A symmetrisch positiv definit ist, gibt es eine Orthonormaibaon Eigenvektoren
e; von A. D.h. es gilt(e;, e;) = d,; und jeder Vektor: lasst sich darstellen ais= Zle = ¢ €.
Damit folgt:

d d d

Az =) cihe, 2P =)_¢, JAZ[ = e A

=1 i=1 =1

Weiterhin gilt

|Az|
A = m = m S| = .
[4ll> = max [ mmax, [l = Aa

Analog kann man

|A™H s = max |
i=1...d i

zeigen. O

Beweis von Safz 51 BeiT, := I — o A die Iterationsmatrix des Verfahrens mit Relaxationspa-
rametero.

i) VERGLEICH MIT T,,-VERFAHREN
Wir behaupten, dass der Fehler des Gradientenverfahrecis den Fehler des Verfahrens
mit 7,, flr alle « € R beschrankt ist:

2@+ — ¥4 < | Ta (@Y = 27)a

Nach Definition ist:(*+?) die A-orthogonale Projektion vari* auf die Gerade ) +a %),
a € R. Also qgilt fur allea € R:

2+ = a4 < 2+ ar®) - o

= || T, 2® b — Tox" —ablla=|Ts (x(kﬂ) — )| a-

i) KONTRAKTIVITAT VON Tj:
Seien) < A\ < ... < )y die Eigenwerte vonl. Wir behaupten:

IToylla < max |1 =Xyl furalley e R®
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Seiene; die Eigenvektoren zw; und(e;, e;) = ¢;;. Dann gilt:

Toei=(1—a\)e, und
ATaei = )\z (1 —Oé>\l')€i

Firy =" ¢ e; folgt:
HRMQZCT%ATy)
ch (I—aN) 6@7201 (1=aN) Zc Ai(T—a\)
Mit
Iyl = (v, Ay) = Zc A

folgt dann
1Tyl < max (1 —aX)? [yl

iii) OPTIMIEREN DERABSCHATZUNG:
Nach[i) und i) gilt fur allea: > 0:

[ — 2|4 < T (2®) — 27)]la < cla) - [[2®) — 27| 4,
wobei

cla) == @1axd|1 —a | =max(l —al,al —1)

wegenl —aX > 1—alX > ... >1—a)l;. Um eine moglichst gute Abschatzung zu
erhalten, wahlen wit nun so, dass(«) minimal wird. Dies ist genau dann der Fall, wenn:

N—1=1—al d.h. = —
Qa Ag A Ay, a PV

und fur diese Wahl von gilt:

A

)\d_>\1 )\_d_l KQ(A)—l
:1— )\: = L = .

C(a) a Aq )\d"—)\l i—‘j—i—l KQ(A)"—l

O
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Bemerkung. a) Wegen
Ky(A) -1 2
Ky(A)+1 Ky(A)+1
kann die Konvergenzgeschwindigkeit des Gradientenvesfehbei Matrizen mit grof3er
Kondition relativ langsam sein.

b) Das Gradientenverfahren lasst sich auch zur Minimienialgt-quadratischer Funktionen
¢ verwenden — aber es ist dann im Allgemeinen nicht klar, weeStihrittweiteny,, geeig-
net zu wahlen sind.

Verfahren der konjugierten Gradienten (CG)

Beispiel (Abstiegsverfahren iiR?). Gradientenverfahren fiF(z) = const:
Grafik fehlt noch (1)
Im allgemeinen gilt-*+2 £ 2*, d.h. die Iteration bringt nicht ab!

Kann man im zweidimensionalen Fall erzwingen, desisn nachsten Schritt getroffen wird (also
das Verfahren abbricht)? Eine hinreichende Bedingung ist:

(k+1

pEFD || g — (D) d.h. diek + 1-te Suchrichtung ist parallel zti — z**V. (5.5.2)

Nach Konstruktion ist*+1) die A-orthogonale Projektion var aufz*) 4-span(p®), also gilt:
z* — gD 1, p®), d.h. diek-te Suchrichtung ist-orthogonal zu:* — z<+1).

Im zweidimensionalen Fall folgt ays**? 1L, p®) die Giiltigkeit von [5.5.2). Dies motiviert
folgendeModifikation des Gradientenverfahrens

(k+1) _ T’(k+1) _ (T(ki-f-l)’p(k?))A

U 2P )a
(@, p@)s T

p

Es gilt nun:

(k+1) (k)

p J—Ap )

d.h.p+1 ist A-konjugiert zup®) (,konjugierter Gradient”)r*+1) bezeichnet das Residuum des
Gradientenverfahren des vorigen Abschnitts.

Algorithmus 5.19 (CG-Verfahren)
INPUT: A € R™ symmetrisch positiv defini, € R?, 29 € R,
OuTPUT: lterationsfolgen:®) € R?, ) ¢ Re, p*) e R4,
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PO =70 =p - Az (5.5.3)

for k:=0,1,...do

(), p)

i iy e (5.5.4)

2D = 20 4 g p®) (5.5.5)

PO+ ) g A p®) (5.5.6)

), 657
(p®), ptk)) 4

pEHD = D) _ g (k) (5.5.8)

end for

Wir wollen nun zeigen, dass das CG-Verfahren®hnach hochsteng Schritten abbricht, und
die exakte Losung* liefert. Sei dazu

Vi = span{p(o), . ,p(k)}.
Durch Induktion folgt sofort aus (5.5.3), (5.5.6) und (8)5.
Vi = span{r©® .. r®} = gpan{r® Ar®  AFO}
Vi heil3t auckKrylov-Raum .
Satz 5.20.Fur alle £ > 0 gilt:
) 2®) —a* 1,4V,
i) D 1, Vi, d.h.r©@ @ ¢+ sind orthogonal,
i)y p*t) 1L, V4, d.h.p©@, pM . pk+D) sind A-orthogonal.

Insbesondere folgt*) = 0, alsoz®) = z*, fir alle k > d, d.h. das CG-Verfahren liefert nach
maximald Schritten die exakte Losung.
Korollar (Berechnung der Koeffizienten und Residuen)

(8 (b))
(ptF), Ap®)y’

<T(k+1)’ r(k+1)>

P == (r®), r®)

A =
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Beweis.Der Beweis verbleibt als Ubungsaufgabe. O

Diese Art der Berechnung ist effizienter und numerisch kalis die Formel von oben, und
sollte daher in Implementationen des CG-Verfahrens vedeewerden.

Beweis von Saiz 5.2Mie Aussagen werden durch vollstandige Induktion nWablewiesen. Der
Induktionsanfang ist eine Ubungsaufgabe. Seien die dres&gen fuk wahr.

i) Nach Konstruktion ist*+1) die A-orthogonale Projektion auf die Geradé) +span(p*),
also gilt

(1‘(k+1) _ $*,p(k)),4 = 0.

Zudem gilt nach ii):

l‘(k+1) L ZL‘(k) — + ap(k)

Der letzte Ausdruck ist nach Induktionsvoraussetzdrgythogonal zu/,_ 1, also folgt:

AGRE N I 7
i) Firallez € V® gilt nach[i):
0= (%) — g% 2)4 = (Ax®Y) — Ag* ) = (—rE+D ).

i) Nach Konstruktion istp**1) A-orthogonal zp™®). Zudem gilt firz € Vj,_; nach Indukti-
onsvoraussetzung:

(p(kJrl)v Z)A = (T(kJrl)a Z)A - Bk (p(k)7 Z)A = <T(k+1)7 AZ) = 0.
Also gilt p*+Y 1 4 Vi._1, und damitp®+D L, V.
|

In der Praxis wird das CG-Verfahren haufig schon nach weniget Schritten beendet. Hier gilt
folgende Fehlerabschatzung:

Satz 5.21.1st A symmetrisch positiv definit, dann gilt

wobei

o VE@ -1 2
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Beweis.sieheQuarteroni/Sacco/Saleri ,Numerische Mathematik 1”. O
Bemerkung (Aufwand des CG-Verfahrens.) a) Maximaler Aufwand:

e pro Schritt:0(d?) (Multiplikation Matrix x Vektor),

e insgesamtO(d?) (exakte Losung nach Schritten).
b) Matrix dinn besetzt (vgl. Programmieraufgabe):

e pro Schritt nurO(d).

e insgesamt maximab(d?).

c) Approximative Losung: Schrittzakk d. Daher ist weitere Reduktion des Aufwands méog-
lich.
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Kapitel 6

Interpolation und Quadratur

6.1 Stlckweise lineare Interpolation

Seien[a,b] C R ein Intervall,—o0o < a < b < 00,a = 29 < 21 < ... < x, = b Stltzstellen
(Knoten), undyo, y1, - - ., ¥y, € R. Dann ist

AN =A{xg,T1,..., 2} ein eindimensionales Gitter.
Definition.
Tiv1 — T T — T .. .
s(r) = — -y + ————— yin1 firz € [z;, x;14], i=0,....,n—1,
Tit1 — Li Lit1 — Li

hei3tstickweise lineare Interpolatioder Punkte(z;, y;).
Bemerkung.

S1(A) = {s: [a,b] — R|s stetig s linear auf|x;, z;,]| furallei = 0,...,n — 1}
ist ein Vektorraum mit Dimension + 1, der Raum der linearen Splines

Satz 6.1(Charakterisierung der stickweise linearen Interpatatits Energieminimierer)Sei
s € S1(A),und f € C([a,b]) stetig differenzierbar auf jedem der Teilintervalle, z;.1], i =
0,...,n, mit

f(z) = s(x;) i=0,...,n.

/a b §'(x)2dx < / b (x)2da.

N——

+Energie von f”

Dann qilt:

159
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Beweis. Wir definieren dasEnergieskalarprodukt”

b
mm:/fummw

zweier stuckweise stetig differenzierbar Funktiongry € C([a,b]). Da s'(z) konstant auf
[x;_1,x;] ist, alsos’(z) =: ¢; und f = g auf A gilt, folgt

f—s) Z/ d:c—Zch—

d.h.s ist orthogonal zyf — s, und damit:

(F /) =(s+(f—s),s+(f—9))
=(5,8)+(f—5,f—35)+2(s,f—5) > (s,9).

Ti—1

O

Zu einer beliebigen stetigen Funktighe C([a, b]) betrachten wir nun die stickweise lineare
Interpolation bzgl. des Gitters, d.h. die Funktion

Lif:=se S (D), mit
s(z;) = f(x;) firi =0,1,...,n

Die Abbildung
Ly : C([a,b]) — S1(A) € C([a,b])

ist eine lineare Projektion. Wir wollen nun eine Abschéatzdes Approximationsfehlers— L, f
der stlickweise linearen Interpolation herleiten. Dazudogten wir die vont.?-Skalarprodukt

b
U@ww:/fwmmx
”fHL2ab)_ \/ ffLZQb)— \l leC

SeiC?([a,b]) der Raum aller aufz, b] zweimal stetig dlfferen2|erbaren Funktiongnwobei die

induzierte Norm

Ableitungen in den Randpunkten einseitig sind.

Satz 6.2.Fur f € C?%([a, b)) gilt:
1 = LifllLoap) < 2 ||f”||L2 apr und

1= (Laf) 2oy < \f 171220,y

wobeih := max;<;<, |z; — z;—1| die (maximale) Gitterweite ist.
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Zum Beweis dieses Satzes bendétigen wir:

Lemma 6.3 (Poincaré-Ungleichung)Fir g € C%*([a, 8]), —o0 < a < 8 < oo, mMitg(a) =
g(B) = 0 qilt:

e e o

Beweis.Furz € [a, (] gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralraahg und der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

g(a)? = (g(a) + /: 9’(y)dy)2 = (0+ (¢". Drzgam)”

<1 W 1L = ey [ 22

«

< (@ =) 91220 5):

also

Somit ist die erste Ungleichung bewiesen. Die zweite Uhleng folgt durch partielle Integra-
tion und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

g P
/ (9)dx =g, —/ 99"dx

=0—1(9,9")2(0,8) < 19l L2(08) 19”1 220

0]
Beweis von Safz 6.5eig := f — L, f. Dann gilt:
g(x;)) =0 furi=0,...,n.
Aus Lemmd 6.3 folgt wegejr,; 1 — ;| < h:
Tyl h2 2 Ti41
/ g*dx < <?) / (¢")?dx, und (damit)
mil h2 $i+1mi
/ (¢)dx < 5 / (¢")dx furi=0,...,n—1.

Wegeng” = f” folgt die Behauptung durch Summation tber O
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ANWENDUNG AUF NUMERISCHEINTEGRATION (,QUADRATUR"): Sei f € C([a, b]).

Gesucht ist )
11 = [ fayds.
ANSATZ:
Stutzstelleny; = a +ih, (i = 0,1,...,n), mit Maschenweitd = ¢
b b
/ fdx ~ / Spdx,
wobeis, stickweise lineare Interpolation vgibzgl. {zo, ..., x,}.
Definition.

b n—1 Tit1
T.[f] ::/ Spdr = Z/ Spdx
e i=0 ¥ Ti
_ hnzl f(wiga) + f ()
i=0

2

1 1
=h- (if(xo) + f(xl) + f(fEQ) +oee f(xn—l) + §f(xn))
heilRtn-te (zusammengesetzte) Trapezformet Approximation vord [ f].

FEHLERABSCHATZUNG
Sei

en = 1I[f] = Tulf].
Satz 6.4.Fur f € C*([a, b]) existiert einé € (a, b) mit

b—a 2 1
e G]

Ep = —

Beweis.

En = /ab(f — Sp)dx = :;ZO/:M(f — sp)dx (6.1.2)

Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir

/. iﬂ(f — 8p)dr = / - f(x)dr — Tt (f(@isa) + [ (i)

2
Tit1 ) )

= _/ f(x) (z — 7xl+12+ xl)d:c

xgﬁi-u 1
= —/ f”([E) 5 ([E I’Z‘) ($i+1 — .Z') dx

T; gro

Tit1 h3

> - /(o) [ G =) (i =)o = 5
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furi=0,1,...,n — 1, und damit gilt nach Gleichun§(6.1.1) auch:

h3 b—
En > —M - 5 max f” = — 12@ h* max f”.
Analog folgt:
En < — — G2 min f”.
Die Behauptung folgt nun aus dem Zwischenwertsatz,"dstetig ist. O

Um eine Approximation hdéherer Ordnung zu erhalten, werd@anuwten stiickweise lineare
Funktionen durch stiickweise Polynome ersetzen. Als efSténitt iberlegen wir uns deshalb,
wie wir gegebene Funktionswerte auf einem Teilintervalctiein Polynom interpolieren kon-
nen.

6.2 Polynominterpolation
Seien
I, = {z — i a;x' | ag, ..., a, € R} Polynome vom Grag n, und
=0
—o<a<pg< < - <xp, <b< Stitzstellen bzw. Knoten

innerhalb des Intervalls.
LAGRANGE-INTERPOLATIONSPROBLEM
Gesuchtisp € II,, mit

p(z;) = y; furi=0,...,n, (6.2.1)

wobeiy, ..., y, € R gegeben sind.
NOTATION:  p') bezeichnet im folgenden djete Ableitung vonp.
VERALLGEMEINERTES/ HERMITE-INTERPOLATIONSPROBLEM

Seienky, . .., k, € Ny. Gesuchtist eip € IIy_;, wobeiN = >""  (k; + 1) mit

PV (25) = yi furalles, jmit0 <i<n, 0<j <k, (6.2.2)

undy; ; € R gegeben sind. Fiip = - - - = k,, = 0 ergibt sich das Lagrange-Interpolationsproblem
als Spezialfall.

Universitat Bonn Sommersemester 2013



164 KAPITEL 6. INTERPOLATION UND QUADRATUR

Satz 6.5.Das verallgemeinerte Interpolationsproblem hatfuralle € R, (0 <i <n,0 < j <
k;), eine eindeutige Losunge Iy _;.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung
[: Iy_y — RN,
p = (pY(:))o<icn, 0<j<hi-

Die Abbildung! ist injektiv. Gilt nAmlich
p(z;)=0  furalles,jmit0<i<n, 0<j <k,

dann hatp eine (k; + 1)-fache Nullstelle beir; fur allei = 0,1,...n. Somit hatp insgesamt
N = 3" ,(ki + 1) Nullstellen (gezé&hit mit Vielfachheit). Dac IIy_; ein Polynom vom Grad
< N — list, folgtp = 0, d.h.[ ist injektiv.

Wegendim(ITy_;) = N = dim(R") folgt weiter sogar, daskbijektiv ist, d.h. zu jedeny =
(yi;) € RY existiert genau eip € Iy_; miti(p) = y. O

ANWENDUNG: POLYNOMINTERPOLATION EINER FUNKTION f
Sei f € C™maxki([q,b]). Dann gibt es genau ein Polynagie I1,, mit der Eigenschaft

p () = f9(z;)  furallei,jmit0 <i<n, 0<j<k.

Im folgenden Satz wird der Approximationsfehler des Lageainterpolationspolynoms abge-
schatzt.

Satz 6.6.Seif € C"*!([a, b]), undp € II,, mit
p(z;) = f(z;) furalle; =0,1,...,n.

Dann gibt es zu jedem € [a, b] ein¢ € (a,b) mit

F0(E)

(x — ) (x — 1) -+ (T — ). (6.2.3)

Bemerkung. a) w(z) := (x — x9) - - - (x — x,,) heillitKnotenpolynom zu den Stutzstellen /
Knotenx,, ..., z,. Beachtew ist ein Polynom vom Grad + 1.

b) Fir den maximalen Interpolationsfehler auf dem Intériralb] ergibt sich folgende Ab-
schatzung:

I = pll == max |£(@) = pla)] < —— £ o]

a<z<b (n + ]_)'
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c) Fur das verallgemeinerte Interpolationsproblem gedtégeprechende Aussagen, siehe z.B.
Deuf | har d/ Hohmann: ,Numerische Mathematik”. Das Knotenpolynom ist in diesem
Fall zu ersetzen durch:

n

w(x) = H(az — ;) e Ty

1=0

Beweis von Safz 8.6:urx € {x,...,z,} sind beide Seiten von (6.2.3) gleich 0. Sei als¢g
{zo,...,x,}. FUr\ € R betrachten wir:

h(t) == f(t) = p(t) = Aw(t).

Es qilth(x;) = 0furi = 0,1,...,n. Zudem gilth(z) = 0, wenn wir A geeignet wahlen. In
diesem Fall hat n + 2 Nullstellen, also hat nach dem Satz von Raélle n + 1 Nullstellen,r”
n Nullstellen und schlieRlich™+Y) mindestens eine Nullsteltec (a, b). Mit p € I1,, folgt:

0= R (E) = fI(E) = p" () = ()
= O = An+ 1),

also
FUr(E)
(n+ 1)’
und damit:
_ _ Fr(g)
0= hia) = f(@) = pla) = .y ().
0]
Beispiel(Runge) Sei
1
f([[') = m, T e [—5,5],
und p, () das Interpolationspolynom zu den aquidistanten Stiitestel = —5 + 10 %, (i =

0,...,n). Dann divergiertf(z) — p,(z)| fur |z| > 3.64 (ohne Beweis

Das Interpolationspolynom ist im allgemeinen zur Approaiimn ungeeignet — insbhesondere bei
hohem Grad und aquidistanten Stitzstellen! Die Ursactiegsioi3e Oszillationen des Interpola-
tionspolynoms.
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Wahl der Stiitzstellen, Cebysev-Polynome

Nach Bemerkung b) oben lasst sich der maximale Interpolstéhler auf dem Intervalk, b]
durch die Supremums-Norfjw|| des Knotenpolynoms(z) := (z — o) - - - (x — x,,) abschat-
zen. Daher liegt es nallev|| durch geschickte Wahl der Knoten zu minimieren. Dazu kdnwien

0.B.d.A.[a, b] = [—1, 1] annehmen - anderenfalls flihren wir eine affine Koordinasesforma-
tion durch, die das Intervalt, ] auf[—1, 1] abbildet.
Man kann zeigen (siehe Vorlesung), dédsg| fur [a,b] = [—1, 1] genau dann minimal ist, wenn

w ein Vielfaches des + 1-tenCeby&ev-Polynoms
Thi1(z) = cos((n + 1) arccos(z)), x € [-1,1],

ist. Aus den Additionstheoremen fir die Kosinusfunktiolgtalie Dreitermrekursionsformel

Tii1(x) =22 T (z) — Tp_1(x).

Insbesondere igt, tatsachlich fir jedek ein Polynomk-ten Grades. Dass das normiebebysev-
Polynom7), die Supremumsnorm ayf-1, 1] unter allen normierten Polynomen vom Grad
minimiert, liegt daran, dass;(z) auf [—1, 1] mit maximaler HaufigkeitX mal) zwischen dem
Maximal- und Minimalwert+-1 und —1 hin und her oszilliert, siehe Vorlesung.

Inbesondere hat,, . ; n + 1 verschiedene Nullstellen, die explizit durch

T; = — COS ————— furi=0,....,n
+

gegeben sind. Die auf diese Weise definierten Knoeten. . , z,, heiBerf:eby§ev-Knoten

Berechnung des Interpolationspolynoms
Lagrange-Darstellung

LAGRANGE-GRUNDPOLYNOME:
{Ly, L1, ..., L,} ist eine Basis voiil,,. Offenbar gilt:

Li(x;)=0  furallej # 1.
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Daher gilt:
[[@—2) | Li(x).
i
WegenL;(z;) = 1 erhalten wir somit die explizite Formel fuir die Lagranged@apolynome:
r — T
LZ(ZL') = J .
]l';Ii T; — .’L‘j
Die Losung des Lagrange-Interpolationsproblems (b.2stIsich durch die Lagrange-Grundpolynome
darstellen.
Korollar.

p(x) =y Li(x)
ist eindeutige L6sung des Lagrange-lnterpa;tionspmm@ﬂ)
Beweis.Es giltp € II,, mit p(x;) = y;. Die Eindeutigkeit folgt aus Safz 6.5. O
Die direkte Berechnung vam(z) via Lagrange-Darstellung ist instabil und aufwéndig.
Alternativ rekursive Auswertung:
Seienp; j, € I1,_; it p; x(x;) = y; fur alled, j miti < j < k.
Lemma 6.7 (Aitken-Neville-Formel) i) Furalle z € R undi mit0 < i < n gilt:
pm(ﬂf) =Y
i) Furalle z € Rundi, k mit0 < i < k < n gilt:

( — 23) pig1k(®) — ( — 23) Pig—1()
Tk — T; '
Beweis.Der Beweis des Lemmas verbleibt als Gbungsaufgabe. O

pzk(fc) =

KONSEQUENZ NEVILLE-SCHEMA ZUR AUSWERTUNG VONp(x):

Yo = po,o(T)
N\
y1=p11(z) —  poi(w)
N\ N\
Yo =p22(x) —  pira(x) —  poa(w)
N\ N\ N\
Yn =Dnn(T) = Pppo1n(®) — Dpoan(x) — ... — pon(z)

Das Neville-Schema ist geeignet flir Auswertung an einelk—:-S(tén2 + O(n) Multiplikationen
bzw. Divisionen). Es ist jedoch unpraktisch zur Berechndeg gesamten Polynoms.
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Newton-Darstellung, dividierte Differenzen

NEWTON-BASIS VONII,,:
1, z—x9, (x—x0)(x—121), ..., (x—x)(r—21) (T —2p_1).
p(x) =ag+ar (x —xo) +as (z —x0) (T — 1) + ...+ an (x —20) - (T — Tp1).
Bemerkung. Effiziente Auswertung vop(z) mit HORNER-SCHEMA:
p(x) = (- ((an - (€ = Tno1) + 1) - (€ = Tn2) + @n2) -+ a1) - (x — 20) + ao
ben6tigt num Multiplikationen!
Berechnung der Koeffizienten) des Interpolationspolynoms in der Newton-Basis:

Satz 6.8 (Newton-Interpolationsformel)Das eindeutige Interpolationspolynom € II,, mit
p(z;) =y, fur allei mit0 < ¢ < n hat die Darstellung

p(x) =flxo] + flzo, 21] ( — m0) + flT0, 71, T2] (¥ — T0) (T — 71)

+ ot flro, ) (T —x0) (x—21) - (2 — 20 1), wobei
flws] == s,
f[xia Tis1, ... 7xk] — f[xi-‘rl)xi-‘r% cee ,l’k] - f[xiaxi-i-l) e 7xk—1]’ 0 S i<k S n.
T — Ty
Bemerkung. a) Die Koeffizientenf|z;, .. ., zx] heiRendividierte Differenzen.

b) Isty; = f(z;), dann gilt:

fles) = f(xy) Funktionswert
fli, via] = fww) = f(@) Differenzenquotient
Tit1 — T4
f[$i,$i+1, sz‘+2] _ f[%'ﬂ, 56i+2] - f[SUz', 56i+1] etc.
Tit2 — T

c) Rekursive Berechnung aller dividierten Differenzen M@ﬂ Divisionen:

flwo] = yo
¢
fledl =y —  flwo, x4
N\ N\
fleal =92 —  floy,20]  — flzo, x1, o]
N\ N\ N\
flenl =y — Sflon-t, 20 = flon o, Tu 1,20 — .. = flre,..., 1)
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Beweis von Safz 6.8Vir zeigen die Behauptung durch Induktion nachWie oben sep; , €
I1, , das Interpolationspolynom zu den Stutzstellgn . ., z;.. Flrn = 0 gilt:

p(z) = yo = flzo-
Den Induktionsschritt zeigen wir in zwei Schritten.

i) BERECHNUNG DES FUHRENDENKOEFFIZIENTEN VONp(x) IN DER NEWTON-BASIS:
Nach der Rekursionsformel von Aitken und Neville (Lemmd) @ui@d der Induktionsvor-
aussetzung gilt:

e
Sz ma] (3 —x0) - (2 — )
flzo, ,xn,nl] (x — o) (2 — 2y 2) (x — 1) ()
=flzo, ..., xp] 2" +7()

wobeir, 7 undq Polynome vom Graek n — 1 sind.

i) | DENTIFIKATION VON g¢:
Es gilt
Y = p(x;) = q(x;) firi=0,...,n—1,
also wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynonts nach Induktionsvorausset-
zung:

q(x) = pon-1(z) = flwo] + -+ flxo,. ., Tnea] (. — 20) - - - (T — Tp—a).

6.3 Numerische Integration

Sei—oco < a < b < oo, w: (a,b) — R stetig, integrierbar und positiv (,Gewichtsfunktion”).
GESUCHT.

L, [f] ::/ f(z)w(z)de.
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NOTATION:  Zur Approximation vonl,,[f] auf kleinen Intervallena, b] betrachten wiQua-
draturformeln vom Typ

m

Qua[f) =D wi f(xs)

=0
mit Knoten z; € [a,b] und Gewichtenw; € R. Zu einerQuadraturformel erhalten wir ein
(zusammengesetzteQuadraturverfahren Q,[f], (n € N), indem wir das Intervalla, b] in n
Teilintervalle der Langé, = =2 unterteilen, und die Quadraturformel auf jedem Teilingdirv
anwenden, d.h.:

i
L

Qn [f] = Q[a+kh, a+(k+1)h] [f]

0

i

Beispiel (Mittelpunktsformel) Seiw = 1.

QUL = (b—a) 1(“10)
QN [f = nz_:hf(aJr (k + %)h) h = b;“
k=0

Definition. i) Die Quadraturformelky, ;; hatExaktheitsgradr € N U {0}, falls
Qaylp] = Luwlp]
fur alle p € II, qilt.
i) Das Quadraturverfahrer),, hat Konsistenzordnung > 0, falls
|Qnlf] = Lu[f]l = O(n™*) = O(h%)
fur alle hinreichend glatten Funktionefx: [a, b] — R gilt.

Beispiel (Mittelpunkts- und Trapezformel)st f: [a, b] — R affin, dann gilt:

[ e = -0 105 = -0 LSO

Also haben die Mittelpunkts- und die Trapezregel beide Ehxa@iksgradl. Mit einer Taylorent-
wicklung beitt ergibt sich zudem filf € C? undz € [a, b]:

10 - 15 = PO o= 5 + e g (o - 1)
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mit{(z) € (a, b). Integrieren dieser Gleichung liefert:
b b b 1 A
tfﬁm'z / ) (o= 2 + (@) <x_; )

1 b b\?
< s 7@ [ (x—“* ) dx
z€[a,b] 2 a 2

_ (b_CL)g "
= 2.

FUr das zusammengesetzte Quadraturverfahren

n—1
b—a
Qyp[f] = Z fgfkj,aJr(kJrl)h} [f]a h = )

X n
=0
erhalten wir damit;
n—1  cat(k+1)h
MP MP
[f]' = Z/ f(x)dz — Q[a-l—kh,a-‘r(lc—l—l)h] [f]
k=0 +kh
nh3
< — Hf”H [radl

fur alle f € C?. Das Mittelpunktsverfahren hat also — ebenso wie das Tuapkzhren (siehe
oben) — Konsistenzordnurg

Newton-Cotes-Formeln

Wie erhalt man Quadraturformeln mit héherem Exaktheid@Mir betrachten eine Quadratur-

formel .
Q[a,b] [f] = Zwi f(%‘)
=0
mit Stitzstellenxy, . . ., z,, zur Approximation vonf; f(z)w(z)d.

Satz 6.9.Die Quadraturformel hat genau dann Exaktheitsgraan, wenn
b
w; = / Li(z) w(x)dz, i=0,1,...,m, (6.3.1)

gilt, wobei L; dasi-te Lagrange-Grundpolynom ist.

Beweis.Ist der Exaktheitsgragd m, dann gilt:

b m m
/ Li(z) w(x)dr = QL] = Zwi Li(x;) = Zwi 0ij = w;, 1=0,1,...,m
a j=0 j=0
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172 KAPITEL 6. INTERPOLATION UND QUADRATUR

Umgekehrt folgt aus (6.3.1) fir=L;, (i =0,1,...,m):

b
Qualdl = [ po)w(o)ds
also fur allep € 11,,, = span{L; | i = 0,...,m}. O

Definition. Die Quadraturformel mit &quidistanten Knoten

Ti=a+1 , 1=0,1,...,m,
m
bzw.
1. b—a
i ) ) T :0717"'7 )
x a+(z+2)m+1 m

und Gewichten ,
w; :/ Li(z) w(z)dx

hei3tgeschlossenbzw.offene Newton-Cotes-Formel

Beispiele.Furw = 1, I[f] = f;’ f(z)dz, ergeben sich unter anderem folgende Newton-Cotes-
Formeln:

e m = 0, offen:

e m = 1, abgeschlossen

br—b b—a
ro=a, x1=0b, wy= dr = = wi,
a

a—2>b 2
Qlf] = b;a (f(a)+ f(b)), ,Trapezformel”
e m = 1, offen:
Qlfl = b;a (f(%aJrib)Jrf(%aJer)).
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e m = 2, abgeschlossen
a-+b

2 Y

To=a, x|= To = b,

b—a

al="5" (s a5+

)+ f(b)) , ,Simpson-Formel”

o m = 2, offen:

QN ="3" (§7Ga+ g+ 21

3 .,1 )
- f(= —-b) |.
)+ 3 f(6 a+ 5 ))
Bei den Formeln hoheren Grades erhélt man zum Teil negagéwvechte, was zu numerischer

Instabilitat fiihren kann. Der Exaktheitsgrad der NewtaneS-Formeln ist- m nach Satz 619.
Die Mittelpunktsformel hat sogar Exaktheitsgra(statt0). Allgemeiner gilt:

a+b

Satz 6.10.Ist Q[f] = >, wi f(x;) eine zu*tt symmetrische Quadraturformel fgfff(x)dx
d.h.
Tm—i = b — x; und Win—i = W; fUri:O,l,...,m,

mit Exaktheitsgrad> 2¢, dann hat() mindestens Exaktheitsgrad + 1.

Beweis.Seip(z) := (z — “T”’)QQH. Aufgrund der Symmetrie gilt:

Qlpl =0 = / plz)dz. (6.3.2)

Da ) Exaktheitsgrad> 2q¢ hat, gilt (6.3.2) auch fir allp € II,,, also fur allep € Iy, =
span(Ily,, (- — 4f2)2th), O

Beispiel. Die Simpson-Formel hat Exaktheitsgrad2, also hat?) Exaktheitsgrad> 3. Wegen
Qx| # ff x*dx ist der Exaktheitsgrad genau gleigh

Das zusammengesetzte Simpson-Verfahren hat die folgerde F

n—1
4 b—a
s Si
Q. [ f] Z Q aﬂp;fﬁ (k+1)h) [/, h = n
k=0

(f(a )+4f(a+Z)+2f(a+h)+4f(a+gh)+2f(a+2h)

h
6
+

+4f(b—g)+f( ))-

Satz 6.11(Konsistenzordnung des Simpson-Verfahre®@)r f € C*([a,b]) undn € N gilt:

s (2)
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Beweis. Wir zeigen:

h 4
<— — fur all — hl. .3.
= 180 Hf H[a,b] (2) urallec € [a,b— hj (6.3.3)

s c+h
Q- [ o
Die Behauptung folgt dann durch Summation dieser Gleichofigrc = a+kh, (0 < k < n—1).
Seip € 113 das Hermite-Interpolationspolynom mit:

h h

p(e) = f(o), p(c+g)=f(c+§), p'(0+§):f’(c+g), plc+h) = f(c+h).

Da die Simpson-Formel Exaktheitsgradiat, gilt:
s s c+h
Qe = Qi = [ plods
also gilt mit Bemerkun@y ¢) zu Sdiz 6.6:

[ 0w sy
) ’/:M 1) (g <x . g))2 (e m)

<0 auf [c,c+h]

(4) c+h 2
SW/CJF (r —¢) (:c—(c—l—g)) (c+h—z)dx

h 4
(4) =
180 H-f H[ab ( ) ’
x—c—h/2

Der Wert des Integrals ergibt sich beispielsweise mit déas8ttiont = i die das Inter-
vall [c, ¢ + h] auf[—1, 1] abbildet. ]

c+h
]@ii”f,fm fl- / f()de

Gaul3-Quadratur

Seiena < zg < z; < - < 2, < bKnoten,

b
w; = / Li(z)w(z)dz, 1=0,1,...,m.

Dann hat

Q[a,b} [f] = Z w; f(xz)

Exaktheitsgrad> m.
Bisher haben wir die Knoten fest vorgegeben (aquidistamilererseits haben wir schon bei der
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Polynominterpolation gesehen, daf3sich fur aquidistantedh im Allgemeinen keine optimalen
Approximationseigenschaften ergeben. Kann man durclygets Wahl der Knoten einen héhe-
ren Exaktheitsgrad als erreichen? Was ist der maximale Exaktheitsgrad? Um diesgeRrzu
beantworten, betrachten wir désotenpolynom

Esgiltw € I1,,,41.

Bemerkung. Es qilt:

Lz’(SC):H T—x w(x)

ki T — X (r — ) W'(25)

Satz 6.12.Seik € N. Die Quadraturformel)|, ;) hat genau dann Exaktheitsgrad + &, wenn
w orthogonal zul,_; bzgl.des gewichteterd.>-Skalarprodukts

(f. 9w = / F(@)g(@)w(z)dz
ist.

Beweis.Hat () Exaktheitsgradn + &, dann gilt furp € II,_;:

(W, P)w = / w(z) p(r) w(z)dr = Quylwp] =0,

eHm+k
daw(z;) = 0 furallei mit 0 < i < m ist. Umgekehrt: Gil{w, p),, = 0 fur allep € II;_,, dann
ISt ,
/ w(z) p(x) w(z)dr = 0 = Quplwp] furallep € Iy,
also auch:

b
/ (w(z) p(x) + q(z)) w(z)dr = Quylwp + 4 furallep € II,_; undq € II,,,.

Da sich jedes Polynom aus,,, ;. in der Formw p 4+ ¢ mit g € I1;,_; undq € II,,, darstellen I&sst,
folgt, dal¥);, ;) Exaktheitsgradn + £ hat. O

Korollar. i) Der Exaktheitsgrad ist stets 2m + 1.

ii) Der Exaktheitsgrad ist genau dar2an + 1, wennw orthogonal zul,, bzgl.( -, - ), ist.
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Beweis. i) Angenommen, der Exaktheitsgrad ist2m + 2. Dann istw orthogonal zdl,, ,
und es folgt der Widerspruch

i) Die zweite Behauptung folgt sofort aus dem Satz.
]

Zu klaren bleibt, ob und wie wir Knotery, . . ., x,,, finden kénnen, fir die das Knotenpolynam
orthogonal zdI,, ist. Ein normiertes Polynom,,, ; € II,,,1 mitw,,;; L II,, kann man mithilfe
desSchmidtschen Orthogonalisierungsverfahren&onstruieren:

wo(x) =1 fur allez € [a, b],

m

Winy1(x) = 2™ — Z(azmﬂ,wi)w wi(z) fur allem > 0.
i=0

Satz 6.13(Orthogonalpolynome) i) w,,,; ist das eindeutige Polynom i, ; mitw,, 1 L
I1,,.

i) Die Orthogonalpolynome,,, erfillen die Dreitermrekursion

w_1(z) =0,
wo(x) =1,
W1 () = (2 — apm)wm () — B win—1(x), m > 0, mit

(% Wiy Win )
(wm7 wm)w

(merl; merl)w

(0% =
" (wmuwm>w

, By beliebig.

) ﬁerl =

i) w,, hatm + 1 einfache reelle Nullstellen, < z; < - - - < z,, im offenen Intervall(a, b).

Beweis. i) EINDEUTIGKEIT: Seiw,, 1 € II,,.1 hormiert mito,, ., L I1,,. Dannistu,,,1—
Wmi1 € 11, und orthogonal zul,,,. Damit folgtw,,.1 — W1 = 0UNdW,11 = Wiat-

i) Mit Induktion rechnet man nach, dafl3die durch die Drerterkursion definierten normier-

ten Polynomev,, ,; € I1,,,, orthogonal sind. Die Behauptung folgt dann aus der Eindeu-
tigkeit der Orthogonalpolynome.
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i) Seienxg, x1,...,x, k = 0,...,m, die Nullstellen vonu,,,,; mit ungerader Vielfachheit,
die im offenen Intervalla, b) liegen. Zu zeigen ist = m. Daraus folgt die Existenz von
m + 1 einfachen Nullstellen. Angenommen, es gilk m. Dann ist das Polynom

k

q(z) = H(az — ;)

=0
Gradk+1
orthogonal zw, ;1. Daw,,1(x) undg(x) beixy, ..., z; jeweils das Vorzeichen wechseln,
hat das Produkb,, () ¢(z) konstantes Vorzeichen. Somit folgt der Widerspruch

b
/ W1 () q(z)dz = 0.
U

Damit kénnen wir nun im Prinzip Quadraturformeln mit maxlema Exaktheitsgra@m + 1
angeben:

Definition. Seienxy, ..., z,, die Nullstellen des Orthogonalpolynoms . ;. Die Quadraturfor-
mel

m

Qfg,b] [f]= sz‘ f(zi),

=0
mit Gewichten

wi:/abLi(:c)w(a:)d:c:/ab( Omi1(®) oy g

T = i) Wy (2)

heiBtGaul3-Formel vom Gradn + 1.
Bemerkung. a) Die GaulR3-Formel hat nach Konstruktion Exaktheits@radt- 1.

b) Die Berechnung der Stitzstellen ist im Allgemeinen nrohal — aber diese mussen zu
einer gegebenen Gewichtsfunktion nur einmal berechnetemerund kdnnen dann immer
wieder verwendet werden.

Beispiel. Sei ohne Beschréankung der AllgemeinHeit] = [—1, 1] und
(1) = ——
wW\r) = —F/——.
V1—2a?
Dann ist
! 1
yY)w — —dx.
(f.9) » f(@) g(x) e

Universitat Bonn Sommersemester 2013



178 KAPITEL 6. INTERPOLATION UND QUADRATUR

Mit der Substitutionz = cosf, v/1 — 22 = sinf unddz = — sin 6 d6 folgt:

(f. 9)u = / F(cos8) g(cos8) d8) = (F.F)rz0m)
=:£(6) =g(9)

Die Funktionen
Ti(0) = cos(kf),  k=0,1,2,...,

sind orthogonal bzgl. -, - ).2(o,r). Also sind die Funktionen
Ti(z) = cos(k - arccos(z)), k=0,1,2,...,

orthogonal bzgl( - , - ),. Aus den Additionstheoremen fur die Kosinusfunktion falgt Drei-
termrekursionsformel

Tir1(x) =22 T(z) — Tp_1(x).

Insbesondere ist;, ein Polynomk-ten Grades, dak-te éeby§ev-Ponnom Durch Normierung
erhalten wir die eindeutigen normierten Orthogonalpoiyiro

Wit (2) = 27F Ty ().

Die Nullstellen sind di€Cebysev-Knoten

(20 + 1)m
i ) 07 7k
T COS 2(]€ T 1) 7
Fir die Gewichte ergibt sich
w; = T far alles.
k+

2

Andere wichtige Gewichtsfunktionen sind zum Beispi¢k) = 1 undw(z) = e *".
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Intervall

w()

GAUSS-LEGENDRE
[_171]
1

Orthogonalpolynome L (z) = ot L (22 — 1)k

Dreitermrekursion
Normierung

Nullstellen

Gewichte

2FRl dak
Legendre-Polynome

L (@) = 250 Li(e) — g5 Ly ()

s}
k+1
Wr1(x) = @%zcﬁ Ly()

k+1
z.B. n=4:

_ _ 3 2 6
T3 = —To =17+ 745
_ _ 3 2 6
Ta = =1 =17 = 7\/5
_ _ 18—+v30
W3 = Wy = 36
Wy = wy = 18+V30

GAUSS-CEBYSEV

[_17 1]
Vi
Ti(z) = cos(k arccos(z))

Cebysev-Polynome

Tii1(z) =22 Tp(x) — T (x)

wk+1(x) = 2_k Tk_;,_l(x)

(2i+ D)7
2-(k+1)

T; = — CoS

Wi = 113

GAUSS-HERMITE

(_007 OO)

_x2

e
Hy(z) = (—1)F e Lo’

Hermite-Polynome

Hyi1(z) =2x Hi(x) — 2k H_1(x)

Wig1(2) = 270D Hy 4 (20)

NOILVHOILNI AHOSIHINNN €9

6.1
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Satz 6.14.Fur s € N existieren konstant€';,, Co > 0 mit

< CL -m=° ||f||5, bzw.

b
‘Qagendre[f] - / f(:E) dx

b
Q?eb[f]—/ f(a:)\/ll_ixzda: <Ce-m™°||fllsw furalle f € C°([—1,1]),
wobei
1Fllsw = | D_NF®IZ 1 flls = Il fllsa-
k=0

Ohne Beweis
KONSEQUENZ  Gaul3-Verfahren erreicht beliebig hohe Ordnung, wérinreichend regular
Ist.

6.4 Kubische Splines (optional)

Seila,b] C ReinIntervalla = z < 2y < ... < x, = b StutzstellenA\ = {xg, x1,...,z,} €in
Gitter undm € N.

Definition.

Sp(N) = {s € C" ([a,b]) | s

[e;_1,2,] ISt €in Polynom vom Gragh furallei =1,...,n}
hei3tRaum der Splines vom Gragh bzgl. des Gitterg\.

m = 1. stiickweise lineare stetige Funktionen,

m = 3: kubische Splines.

Fallss € C? ist, ist die Krummung der Kurvéz, s(z)) stetig und die Kurve wird als glatt
empfunden (Anwendungen bei CAD, Schienenverlegung etc.).

Beispiel. Seip(x) = ((x — z;)™)™, a* := max(a,0). Dannists € S,,(A).

Lemma 6.15. 5, ({0, ..., x,}) istein(m + n)-dimensionaler Vektorraum mit Basis
17 T — Xo, (SC - Io)Q, R (SL’ - I‘O)Wi,\((ﬂf - x1)+)m7 R ((SC - xnfl)Jr)mj'
m+1 I?urnktionen n—1 IZTJrr)ktionen
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Beweis. Wir beweisen das Lemma durch vollstéandige Induktion nad¥irn = 1ist.S,,({zo,z1}) =
I1,, mit Basisl, z — xy, .. ., (x — x9)™. Sei die Behauptung fir wahr. Weger{(x — z,,) ™)™ =

auf [z, x,,] folgt die lineare Unabhangigkeit der Funktiongn. . ((z — x,,)™)™ aus der linearen
Unabhangigkeit der Funktiondn. . ., ((z — z,_1))™, die nach Induktionsvoraussetzung erflllt
ist. Zu zeigen bleibt, dal3sich jeder Splineter Ordnung als Linearkombination der angegebenen
Basisfunktionen darstellen l&sst, dass also fura#es,,({zo, . .., z,.1} gilt:

S|[x07mn] € Sm{zo, ..., xa}).

Nach Induktionsvoraussetzung gibtgsb; € R, so dass gilt:

s(z) = Z ar, (. — x0)" + i bi ((z — x;)T)™ furallex € [xg, z,].

0

N J/

=:3(z)

Wegens € C™1 gilt:
s®(z,) —3H)(z,) =0, k=0,...,m—1.
Das — s auf|x,, z,,.1] ein Polynom vom Gradh ist, gibt es eirb,, € R mit:
s(z) —3s(z) = b, (x —x,)™ furallex € [z, 1],

also
s(x) =5(x) + b, ((x — 2,)")™ fur allez € [a, b].

B-Splines (,Bell splines”)

Die in Lemmd 6.15 angegebene Basis ist zur numerischen [Barag eines Splines zu gegebe-
nen Interpolationspunktefx;, y;) wenig geeignet — wir betrachten daher nun eine andere Basis.
Dazu nehmen wir an, daRdie Stitzstellen aquidistant sind:

h—
ri=a-+1ih, h = ¢
n
Wir setzen
1 for |z < 4,
By(z) :==
0 far|z|> 1,
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Zum Beispiel ist firm = 3:
(2 [2)* =4 (1 — [2) fur |z <1,
Bs(x) = % 92— |z|)? furl <|z| <2,
0 far |z| > 2.
Lemma 6.16. Fur alle m € N gilt:
) B, € C™ 1(R) mit B,,(z) = 0 fur alle |z > ™.

i) B € Sp(An,), wobei
Am:{_m—i-l m—1 m—lm—i—l}.

2 ) 2 T 9 ) 9
Beweis.Der Beweis erfolgt durch vollstédndige Induktion naeh Der Fallm = 1 ist klar. Sei

die Induktionsbehauptung fin wahr. Wegens,, ¢ C™! folgt B,,., € C™, und

Biyia(®) = Bu(z +5) — Bz — ).

Der erste Term der Differenz ist ein Polynom vom Gradh auf dem Intervall falls (7 + ) und
A,, disjunkt sind. Der zweite Term der Differenz ist ein Polyneom Gradm auf dem Intervall
[ falls (I — %) und A, disjunkt sind. Daher isB,, . , ein Polynom vom Grad< m auf offenen
Teilintervallen vonA\,,, ;. Damit ist B,,,,; ein Polynom vom Graél m + 1 auf Teilintervallen
vonA,,.q. O

Konstruktion einer Basis von S,,,(A)
ANNAHME:  aquidistantes Gitter

A=Az, x1,...,2T,}, x; = a + ih, h =

Wir definieren
z — (a+ih)

T—
Satz 6.17.Die m + n B-SplinesB,,;, i =—-251 -2 41 ... n+ 21, bilden eine Basis
von S, (A).

Bpi(z) := B, (

Beweis.Die lineare UnabhéangigkeitvaB,, ; € S,,(4A) folgt durch Induktion. Wegedim(S,,(A)) =
m + n bilden dieB,, ; eine Basis. O

Beispiel(m = 1).
s(x) =) i Bua(o)
=0

ist stlickweise lineare Interpolation der Punkte ;).
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Interpolationsproblem fir kubische Splines (m = 3)

Gegebensingy, ...y, € R,y01,yn1 € R.
Gesucht ist € S5(A) mit:

s(z;) = v furallei =0,1,...,n, (6.4.1)
sowie einer der folgenddRandbedingungen
() Hermite-Randbedingungen
s'(a) = yo,1, §'(b) = Yn,1,
(i) periodische Randbedingungen
s(a)=5'(b),  s"(a) =5"(b),
(i) natdrliche Randbedingungen

s"(a) = §"(b) = 0.

Bemerkung. Es giltdim(S3(A)) = n+3. Dain (6.4.1) nun+1 Interpolationswertéyo, . . ., yy,)

vorgegeben sind, werden zwei zusatzliche Randbedingumgaitigt, um ein eindeutig I6sbares
Interpolationsproblem zu erhalten. Im folgenden betmachtir nur Hermite-Randbedingungen

— fur die anderen Arten von Randbedingungen gelten abeicilerhussagen.

ahnlich wie die linearen Splines erflllen auch die kubisc8plines eine Energieminimierungs-

eigenschaft:

Satz 6.18.Seis € S3(A) und f € C*([a,b]) mit f(z;) = s(x;) furi =0,...,n, f'(a) = §(a)
und f’(b) = s'(b). Dann gilt:

) (f'—s"1)=0 firallel € S;(A),
DNEdEST&
i) || — "] < L

. 4
v) [If = sl < 5 1791,
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wobei(f,g) = f;’ f(z)g(z) dz das L*(a, b)-Skalarprodukt und| - || die zugehoérige Norm be-
zeichnet.

Bemerkung. .
B = = [ £ da

ist die Biegeenergie eines Stabes oder einer Holzlattdigehg,spline”) mit Parametrisierung
(z, f(x)) (in erster Naherung fur kleine Auslenkungen). Der kubisBpine minimiertE’ unter
allen Kurven durch die Punkie;, y;) mit denselben Hermite-Randbedingungen.

Beweis. i) Dal auf[z;, z;,1] konstantist, gilt:

Titl
=0,

/' Hl(f//_s//)l _ (f/_s/> l zﬁl _/' i+1(f,_8/) I = (f/—S’)l

(3

ZH —ci (f—s)

Aufsummieren Uberf liefert aufgrund der Randbedingungen:
b
[ ===
i) Wegenf = s+ (f —s),s” € S1(A) und[i) gilt:

(f//’ f//) — (S//7 S//> + (f// _ 8//7 " S//) _'_2 (Sll,f// _ S//> 2 (8//7 S//>.

J N J
—~ ~~

>0 =0

i) Seil € S1(A) die stuckweise lineare Interpolation vgfi bzgl. A. Nach Satz 6]2 gilt:

I =l < = 17
Da f” — s” unds” — [ nachi) orthogonal sind, gilt:
1F7 =P =N ="+ " =P = [ ="+ " = 1P = | f = "]
Hieraus folgt die Behauptung.

iv) Die stickweise lineare Interpolation vgin s bzgl. A ist die Nullfunktion, also gilt nach
SatZ 6.2 undii):
h? " " ht (4)
I = sl < 7 ="l < 179

O

Korollar. Das Interpolationsproblerf6.4.1)mit Hermite-Randbedingungen hat eine eindeutige
Losungs € S3(A).
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Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung

¢: S3(A) — R,
S (S(ZC(]), S(xl)a SR S(xn)a Sl(a’)v Sl(b))
Wir zeigen zunéchst ditnjektivitdt von ¢. Gilt ¢(s) = 0, dann l6sts das Interpolationspro-

blem (6.4.1) mity; = 0 fur allei unds’(a) = s'(b) = 0. Da auch die Nullfunktion dasselbe
Interpolationsproblem I6st, folgt nach Saiz 6.17:

b b
/(3//)2§/ 02:0

Da s” stetig ist, folgts” = 0 auf [a, b]. Somit ists affin und mits(a) = s(b) = 0 folgt s = 0.
Wegendim(S3(A)) = n + 3 = dim(R""3) ist ¢ sogarbijektiv , also existiert fur alley, . . . , yx
eine eindeutige Losung des Interpolationsproblems mibtiterRandbedingungen. O

Berechnung in B-Spline-Basis

Seis € S3(A). Dann ist

n+1

s(z) = Z Ci Bg(x 713:2) fur allex € [a, b], wobeiz; = a + ih.
i=—1

BERECHNUNG DERKOEFFIZIENTEN ¢;:

B3(0) =2, Bs(£l)=¢, Bs(k)=0 fir|k|>2,
By(0) =0, By(+1)=TL Bik)=0 firl|kl>2
—% 0 % 0 C_1 hyo
i 3 co Yo
S<xz) =Y 1 2 1
, 5§ 3 6 C1 B n
s'(z0) = Yoa <~ _ _ N —
Sl(xn) = Yn,1 1 2. 1
6 3 & Cn Yn
0 _% 0 % Cn+1 hyn

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit diinn besetzégri¥i
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