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Losungen

1. (Urnenmodelle)

a)

Sei © = {1,...,m}"” mit |2] = m" eine Nummerierung der m Kugeln, A = P(Q)
die Potenzmenge und P[A] = |A|/|€?| die Gleichverteilung auf (£2,.4). Die Menge der
gelben Kugeln sei hierbei gegeben durch {1, ..., g}. Weiterhin betrachte die Zufalls-
variablen X1,...,X,, mit

X;:Q — {0,1}, w = X;(w) =1, <q firalel <i<n.
Die Zufallsvariable X besitzt die Verteilung

PX=1] = Plwenusg) = T asdl_ o,

Damit ist dann insbesondere P[X; = 1] = p. Weiterhin ergibt sich

2
P[Xi=1,X=1] = |{we9|w1|5|g,w2§g}} o

Die Anzahl der gelben unter den n gezogenen Kugeln wird beschrieben durch die
Zufallsvariable S, : Q@ — Ny, S, = > " | X;. Es soll nun der Erwartungswert und die
Varianz dieser Zufallsvariable bestimmt werden.

Lésungsweg 1:

Aus der Linearitdt des Erwartungswertes ergibt sich

B[S,] - E[Z x| = Y E[X] = nB[X)] = aP[Xi=1] = np,

=1

wobei im dritten Schritt zudem benutzt wurde, dass die Zufallsvariablen X; die gleiche
Verteilung besitzten und dass E[X;] = 0- P[X; = 0]+ 1- P[X, = 1] = P[X; = 1] ist.
Zur Berechnung der Varianz betrachte zunéchst einmal

B[] - [ Y0 %) - 3 BN+ 303 Bl

t,j=1 i=1 i=1 j=1

i
= P[Xl-zl}—i—ZZP[Xi:l,Xj:l] = np+n(n—1)p°
i=1 i=1 j=1
i

5 Phkt]

[4 Pkt]



wobei im zweiten Schritt die Linearitdt des Erwartungswertes und im dritten Schritt,
dass E[X?] = P[X; = 1] und E[X; X;] = P[X; = 1, X; = 1] ist, benutzt wurde.
Damit ergibt sich dann fiir die Varianz

Var(S,) = E[S;] —E[Sn}2 =np+nn—-1)p"—n*p> = np(l—p).

Lésungsweg 2:

Da die Zufallsvariable S,, binomial-verteilt ist zu den Parametern n und p, d.h.

P|S,=k] = (Z)pk(l—p)”_k fir k € {0,...,n}

ergibt sich somit fiir den Erwartungswert
E[S@sz() (1—p)"~ —an( > L1 —p)*

n—1
n—1 el
= np ( ) —p)" " = np,
0

k=

wobei im letzten Schritt die Normierungsbedingung der Binomialverteilung zu den
Parametern n — 1 und p benutzt wurde. Zur Berechnung der Varianz betrachte
zunéchst einmal

E[s?] = Z K (Z) P-p = np Y k(Z:D R

k=1
n—1
n —
=np Y (k+1) ( N >p'“(1 p)
k=0
n—1 Tl—2
= np+n(n—1)p° <k_1) Pt —p)th

7T
|
[

np+n<n_ 1)p27

n—2 _o_
= np+n(n—1)p° < )p""(l—p)”“
=0

ol

wobei im vierten bzw. sechsten Schritt die Normierungsbedingung der Binomialver-
teilung zu den Parametern n — 1 und p bzw. n — 2 und p benutzt wurde. Also,

Var(S,) = E[S7] —E[S’n}2 =np+nn—-1p*—n*p* = np(l—p).

Cebysev- Ungleichung: Sei (9, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X ein Zufalls- [4 Pkt]
variable mit E[|X|*] < co. Dann gilt fiir alle ¢ > 0

P[|IX = E[X]| > ] < 5 Var(X).



Es soll das schwache Gesetz der grofien Zahlen fiir %Sn gezeigt werden, d.h.

P[&—E[&} 25} — 0, fiir n — oo.
n n

Aus der Cebysev-Ungleichung ergibt sich nun fiir ein beliebiges € > 0

P[X_E[ Zs} < —QVar<—> = 6QHQVM(Sﬂ) = W@O
Sei nun Q@ = {w € {1,....,m}" |w; # w;fiiri # j} mit [Q = 2, A = P(Q)
die Potenzmenge und P[A] = |A|/|€?| die Gleichverteilung auf (€2, A). Weiterhin sei

die Menge der gelben Kugeln wieder gegeben durch {1,...,g}. Betrachte nun die
Zufallsvariablen X, ..., X, mit

2

n

X :Q — {0,1}, w = Xi(w) =1, <q firalel <i<n.

Dann ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit

{welw<gl g2 4
X =1] = Pl{oc 0w <g)] = -2
Desweiteren gilt, zusammen mit p := £, dass
€EQ|w < g, we < — 1) =2 —-1
P|:X1:17X2:1j| _ {w |W1_gw2_g} — g(g )' n! :pg )
|| m m—1

n!

Betrachte nun die Zufallsvariable Z,, = Z?:l X;, die die Anzahl der gelben unter den
n gezogenen Kugeln beschreibt. Es soll nun der Erwartungswert und die Varianz von
7, berechnet werden.

Lésungsweg 1:
Aus der Linearitit des Erwartungswertes ergibt sich nun

n

B[z, = E[XZ: x| = Z::E[Xi] - Y P[X,=1] = np,

i=1

wobei im letzten Schritt zudem benutzt wurde, dass P[X; = 1] = p fiir alle i < n ist.
Zur Berechnung der Varianz betrachte zunéchst einmal

n

Bz = BE|Y. xX| = Y B+ Y Y BlX X,
ij=1 i=1 i=1 j=1
i

wobei im zweiten Schritt die Linearitdt des Erwartungswertes benutzt wurde. Zu-
sammen mit

E[X?) = P[Xi=1] = p.  E[X.X] = P[Xi=1X,=1] = p —

[7+1 Pkt]



ergibt sich dann zunéchste einmal

n

E(Z}] =) P[Xi=1]+> > PX;=1X;=1] = np—i—n(n—l)p%
i=1 i=1 ?;1
Lésungsweg 2:

Diese Zufallsvariable ist nun aber hypergeometrisch verteilt zu den Parametern m, ¢

und n, d.h.

B
(7;) € {0,...,n}.

Fiir den Erwartungswert von Z,, ergibt sich dann

S DD g g () G
m

E[Z’J = m - m—
= () = (ho1)
R 7 N ()
- p (niw - pv
k=0 n—1

wobei im letzten Schritt die Normierungsbedingung der hypergeometrischen Vertei-
lung zu den Parametern m — 1, g — 1, n — 1 benutzt wurde.

Zur Berechnung der Varianz der Zufallsvariable Z,, betrachte zunéchst einmal

) ) ;f ng o, () (i)
B[Z2] = E k = E k @
-1

g m
TZ

(")) P ()
n—1 (9—2\ (m—2—(g—2)
= np+n(n-— 1)p51_11 (k_l) E:L—_z;(k—l))
k=1 n—2
n—2 (g—2\ (m—2—(g-2)
g—1 (") (M%) 1
=np+nn—1)p — = nptnn—1)pl—=
m—1 k=0 (n—22) -1

Abschlielend ergibt sich dann aber fiir die Varianz

2 2 g—1 g
Var(Z,) = E[Z}] - E[Z,)? = np<1—|—(n—1) — "E>

m*—mn—mg+ng m—-—gm-n _ m-—n

np(l—p)

- m(m — 1) B m m—-1 m-1

= ::L : 711 Var(S,,).




2. (Bedingte Wahrscheinlichkeiten)
a) Unter einem Wahrscheinlichkeitsraum versteht man ein Tripel (£2,.4, P) bestehend [5 Pkt]

aus einer Menge  # (), einer o-Algebra A und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

P auf Q.
Eine o-Algebra ist hierbei eine Teilmenge der Potenzmenge A C P(f), die den
folgenden Eigenschaften geniigt
i) Qe A
(i) Ac A = A =0Q\AecA
(111) A, Ay ...eEA = U;.ilAZ € A
Unter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (2, A) versteht man eine Abbildung
P:A—0,1], A > A — P[4 €][0,]1]
mit den Eigenschaften, dass
(i) Normierung: P[Q)] =1

(ii) o-Additivitdat: Fiir paarweise disjunkte Ereignisse Aj, As,... € A, d.h. es sei
A;NA; =0 fiir alle i # 7, gilt

P[QAZ-] - iP[Ai].

Es nun sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A zwei Ereignisse,
wobei P[B] > 0 ist. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B

definiert durch
P[AN B]

P[A| B] = W

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A zwei Ereignisse mit
P[B] € (0,1). Dann gilt
P[A] = P[ANQ] = P[AN(BUB®)] = P[(ANnB)U(AN B°)]
P[AN B] P[AN B¢
P|(B] P|B]
= P[B]-P[A|B] +P[B]-P[A]| B,

= P[ANB|+P[ANB‘] = P[B]- + P[B°]

wobei im vierten Schritt die o-Additivitdt und im sechsten Schritt die Definition
der bedingten Wahrscheinlichkeit benutzt wurde, da P[B] # 0 und mit P[B] # 1
auch P[B°] = 1 — P[B] # 0 ist. Betrachte nun den Fall, dass P[B] = 0 ist. Aus
0 < P[ANB] < P[B] =0und P[B‘] =1— P[B] =1 ergibt sich dann

P[A] = P[ANB‘] = P[B]-P[A|B°] = P[A|B],
d.h. das Ereignis A ist unabhéngig vom Ereignis B¢. Analog ergibt sich im Fall
P[B] =1, dass

P[A] = P[ANB] = P[B]-P[A|B] = P[A|B].

[4 Pkt]



c) Es sei (Q,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Xy, X7, X5, ... ein Folge von Zu-
fallsvariablen mit Werten in {0, 1}. Weiter sei Z;, Zs, . .. eine Folge von Zufallsvaria-
blen mit P[Z, = 1] = P[Z, = 0] = § fiir alle n € N, wobei Z, unabhéngig ist von
den Zufallsvariablen X, ..., X, ist.

pn_1 fiir alle n > 1, wobei p,, :== P[X,, = 1] ist. (3 Pkt]

(i) Zu zeigen: p, =3 — 1

Es gilt nun aber

pn = P[X,=1] = P[(X,=1,X, 1 =1)V(X,=1X,,=0)]
= P[X,=1,X,1=1]+P[X,=1,X,; =0
= 0+P[Z,=1,X,.,=0] = P[Z,=1] - P[X,-1 = 0]
11

= (1_pn—1)P[Zn:1:| = §_§pn—l

wobei im dritten Schritt die o-Additivitat, im vierten Schritt die Definition der
Verteilung der Zufallsvariablen X; und im fiinften Schritt die Unabhéngigkeit
von Z, beziiglich X,,_; benutzt wurde.

(i) Zunéchst einmal stellt die Abbildung ¢(z) = 5 — 5 = eine Kontraktion dar, denn [2+1 Pkt]

6(2) — 0] < 3l

Andererseits ist p, = ¢(p,—1). Aus dem Banachschen Fixpunktionsatz folgt nun,
dass ¢ einen eindeutigen Fixpunkt besitzt und dass die Folge p, gegen diesen
konvergiert. Es gilt nun noch den Fixpunkt p zu bestimmen. Hierbei gilt aber

1 1 1
p—¢(p)—§—§p = p=3
(iii) Zu zeigen: P[X; =1,X3 =1] = 1. [2 Pkt]

Es gilt nun aber, dass
P[X;=1,X;=1]
= PIX1=1,X.=0,X3=1]+P[X;1=1,X,=1, X3 =1]
= P[X;=1,X,=0,X;5=1]

P[X;=1]-P[X, =0 X1 =1] - P[X5=1]X; =1,X, =0
= P[Z1=1]-1-P[Z3=1| X, =1,X, =0]
1
wobei im fiinften Schritt benutzt wurde, dass Z3 unabhéngig von X, X5 ist.
(iv) Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ergibt sich [2 Pkt]
1 3

D= =L =] = e PG =1 =] = SPG =1 = 1],

wobei im dritten Schritt benutzt wurde, dass p3 = % <1 — % + }L) = g ist. Dies
ist aber dquivalent zu P[X; = 1| X3 =1] = 2.

6



(v) Da die Zufallsvariablen X nur Werte in {0, 1} annehmnen, ergibt sich, zusam- [2 Pkt]

men mit p; = % und p3 = %, fiir die Kovarianz zwischen X; und X3

Cov(X1,X3) = E[X1X3] — E[X1] B[X3]
= PIX1=1,X3=1]-P[X;=1]-P[X5=1] = —.

3. (Gleichgewichte von Markovketten)

a) Eine Folge Xy, X1, X, ... von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum [6 Pkt]
(2, A, P) mit Werten in S heiit (zeithomogene) Markovkette mit Zustandsraum S
und Ubergangsmatrix p, wenn fiir alle n > 0 und alle zq, ..., x, € S gilt

P[Xn = Tn | XO = To, - - - ,Xn,1 = SL’n,ﬂ = p(I‘n,l,In)

sofern P[Xo = zg,..., X,_1 = 2,—1] > 0 ist. Hierbei ist p eine stochastische Matrix,
d.h.

plz,y) > 0 Va,yes und Zp(a:,y)zl Vo € S.

yeS

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf S heifit Gleichgewichtsverteilung beztiglich
der Ubergangsmatrix p, falls

p(x) = Z w(y) p(y, ), fir alle x € S.

yes

b) Essei S eine endliche Menge, 11 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S mit positiven [6 Pkt]
Gewichten p(x) > 0 und ¢(z, y) fiir x,y € S eine symmetrische, stochastische Matrix.

Der Metropolis-Algorithmus zur Simulation der Verteilung p ist gegeben durch

Input: Zustand x € S, symmetrische, stochastische Matrix ¢ und
Wabhrscheinlichkeitsverteilung u

Output: Zustand y € S beziiglich des Ubergangs x — ¥y einer Markovkette mit
Gleichgewichtsverteilung p

Erzeuge z € S beziiglich der Verteilung ¢, = ¢(z, -).
Erzeuge u € [0, 1] beziiglich der uniformen Verteilung auf [0, 1].

i (=)
a(x, z) == min (1, M(z)>

if u <a(r,z) then y==z else y=2x end if

Die Ubergangsmatrix p der entsprechenden Metropoliskette ist fiir z,y € S mit y # =
gegeben durch

p(e.y) = qlz,y) min (1%) pa.x) = 1- 3 play)
yes

y#T



c¢) Der Zustandsraum der Markovkette (X,) ist No. Weiterhin sind die von Null ver- [§+1 Pkt]
schiedenen Matrixelemente der Ubergangsmatrix p gegeben durch

p(o, 1) =1,
p(k,0) = p, fiir alle £ > 0,
plk,k+1) = 1—p, fiiralle k> 0.
Lésungsweg 1:
Sei nun u eine Gleichgewichtsverteilung. Dann gilt

p(l) = > p(n)p(n,1) = u(0)p(0,1) = pu(0).
Andererseits ergibt sich fﬁr;c > 1, dass
p(k) = ) p(n)p(n k) = p(k—=1)pk—1,k) = p(k—1)(1—p).

Durch vollstéindige Induktion folgt daraus, dass p(k) = u(0) (1 — p)*~* fiir k > 1 ist.
Zusammen mit der Normierungsbedingung

L= pu(k) = p(0) + > u(0) (1 —p)*" = p(0) (1 +> (1 —p>’“> = p(0) ——
k=0 k=1 k=0 p
erhélt man dann schliellich, dass jede Gleichgewichtsverteilung den folgenden beiden
Gleichungen geniigen muss:
p p k—1 ..
0) = — k) = — (1 - fiir £ > 1.
1(0) P (k) p—i—l( p)" . fir k>

Also gibt es hochstens eine Gleichgewichtsverteilung. Andererseits 143t sich leicht
nachrechnen, dass eine Verteilung p, in der oben angegebenen Form, der Gleichung

1= pp geniigt, d.h. u ist tatséchlich eine Gleichgewichtsverteilung.

Lésungsweg 2:
Es gilt zu iiberpriifen, dass die gegebene Markovkette irreduzibel und aperiodisch ist.

Seien also 7,y € Ny. Dann gilt im Falle z < v, dass p*(z,y) > (1 — p)* > 0 fiir
k = y—x, wihrend im Falle z > y gilt, dass p*(z,y) > p(1—p)*2 > 0 fiir k = y+2,
d.h. die Markovkette ist irreduzibel.

Desweiteren ist k,k +1 € {n € N | p*(z,z) > 0} fur k = = + 2, d.h. die Periode
d(z) = ggT{n € N | p"(z,z) > 0} = 1. Da wegen der Irreduzibilitét d(z) = d(y) fiir
alle z,y € Ny ist, folgt die Aperiodizitat der Markovkette.

Es nun v # u eine weitere Gleichgewichtsverteilung. Dann ergibt sich aus dem Kon-
vergenzsatz fiir Markovketten
dey(v,p) = dov(wp®p) — 0 = v=yp

ein Widerspruch, d.h. die Gleichgewichtsverteilung ist eindeutig.

Die Gleichgewichtsverteilung 148t sich nun durch eine analoge Rechnung wie im
Losungsweg 1 bestimmen, d.h.
P p k1 .
0) = —, k) = — (1 — , fiir k> 1.
1(0) | (k) erl( p) >



4. (Newton-Verfahren)

a) Der Algorithmus des Newton-Verfahrens ist gegeben durch [5 Pkt]

Input: Funktion f: R — R, Startwert 2(?) € R, Fehlerschranke ¢,
Intervall I = (=M, M), M € R,.
Output: Nullstelle x von f oder Fehlermeldung

tol = f(2O), 2 =2 err =0
while (err =0 & tol > ¢) do
if f'(x) =0 then
err = 1, print "STOP: Ableitung verschwindet!”

else
rT=1x— ;/((;)), tol = f(x)
if © ¢ I then
err = 1, print "STOP: Intervall verlassen!”
end if
end if
end while

b) Die quadratische Konvergenz des Newtonverfahrens bedeutet, dass die Folge gegeben [5 Pkt

durch z**+D = ¢(z*)) mit ¢(z) = 2 — % gegen x*, eine Nullstelle von f, konvergiert

und es gilt: Es existiert ein ¢ € (0,00) derart, dass

|$(kz+1) . l‘*| S C’.T(k) . x*‘2‘

Betrachte die Folge (ay)ren, die gegeben ist durch a;, = exp(—2*). Offentsichtlich ist
aj eine Nullfolge nicht-negativer Zahlen. Weiterhin gilt

k41 _9k(2_
Uk+1 = —p ap = e 2P a} < caj
k

d.h. wobei ¢ = sup, e 2" P) ist. Aber fiir p < 2 ist ¢ = e~ @) < 1, wihrend fiir
p > 2 die Konstante ¢ = oo ist, d.h. die maximale Konvergenzordnung ist 2.

c) Sei x* € I mit f(z*) =0 und f'(x) > 0 fiir alle z € I. [6 Pkt]
7u zeigen: Fiir alle £ > 0 mit ® e I gilt

ph ) — g = m /(k) <fl(1/) - f/(x(k))) dy.

Aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung ergibt sich zunéchst ein-
mal

¥

—fEW) = fa) - faW) = / f(y) dy.

(k)



Daraus folgt dann

1 * * f(l’ ) 1 / *
2D g = g ®) g Lo = T )(—f(x(k))_f(x(k)) (2" = 2®))

- /fdy "))

- —f,@(k)) / (1w =)y

Sei nun ¢ := minges |f'(x)]. Da die Funktion f stetig und f’(x) > 0 fur alle x € I ist,
folgt somit ¢ > 0. Weiterhin gilt nach Voraussetzung, dass |f'(y) — f'(z)| < L|y — z|
fiir alle x,y € I. Dann ergibt sich aus der obigen Rechnung

*

L €T
< d — — 2™ 4
I ‘/ >|y_6/xm|y ) dy

_ L 2
—2C|x x|

‘Z’(k+1) — gzt

Betrachte nun eine Umgebung U.(z*) von z* mit e € (0, 2¢). Es gilt nun zu zeigen,
dass (¥ € U.(2*) impliziert, dass z® € U.(x*) fiir alle k.

k=0: trivial.
k—k+1

Es gilt nun aber,

L
- 20‘33 .

* * *

(k+1) .T*

5‘90(’“) -z < |x(k) -

IN

E

b

2 L
2

wobel im letzten Schritt die Definition von € benutzt wurde. Zusammen mit der
Induktionsvoraussetzung ergibt sich daher, dass 1) € U_(z*) ist.

Da das Verfahren aber innerhalb dieser Umgebung kontraktiv ist, folgt schlielich die
quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens.

d) Betrachte die Funktion f(x) = xe ", wobei f(z) = 0 genau dann wenn x = 0 ist. Es [/+1 Pkt]
sei nun angenommen, dass z® > 1 ist. Dies impliziert dann

gD = k) _ > gk fiir alle k,

d.h. die Folge ) ist streng monoton wachsend und konvergiert daher fiir (@ > 1
bestimmt gegen +o00.

5. (Abstiegsverfahren)

a) Sei A € R¥9 eine symmetrische, positiv definite Matrix, b € R? und [2 Pkt]
1
o(z) = 5 (z, Az) — (x,b).

10



Zu zeigen: ¢(z) = (z*) + 2 (z — 2%, A (x — 27)) fiir 2* = A7'b.

Es gilt nun aber

o) = ¢(x%) + o) — o(7)
= ¢(z") + %(w Ax> <x,b>—%<x*,Ax*>+<x*,b>
= ¢(z*) + 3(z, Az) — (z,Az*) — 3 (a*, Az*) + (2, Az")
(") + <<m Az) —(z,Az* >—<x*,Am>+<x*,Ax*>>
= ¢(a") + 1 {z—a*, Az — z%)),
wobei im zweiten Schritt benutzt wurde, dass b = A z* ist, wahrend im dritten Schritt
ausgenutzt wurde, dass die Matrix A symmetrisch ist.

Betrachte nun zur ndherungsweisen Berechnung des Minimums z* von ¢ ein Abstiegs- [8 Pkt]
verfahren vom Typ 241 = 2®) 4 o p®) . Fiir das Gradientenverfahren ist dann die
Suchrichtung gegeben durch

p® = (Vo) (a®) = —A@® —g7) = ¥

Es gilt nun die optimale Schrittweite ay zu bestimmen.
Losungsweg 1:

Zusammen mit Aufgabenteil a) ergibt sich, dass
Pa™t) = ¢(a") + § D — 2|

genau dann minimal ist, wenn 2*+1) gerade die A-orthogonale Projektion von x* —z!
auf 2 + span{r®} ist, d.h.

k)

(k) (k)
2D = g ®) (A (2 — 2@ " r

k _ (k) (k)
), =V tapr.
A ECIRATECI

Daraus folgt dann aber schliefllich

<A(x*—x(k)),r(k)> B <b—Ax(k),r(k)> B (| ||?
1% (r), Ar®)) %

A =

Lésungsweg 2:
Aus der Darstellung in Aufgabenteil a) folgt zunéchst einmal, dass ¢(y) > ¢(z*) fiir
alle y # x*. Weiterhin gilt

0 = 3% o(z® + apr®) = (r® A (@™ —2%)) + ay (r®) Ar®),
k

wobei im zweiten Schritt wiederum benutzt wurde, dass die Matrix A symmetrisch
ist. Zusammen mit r®) = b — Az(® ergibt sich daher dann

<A(x(k)—:z;*),r(k)> B <b_Ax(k)’7n(k)> B QI
(rt), Ar(®)) ARy T B

Q. — —

11



Energie-Landschaft
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Abbildung 1: Hohenlinen der Funktion ¢ im Fall (i)

Fiir das Residium gilt weiterhin, dass

P = p A (@ o r®) = p® gy Ar®),

Der Algorithmus des Gradienten-Verfahrens ist gegeben durch

Input:  symmetrisch, positiv definite Matrix A € R™? p ¢ R?
Startwert z(*) € R¢
Output: Iterationsfolge z*) € R? der Losung = von Az = b
zugehorigen Residuen r*) € RZ.
Setze (V) = — Az

for £=0,1,2,... do

e
Xk = %

pE1) (0 o A )

end for

¢) Die Darstellung der Hohenlinen der Funktion ¢ am Fall (i) bzw. (ii), sowie die Itera- [6 Pkt]
tionsschritte des Gradientenverfahrens sind in den Abbildungen 1 bzw. 2 dargestellt.
Beachte, dass die Abstiegsrichtung stets senkrecht auf den Hohenlinien steht.

12



Energie-Landschaft
2 T T T T T T T T

15F ]

X:2.634
Y: -0.09756

-1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 2: Héhenlinen der Funktion ¢ im Fall (ii)

d) Es gilt zunéchst einmal, dass ||Alz = /p(AAT), wobei p(A) der Spektralradius [/+1 Pkt]
der Matrix A ist, d.h. p(A) = max {|)\| ‘ A Eigenwert von A}. Ist die Matrix A sym-
metrisch und positiv definit, so ist ||Alls = Amax bzw. [[A7Y|s = 1/Amin der grofite
bzw. das Inverse des kleinsten Eigenwertes der Matrix A.

Fiir die Matrix im Fall (i) ergibt sich

10

T _ A—1g4-T _
AA" = ATA —(01

) — Al = A7 = 1

Daraus folgt dann, dass K3(A) = 1 ist und somit

1-1
g < g e =l = o,

[E2 <
141

d.h. das Gradientenverfahren konvergiert in einem Schritt. Dies liegt daran, dass in
diesem Fall die Hohenlinien ¢(z) = ¢ konzentrische Kreise bilden, weshalb dessen Mit-
telpunkt stets auf der Geraden liegt, die durch die Abstiegsrichtung im Gradienten-
Verfahren gegeben ist.

Betrachte nun die Matrix aus Fall (ii). Dann ergibt sich

1 0
0 L

81

AAT = (é 801> . A, = 9 und AAT = (

) A, = 1

13



Daraus folgt dann, dass K3(A) = 9 und somit

4

k+1)_ < 9_1 ~
)

< 9 o — %,

2% — a4 =

[E3

d.h. das Gradientenverfahren konvergiert langsam, wenn das Verhéltnis aus grofiten
zu kleinsten Eigenwert Apax/Amin > 1 ist. In diesem Fall bilden die Hohenlinien zu
¢(x) = ¢ konzentrische Ellipsen mit Halbachsen proportional zu Apax bzw. Api,. Da
die Abstiegsrichtung im Gradienten-Verfahren senkrecht auf den Hohenlinien steht,
fithrt dies zu einem "zig-zag” Verlauf der zugehorigen Abstiegskurve.

6. (Interpolation und Quadratur)
Seim € Nund f € C"™"([a,d]) fir —oo < a < b < co.

a)

Es bezeichne II,,, = {x — > ja; 2" | ag, ..., a, € R} den Raum der Polynome vom [5 Pkt]
Grad < m. Betrachte nun die Abbildung F : II,, — R™"1,

p — F(p) = (p(x),....p(xm))

Zu zeigen: F' ist injektiv, d.h. F(p) =0 = p=0.

Es folgt nun aber aus F'(p) = 0, dass das Polynom p mindestens die m + 1 Nullstellen
Xo, ..., T, besitzt. Da aber p € II,, ist, d.h. hochsten vom Grad m, impliziert der
Hauptsatz der Algebra, dass p = 0 ist.

Da weiter dim(II,,) = m+ 1 = dim(R™!), ist die Abbildung F folglich bijektiv, d.h.
insbesondere zu (f(xo), ..., f(z,,)) € R™ existiert genau ein Polynom p € II,, mit
p(z;) = f(z;) fur alle 0 <i < m.

Die Lagrange-Interpolationspolynome sind gegeben durch [6 Pkt]

Li(z) = []>—2 e 1,

r; — X
k0 =t k
k#i

Diese stellen die eindeutige Losung des Interpolationsproblems L;(x;) = ¢; ; dar, denn
fiir beliebige i, j mit ¢ # j gilt

UL p— L — A p—"
o _r oz
Ll(:lj'j) = H_ J — = 0- H J — 0, L7,($1> _ H i -1
jmo T T Tk o i Tk jmo V1 T Tk
T Kefin kA

Zusammen mit Aufgabenteil a) folgt daraus die Eindeutigkeit der Darstellung.

Damit 148t sich dann das Polynom p, dass das Interpolationsproblem (x;, f(x;)) 16st,
eindeutig darstellen durch p(z) =Y, f(z;) Li(z), denn es gilt

pz;) = Z fla) Li(zy) = > f(x:) 61y = flay),

=0 i=0

wobei sich die Eindeutigkeit wiederum aus Aufgabenteil a) ergibt.
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c¢) Die abgeschlossene Newton-Cotes-Formel mit m + 1 Stiitzstellen ist gegeben durch  [5 Pkt]

n b
Quy [f] = Z w; f(;) mit w; =/ Li(x)dx
=0 a
undxi:a+ib’7‘1 fire=0,...,m.

Zu zeigen: Der Exaktheitsgrad der abgeschlossenen Newton-Cotes-Formel mit m + 1
Stiitzstellen ist > m.

Es sei p € 1I,,,. Da die Lagrange-Polynome aber eine Basis von 11, bilden, gilt, dass
p(z) =31, p(z;) Li(x) ist. Daraus folgt dann aber

m b m b
Q[a,b][p] = szp(%) = / ZP(%)Lz(iﬂ)dw = / p(z) dx,

d.h. die abgeschlossenen Newton-Cotes-Formel mit m + 1 Stiitzstellen besitzen mi-
denstens den Exaktheitsgrad m.

d) Es sollen nun die Gewichte der Newton-Cotes-Formel fiir m = 2 berechnet werden. [/ Pkt
Hierzu betrachte zunéchst einmal
b—a
5

b 2
w; = / Li(z)dx = h/ Li(a+th)dt mit h =
a 0

Damit ergibt sich dann

21 t—2 ho [? h 12 b—
0

, 0—1 0-—2 32 6 '
2, _9 2 o
wy = h Ll —h/ 2 —2tdt = —h<§—4) _ 4? ‘
, 1-0 1-2 . 3 6
2t—2 t—1 h [? h 4 b—
wy = h —~—dt:—/t2—tdt:—(§——): ¢
0 2-0 21 2/, 2\3 2 6

Man erhélt daher die folgende Darstellung
b—a a+b

Qualf) = —= (fla)+4f(5=) + /().

Zu zeigen: Qpap[p] — ff p(x)dz =0 fir alle p € I1;.
Lésungsweg 1:

Da die Newton-Cotes-Formel fiir m = 2 mindestens den Exaktheitsgrad 2 besitzt,
geniigt es, nun die Aussage fiir p(x) = z® zu iiberpriifen. Hierbei ergibt sich nun aber

b 4 4 _
/p(:r)dx ! 4a - b4a(a3+a2b+ab2+b3>
— b;a<a3—|—%<a3+3a2b+3a62+b3)+53>
b—a a+b
= — (p(a)+4p(T>+P(b)> = Quup].
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Lésungsweg 2:

b—a

Sei ¢ € Iy mit q(xo) = p(z0), q(x1) = p(r1) und g(z2) = p(x2), wobei x; = a + 1 %5
fiir 1 = 0,1, 2 ist. Weiter sei s(z) := p(x) — g(x). Dann gilt zunéchst einmal, dass

b b b
QWM—/QMsz@Mm—/pww»@Mm+/qmm

:@mm—/pwm;

wobei die Linearitit des Integrals bzw. der Newton-Cotes-Formel und die Exaktheit
der Newton-Cotes-Formel fiir Polynome mit Grad 2 benutzt wurde. Andererseits ist
s € II3 und besitzt die drei Nullstellen xg, 21, x9, d.h. s(x) = ¢ (z—x¢)(x —21)(x —22).
Daraus folgt aber

b b b—a
Q[a,b}[s]—/ s(x)dx = —c/ s(x)dr = —%/ r(2x+a—"0b)(x+a—0b)dr
’ c ab—a ’
= —5/ 22° +32%(a—b) +x(a—b)dx
0
R B 12_21741_
— 2[295 x°(b a)—|—2x(b a) ) = 0,

d.h. die Newton-Cotes-Formel fiir m = 2 besitzt einen Exaktheitsgrad > 3.
Andererseits gilt fiir

] = 541 () +0)

56° —ab* +2a%*?® — 2a30? + a’b — 5a° b —a’ /b A
x*dr,

B 24 7 N

d.h. der Exaktheitsgrad der Newton-Cotes-Formel fiir m = 2 ist genau 3.
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