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1. (Urnenmodelle)

Eine Urne enthilt m Kugeln, darunter g gelbe. In jedem von n Schritten wird eine zuféllig
ausgewdhlte Kugel aus der Urne gezogen, und anschlieBend wieder zuriickgelegt. Die Zu-
fallsvariable X; habe den Wert 1, wenn die i-te gezogene Kugel gelb ist, und 0 sonst.

a) Beschreiben Sie ein entsprechendes Modell auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P). Berechnen Sie P[X; = 1] und P[X; = 1 und X, = 1].

b) Sei S, =Y, X; die Anzahl der gelben Kugeln, wenn n Kugeln nacheinander gezo-
gen wurden. Berechnen Sie den Erwartungswert E[S,,| und die Varianz Var(.S,,); zum
Beispiel indem Sie F[S,] und E[S?] betrachten.

¢) Geben Sie die Cebysev-Ungleichung an (ohne Beweis), und beweisen Sie das schwache
Gesetz der groBen Zahlen fiir die Zufallsvariablen S, /n.

d) Das Zufallsexperiment von oben wird wiederholt, aber jetzt werden entnommene
Kugeln nicht mehr zuriickgelegt, und es gelte n < m. Bearbeiten Sie Aufgabenteil
a) fiir das neue Zufallsexperiment. Sei Z,, = " ;| X; die neue Anzahl von gelben
Kugeln. Berechnen Sie F[Z,], und zeigen Sie
m—n

Var(Zn) l— Var(Sn).

2. (Bedingte Wahrscheinlichkeiten)
a) Definieren Sie die Begriffe Wahrscheinlichkeitsraum und bedingte Wahrscheinlichkeit.
b) Seien A und B Ereignisse mit P[B] € (0, 1). Folgern Sie aus den Definitionen:
P[A] = P[A|B] - P[B] + P[A|B] - P[B°].

Welche entsprechenden Aussagen gelten im Fall P[B] = 0 bzw. P[B] = 17

¢) Eine Zufallsfolge von Binédrzahlen X, X, X, ... wird wie folgt rekursiv erzeugt:
Xo=0
for n > 1 do
if X,,_; =1then X, =0else X, = 7, end if
end for

Hierbei sei die Zufallsvariable Z,, unabhéngig von X, X, ..., X,, 1 mit
P|Z,=1]=P[Z,=0]=1/2.

(i) Sei p, = P[X,, = 1]. Zeigen Sie: p,, = % — %pn_l.

(ii) Konvergiert die Folge p,, fiir n — 0o? Falls ja, berechnen Sie den Grenzwert.
(ili) Zeigen Sie: P[X; =1 und X3 =1]=1/4.
(iv) Berechnen Sie P[X; = 1| X5 =1].
(v) Berechnen Sie Cov(Xy, X3).
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3. (Gleichgewichte von Markovketten)

a)

b)

Geben Sie die Definition einer (zeitlich homogenen) Markovkette an. Was versteht
man unter einer Gleichgewichtsverteilung der Markovkette?

Sei p1 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit positiven Gewichten p(x) > 0 auf einer
endlichen Menge S und ¢(z,y), z,y € S, eine symmetrische stochastische Matrix.

Angenommen, Sie kénnen beliebig viele unabhéngige Stichproben von den Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen ¢, mit Gewichten ¢(x,y), y € S, erzeugen. Geben Sie einen
Algorithmus an, der den Ubergangsschritt 2 — y einer Markovkette mit Gleichge-
wichtsverteilung p durchfiihrt. Wie lautet die Ubergangsmatrix der entsprechenden
Markovkette?

Wir betrachten das folgende einfache Modell fiir das zuféllige Wachstum einer Popu-
lation:

Sei X,, die Anzahl der Individuen zur Zeit n, n = 0,1,.... Es gelte Xq = 0. Fiir
n=1,2, ... passiert im n-ten Schritt folgendes:

— Ist X,,_1 > 0, dann gibt es mit Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) eine Pandemie,

die die Population vernichtet, d.h. X,, = 0; anderenfalls immigriert ein neues
Individuum, d.h. X,, = X,,_1 + 1.

— Ist X,,_1 =0, dann gibt es immer einen Immigranten, und X, = 1.

Die Ereignisse, die das Auftreten von Pandemien zu verschiedenen Zeitpunkten be-
schreiben, seien unabhéngig voneinander.

(i) Geben Sie den Zustandsraum und die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Mar-
kovkette (X,,) an.

(ii) Bestimmen Sie eine Gleichgewichtsverteilung, und zeigen Sie, dass diese eindeu-
tig ist.
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4. (Newton-Verfahren)
Sei f: R — R eine stetig differenzierbare Funktion.

a) Geben Sie den Algorithmus des Newton-Verfahrens zur Approximation einer Null-
stelle * der Funktion f an (nur schematisch in Pseudocode - es wird kein lauffédhiges
Programm erwartet). Der Algorithmus sollte abbrechen, wenn die Iterationsfolge *)
ein vorgegebenes Intervall [ = (=M, M), M € R, verldsst (overflow), oder wenn
| f(z®)] eine vorgegebene Schranke ¢ > 0 unterschreitet.

b) Was bedeutet "quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens” (Definition)? Ge-
ben Sie eine Nullfolge reeller Zahlen an, die quadratisch, aber nicht mit hoherer
Ordnung konvergiert (mit Beweis).

c) Sei z* € I mit f(z*) = 0. Es gelte f'(x) > 0 fiir alle x € [-M, M].

(i) Zeigen Sie: Fiir k > 0 mit 2® € T gilt

o = f/(;@) /m <f,(y) - f/(x(k)» 4y

(ii) Folgern Sie: Existiert ein L € R, mit
|f’(y)—f'(x)} < L-‘y—x’ fiir alle z,y € I,
dann konvergiert die Iterationsfolge z(® fiir £(®) nahe 2* quadratisch gegen z*.
d) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass das Newton-Verfahren im allgemeinen nicht

global konvergiert.

5. (Abstiegsverfahren)
Sei A € R™? eine symmetrische, positiv definite Matrix, b € R¢, 2* = A~'b und

b(x) = 5la, Ax) — (D)
a) Zeigen Sie:
olx) = o(z*) + % (x — 2", A(x —x%)).

b) Zur ndherungsweisen Berechnung des Minimums z* von ¢ betrachten wir ein Ab-
stiegsverfahren vom Typ

mit a; € R und p® € R?. Berechnen Sie die Suchrichtungen p*®) fiir das Gradienten-
Verfahren (Verfahren des steilsten Abstiegs). Bestimmen Sie zu gegebener Suchrich-
tung p die Schrittweite ay, fiir die der Funktionswert ¢(z(*+)) minimal ist. Zeigen
Sie

(r ), (6

_ ) AR
Qy ECNYC) mit r b— Az,
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und leiten Sie eine Rekursionsformel fiir die Residuen r*) her.

Geben Sie den Algorithmus des Gradientenverfahrens an (nur schematisch in Pseu-
docode - es wird kein lauffihiges Programm erwartet).

Fertigen Sie eine Skizze an, die einige Hohenlinien {x | ¢(x) = const.} der Funktion
¢ und den Verlauf der Iterationsschritte ), k = 0, 1,2, des Gradienten-Verfahrens
im R? in den folgenden Fillen zeigt:

02=(, ) 0= =)
0= o= @) - ()

Verwenden Sie fiir jede Skizze mindestens eine halbe DIN A4-Seite. Achten Sie darauf,
dass aus IThren Skizzen klar ersichtlich ist, wie der jeweils néchste Iterationswert
geometrisch bestimmt wird.

Fiir den Approximationsfehler beim Gradientenverfahren gilt die Abschatzung

*

k+1) —

e T

< AN 7
f S R I

A

wobei Ky(A) = [|Allo - ||A7|2 die ¢y-Kondition der Matrix A ist (Sie konnen dies
ohne Beweis voraussetzen). Berechnen Sie K5(A) fiir die beiden Matrizen aus Aufga-
benteil ¢) und interpretieren Sie das Ergebnis. Hierbei konnen Sie die zur Berechnung
benétigten Aussagen ohne Beweis voraussetzen - Sie sollten diese aber angeben.

6. (Interpolation und Quadratur)
Seim € Nund f € C""([a,b]), —00 < a < b < o0.

a)

Zeigen Sie, dass es zu beliebigen m + 1 Knoten a < 2y < 1 < ... < x,, < b genau
ein Polynom p mit Hoéchstgrad m gibt, so dass

plrg) = f(zr), fir alle k =0,1,...,m gilt.

Geben Sie die Interpolationspolynome L; fir ¢ = 0,1,...,m mit L;(z;) = 1 und
Li(xy) = 0 fir alle & # i an. Stellen Sie das Polynom p aus Aufgabenteil a) als
Linearkombination der L; dar (mit Beweis).

Geben Sie die abgeschlossene Newton-Cotes-Formel mit m + 1 Stiitzstellen fiir das

Integral ff f(x)dx an. Zeigen Sie, dass es sich um eine Quadraturformel mit Exakt-
heitsgrad > m handelt.

Berechnen Sie die Gewichte der abgeschlossenen Newton-Cotes-Formel im Fall m = 2,
und bestimmen Sie den maximalen Exaktheitsgrad dieser Quadraturformel (mit Be-
weis).
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